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Wykaz niektorych symboli

A,B, ... — punkty

a,b, ... — proste

a, B, .. — plaszczyzny

allp — proste rownolegte

mln — proste prostopadte

AB — odcinek o koncach 4 i B

SE O — symbol przynaleznosci (s lezy na @)
I(4,B) — prosta | przechodzaca przez punkty 4 i B
M=anb — punkt wspdlny prostych a i b (przecigcie)
<ABCD > —wielokat — 4, B, ... punkty, wierzchotki
< abcd > —wielobok — a, b, ... proste, boki

K? — kwadryka — nieznieksztatcona powierzchnia stopnia drugiego
{g} — zbidr prostych

{P3 } — trojwymiarowa przestrzen rzutowa

S [a,b, .. ] lub [S] — wiazka prostych o §rodku S
(125) — konfiguracja






PRZEDMOWA

Inspiracja do podjecia tematu kwadryk skosnych byta fascynacja mozliwosciami wykorzystania powierzchni
prostokreslnych w budownictwie, a glownie w budownictwie wodnym, ktore jest przedmiotem moich szczegol-
nych zainteresowan.

Znaczna czg$¢ niekonwencjonalnych obiektow budownictwa ma ksztatt powierzchni stopnia drugiego (sfera,
elipsoida, hiperboloida jedno- i dwupowlokowa, paraboloida i paraboloida hiperboliczna). Znane sa na §wiecie
wspaniate obiekty budownictwa ksztalttowane z zastosowaniem powierzchni skosnych, ktore na trwate weszly do
historii architektury. Przyktadem tego moga by¢ projekty architekta i inzyniera Felixa Candeli, takie jak kosciot
Santa Maria Miraculosa w Meksyku czy restauracja w Xochimilco. Do form opartych na powierzchniach pro-
stokreslnych siggato wielu wybitnych architektow: La Corbusier, Santiago Calatrava, Pier Luigi Nervi i inni. Nie
brakuje takze przyktadow zastosowan powierzchni prostokreslnych w krajowych konstrukcjach architektonicz-
nych; np. dworzec Warszawa-Ochota projektu A. Romanowicza przykryty paraboloida hiperboliczna. W Kato-
wicach $wietny architekt W. Zalewski z czterech paraboloid hiperbolicznych zbudowat kielich a z powstatych
kielichow olbrzymia halg lub ostatnio projekt Nowackich zaktadajacy przykrycie amfiteatru w Opolu zadasze-
niem w ksztalcie paraboloidy hiperbolicznej. Tych kilka przyktadow $wiadczy o tym, ze powierzchnie prosto-
kreslne wprowadzity ekspresyjne, jak rowniez funkcjonalne ksztalty do nowoczesnej architektury. Mozna §miato
powiedzie¢, ze formy architektoniczne otrzymane w rezultacie tworczej inspiracji formami geometrycznymi
mogly powstac i rozwijaé si¢ dzigki postgpowi nauki. Geometria rzutowa jest stosunkowo mtoda dziedzing geo-
metrii. Jej tworca jest matematyk francuski Jean Victor Pancelet (1788—1864), ktory stworzyt teorig biegunow
i biegunowych oraz zasadg biegunowej dwoistosci. Tylko nieco ponad sto lat temu poznano jedna z najwspanial-
szych kwadryk skosnych — paraboloidg hiperboliczna. Dlatego badania i analizowanie form geometrycznych
opartych na powierzchniach prostokreslnych jakimi sa kwadrygi sko$ne, moze z jednej strony przyczynic si¢ do
lepszego ich poznania, mozliwo$ci tworzenia i przeksztalcen, a z drugiej do rozwiazywania probleméw kon-
strukcyjnych we wspolczesnej architekturze.

Mam nadziejg, ze niniejsza monografia poszerzy zakres rozwiazan teoretycznych odnoszacych sig¢ do prze-
ksztatcen rzutowych kwadryk skosnych oraz zwiazkow geometrycznych, jakie zachodza pomigdzy ich elementami.

Sktadam serdeczne podzigkowanie Recenzentowi Profesorowi Jarostawowi Mirskiemu za wnikliwe przeana-
lizowanie, punkt po punkcie, utworzonych konstrukcji kwadryk skosnych oraz za uwagi merytoryczne, ktore
pozwolily mi na nadanie ostatecznego ksztaltu monografii.

Mgr. inz. Piotrowi Katudze dzigkujg za pomoc w opracowaniu rysunkow.
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1. WPROWADZENIE

Kwadryka lub powierzchnia stopnia drugiego nazywamy zbidr punktow, ktory kazda ptaszczyzna przecina
w stozkowej (zdegenerowanej lub nie).

Do podstawowych powierzchni stopnia drugiego zaliczamy miedzy innymi:

— powierzchnig¢ stozkowa,

— powierzchni¢ walcowa,

— sferg,

— hiperboloidg¢ jednopowtokowa obrotowa.

Pierwsze dwie, to powierzchnie prostokreslne rozwijalne. Oprocz tych powierzchni drugiego stopnia znane
sa trzy kwadryki begdace rzutowymi obrazami sfery:

— elipsoida,

— paraboloida,

— hiperboloida dwupowtokowa,

oraz dwie kwadryki bedace rzutowymi obrazami hiperboloidy jednopowtokowej obrotowe;j:
— hiperboloida jednopowltokowa,

— paraboloida hiperboliczna.

Te dwie ostatnie nazywamy kwadrykami skosnymi lub wichrowatymi, charkteryzujacymi si¢ tym, ze przez
kazdy ich punkt przechodza dwie tworzace (Bielinski i in. 2002).

Kazda dowolna prosta przebija kwadryke w dwodch punktach. Jezeli punkty przebicia sa rézne, to prosta na-
zywa si¢ sieczna. Jezeli punkty przebicia sa rzeczywiste i pokrywaja sig, to prosta nazywa si¢ styczna. W szcze-
golnym przypadku, gdy punkty przebicia sa urojone sprzg¢zone, to prosta nazywa si¢ zewngtrzng wzglgdem kwa-
dryki. Kwadryka ma w kazdym punkcie swojej powierzchni ptaszczyzng styczna, ktora przecina t¢ kwadryke
w dwoch tworzacych. Jezeli tworzace przecinaja si¢ w tym punkcie, to nazywamy go punktem hiperbolicznym.
W przypadku gdy tworzace pokrywaja si¢, punkt ten nazywamy parabolicznym. W szczegolnym przypadku, gdy
tworzace sa urojone, punkt ten nazywamy eliptycznym. Kwadryki o punktach hiperbolicznych, przez ktore prze-
chodzi nieskonczenie wiele prostych rzeczywistych tworzacych t¢ powierzchnig i bedacych prostymi sko§nymi
nalezacymi do dwoch uktadow, nazywamy prostoliniowymi sko$nymi (kwadrykami sko$nymi).

Kazda ptaszczyzna rzeczywista moze by¢ wzgledem kwadryki skosnej ptaszczyzna sieczng i taka kwadryke
nazywamy hiperboloida skos$ng (hiperboloida jednopowlokowa) lub moze by¢ plaszczyzna styczna i w takim
przypadku nazywa sig paraboloida sko$na (paraboloida hiperboliczna), (Slusarczyk 1976).

Kwadryke sko$na wyznaczaja trzy dowolne proste skosne ¢;, ¢, 1 #; nalezace do jednej rodziny lub t¢ sama
kwadryke wyznaczaja trzy inne proste skosne ¢;, ¢, 1 g3 nalezace do drugiej rodziny, z ktorych kazda prosta
przecina trzy proste pierwszej rodziny. Takich sze$¢ prostych, nalezacych na przemian do pierwszej i drugiej
rodziny, tworzy zamknigty szeSciobok przestrzenny majacy t¢ wlasnosé, ze kazdy jego bok przecina trzy inne, to
znaczy, ze dwie proste nalezace do kwadryki sko$nej przecinaja si¢ tylko wtedy, gdy naleza do r6znych rodzin.

Zbidr nieskonczonych ilosci prostych lezacych na kwadryce skosnej i nalezacych do obu rodzin (nazywa-
nych tworzacymi) tworzy t¢ powierzchni¢. Rzut tworzacych na plaszczyzne okresla zarys kwadryki, bedacy
stozkowa. Tworzace, ktore powldoczyly te stozkowa, sa do niej styczne; czyli szesciobok przestrzenny stat si¢
w wyniku przeksztalcenia rzutowego szesciobokiem ptaskim, ktorego boki s styczne do stozkowe;.
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2. NIEKTORE WEASNOSCI KRZYWYCH STOZKOWYCH

Krzywymi stozkowymi (lub krzywymi stopnia drugiego) nazywamy zbidr punktow otrzymanych w wyniku
przekroju stozka dowolna plaszczyzna. Tak wigc, przekrojem kazdej powierzchni stozkowej moze by¢ kazda
krzywa stopnia drugiego (okrag, elipsa, hiperbola, parabola), wystepujaca czasem w postaci zdegenerowanej do
dwoch prostych, jednej prostej lub punktu (Otto 1971).

Celem okreslenia pewnych szczegdlnych wlasnosci krzywych stozkowych, bedacych elementami kwadryk
skosnych, postuzymy si¢ zapisem konfiguracyjnym.

Konfiguracja ptaska nazywamy figure sktadajaca si¢ z niecodzownej liczby p — punktow i g — prostych leza-
cych na ptaszczyznie, charakteryzujacych si¢ tym, ze przez kazdy punkt A4 (p) figury przechodzi ta sama ilo$¢ y
prostych ze zbioru {g} 1 ze na kazdej prostej g danej figury lezy jedna i ta sama ilo$¢ © punktow. Konfiguracjg

taka oznaczamy liczba (symbolem) (p,gx). Te cztery liczby sa ze soba w zaleznoéci p-y = g-T.
Obierzmy sze$¢ dowolnych réznych od siebie punktow stozkowej (okrggu), oznaczajac je kolejno literami al-
fabetu < ABCDEF > (rys. 1). Taki uktad punktow i prostych tworzy konfiguracje.

Rys. 1. SzeSciokat wpisany w stozkowa tworzacy konfiguracje (65 15,)
Fig. 1. Hexagon inscribed in a conic, forming a configuration of type (65 15,)

Rozwazane punkty stozkowej wyznaczaja szeSciokat wpisany w t¢ stozkowa. Laczac kazdy wierzchotek sze-
Sciokata z pozostatymi, otrzymamy uktad punktoéw i prostych tworzacych konfiguracje (65 15,), tzn. ze na kazde;j
prostej (boku szesciokata) leza dwa punkty i przez kazdy punkt (wierzcholek sze$ciokata) przechodzi pig¢ prostych.
Dla sze$ciokata wpisanego w stozkowa mozemy utozy¢ 60 rdéznych schematéw nastgpstwa wierzchotkow (rys. 2).

Beda to wszystkie permutacje bez powtorzenia dla szesciu elementow. Otrzymamy wigc 6!/12 mozliwych
przypadkéw.

Kazdy z rozwazanych sze$ciokatow ma 3 pary bokow przeciwlegtych.

Pary te przecinaja si¢ w 3 punktach lezacych na jednej prostej. Whasno$é ta znana jest jako twierdzenie Pascala':

»Sze$¢ punktow stozkowej wyznacza szeSciokat, ktorego boki przeciwlegle przecinaja si¢ w 3 punktach
lezacych na jednej prostej (prostej Pascala)”(Szerszen 1963).

Wezmy pod uwagg sze$¢ dowolnych punktow lezacych na stozkowej (okregu) < ABCDEF > (rys. 3). Po-
taczmy przeciwlegle wierzchotki otrzymanego szesciokata AD BE CF . Otrzymamy zbiér dziewigciu prostych

przechodzacych po 3 proste przez kazdy punkt. W tak otrzymanej figurze mozemy uzyskaé¢ 6 kombinacji nastgp-
stwa wierzchotkow szeSciokata:

! Twierdzenie to zostato udowodnione w 1639 . przez szesnastoletniego wowczas matematyka francuskiego Blaise Pascala.
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Rys. 2. Schematy nastepstwa wierzcholkéw sze§ciokatow wpisanych w stozkowa
Fig. 2. Scheme of vertex sequences of a hexahedron inscribed intu conic
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Fig. 2. cont. Scheme of vertex sequences of a hexahedron inscribed intu conic
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Rys. 3. SzeSciokaty o nastepstwie wierzcholkéw 1, 11, I11 tworzacych konfiguracje (165 124)
Fig. 3. Hexagons with vertex sequences I, 11, I1] forming a configuration of type (165 12,)

I Il 1]
<ADCBEF> <ABEDCF> <ABCFED>

AD|BE|  AB|DC|  AB|FE|
DC|EF{ p, BE|CF|p, BC|ED| p,
CBIFA | EDIFA{  CFIDA!

v \Y, W
<ABEFCD> <ADEBCF> <ABCDEF>

AB|FC!  AD|BC!  AB|DE|
BE|CD| p, DE|CF|p; BC|EF]|p,
EF | DA | EBIFA{  CDIFA|

Rozwiazanie na jednym szesciokacie < ABCDEF > wszystkich mozliwych nastgpstw wierzchotkow I, 11, 11,
IV, V, VI daje 6 prostych Pascala.

Trzy proste p;, p2, p; przecinaja si¢ w punkcie Py, trzy proste p,, ps, ps W punkcie Py;

Realizacja 3 sze$ciokatow (I, IL, IIT lub III, IV, V) wraz z trojka prostych Pascala przechodzacych przez
wspo6lny punkt (P; lub Pj;) tworzy konfiguracje (165 124).

W uzyskanej z nastgpstwa wierzchotkéw I, 11, III konfiguracji (rys. 3) proste spetniaja nastgpujace role: pro-
ste < rstuwv > sg bokami sze$ciokata wpisanego w stozkowa, proste xyz sa prostymi taczacymi przeciwlegle
wierzcholki, a proste p;, p,, p; sa prostymi Pascala.
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Punkty konfiguracji to sze$¢ wierzchotkow szesciokata < ABCDEF >, dziewig¢ punktéw przecigcia trzech
par przeciwlegtych bokéw GHIJKLMNO oraz punkt P; przecigcia prostych Pascala. Na konfiguracj¢ sktada sig
wigc: p = 16 punktow g = 12 prostych oraz zachodzaca migdzy nimi incydencja:

v = 3; proste przechodzace przez kazdy punkt,
1 = 4; punkty lezace na kazdej proste;.

Otrzymanych 48 znakéw przynaleznosci (12x4 = 16x3) przedstawmy w graficznym schemacie ujgtym w ze-
stawieniu przynalezno$ci.

rstuwvxyzp1pgp3
XX X

X X
X

X

X

X
X

XX
XX

X
X

XX

XX

X

X
X X X
X X X

TOZEZIrXc - IOGTMMUOUO®@>»

Rys. 4. Graficzny schemat konfiguracji (165 12,)
Fig. 4. Diagram of a configuration of type (165 12,)

Narysujmy schemat (rys. 4) sktadajacy si¢ z g = 12 kolumn reprezentujacych proste i z p = 16 wierszy repre-
zentujacych punkty. Nastgpnie w kazdym wierszu oznaczmy krzyzykiem przechodzace przez dany punkt proste.

Biorac jako punkt wyjscia graficzny schemat konfiguracji, mozemy przeprowadzi¢ jego geometryczna
realizacje.

Obierzmy na plaszczyznie dowolng prosta konfiguracji, np. s i nanieSmy trzy incydentne z nia punkty ABN
(rys. 3). Przez kazdy punkt przeprowadzmy dalsze dwie proste »rNx=A4,zNt=B,un p, = N. Ustalilisémy

w ten sposob potozenie siedmiu prostych i trzech punktow lezacych na jednej z nich. Te zatozenia wystarcza do
wyznaczenia brakujacych punktow i prostych. W dalszej realizacji wyznaczmy punkty przecigcia prostych
roap, =L xnu=D,zNnp, =1, tNnu=C. Znajdujac punkty przecigcia prostych ynr=F,wnz=E,
otrzymamy nastgpne wierzchotki sze$ciokata.

Szeéciokat < ABCDEF > nalezy uzupetni¢ pozostalymi dwoma trojkami punktow MHK lezacych na prostej
p; oraz JGO lezacych na prostej p;. Dwie sposrod trzech prostych p okreslaja potozenie brakujacego punktu Py,
przez ktory zgodnie ze schematem musi przejs$¢ trzecia prosta. Incydencja ta jest zawsze spetniona, niezaleznie
od wyboru prostej i trzech lezacych na niej punktéw. Przez jeden z trzech przyjgtych punktow zawsze przecho-
dzi przynajmniej jedna prosta, ktora jest prosta Pascala, a to dowodzi, ze otrzymany szesciokat jest wpisany
w stozkowa (twierdzenie Pascala).

Z powyzszej konfiguracji wynika nast¢pujace twierdzenie:

» Irzy trojki punktow przeciecia przeciwleglych bokow szesciokqta wpisanego w stoikowaq, tworzqcego
konfiguracje (16312, leiq na 3 prostych przecinajgcych si¢ w jednym punkcie”.
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Do tego twierdzenia mozna napisa¢ twierdzenie odwrotne:

wSzesciokqt plaski, ktorego Zadne trzy wierzcholki nie leiq na jednej prostej i ktorego boki przeciwlegle
wyznaczajq trzy trojki punktow leiqcych na trzech prostych przecinajqcych sie¢ w jednym punkcie — jest
wielokqtem wpisanym w stoZkowaq, tworzqcym konfiguracje (16312,)”.

W zaleznos$ci od wyboru nastgpstwa wierzchotkow trzech szesciokatow I, 1L, IIT lub IV, V, VI mozemy zre-
alizowac dwie konfiguracje (163124) o ré6znych schematach. Na rysunku 3 zrealizowano konfiguracj¢ opierajac
si¢ na szes$ciokatach I, II, IIL

Taka sama procedurg, jako zagadnienie dwoiste, mozna przeprowadzi¢ dla sze$cioboku opisanego na stoz-
kowej (okregu).

Obierzmy sze$¢ dowolnych réznych od siebie prostych stycznych do stozkowej (okregu), oznaczajac je ko-
lejno literami alfabetu < abcdef > (rys. 5).

Rys. 5. Szesciobok opisany na stozkowej tworzacy konfiguracje (15, 65)
Fig. 5. Hexagon circumscribed around a conic, forming a configuration of type (15, 65)

Rozwazane styczne stozkowej wyznaczaja szesciobok opisany na tej stozkowe;.

Przedhuzajac kazdy bok szescioboku do przecigcia z pozostatymi, otrzymamy uktad prostych i punktow two-
rzacych konfiguracje (15, 6s), tzn. ze przez kazdy punkt (wierzchotek szescioboku) przechodza dwie proste i na
kazdej prostej (boku sze$cioboku) lezy pie¢ punktéw. Dla szescioboku opisanego na stozkowej mozemy utozy¢
60 roznych schematéw nastgpstwa bokdw (rys. 6).

Kazdy z rozwazanych szeSciobokow posiada 3 pary wierzchotkoéw przeciwleglych.

Pary te wyznaczaja 3 proste, ktore przecinaja si¢ w jednym punkcie. Whasnosc¢ ta znana jest jako twierdzenie
Brianchona’:

»Szes$é stycznych stozkowej wyznacza szeSciobok, ktorego wierzcholki przeciwlegle wyznaczaja 3 proste
przechodzace przez jeden punkt (punkt Brianchona)” (Szerszen 1973).

? Brianchon — matematyk francuski ur. 1783 r. Udowodnit ponad sto lat po Pascalu twierdzenie dwoiste do jego twierdzenia.
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<abcdef> <abcdfe> <abcedf> <abcefd>

<abecfd> <abefdc> <abfcde> <abfced>

Rys. 6. Schematy nastepstwa bokow szesciobokow opisanych na stozkowej
Fig. 6. Scheme of side sequences of a hexahedron described on conoc
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<acbdfe>

<acdbfe>

<acebdf> <acebfd>

<acdfbe>

ebf>

<acfbde>
Sciobokow opisanych na stozkowej

of a hexahedron described on conoc

S. 6 c.d. Schematy nastgpstwa bokow sze:

Fig. 6 cont. Scheme of side sequences

Ry
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<acfebd> <adcbef> <adcbfe>

<acfdbe>

<adcfbe> <adbcef> <adbcfe>

<adcebf>

<adbfce> <adecbf> <adebcf>

<adbefc>

<adbbce> <aecdbf> <aecbdf>

<adfcbe>

<aedbcf> <aebcdf> <aebdcf>

<aedcbf>

of a hexahedron described on conoc

Rys. 6 c.d. Schematy nastepstwa bokéw szeSciobokéw opisanych na stozkowej

Fig. 6 cont. Scheme of side sequences

26



Wezmy pod uwage szes¢ dowolnych prostych stycznych do stozkowej (okregu) < abcdef > (rys. 7).

Rys. 7. SzeScioboki o nastepstwie bokow 1V, V, IV tworzacych konfiguracje (124 163)
Fig. 7. Hexagons with side sequences IV, V, VI, forming a configuration of type (124 16;)

Przedhuzmy przeciwlegte boki otrzymanego szeScioboku ad be cf. Otrzymamy zbior 9 punktow lezacych po 3 na
kazdej prostej. W tak powstalej figurze mozemy uzyska¢ 6 kombinacji nastgpstwa bokow szescioboku:

<adcbef> <abedcf> <abcfed>
ad bei ab dci ab| fe '
dc (ef :Br, be|cf :Br, bc|ed Br
cblfa | edl fa | cf I da i
v \Y VI
<abefcd> <adebcf> <abcdef>
ab | fc ad bci ab dei
be|cd iBr, de|cf iBr; bc|ef iBrs
ef I da i eblfa | cdlfa |

Rozwiazanie na jednym sze$cioboku < abcdef > wszystkich mozliwych nastepstw bokow I, II, 111, IV, V, VI
daje 6 punktéw Brianchona.

Trzy punkty Br,, Br,, Br; leza na jednej prostej py, trzy punkty Br,, Brs, Brg na prostej py. Realizacja 3 sze-
sciobokow (I, IL, III lub IV, V, VI) wraz z trzema punktami Brianchona lezacymi na jednej prostej (p; lub pj)
tworzy konfiguracjg (124 165).

W uzyskanej z nastgpstwa bokow III, IV, V konfiguracji (rys. 7) punkty spelniaja nastgpujace role: punkty
< RSTUWYV > sa punktami styczno$ci sze§cioboku opisanego na stozkowej, punkty XYZ sa punktami przecigcia
przeciwlegtych bokéw, a punkty Br,, Brs, Brg sa punktami Brianchona.

Na konfiguracje sktada sig¢ wigc: p = 12 punktow, g = 16 prostych oraz zachodzaca migdzy nimi incydencja:

v = 4 proste przechodzace przez kazdy punkt,
1 = 3 punkty lezace na kazdej proste;.
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abcdefghiijk I mnop,,

R|X X X X
SIXIX X X
T XX X X

U X| X X X

W X| X X X
v XXX X

XX X X X

Y X Xl X X

z] X X X X

B XXX X
Bs XXX X
B XX XX

Rys. 8. Graficzny schemat konfiguracji (124 163)
Fig. 8. (124 16;) configuration diagram

Narysujmy schemat (rys. 8) sktadajacy si¢ z g = 16 kolumn reprezentujacych proste i z p = 12 wierszy repre-
zentujacych punkty. Nastgpnie w kazdej kolumnie oznaczmy krzyzykiem odpowiadajace danej prostej punkty.

Obierzmy na plaszczyznie dowolny punkt konfiguracji, np. ¥ i poprowadzmy trzy incydentne z nim proste
fhe (rys.7). Na kazdej prostej przyjmijmy dwa dalsze punkty RV = f, SBr, = h, TU = c. UstaliliSmy w ten sposob
potozenie siedmiu punktow i trzech prostych przecinajacych si¢ w jednym z nich. Te zalozenia wystarcza do

wyznaczenia brakujacych prostych i punktow. W dalszej realizacji potaczmy przyjgte punkty SR i Br,V otrzy-

mane proste a i g przetna si¢ w punkcie X. Prosta b i proste uzyskane przez polaczenie punktéw ST i Br,U
przetna si¢ w punkcie Z. Laczac punkt Z z V oraz X z U otrzymamy dwa nastgpne boki szeScioboku d, e.

Szesciobok < abcdef> nalezy uzupetni¢ pozostatymi dwoma trojkami przekatnych jkl przecinajacych sig
w punkcie Brs oraz mno przecinajacych si¢ w punkcie Brs. Dwa sposrod trzech punktow Br okresla potozenie
brakujacej prostej py;, ktora zgodnie ze schematem musi przej$¢ przez trzeci punkt.

Incydencja ta jest zawsze spetniona, niezaleznie od wyboru punktu i trzech przechodzacych przez niego pro-
stych. Na jednej z trzech przyjetych prostych zawsze znajduje si¢ przynajmniej jeden punkt, ktory jest punktem
Brianchona, a to dowodzi, ze otrzymany szesciobok jest opisany na stozkowej (twierdzenie Brianchona).

Wynikaja stad nastgpujace twierdzenia:

» IrZy trojki przekqtnych szescioboku opisanego na stoikowej, tworzqcego konfiguracje (12, 16;) przecinajq
sie w trzech punktach lezqcych na jednej prostej”.

— 1 twierdzenie odwrotne:

wSzesciobok plaski, ktorego Zadne trzy boki nie przecinajg sie w jednym punkcie i ktorego wierzcholki
przeciwlegle wyznaczajq trzy tréjki prostych przecinajgcych si¢ w trzech punktach wspotliniowych — jest
wielobokiem opisanym na stoZkowej, tworzqcym konfiguracje (12, 163)”.

W zalezno$ci od wyboru nastgpstwa bokow trzech szesciobokow I, 11, III lub IV, V, VI mozemy zrealizowac
dwie konfiguracje (124 16;3) o réznych schematach. Na rysunku 7 zrealizowano konfiguracj¢ z zastosowaniem
sze$ciobokow IV, V, VL.

Narysujmy taki szesciokat, ktorego wierzchotki <ABCBEF> leza na stozkowej w punktach stycznosci sze-
scioboku <abcdef>. Niech nastgpstwa wierzchotkow szesciokata I, II, III odpowiadaja nastgpstwom bokow
szesciobokdw IIL, IV, V (rys. 9).
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Rys. 9. Szesciokaty I, I, III wpisane w stozkowa i szeScioboki IV, V, VI opisane na stozZkowej, tworzace konfiguracje (28,)
Fig. 9. Hexagons I, II, III inscribed in a conic section and IV, V, VI circumscribed around it, forming a configuration

of type (28,)

Nastepnie narysujmy taki sze$ciobok, ktorego boki < abcdef > sa styczne do stozkowej w wierzchotkach
sze$ciokata < ABCDEF >. Niech nastgpstwa bokow szesciobokéow IILIV,V odpowiadaja nastepstwom wierz-
chotkow szesciokatow LILIII (rys. 10).

Rys. 10. Szesciokaty IV, V, VI wpisane w stozkow3 i sze$cioboki I, I1, III opisane na stozkowej, tworzace konfiguracje (28,)
Fig. 10. Hexagons IV,V,VI inscribed in a conic section and LILIII circumscribed about it, forming configuration

of type (28,)

29



Mozna udowodnié, ze otrzymane konfiguracje (124163) i (165124) w przypadku gdy wierzcholki szesciokata
wpisanego w stozkowa sa punktami stycznosci szescioboku opisanego na tej stozkowej, maja wspolne znaki
przynalezno$ci. Punkty GHI sze$ciokata leza na prostych mon sze$cioboku, punkty JKL na prostych Aig, a punk-
ty MNO na prostych jkl. Incydencje t¢ mozemy udowodni¢, opierajac si¢ na konfiguracji Maclaurina (Slusarczyk
1976):

»Czworokat zupelny wpisany w stozkowa i czworobok zupelny o bokach stycznych do stozkowej
w punktach, ktore sa wierzchotkami czworokata maja ten sam trojkat przekatny”.

Wezmy pod uwage czworokat AFED wpisany w stozkowa 1 czworobok afed opisany na stozkowej (rys. 10).
Wspolnym bokiem trojkata przekatnego dla obu figur jest prosta g wyznaczona migdzy innymi przez wierzcho-
ek L trojkata przekatnego czworokata < AFED >.

W podobny sposob mozna wykazaé przynalezno$¢ pozostatych elementow. Otrzymany uktad punktow i pro-
stych tworzy konfiguracje (284). 28 punktéw i 28 prostych sktadajacych si¢ na konfiguracje (284) z zachowa-
niem zachodzacej migdzy nimi incydencji ujgto w kwadratowa tabele przynaleznosci (rys. 11) przedstawiajaca
graficzny schemat tej konfiguracji. Graficzny schemat konfiguracji (28,) mozna zapisa¢ w postaci przypomina-
jacej macierz kwadratowa.

abcdefghijkIlImnoprstuwyvXxy zZp;p,p;s
AlX XX X
B] X XX X
C X XX X
D X XX X
E X XX
F X X X
G X X X
H X XX X
[ X X X
J X X X
K X X X
L X X
M X X
N X Xl X
0 X X X
P X XXX
RIX X X X
SIX|X X X
Tl XX X X
U XX X X
W X X X
\Y XXX X
XX X X
Y X X
zl X X X
B XXX X
Bs XXX X
B X[ XXX

Rys. 11. Graficzny schemat konfiguracji (28,)
Fig. 11. Diagram of configuration of type (28,)

Kazda macierz posiada t¢ wtasnos¢, ze mozna rzedy i kolumny tak uporzadkowaé, aby znaki incydencyjne
ugrupowatly si¢ w wymagany sposob. Jezeli w wyniku uporzadkowania rzedow i kolumn elementy macierzy sa
potozone symetrycznie wzgledem glownej przekatnej (tabela przynaleznosci jest sama w sobie symetryczna) —
konfiguracj¢ nazywamy inwolucyjng. To znaczy, ze kazda czworka punktéw przynalezna do kolumny jest
czworka harmoniczna XRAS=VFRY...=-1. Mozna tego dowies¢ na rysunku 9, na ktérym jedne proste sa bokami
czworokatow wpisanych w stozkowa, inne bokami czworobokow opisanych na stozkowej w wierzchotkach
czworokatow, a pozostale bokami ich trojkatow przekatnych, a wigc wszystkie wyznaczone czworki punktow
i prostych sa czworkami harmonicznymi.
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Geometryczna realizacje (rys. 9) graficznego schematu konfiguracji (28,4) (rys. 11) przeprowadzimy w naste-
pujacy sposob: obieramy na ptaszczyznie dowolny punkt, np. Y i prowadzimy 3 incydentne z nim proste, np. fkc.
Na kazdej z prostych obieramy 3 dalsze punkty, np. RF'V, BrsWO, TCU. Ustalili§my w ten sposob potozenie 10
punktow i 3 prostych przecinajacych si¢ w jednym z nich. W dalszej realizacji potaczmy przyjete punkty R z U,
R z Brs itd., tzn. ze przez kazdy z przyjetych punktow poprowadzimy 3 proste. Przy potaczeniu wszystkich
punktow wg schematu (rys. 11) otrzymamy konfiguracje. Ten sam schemat mozna zrealizowaé, obierajac na
ptaszczyznie dowolna prosta (np. f) i trzy incydentne z nia punkty YRV (rys. 10). Przez kazdy punkt prowadzimy
3 dalsze proste, np. hkc, nla, gne.... W otrzymanej konfiguracji (284) punkt P przynalezy do prostej p. Wynika
stad nast¢pujace twierdzenie:

w»Punkt P przeciecia trzech prostych Pascala szesciokqta wpisanego w stozkowq tworzqcego konfiguracje
(165 12,), lezy na prostej p wyznaczonej przez trzy punkty Brianchona szescioboku tworzqcego konfiguracje
(12, 163) opisanego na stozkowej w wierzchotkach szesciokqta”.

\ Br,

Rys. 12. Szesciokaty I, II, III wpisane w stozkow3 i sze$cioboki I, 11, III opisane na stozkowej
Fig. 12. Hexagons I, II, I1I inscribed in a conic and I, I1, ITI circumscribed around it

Narysujmy taki szesciobok < abcdef >, ktorego boki sa styczne do stozkowej w wierzchotkach szesciokata
wpisanego < ABCDEF > (rys. 12). Niech nastgpstwa bokow szeSciokatow I, II, III odpowiadaja nastgpstwom
bokow szesciobokow I, 11, III (oraz IV, V, VI — 1V, V, VI). Otrzymany uktad punktow i prostych nie tworzy
konfiguracji (28,), a punkt P nie lezy na prostej p. Udowodnijmy, Ze prosta p jest biegunowa punktu P ze wzgle-
du na t¢ stozkowa. Dowod sprowadza si¢ do wykazania, ze przynajmniej dwa punkty prostej Pascala sa biegu-
nowo sprzezone z odpowiednimi dwoma punktami Brianchona, to punkt przecigcia P tych prostych jest biegu-
nem prostej p wyznaczonej przez punkty Brianchona.
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Rys. 13. Szesciokaty IV, V, VI wpisane w stozkowa i sze$cioboki IV, V, VI opisane na stozkowej
Fig. 13. Hexagons IV, V, VI inscribed in a conic and IV, V, VI circumscribed around it

Do przeprowadzenia dowodu postuzymy si¢ czworokatem < ABEF > (rys. 13). W czworokacie tym prosta g
przechodzaca przez punkt Br, jest bokiem trojkata przekatnego, a punkt J lezacy na prostej Pascala p, jest jego
wierzcholkiem. Z wlasnosci czworokata zupelnego wynika, ze punkt J jest biegunowo sprzgzony z prosta g
przechodzaca przez punkt Br, Taki sam dowod mozna przeprowadzi¢ dla pozostalych punktow, wykazujac
shuszno$¢ nastepujacego twierdzenia:

wJeieli punkty stycznosci szescioboku opisanego na stoikowej, tworzqcego konfiguracje (12, 163), sq
wierzcholtkami szesciokqta wpisanego w stozkowq tworzqcego konfiguracje (163 12,) i istnieje nastegpstwo
bokow zgodne 7 nastgpstwem wierzchotkow, to prosta na ktorej lezq punkty Brianchona jest biegunowo
sprzezona 7 punktem, przez ktory przechodzq proste Pascala”.
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3. KOLINEACYINE PRZEKSZTALCENIE SZESCIOBOKU
PLASKIEGO W SZESCIOBOK PRZESTRZENNY

Rys. 14. Kolineacyjne przeksztalcenie konfiguracji plaskiej (12,16;) w konfiguracje przestrzenna (12¢)
Fig. 14. Collineatory transformation of planar configuration of type(12,16;) into the spatial configuration of type(12)

Chcac zrealizowaé przestrzenng konfiguracj¢ odpowiadajaca ptaskiej, nalezy wykaza¢, ze kazda ptaska figu-
r¢ mozna uzyskac jako rzut pewnej przestrzennej figury. Aby to przeprowadzi¢, potaczmy wszystkie punkty
i proste, z obranym poza ptaszczyzna rysunku punktem [S], ktory uwazaé bedziemy za Srodek rzutu (rys. 14).
Nadajmy wszystkim punktom ptaskiej konfiguracji przedstawionej na rysunku 14 znaki /%, 2°, 3° .... Niech
punkty /, 4, 5 jednoznaczne z 1", 4, 5° pozostana na rzutni. Przez punkty np. 4 i 5 poprowadzmy dowolna

plaszczyzng nieprzechodzaca przez [S]. Promienie okreslone punktami m S,10 1 E przebijaja tg plaszczy-

zn¢ w odpowiednich punktach &, /0, 3. Punkt 6 wyznaczony przez dwie proste przecinajace si¢ 3 i4,10
lezace na tej ptaszczyznie, przynalezy do tej plaszczyzny. Kolejna plaszczyzna wyznaczona punktami /, 5, 8

zostaje przebita przez promien S, /2 w punkcie /2. Punkt /7 lezacy na tej plaszczyznie otrzymamy jako punkt
przecigcia prostych 1, 10 i 5, 12 . Na trzeciej ptaszczyznie wyznaczonej punktami /, 4, 8 lezy punkt 2 wspolny

dla prostych 1,_3 i 4, 12. Trzy narysowane w ten sposob plaszczyzny przecinaja si¢ we wspolnym punkcie 8
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bedacym wierzchotkiem ostrostupa o podstawie /, 4, 5. Otrzymany szeSciobok przestrzenny < 2, 3, 6, 10, 11, 12>,
ktorego boki leza na $cianach ostrostupa Scigtego, jest przeksztalceniem rzutowym szescioboku plaskiego
<2,3,6,10 11, 12°>. Trzy punkty 7, 8, 9 sa punktami przecigcia przekatnych szescioboku i leza na jedne;j
prostej. Wynika stad nastgpujace twierdzenie:

Trzy trojki przekqtnych zamknietego szescioboku przestrzennego charakteryzujqcego sie tym, Ze kaidy bok
przecina trgy inne, przechodzq przez trzy punkty, ktore sq wspolliniowe.

Do tego twierdzenia mozna napisa¢ twierdzenie odwrotne:

Szesé punktow przeciecia trzech niewspélplaszezyznowych tréjek prostych o wspétliniowych punktach
przeciecia, 7 ktorych kazda prosta przecina trzy inne, wyznacza zamkniety szesciobok przestrzenny leiqcy
na kwadryce.

Udowodnijmy to twierdzenie:

Na otrzymany szesciobok przestrzenny sktada si¢ sze$¢ jego wierzcholkdw oraz trzy punkty przecigcia par prze-
ciwleglych bokow. Przeciwlegle boki tworza pary odpowiadajacych sobie prostych w dwoch przestrzeniach
kolineacyjnych. Kolineacja srodkowa dwu przestrzeni okreslona jest migdzy innymi przez $rodek kolineacji oraz
trzy pary homologicznych punktéw tych przestrzeni, nielezacych na jednej ptaszczyznie.

Q8

s
Rys. 15. Kolineacja Srodkowo-inwolucyjna szescioboku przestrzennego
Fig. 15. Central and involutional collineation of spatial hexagon

W naszym przyktadzie (rys. 15) srodkiem kolineacji jest wierzcholek 8 ostrostupa $cigtego, a punktami ho-
mologicznymi — punkty lezace na krawedziach wychodzacych z tego wierzchotka. Punkty 314, 1015, 1211 sa

wierzcholkami trojkatnych podstaw ostrostupa Scigtego. Proste homologiczne wyznaczone tymi punktami 35
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4, 10 przetna si¢ w punkcie 6, proste 5, /2 i 10, 1 przetna si¢ w punkcie /7, a proste 1,3 1 12,4 przetna si¢
w punkcie 2. Te trzy punkty wyznacza ptaszczyzng kolineacyjng. Kolineacja srodkowa posiada te wlasnosé, ze
dwie rézne ptaszczyzny homologiczne dwoch przestrzeni przecinaja si¢ w prostej lezacej na ptaszczyznie koli-
neacji. Wszystkie elementy homologiczne lezace na dwoch réznych ptaszczyznach homologicznych tych prze-
strzeni tworza uktady ptaskie $rodkowo-kolineacyjne, w ktorych osia kolineacji jest ich krawedz przecigcia,
a srodkiem — §rodek kolineacji tych przestrzeni. Dwa homologiczne uktady ptaskie wyznaczone dwoma podsta-
wami < 3, 10, 12> 1 <4, 5, 1> ostrostupa $cigtego przecinaja si¢ wzdtuz wspolnej krawedzi ¢, ktora jest osia
kolineacji ptaskiej tych uktadow i lezy na ptaszczyznie m kolineacji przestrzennej, do ktorej te dwa uktady naleza.
Poprowadzmy przez wszystkie trzy krawedzie ostrostupa Scigtego wychodzace z wierzchotka & oraz przez
punkty przecigcia /7, 6, 2 przekatnych przeciwleglych §cian — plaszczyzny oy, o6, 0. Wykazemy, ze trzy
plaszczyzny przetna si¢ wzdtuz wspdlnej krawedzi k. W tym celu potaczmy punkty 2 i /7 lezace na plaszczyznie
kolineacji. Prosta w ten sposob wyznaczona przejdzie przez punkt /I/ lezacy na osi kolineacji dwoch uktadow

ptaskich. Prosta 2, /1 jest krawedzia przecigcia dwoch plaszczyzn 1, 3, 10 oraz 12, 4, 5. Plaszczyzny te prze-

chodza przez proste 3,10 i 4,5 majace wspdlny punkt /7], a wigc musza takze przez ten punkt przechodzic.

Prosta 2,11 jako krawedz przecigcia obydwu plaszczyzna musi przechodzi¢ przez ich wspélny punkt /7/. Punk-
towi 2 odpowiada punkt 4,, a punktowi //—A;;, przeto prosta taczaca punkty A, i A;; musi przej$¢ przez punkt

III. Podobnie mozna udowodnié, ze prosta 4,, 4, przechodzi przez punkt 17, a prosta A4,,, As przechodzi przez
punkt /. Na plaszczyznie podstawy otrzymalismy uktad, ktory tworzy kolineacjg o $rodku /111 osi I, Ag. W tym
kolineacyjnym uktadzie punktowi 4,; odpowiada punkt 4,, a punktowi 5 odpowiada punkt 4. Te cztery punkty
wyznaczajg czworobok zupeiny, ktdrego przekatne przecinaja si¢ w punkcie K lezacym na osi kolineacji. Czyli
ze wszystkie trzy proste bedace krawedzia przecigcia ptaszczyzn o5, 0, 0, Z podstawa ostrostupa przecinajq si¢
we wspolnym punkcie K. Drugim wspdlnym punktem przecigcia sig tych plaszczyzn jest punkt 8, przez ktory te
ptaszczyzny prowadzilismy. Dwa punkty 8 i K wyznaczaja prosta bedaca krawedzig przecigeia plaszczyzn oy,
Olg, OLp.

W kolejnosci musimy dowies¢, ze punkty 9 1 7 leza na prostej k. W tym celu zauwazmy, ze plaszczyzna wy-

znaczona punktami 4, /0, I przetnie plaszczyzny o i 0 wzdhuz krawedzi 6, 1 1 11, 4 majacych wspolny punkt
9 lezacy na krawedzi k przecigcia plaszczyzn o) 1 0. Podobnie plaszczyzna wyznaczona punktami 3, 12, 5

przetnie plaszczyzny o 1 0 W krawedziach 72,6 1 3, 1/ majacych wspolny punkt 7 lezacy na k. Trzy punkty
7, 8, 9 sa punktami lezacymi na wspolnej prostej.

Wyznaczmy cechg okreslonej powyzej kolineacji srodkowej dwu przestrzeni (rys. 15). Cecha kolineacji na-
zywamy dwustosunek czterech wspotliniowych punktow np. (8, I, 3, 4), na ktdre sktadaja si¢: srodek kolineacji &,
dowolny punkt lezacy na ptaszczyznie kolineacji I, oraz para punktow homologicznych 3 i 4 obydwu przestrzeni.
Latwo zauwazy¢, ze cztery odpowiadajace sobie punkty 3, 4 i 5, // wyznaczaja plaski czworobok zupetny.
W czworoboku tym zachodzi réwno$¢ dwustosunkow (3 4 I; 8) A (4 3 1, 8). Stad liczba (3 4 I, 8) =
(4 3 I; 8) = -1, czyli ze punkty 3 i 4 sa harmonicznie sprzgzone z I, i 8. W przestrzeni rzutowej punkty I, 11, 111,
sa punktami lezacymi na plaszczyznie kolineacji. Punkty sobie odpowiadajace 3, 4 jak i /1, 5 oraz 12, I sa punk-
tami lezacymi na kwadryce. Wszystkie te punkty wraz z punktem & tworza grupy harmoniczne o cesze -1,
a zatem kolineacja $rodkowa tych przestrzeni jest homologia harmoniczna nazywana kolineacja $rodkowo-
-inwolucyjna. W inwolucji odpowiadajace sobie elementy nazywamy biegunowo sprz¢zonymi. Plaszczyzna
kolineacji 7 jest plaszczyzng biegunowa Srodka § wzgledem kwadryki.

Rysunek 16 przedstawia konfiguracje przestrzenna otrzymana w wyniku rzutowego przeksztalcenia konfigu-
racji plaskiej, co uwidoczniono na rysunku 14. Kazda plaska konfiguracje mozemy przeksztalci¢ przy zalozeniu
srodka rzutu w dowolna konfiguracjg przestrzenng rownowazna rzutowo.

Konfiguracja przestrzenng nazywamy taki uktad p — punktow i f— ptaszczyzn, ze kazdy punkt jest incydenty
z ta sama iloscia € ptaszczyzn, a kazda plaszczyzna jest incydentna z ta samga ilo$cia T punktow.

Jako konfiguracje przestrzenng mozemy tez rozwaza¢ uktad punktow i prostych z zachowaniem incydencji
jak w figurze ptaskiej. Nasza konfiguracja przestrzenna sktada si¢ z dwunastu punktéw i dwunastu plaszczyzn.
Na punkty konfiguracji sktada si¢: sze$¢ narozy trojkatnego ostrostupa $cigtego, jego wierzchotek, trzy punkty
przecigcia przekatnych $cian, ktore potaczone z przeciwleglymi narozami utworza dwie trojki prostych przecina-
jacych si¢ w dwoch pozostalych punktach. Jako ptaszczyzny konfiguracji wyodrgbnimy: trzy Sciany ostrostupa,
sze$¢ plaszczyzn przekatnych wyznaczonych przez krawedzie boczne i punkt przecigeia przekatnych Sciany
przeciwleglej. W tak uzyskanym utworze na kazdej ptaszczyznie lezy sze§¢ punktéw i przez kazdy punkt prze-
chodzi sze$¢ ptaszczyzn. Jest to konfiguracja typu punkt — plaszczyzna i nosi symbol (12¢). Mozna tez zauwa-
zy¢, ze przez kazda prosta przechodza trzy ptaszczyzny i na kazdej ptaszczyznie leza cztery proste, ktore tworza
czworobok zupetny.
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Rys. 16. Geometryczna realizacja graficznego schematu konfiguracji (12¢)
Fig. 16. Geometrical realization of configuration diagram of type (12¢)
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Rys. 17. Graficzny schemat konfiguracji (12¢)
Fig. 17. Diagram of configuration of type (12)




Dwanascie punktow i dwanascie plaszczyzn skladajacych si¢ na konfiguracje (12¢) z zachowaniem zacho-
dzacej migdzy nimi incydencji ujgto w kwadratowa tablicg przynaleznosci (rys. 17), przedstawiajaca graficzny
schemat tej konfiguracji.

Podany zapis graficzny konfiguracji mozemy réwniez uja¢ w prostokatnym schemacie liczbowym. W sche-
macie tym kolumny reprezentuja ptaszczyzny oznaczone I, 11, III ... XII, a im przynalezne punkty oznaczono
1, 2, 3 ... 12. Wypehiajac schemat, musimy spetni¢ nastepujace warunki:

a) w jednej kolumnie nie moga powtarzac si¢ dwie jednakowe liczby, gdyby to nastapito na ptaszczyznie, beg-
dzie lezato mniej niz sze$¢ punktow;

b) w dwoch kolumnach nie moze wystapi¢ wigcej niz trzy te same liczby, w przeciwnym wypadku mielibysSmy
do czynienia ze zjednoczonymi ptaszczyznami;

¢) kazda liczba musi figurowa¢ w schemacie szesciokrotnie, poniewaz przez kazdy punkt musi przechodzié
sze$¢ plaszczyzn.

Sa to warunki nieodzowne, aczkolwiek niewystarczajace. Z istnienia schematu nie wynika, ze konfiguracja
taka moze by¢ zrealizowana. Konfiguracje (12¢) mozna zapisa¢ w nastgpujacy sposob:

I 11 I IV \Y VI VIl VIII IX X XI XII
3 1 2 1 1 1 3 2 1 2 3
4 2 4 4 2 2 5 4 6 5 4
5 3 5 6 3 3 6 6 7 7 7
6 4 10 9 9 5 7 7 8 8 8
8 8 11 11 10 6 10 11 10 9 9 9
10 12 12 12 11 9 11 12 12 12 10 11

W otrzymanym zapisie dokonujemy pewnych zmian, ktore nie wptywaja na konfiguracje, a wigc mozemy:

a) w kazdej kolumnie zmieni¢ kolejno$¢ liczb;
b) zmieni¢ kolejnos¢ kolumn;
¢) ponumerowac inaczej punkty konfiguracji.

Graficzny schemat konfiguracji (12¢) przedstawiony na rysunku 17 przypomina macierz kwadratowa. Kazda
macierz posiada t¢ wlasnosc¢, ze mozna rzedy i kolumny tak uporzadkowac, aby znaki incydencyjne ugrupowaty
si¢ w wymagany sposob. Rysunek 18 przedstawia tabelg incydencyjna otrzymang w wyniku uporzadkowania
rzgdow i kolumn w taki sposob, aby elementy macierzy byly potozone symetrycznie wzgledem gtéwnej przekat-
nej. Jezeli tabela przynaleznoS$ci jest sama w sobie symetryczna, konfiguracj¢ nazywamy inwolucyjna. Obydwa
schematy graficzne (rys. 17 i 18) sa schematami ekwiwalentnymi.
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Rys. 18. Graficzny schemat konfiguracji (125) w ukladzie inwolucyjnym
Fig. 18. Diagram of configuration of type (12)
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4. PRZEKSZTALCENIA RZUTOWE SZESCIOBOKU
PRZESTRZENNEGO WYZNACZAJACEGO
KWADRYKE SKOSNA

Na szescioboku przestrzennym < ABCDEF > charakteryzujacym si¢ tym, ze kazdy jego bok przecina trzy
inne rozpigty jest ostrostup $cigty A o podstawach < ACE >, < KLM > i wierzchotku W.

Jak wiadomo istnieje i jest jednoznacznie okreslone przeksztalcenie rzutowe przestrzeni przeprowadzajace
odpowiednio piatkg ptaszczyzn (w ktorej zadne cztery ptaszczyzny nie naleza do jednej wiazki), w dowolna inng
piatke ptaszczyzn (w ktorej rowniez zadne cztery plaszczyzny nie przechodza przez jeden punkt).

Istnieje wigc takie przeksztatcenie rzutowe przestrzeni przeprowadzajace pigé Scian ostrostupa A o wierz-
chotku W rozpigtego na szeScioboku < ABCDEF >, w plaszczyzny podporzadkowanych im $cian ostrostupa A’
o wierzchotku W' rozpigtego na sze$cioboku <A'B'C'D'E’F">. A zatem sze$ciobok < ABCDEF > wrysowany
na $cianach ostrostupa scigtego A mozna przeksztalci¢c w kazdy dowolny szesciobok <A4'B'C'D’E’F" > lezacy
na $cianach ostrostupa A".

[QW=w'

P82

Rys. 19. Kolineacyjne przeksztalcenie sciany ACKL ostrostupa Scigtego A w $ciang A C'K'L" ostrostupa A
Fig. 19. Collineatory transformation of ACKL wall of frustum of pyramid A into the wall A’C’K’L’ of pyramid A’

W przestrzeni rzutowej, trojwymiarowej wezmy dwa rézne ostroshupy $cigte A i A” wraz z wrysowanymi na
ich $cianach przekatnymi, ktore tworza zamknigty szesciobok przestrzenny < ABCDEF > 1 <A'B'C'DE’F">.
Przeksztalémy ptaszczyzny Scian ostrostupa A wraz z wrysowanymi przekatnymi w ptaszczyzny podporzadko-
wanych im §cian przekatnych ostrostupa A’. W tym celu przyjmijmy takie potozenie ostrostupa A w stosunku do
ostrostupa A’, w ktorym jedna ze $cian pierwszego i jedna ze $cian drugiego ostroshupa lezy w tej samej ptasz-
czyznie, jednak tak, aby przekatne $cian nie pokrywaly sig, a jedynie wierzchotki byly wspolne (rys. 19). Przy
takim potozeniu §cian mozemy wyznaczy¢ dwa zwiazki kolineacyjne @; i @,. Dwie kolineacje przestrzenne
©; 1 @, ktore maja elementy pewnej wiazki srodkowej [S] oraz elementy pewnego uktadu ptaskiego odpowied-
nio wspdlne, nazywamy przestrzeniami srodkowo kolimacyjnymi.

Kolineacja @, okreslana jest srodkiem kolineacji otrzymanym w wyniku potaczenia punktow K,K' 1 A4, A4’
oraz osia C,L . W tak otrzymanej kolineacji proste a i b przejda odpowiednio w proste a, i b,, a punkty K i 4
w punkty K" i 4. Otrzymane proste a, i b, wraz z odpowiadajacymi im prostymi a’ i b’ wyznacza kolineacj¢ ¢,
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o $rodku [S5] (L,L") 1 (C,C") oraz osi K'A". W kolineacji tej proste a, i b, przejda w proste a” i b*, a punkty L i C
w punkty L i C". Obie kolineacje @, i ¢, pozwolity na przejscie prostych a i b w proste a* i b*. W ten sposob
obie $ciany zjednoczyty sig.

Rysunek 20 przedstawia kolejne przeksztatcenie kolineacyjne @3, prowadzace do koncowego przeksztatcenia
jednego ostrostupa w drugi. W przeksztatceniu tym przyjeto takie wzajemne potozenie ostrostupow, w ktorym
na skutek przeprowadzonej kolineacji @; i ¢, jedna ze $Scian ostrostupa A i A* pokrywa si¢. Dwa uktady ptaskie
Scian < WCE > i < W'C'E >" zlaczone na plaszczyznie rysunku wyznaczaja kolineacj¢ @; o srodku [S;] okreslo-
nym punktami M,M" i E,E" iosiag W,C". W tak wyznaczonej kolineacji krawgdz M, E przechodziw M',E',
a tym samym $ciany < WCE > i < WEA > w Sciany < W'C'E" > 1< W'E'A" >. Powyzsze przeksztatcenia prowa-
dza do przejscia ostrostupa Scigtego A w ostrostup Scigty A', a wigc punkt W przechodzi w W, a proste
a,b,c,defwproste a’,b',c'\d e f .

©S;

Cc=C'

Rys. 20. Kolineacyjne przeksztalcenie Scian CELM i AEKM ostrostupa A w §ciany C'E'L’M" i A’E"K"M" ostrostupa A’
Fig. 20. Collineatory transformation of CELM and AEKM walls of pyramid A into walls C’E’L’M’ and A’E°’K°’M’
of pyramid A’.

Kwadryke prostokreslna F* wyznacza zamkniety szesciobok przestrzenny, ktérego kazdy bok przecina trzy
inne. Zatem przy kazdym przeksztalceniu rzutowym przeprowadzajacym zadany sze$ciobok < ABCDEF >
w dowolny sze$ciobok <4 'B'C'D E F"> powierzchnia ®?, bedaca kwadryka, przechodzi w inna powierzchnig
®* rownowazna rzutowo.
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5. TWORZENIE KWADRYK SKOSNYCH WYZNACZONYCH
SZESCIOBOKIEM PRZESTRZENNYM

5.1. Hiperboloida skosna

Wezmy trzy dowolne plaszczyzny ,;, m,, m; przecinajace si¢ we wspolnym punkcie 0 i tworzace ze soba
krawedzie x = m; - ,, y = ®; * 03,z = O, - ®; (rys. 21). Na kazdej z tych ptaszczyzn przyjmijmy prosta dowolna
nieprzecinajaca pozostatych dwdch prostych. Otrzymamy trzy proste skosne. Kazda prosta przecina krawedzie x,
v, z w dwoch punktach, a mianowicie: prosta ¢; € ®; przecina krawedz x w punkcie B, krawedz y w punkcie 4,
prosta f, € ®; przecina krawedz x w punkcie E, krawedz z w punkcie F, prosta ¢; € ®; przecina krawgdz z
w punkcie C, krawedz y w punkcie D. Potaczmy otrzymane punkty ABCDEF, tzn. punkt Bz C, Dz Ei F z A,
wyznaczymy w ten sposob inne trzy proste skosne ¢, g, g3 lezace odpowiednio na plaszczyznach ®,, ®,, ®;.
Skonstruowali§my szesciobok przestrzenny o wierzchotkach < ABCDEF >. Sze$ciobok tym si¢ charakteryzu-
je, ze kazdy jego bok przecina trzy inne. Wykazmy stusznos$¢ tego twierdzenia. Zgodnie z zalozeniem prosta ¢,
€ ®; ma wspoélne punkty 4 i B z prostymi ¢; i q,, W ktorych to punktach proste te przebijaja plaszczyzne ;.
Proste q, i ¢, lezace na plaszczyznie m, sa prostymi przecinajacymi si¢ w punkcie K. PokazaliSmy, ze prosta ¢,
przecina proste ¢;, ¢», ¢; w punktach K, B, 4. To samo mozemy wykaza¢ dla kazdego innego boku.

W otrzymanej konfiguracji przestrzennej kazda prosta nalezaca do zbioru prostych ¢ przecina wszystkie pro-
ste zbioru ¢ 1 odwrotnie, kazda prosta nalezaca do zbioru ¢ przecina wszystkie proste nalezace do zbioru ¢, nato-
miast proste nalezace do jednego zbioru sg wzgledem siebie skosne.

C el
Z ; e

I

q
y | q1
r K

Rys. 21. SzeSciobok przestrzenny wyznaczajacy hiperboloide sko$na
Fig. 21. Spatial hexagon determining the curved hyperboloid

Chcac wyznaczy¢ kolejne proste zbioru g czy ¢, musimy wykona¢ nastgpujace konstrukcje. Wyznaczajac np.
prosta ¢, (rys. 22), poprowadzmy przez dowolny punkt 7, prostej g, i przez prosta q; ptaszczyzng o, oraz przez
ten sam punkt i prosta g; plaszczyzne B,. Plaszczyzna oy przetnie plaszczyzne ®; wzdhuz krawedzi k o, w3,
a lezaca na niej prosta g; w punkcie R,. Plaszczyzna B, ma wspolng krawedz k B, ; z plaszczyzna w,;, ktora
przetnie prosta ¢; w punkcie Q,. Punkty 7, R, O, leza na prostej ¢, ktora jest krawgdzia przecigcia ptaszczyzn
oy 1Py
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Rys. 22. Sposéb znajdowania tworzacych hiperboloidy skosSnej wyznaczonej szeSciobokiem przestrzennym #;, 2, #;,

qn 92 43
Fig. 22. The determining way of generatrices for curved hyperboloid that is determined by spatial hexagon ty, t,, t3,

q1 925 q3

Z powyzszego rozwazania wynika konstrukcja uproszczona polegajaca na znalezieniu tylko punktu R,. Po-
prowadzona plaszczyzna o, przez prosta ¢, ma wspolne krawedzie z ptaszczyznami m, i m; przechodzace przez
punkty D i E. Jezeli poprowadzimy z punktu £ prosta k ¢, , przechodzaca przez punkt 7, to przetnie ona kra-
wedz z w punkcie /,. Prosta k oy w; przechodzaca przez punkty /, i D przetnie prosta ¢; w punkcie R,. Punkty T
i R, wyznaczg szukana prosta #,, ktora ma wspdlny punkt O, z prostg q;. Jezeli punkt T przesuwa sig po prostej
q> poprzez potozenia T, Ts, Ts ... T,, wowczas zbior tak wyznaczonych prostych ¢, ts5, ¢ ... t, utworzy po-
wierzchnig prostokresina stopnia drugiego, ktora nazywamy hiperboloida skosna. Wszystkie proste w ten sposob
powstate sa tworzacymi powierzchni.

Do zbioru tworzacych hiperboloidy skosnej zaliczamy rowniez te proste, ktore przecinaja dwie, a sa rowno-
legle do trzeciej proste;j.

Wezmy taki sze§ciobok przestrzenny majacy wierzchotki < ABCDEF >, ktorego dwa boki g; i ¢, sa do siebie
rownolegle i majq z krawedzia wspdlny punkt F (rys. 23, rys. 24), pozostate boki ¢, t;, ¢;,q, utworza czworokat
przestrzenny < DKBC >, ktérego rzutem o kierunku z na plaszczyzng o, jest czworokat ptaski < KDOB >.
Zatem pek plaszczyzn przechodzacych przez prosta ¢; pozwoli bez pomocniczych konstrukceji wyznaczy¢ zbior
prostych ¢ przecinajacych pozostale dwa boki ze zbioru g. W tym celu poprowadzmy przez dowolnie obrany
punkt 7% na prostej g, i przez prosta q; plaszczyzng o.,. Przetnie ona plaszczyzng ; wzdhuz krawedzi k o, o,
1 plaszczyzng m, wzdtuz krawedzi k oy ;. Otrzymane krawedzie maja z prostymi g, i g, wspolne punkty 7, i Ry,
ktére wyznaczaja tworzaca t,. Tworzaca ¢, jako lezaca na plaszczyznie o, przecina prosta g;, przez ktora prze-
prowadzono tg ptaszczyzng. Podobnie postepujemy, wyznaczajac tworzace rodziny gq.
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Rys. 23. Wyznaczanie tworzacych hiperboloidy skosnej okreslonej przez szesciobok przestrzenny o dwoch bokach
réwnoleglych

Fig. 23. The determining way of generatrices for curved hyperboloid that is determined by spatial hexagon with two
parallel sides
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Rys. 24. Sze$ciobok przestrzenny o dwoch bokach réwnoleglych wyznaczajacy hiperboloide skosna
Fig. 24. Spatial hexagon with two parallel sides determining the curved hyperboloid
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5.2. Hiperboloida obrotowa

W szczegbdlnym przypadku hiperboloida sko$na moze by¢ powierzchnig obrotowa. Wowczas kazda plasz-
czyzna przechodzaca przez o$ obrotu / hiperboloidy obrotowej jest ptaszczyzna prostokatnej symetrii tej po-
wierzchni i przecina ja w potudnikach, ktére sa hiperbolami. Kazdy przekrdj ptaszczyzna dowolna jest elipsa,
a plaszczyzna prostopadta do osi / — okregiem. Procz tych ptaszczyzn istnieje jeszcze jedna ptaszczyzna prosto-
katnej symetrii € L1, przecinajaca hiperboloide w okregu szyjnym. Hiperboloide obrotowa utworzy taki szescio-
bok przestrzenny o wierzchotkach < AKELCM >, ktorego przeciwlegle boki sa do siebie rownolegle, tzn. #;1] ¢»,
6l g3, ;1 g; 1 przecinaja krawedzie x, y, z plaszczyzn na ktorych leza, odpowiednio w punktach B”, F~ i D”
(rys. 25). Narysowany w ten sposob szesciobok przestrzenny ma o [ prostokatnej symetrii. O$ / wyznaczona jest
przez punkt O przecigeia przekatnych x, y, z szeScioboku oraz przez punkt P przecigcia przekatnych x;, y;, z;.
Narysujmy taki szeSciobok przestrzenny o wierzchotkach < AKELCM >, ktérego boki sa krawedziami rombo-
edru o przekatnej / O,P prostopadtej do rzutni (rys. 27). Rzutem o kierunku / szeScioboku przestrzennego jest
sze$ciobok ptaski foremny <A 'K'E'L'C"M" >. Jezeli przekroimy szeSciobok ptaszczyznami prostopadtymi do
osi [ przechodzacymi przez punkty O i P oraz punkt, ktory jest polowa odcinka O,P, otrzymamy punkty lezace
na trzech wspotsrodkowych okregach k;, k,, k;. Kazdy bok szescioboku przecina okregi k;, k,, k3. Zatem kazda
plaszczyzna prostopadta do osi / przetnie przyjgty szeSciobok w punktach, ktore leza na okrggach o srodku przy-
naleznym do osi /. Stad wniosek: jezeli obrocimy szeSciobok wokot osi /, to kazdy punkt jego bokow zakresli
okrag, lezacy w plaszczyznie prostopadtej do osi /. Okrag k; zakreslony przez punkt, ktorego odlegtos¢ od osi /
jest najmniejsza, nazywamy okregiem szyjnym. Wszystkie inne okregi sa rownoleznikami. Hiperboloidg obro-
towa wyznaczaja wigc dwie proste skosne, z ktorych jedna jako tworzaca obraca si¢ wokot drugiej, ktora jest
osia obrotu.

\F 0

D~ Do

Rys. 25. SzeSciobok przestrzenny wyznaczajacy hiperboloid¢ obrotowa
Fig. 25. Spatial hexagon determining the hyperboloid of revolution

Majac dany szeS$ciobok przestrzenny (rys. 26) i chcac wyznaczy¢ dalsze tworzace, post¢pujemy jak przy
hiperboloidzie skosnej. Obieramy na boku ¢; dowolny punkt Q,. Przez obrany punkt Q, i prosta ¢; prowadzimy
plaszczyzng o, oraz przez ten sam punkt i prosta ¢, ptaszczyzng B, Plaszczyzna oy, przetnie plaszczyzng w,
w krawedzi k o, ,, a lezaca na niej prosta £, w punkcie 7.

Natomiast plaszczyzna ®; ma z ptaszczyzna o krawedz k oy ®;. Obydwie krawgdzie maja wspolny punkt O,
z osia x. Plaszczyzna B, majaca wspolng krawedz k B, ®; z plaszczyzna o, i k B, ©; z plaszczyzng m; przetnie
prosta #; w punkcie R,. Wszystkie trzy punkty O, T, R, leza na prostej q,, ktora jest krawedzia przecigcia ptasz-
czyzn 0., i B,. Prosta ta w rzucie pokrywa si¢ z tworzaca ¢;, a poniewaz ma wspolne punkty R, i T, z tworzacymi
t;1t,, dlatego musi mie¢ to samo nachylenie i przeciwny zwrot co prosta ¢;. Wynika stad konstrukcja uproszczo-
na wyznaczania tworzacej, mianowicie, chcac wykresli¢ przez punkt Qs tworzaca gs, rysujemy przez ten punkt
prosta k os ®; rownolegla do y i przecinajaca x w punkcie V. Przez otrzymany punkt V' z punktu C rysujemy
prosta k o5 m;,, ktora przecina bok ¢, w punkcie Ts. Punkty Qs i Ts wyznaczaja tworzaca ¢s przecinajaca tworzaca
t; w punkcie R;. Postepujac dalej, mozemy powiedzieé, ze wszystkie proste lezace w ptaszczyznach stycznych,
prostopadlych do poziomego okregu szyjnego i majacych jednakowe nachylenie, wyznaczaja hiperboloide
obrotowa.
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Rys. 26. Sposob znajdowania tworzacych hiperboloidy obrotowej wyznaczonej szeSciobokiem przestrzennym <t,, t,, t;,

q1 92 93>

Fig. 26. The determining way of generatrices for hyperboloid of revolution defined by spatial hexagon t,, t,, t;,

q15 925 43

Rys. 27. Hiperboloida obrotowa
Fig. 27. Hyperboloid of revolution
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5.3. Paraboloida hiperboliczna

Y

Rys. 28. Szesciobok przestrzenny wyznaczajacy paraboloide hiperboliczna
Fig. 28. Spatial hexagon determining the hyperbolic paraboloid

Z rozwazan o hiperboloidzie sko$nej wynikato, Ze wyznaczaja ja trzy proste skosne, jezeli nie sa wszystkie
trzy rownolegte do tej samej ptaszczyzny — nie bedac réwnolegle do siebie. Gdy kierujace sa rownolegle do
jednej plaszczyzny, wowczas wyznaczaja powierzchnig¢ prostokre§lng stopnia II zwana paraboloida hiperbo-
liczna. Chcac narysowaé sze$ciobok przestrzenny (rys. 28), ktorego trzy boki ¢;, ¢, t; bylyby réwnolegte do
obranej ptaszczyzny o oraz trzy inne boki ¢;, g, ¢; do plaszczyzny B, nalezy: przyja¢ dowolna ptaszczyzne a,
ktora ma krawedzie k oo 0, z ptaszczyzna ®;, k o @5 z ptaszczyzng m; 1 k o0 , z plaszczyzna w, oraz przyjac
plaszczyzne 3 majaca krawedzie kB @, z oy, kB 0 z @, 1 k B w3 z 3. Wykre$lmy z punktu A przecigcia krawe-
dzi kB o, z krawedzia y, prosta ¢q; rownolegta do krawedzi ko @y, czyli do plaszczyzny o. Prosta g; przetnie
o$ x w punkcie B. Z punktu tego kreslimy prosta ¢, rownolegta do krawedzi kB @,, czyli do plaszczyzny B.

z o
(=i F

@ c'=Cc" @

Rys. 29. Wyznaczanie tworzacych paraboloidy hiperbolicznej opartej na sze$cioboku przestrzennym < ty, t,, t3, q1, q2, Q3>
Fig. 29. The determining way of generatrices for the hyperbolic paraboloid on the spatial hexagon t;, t,, t3, q;, q2, q3
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Prosta ta ma wspolny punkt C z krawedzia z. Prowadzac w podobny sposob dalsze proste #;, #;, ¢, g3 jako row-
nolegte lub przynalezne na przemian do plaszczyzny o i B, narysujemy zamknigty szesciobok o wierzchotkach
< ABCDEF >. Dowdd na to, ze szesciobok jest zamknigty, przeprowadzimy w nastgpujacy sposob.

Narysujmy ptaszczyzng o, dana prostymi x, y, a na niej proste: ¢, rownoleglta do k ot @, i g; rownolegla do
kB o (rys. 30). Jezeli potaczymy odpowiednio punkty Y,,X,, 4,E i D,B, otrzymamy dwa czworokaty,
ktore maja trzy boki wspolne i przekatne rownolegte. Wynika to z twierdzenia Tallesa. Uktadajac proporcje:

o _ o i
04 OX,

; OB_04
OF

0A-OE = 0D - 0X,
OA-OE = 0B - 0,

0D-OX, - OB -OF,

OD OB

oY, OX,

Potwierdzamy réwnoleglo$¢ bokow DB i Y;. X, . Jezeli przez powyzsze dwie proste rownolegle DB i Y. X,
lezace na ®; (rys. 30) poprowadzimy plaszczyzny do siebie rownolegle w taki sposob, aby jedna z ptaszczyzn
przecigta @, i w; w krawedziach £ B @, i k& B s, to druga plaszczyzna przetnie @, i w; w krawedziach g, i ;.
Stad wniosek, ze szesciobok o wierzchotkach < ABCDEF > jest zamknigtym szeSciobokiem.

Fig. 30. Rysunek na dowod Ze sze$ciobok przestrzenny jest szeSciobokiem zamknigtym
Fig. 30. The proof that the spatial hexagon determining the hyperbolic paraboloid is hexagon closed

Dla wyznaczenia dowolnej prostej (tworzacej) lezacej na paraboloidzie hiperbolicznej obieramy np. na boku
q; punkt T, (rys. 29). Przez ten punkt prowadzimy prosta a lezaca na plaszczyznie P rownolegla do krawedzi
k o, . Prosta ta przebija plaszczyzng ®; w punkcie IV lezacym na krawedzi & B ®;. Rysujac z punktu IV prosta b
rownolegla do & o @, otrzymamy punkt Q, przecigcia z prosta g;. Punkty T, 1 O, wyznaczaja krawedz ¢,, ktora
jest rownolegta do ptaszczyzny o, poniewaz lezy na plaszczyznie a x b rdwnolegtej do o. Mozemy udowodnic,
ze dowolnie obrany punkt 7}, dzieli odcinek AF w tej samej proporcji co punkt O, odcinek EK . Z twierdzenia
Tallesa wynika rownos¢ proporcji:

FT, T,A

urv - 1A

Z kolei prosta b rownolegta do k o o, i rownolegla do ¢; odcina na prostych rownolegtych k B o, i g; odcinki
przystajace. Zatem kazdy czworokat przestrzenny (np. < AKEF >) wyznacza paraboloid¢ hiperboliczna (o two-

rzacych AK , EF i KE ,FA).
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6. PEWNE SZCZEGOLNE WLASNOSCI
KWADRYK SKOSNYCH W ZASTOSOWANIACH

Powierzchnie prostokre§lne o podwdjnej krzywiznie (nierozwijalne), nazywane takze kwadrykami sko$nymi
lub wichrowatymi, maja duze zastosowanie w praktyce inzynierskiej, szczegolnie w konstrukcjach budowlanych
jako: sklepienia, pokrycia dachowe duzych obiektow (stadionow, hal) (Bielinski i in.).

Niekwestionowana obecno$¢ geometrii w architekturze, budownictwie, drogownictwie, konstrukcjach zosta-
ta juz wielokrotnie w literaturze utrwalona i jest tak oczywista, ze nieomal... niezauwazalna (Czech 2001).

Podstawowym zadaniem kazdego konstruktora jest zaprojektowanie konstrukcji o racjonalnych ksztattach.
Formy powierzchniowe wykorzystywane w budownictwie powinny by¢ dostosowane do wymagan techniki
budowlanej, a zatem ich geometria powinna by¢ mozliwie prosta, by nie powodowaé zbyt duzych trudnosci
podczas realizacji przy stosowaniu srodkdéw i metod dostgpnych na placu budowy. Formy konstrukcji po-
wierzchniowych powinny by¢ dobierane w zalezno$ci od:

— funkcji jaka maja spetniac,

— gabarytow obiektu,

— rodzaju materiatu budowlanego,
— warunkow statycznych,

—  wzgledow estetycznych,

Za nadawaniem formom stosowanym w budownictwie ksztaltdow powierzchni prostokreslnych przemawia
migdzy innymi fakt, ze ich realizacja praktyczna jest utatwiona, poniewaz wigkszos¢ dotychczasowych stosowa-
nych konstrukcji zelbetowych wykonuje si¢ na rusztowaniach z desek. Prostokreslnos¢ konstrukcji utatwia uto-
zenie szalowania, w ktorym kierunki desek pokrywaja si¢ z tworzacymi powierzchni.

Sposrdd wszystkich powierzchni sko$nych szczegdlna przydatno$é w budownictwie wykazuja konoidy pro-
ste krzywych matematycznych (okregu, elipsy, paraboli, sinusoidy) oraz konoida linii prostej nazywana po-
wszechnie paraboloida hiperboliczna (Przewlocki 1997). Za ich stosowaniem w budownictwie przemawia fakt,
ze sa to powierzchnie:

a) podwdjnie zakrzywione,

b) zdefiniowane matematycznie,
¢) tatwe do zbudowania,

d) dostatecznie efektowne.

Mimo zZe sa to powierzchnie dwukrzywiznowe, moga by¢ tworzone z linii prostych, co ma duze znaczenie
praktyczne.

Szczegbdlna uwage nalezy poswieci¢ konoidzie linii prostej, czyli paraboloidzie hiperbolicznej. Interesujaca
plastycznie forma posiada duze mozliwosci réoznorodnego jej stosowania, a korzystne wilasciwosci statyczne
wprowadzity ja na state do budownictwa. Swoista cecha paraboloidy hiperbolicznej jest to, ze brzegi tej po-
wierzchni moga by¢ ograniczone liniami prostymi (rys. 33).

Linia przekroju powierzchni ptaszczyzna jest zwykle linia krzywa ptaska lub figura sktadajaca si¢ z kilku
krzywych plaskich. W szczegdlnym przypadku linia przekroju moze by¢ linia prosta.

Plaszczyzna niewlasciwa przecina paraboloidg hiperboliczng w parze prostych — jedna z nich jest tworzaca
{7, a druga tworzaca ¢~. Proste niewlasciwe ¢~ i ¢~ wyznaczone ptaszczyznami kierowniczymi o i B przecinaja
si¢ w punkcie niewlasciwym R”. Punkt R™ przecigcia si¢ obu tworzacych ¢~ i ¢” ma bardzo wazne wlasciwosci
(Otto, Otto 1988). Kazda ptaszczyzna przechodzaca przez punkt R™ przecina paraboloidg hiperboliczna po para-
boli, poniewaz ma z nig jeden punkt niewlasciwy R™ (rys. 31). Natomiast ptaszczyzna, ktora nie przechodzi
przez R”, przecina rozwazang powierzchni¢ w hiperboli lub dwoch tworzacych, poniewaz ma z ta powierzchnia
dwa punkty niewlasciwe wspolne (przecigeia z ¢~ i przecigcia z ¢”) (rys. 32).
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Rys. 31. Przekroje paraboloidy hiperbolicznej w parabolach
Fig. 31. Cross-sections of hyperbolic paraboloid in parabolas

Rys. 32. Przekroje paraboloidy hiperbolicznej w hiperbolach
Fig. 32. Cross-sections of hyperbolic paraboloid in hyperbolas



Rys. 33. Wycinek paraboloidy hiperbolicznej ograniczony czworobokiem przestrzennym, ktérego boki sa tworzacymi
Fig. 33. The part of hyperbolic paraboloid delimited by spatial quadrangle

Rys. 34. Czworobok przestrzenny wyznaczajacy paraboloide hiperboliczna
Fig. 34. Spatial quadrangle determining hyperbolic paraboloid

Linia przenikania kwadryk skos$nych jest krzywa przestrzenna rzedu czwartego (Otto, Otto 1988). W szcze-
golnym przypadku moze wystegpowac w postaci zdegenerowanej do krzywej stozkowej lub prostej (rys. 35).

K nK?=c*
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Rys. 35. Linia przenikania dwoch paraboloid hiperbolicznych
Fig. 35. Intersection line for two hyperbolic paraboloids

Zasada najczesSciej stosowana przez projektanta jest uzycie kilku powierzchni skosnych przenikajacych sig
w tworzacych. Szczegdlnie nadaje si¢ do tego paraboloida hiperboliczna. Paraboloidg hiperboliczng wyznacza
kazdy czworobok przestrzenny (rys. 34), zatem wiele czworobokow przestrzennych, ktoérych boki parami si¢
jednocza, wyznaczaja zesp6t tych paraboloid. Boki czworokata przestrzennego jako tworzace paraboloidy hiper-
bolicznej sa w takim zatozeniu wspolnymi tworzacymi sasiednich powierzchni.
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Rys. 36. Studium geometryczne utworzone z 12 paraboloid hiperbolicznych
Fig. 36. Geometric form created with 12 hyperbolic paraboloids

Rysunek 36 przedstawia studium powierzchniowe sktadajace si¢ z 12 czworokatow przestrzennych stykaja-
cych si¢ bokami, wyznaczajacych 12 paraboloid hiperbolicznych. Przy konstrukcji tego utworu — jako podstawg
przyjgto osmiokat foremny. Nastgpnie dwie przekatne o§miokata przecinajace si¢ pod katem prostym (skracajac
je) przesunigto do nowego potozenia. Konce przesunigtej przekatnej potaczono z wierzchotkami o$miokata wy-
znaczajacymi druga przekatna w pierwotnym potozeniu. Tych osiem prostych ma cztery punkty przecigcia, ktore
wraz z pozostatymi dwunastoma punktami wyznaczaja 12 paraboloid hiperbolicznych.
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PRZEKSZTALCENIA RZUTOWE KWADRYK SKOSNYCH

Streszczenie

Przedmiotem rozwazan w niniejszej monografii sa powierzchnie stopnia drugiego — kwadryki skosne oraz
krzywe stopnia drugiego bgdace przekrojami kwadryk — krzywe stozkowe. Krzywe stozkowe i ich wlasnosci
rozpatrywane sg dzigki zapisowi konfiguracyjnemu, ktory umozliwia przeprowadzenie dowodow wielu twierdzen.

Znane sa w geometrii rzutowej dwa podstawowe twierdzenia: Pascala i Branchona. Autor wykorzystujac
konfiguracyjny zapis obu twierdzen, wykazat zwiazek, jaki migdzy nimi zachodzi.

Sposrod 60 mozliwych do uzyskania kombinacji sze§ciobokéw opisanych na stozkowej autor wybrat 6 takich
kombinacji szesciobokdw, ktére mozna uzyskaé przez przedhuzenie bokdéw przeciwleghych.

Rozwiazujac na jednym rysunku wszystkie mozliwe nastepstwa wierzchotkow szesciokatow (bokow sze-
Sciobokow), autor uzyskat 6 prostych Pascala (6 punktow Brianchona), ktore trojkami przecinajg si¢ w jednym
punkcie (trojki punktow leza na jednej prostej). Uktad punktow i prostych tworzy konfiguracje (165 124) oraz
(124 163). Przez potaczenie obu konfiguracji, tzn. przez narysowanie takiego sze$cioboku, ktorego boki sg stycz-
ne do stozkowej w wierzchotkach szesciokatéw, uzyskat nowa konfiguracje (284). W zaleznos$ci od przyjgtego
nastgpstwa wierzchotkow szesciokatow 1 bokow szeSciobokow punkt przecigeia trojek prostych Pascala moze
leze¢ na prostej wyznaczonej przez trojke punktéw Brianchona lub moze by¢ z nia biegunowo sprze¢zony.

Kazdy szesciobok plaski opisany na stozkowej, tworzacy konfiguracjg, mozna przeksztalci¢ kolineacyjnie
w szesciobok przestrzenny roéwnowazny rzutowo tworzacy konfiguracje (12¢). Taki szeSciobok przestrzenny,
ktérego kazdy bok przecina trzy inne, wyznacza kwadryke skosna K>. W zaleznoéci od przyjetego potozenia
bokéw szescioboku przestrzennego tworzacego konfiguracje (12¢) mozna utworzy¢ nastepujace kwadryki:

— hiperboloidg skos$na,
— hiperboloidg obrotowa,
— paraboloide hiperboliczna.

Szczegbélne wihasnosci kwadryk sko$nych powoduja, ze sa one wykorzystywane w praktyce inzynierskie;j.
Mimo zZe sg to powierzchnie dwukrzywiznowe, moga by¢ tworzone z linii prostych, co ma duze znaczenie prak-
tyczne.

Stowa kluczowe: kwadryki skosne, krzywe stozkowe, konfiguracje
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PROJECTIVE TRANSFORMATION OF RULED QUADRICS

Summary

In this monograph some surfaces of second order, i.e. ruled quadrics and curves of second order (conics) be-
ing quadric cross-sections are considered. The conics and their properties are considered on the basis of configu-
rational notation that allows to proving many theorems.

Considering all possible vertex (side) sequences on the same plot, the author obtained 6 Pascal’s lines (6 Brian-
chon’s points), so that three lines meet at one point (three points lie on one line i.e. they are collinear). The set of
points and lines forms configurations of types (165 12,) and (124 165). Taking the union of both configurations,
i.e. by drawing a hexagon, whose sides are tangent to a conic in the vertices of this hexagon, the author obtained
a new configuration of type (284). Depending on the chosen vertex sequences of the hexagons, the point of inter-
section of the triples of Pascal’s lines can lie on the line defined by the triple Brianchon’s points, or it can be
polar conjugate with respect to this line.

Each planar hexagon circumscribed about the conic, forming the configuration, can be transformed in the
collineatory way into the spatial hexagon projectively equivalent forming the configuration of type (12¢). Such
a spatial hexagon, that each it’s side has common points with three other sides, determines a ruled quadric K>

Depending on the location of spatial hexagon sides, which forms the configuration of type (12¢) the follow-
ing quadrics can be generated:

— curved hyperboloid,
— hyperboloid of revolution,
— hyperbolic paraboloid.

Particular properties of ruled quadric cause that they are used in the engineering practice. Although the ruled

quadrics are the double-curved surfaces , they can be formed from straight lines. That has a practical importance.

Key words: ruled quadric, conic section, configurations
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