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Skalowanie optymalne nalezy do grupy metod, ktére wywodza si¢ z zapropono-
wanej w 1933 r. przez Richardsona i Kudera procedury okreslonej wtedy przez jej
autoro6w mianem Method of Reciprocal Averages (za: [Nishisato 1994)). Z zapropo-
nowanego woOwczas rozwiazania, ktére umozliwiato przedstawienie w uktadzie
wspoétrzednych danych nominalnych, rozwingta si¢ szeroka grupa metod i technik
analitycznych odnoszacych si¢ do wizualizacji danych niemierzalnych. Wszystkie te
metody bazuja na wiasnosci okreslonej w algebrze macierzy, ktora okresla sig jako
dekompozycje macierzy wedtug wartosci osobliwych. Reguta ta przedstawiana na
ogot w zapisie macierzowym (por. [Walesiak, Gatnar 2009, s. 386]) dla macierzy
zdefiniowanej jako F = [f;] moze by¢ rowniez przyblizana nastgpujaca dekompozy-
cja liniowa [Nishisato 1978] :

fg/ = %[1 T OYaXj T P Y Xy et O Vi Xy ] > (D
gdzie: p, jest k-ta najwigksza warto$cig osobliwa, y, jest i-tym elementem wektora
osobliwego y, dla wierszy macierzy, Xy zas$ jest j-tym elementem wektora osobliwe-
go x,_dla kolumn macierzy.

Jesli macierz jest tablica empirycznego rozktadu dwuwymiarowego, to wektory
osobliwe moga by¢ traktowane jako wektory wag dla kategorii zmiennych zestawio-
nych odpowiednio w wierszach i kolumnach tablicy. Kolejne elementy powyzszej
dekompozycji liniowej nazwane sa rozwiazaniami, przy czym warto$¢ 1 odnosi si¢
do tzw. rozwigzania trywialnego, gdy zmienne zestawione odpowiednio w wierszach
i kolumnach tablicy sa statystycznie niezalezne. Z tego powodu kombinacja liniowa
wartosci osobliwych bywa rdwniez okreslana mianem dekompozycji macierzy reszt,
czyli macierzy, ktora pozostaje z tablicy danych po wyodrebnieniu z niej rozwiaza-
nia trywialnego.
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Innym dobrze znanym ujgciem dekompozycji wedlug wartosci osobliwych sa
formuty transformacji, ktore Nishisato [1980] okreslit jako relacje dualne:

Zﬁjxjk Zﬁ‘yik
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Wagi y, oraz x, okreslane sa mianem unormowanych wag (normed weights) [Ni-

shisato 1980] lub standaryzowanych wspotrzednych (standard coordinates) [Greena-

cre 1984]. Jesli zas przemnozy sig je przez warto$¢ osobliwa p, , to otrzymuje sig wagi
zwane wagami rzutowania (projected weights) [Nishisato 1980] badz okreslane mia-

nem glownych wspotrzednych (principal coordinates) [ Greenacre 1984].
Odstgpstwa od tych ogolnych regul, ktore okresla si¢ w literaturze jako reguty

skalowania optymalnego lub skalowania dualnego, moga wynika¢ z r6znych celow

i prowadzi¢ do modyfikacji bazowej procedury. Modyfikacje te dotycza kryterium

optymalizacji. Proponowane rozwiazania najczesciej polegaja na:

— okresleniu wektorow wag x, i y, tak, by uzyska¢ maksymalna korelacj¢ migdzy
danymi wazonymi przez te wagi,

— okresleniu wag x, tak, by suma kwadratow migdzywierszowych poréwnan byta
jak najwigksza, oraz okresleniu wag y, y, tak, by migdzykolumnowa suma kwa-
dratéw byta jak najwigksza, w odniesieniu do catkowitej sumy kwadratow,

— okresleniu tych obu systeméw wag tak, by regresja wazonych kategorii kolumn
wzgledem wazonych kategorii wierszy i wazonych kategorii wierszy wzgledem
wazonych kategorii kolumn byta zbiezna do liniowej,

— okresleniu tych obu systemow wag tak, by standaryzowane réznice migdzy ob-

ik

.ifj

serwowanymi fy 1 teoretycznymi P YuXy, byly jak najmniejsze.

Wszystkie te strategie prowadza do 1dentycznego zestawu rozwiazan, ktore moz-
na ogdlnie zapisac jako triade: (p,, v, x,). Matematyczne dowody mozna znalez¢ w
pracach Nishisato [1980; 1994], Greenacre [1984] oraz w Gifi [1990]. Jak podkresla
Nishisato [1994], powyzszy zbidr regut jest adekwatny dla macierzy zestawiajacej
dane dowolnego typu, procedur¢ zdefiniowana relacjami dualnymi za$ uznano za
wyczerpujaca podbudowe dla wielowymiarowej analizy danych niemierzalnych
[Meulman 1998].

W wigkszos$ci przypadkéw dekompozycja macierzy danych ogranicza si¢ do
dwoch pierwszych rozwiazan, co pozwala dokona¢ wizualizacji danych odnosza-
cych si¢ do kategorii wierszy i kolumn w dwuwymiarowym uktadzie wspotrzed-
nych. Potozenie wszystkich kategorii lub obiektow w tym uktadzie okreslaja warto-
sci wag x, iy,. W zaleznosci od tego, jak konstruowana jest tablica danych, pelniaca
funkcje macierzy F, inne beda charakterystyki rozwiazania, do ktérych zalicza sig':
— calkowitg liczbe nietrywialnych rozwiazan, 7(sol),

! Oznaczenia za [Nishisato 1994].
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— catkowita zawarto$¢ informacji w tzw. macierzy reszt, czyli gdy usunie si¢ roz-
wiazanie trywialne, 7(inf),
— zakres, w jakim konkretne rozwiazanie odtwarza catkowita zawarto$¢ informacji

macierzy reszt o,.

Ponizej przedstawiono zasady postgpowania umozliwiajace przeprowadzenie
procedury skalowania optymalnego, a ktére odnosza si¢ do konstrukcji macierzy
F= [};,] na podstawie wynikow pomiaréw nominalnych i porzadkowych. Wyrdznio-
no dwu- i wielowymiarowy pomiar nominalny, pomiar nominalny polegajacy na
rozsortowywaniu zbioru obiektow w grupy podobne oraz pomiar porzadkowy o cha-
rakterze rangowym i odnoszacy si¢ do pordwnan parami.

Dane nominalne w uktadzie dwuwymiarowym

Skalowanie optymalne w przypadku danych nominalnych zestawionych w tabli-
cy kontyngencji o wymiarach n xm jest tozsame z procedura klasycznej analizy ko-
respondencji [Stanimir 2005, s. 21-29; Walesiak, Gatnar 2009, s. 382-390], gdyz
rozktad empiryczny w tym przypadku wprost definiuje macierz F . W pierwszym
etapie nastgpuje wyznaczenie liczebnosci oczekiwanych (teoretycznych), przy zalo-
zeniu niezaleznosci obu zestawionych w tablicy zmiennych (tzw. rozwiazanie try-

wialne). Na tej podstawie wyznacza sig tablicg reszt { fi —%} ktora jest dekom-

ponowana na niezalezne sktadowe, czyli na kolejne rozwiazania. Tablica ta moze
by¢ catkowicie wyjasniona przez co najwyzej [min{n,m} — 1] rozwiazan (sktado-
wych).

Dane nominalne w ukladzie wielowymiarowym

W przypadku danych nominalnych pochodzacych ze skal zlozonych n okresla
liczbg wielowariantowych pozycji skali, numerowanych wedtug j =1, 2, .., n, z kto-
rych kazda ma m, opcji wyboru. Wyniki pomiaru moga by¢ przedstawione w syste-
mie zmiennych zero-jedynkowych dla kazdej opcji wyboru kazdej pozycji skali,
wyznaczajacych tzw. macierz znacznikdéw (por. [Stanimir 2005, s. 41-44; Walesiak,
Gatnar 2009, s. 390-392]). Wymiary tablicy okreslone sa przez liczbg wierszy odpo-

wiadajaca liczbie obserwacji N oraz liczbe kolumn (m — n), gdzie m = Zm/. Dla
j=1

tak przetransformowanej macierzy danych istnieje rowniez tzw. trywialne rozwiaza-

nie oraz mozliwa jest jej dekompozycja wedlug wartosci osobliwych. Tablica reszt

moze by¢ wyjasniona przez co najwyzej min{(m —n), N-1} rozwiazan.

W tym miejscu warto wspomnie¢, ze w przypadku nominalnych skal ztozonych
mozliwe sa procedury, ktore moga prowadzi¢ do rozwiazania zdeterminowanego
przez badacza. Macierz znacznikéw F tworza bowiem macierze ﬂzestawiajqce W
systemie zero-jedynkowym odpowiedzi wszystkich respondentow wobec opcji kaz-
dej z n pozycji skali ztozonej. Jesli jedng z tych macierzy, np. F, przemnozymy
przez stala k, to im wigksza to bgdzie wartos$¢, tym silniej pierwsze fozwiqzanie be-
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dzie determinowane przez wyr6zniona w ten sposob macierz F,. Wowczas w proce-
durze skalowania optymalnego warunek maksymalizacji sredniej wewnatrzklasowe;j
korelacji staje si¢ warunkiem maksymalizacji korelacji migdzy wyrdzniona w ten
sposob pozycja skali opisana macierza F, (np. zmienne opisujace Scisle okreslone
wybory konsumenckie) i pozostalymi pozycjami. Procedura skalowania o tak zada-
nej klasyfikacji odpowiada procedurze analizy dyskryminacji dla danych jakoscio-
wych [Nishisato 1994]. Taka modyfikacja skalowania optymalnego w przypadku
nominalnych skal ztozonych prowadzi do zbudowania klasyfikacji, w ktorej punk-
tem odniesienia staje si¢ wyrdzniona stala k pozycja skali.

W procedurach wizualizacji danych pochodzacych z pomiaru na nominalnych
skalach ztozonych czgsto uznaje si¢ te skale za skale typu likertowskiego i kolejnym
kategoriom przyporzadkowuje wartosci liczbowe, na ogoét kolejne liczby naturalne.
Pozwala to na wykorzystanie procedury glownych sktadowych do zredukowania
wymiaréw analizy, co z kolei umozliwia prezentacj¢ danych w dwuwymiarowym
uktadzie wspotrzednych. Warto zatem podkresli¢ roznice migdzy skalowaniem opty-
malnym i procedura gtéwnych sktadowych, tym bardziej ze obie metody moga by¢
stosowane w przypadku pomiaréw na skalach porzadkowych, o czym bedzie mowa
dalej. W procedurze skalowania optymalnego dane sa prezentowane wedtug katego-
rii odpowiedzi wybieranych przez respondentdw, a jednostka analizy jest opcja wy-
bierana przez respondenta w przypadku kazdej pozycji skali ztozonej. W procedurze
gtownych sktadowych jedynie pozycje skali (a nie ich opcje) sa obiektami analizy
(zmienne, a nie ich wartosci). Celem metody gléwnych sktadowych jest skonstru-
owanie wazonej kombinacji pozycji skali (zmiennych) o najwigkszej zawartosci in-
formacji, mierzonej wariancja. Celem procedury skalowania optymalnego jest skon-
struowanie takiej wazonej kombinacji poszczegolnych opcji odpowiedzi w ramach
poszczegdlnych pozycji skali, by maksymalizowa¢ ich liniowe korelacje. Zasadni-
cza roznica tkwi w tym, ze procedura gtownych sktadowych opiera si¢ na relacjach
liniowych miedzy analizowanymi pozycjami skali, skalowanie optymalne za$
uwzglednia faktycznie wystgpujace relacje, ktore liniowe by¢ nie musza. Warto pod-
kresli¢, ze w metodzie gtdéwnych sktadowych nieliniowe zalezno$ci sa odrzucane
i dlatego metoda ta zwana jest rowniez analiza liniowa. W procedurze skalowania
optymalnego zarowno liniowe, jak i nieliniowe zalezno$ci sa uwzgledniane w pro-
cedurze maksymalizowania liniowej korelacji.

Dane pochodzace z sortowania zbioru obiektow

Do pomiaréw nominalnych zalicza si¢ rowniez pomiary polegajace na porowny-
waniu obiektow 1 subiektywnym ich pogrupowaniu w podzbiory w zaleznosci
od oceny ich podobienstwa. W takiej sytuacji mozliwe sa wielorakie rozwiazania.
W tego typu pomiarach nie wiadomo bowiem a priori ani, ile grup obiektéw podob-
nych wyrdzni kazdy z respondentdw, ani ile z nich uzna za identyczne. Ta swoboda
oceny przeklada si¢ na uzyskiwane wyniki, z ktorych ustalone sa jedynie wartosci
graniczne, czyli maksymalna liczba grup, jaka moze wskaza¢ respondent, a ktora
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odpowiada liczbie ocenianych obiektow, oraz minimalny i maksymalny rozmiar
kazdej grupy, ktéore wynosza odpowiednio zero oraz wielkos¢ zbioru ocenianych
obiektéw. Oznacza to, ze w sytuacjach skrajnych respondent moze wyrdzni¢ tyle
grup, ile jest obiektow, przypisujac kazdy obiekt do jednej grupy, co odpowiada sy-
tuacji braku postrzegania jakiegokolwiek podobienstwa miedzy ocenianymi obiek-
tami. Moze réwniez wyroznic¢ tylko jedna grupe, do ktorej przypisze wszystkie oce-
niane obiekty, uznajac je za podobne, pozostate za$ teoretycznie mozliwe grupy begda
puste. Takane [1980] wykazat, ze mozna dokona¢ transformacji macierzy tak gro-
madzonych obserwacji do postaci odpowiadajacej nominalnym skalom ztozonym, a
nastepnie przeksztatci¢ wyniki pomiaru do macierzy znacznikéw. Wymiar analizy
wyznaczy wowczas maksymalna liczba grup mozliwa dla kazdego obiektu oraz licz-
ba respondentow. Tym samym charakterystyki rozwiazania skalowania optymalne-
go w tym przypadku sa identyczne z przedstawionymi wyzej. Warto zaznaczy¢, ze z
racji petnej swobody wyboru przez respondentéw sposobu grupowania moze wysta-
pi¢ potrzeba wyznaczania wigcej niz dwuwymiarowego rozwiazania, by zagwaran-
towac odtworzenie znacznej cz¢$¢ informacji zawartej w danych wyjsciowych. Jest
to pewien mankament poshugiwania si¢ tego typu danymi, gdyz rozwiazanie uzyski-
wane w tym przypadku nie zawsze mozna ograniczy¢ do dwoch wymiardw, co unie-
mozliwi wizualizacje danych wyjsciowych.

Dane rangowe

W przypadku gdy pomiar polega na nadaniu rang n obiektom, od 1 do n (bez
powtodrzen i przy zatozeniu, ze liczba obiektow 7 jest mniejsza od liczby responden-
tow N), macierz obserwacji zawiera warto$ci porzadkowe. Gdyby nie wystepowaty
indywidualne réznice w ujawnionych preferencjach, wystawiane oceny bytyby iden-
tyczne i takie jak ocena $rednia dla obiektu. Wystepowanie indywidualnych réznic
skutkuje okreslona struktura wielowymiarowej obserwacji. By umozliwi¢ wizuali-
zacje tego typu danych w skalowaniu optymalnym, rekomenduje si¢ przeksztalcenie
obserwowanych danych w tzw. wskazniki relatywnej popularnosci dla kazdego
obiektu ocenianego przez kazdego respondenta. Przeksztalcenie dokonywane jest
wedlug formuty:

e,=nt1-2R 3)

gdzie: R, —ranga nadana i-temu obiektowi ocenianemu przez j-tego respondenta.
Macierz E = [ey_] okresla si¢ mianem tablicy dominacji [Nishisato 1996]. Takie
przeksztalcenie gwarantuje, ze suma wskaznikow e, dla kazdego respondenta wynosi
zero, wszystkie wartosci tych wskaznikow mieszcza sie w przedziale (—(n—1);(n — 1)).
Przeksztalcenie to skutkuje sumowaniem sig¢ transformowanych rang w wierszach
macierzy E do tej samej wartosci. Ma to swoje implikacje w przebiegu procedury
numerycznej przez takie okreslenie rozktadow brzegowych macierzy E, ktore
uwzglednia, iz wyniki zestawione w tej macierzy powstaja z dokonania (n—1) porow-
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nan kazdego obiektu z pozostatymi (n — 1) obiektami. Glownym celem procedury w
przypadku skalowania tego typu danych jest ustalenie odpowiednich wag dla re-
spondentdw, odpowiednich w tym sensie, by wariancja wazonych $rednich byta naj-
wigksza. Warto$ci wyskalowane dla obiektow uzyskuje si¢ zas$ jako $rednie ich zr6z-
nicowanie wazone przez wagi nadane respondentom.

Poniewaz macierz danych wyjsciowych zestawia respondentéw i oceniane ran-
gowo obiekty, zatem dla tego typu danych istnieje Scista formuta wizualizacji [Ni-
shisato 1996]. Polozenie respondentow okreslaja unormowane wagi, potozenie
obiektow za$ gtowne wspodlrzedne. W przestrzeni catkowitej otrzymuje si¢ taka kon-
figuracje, ze wobec kazdego respondenta najblizej potozony jest ten obiekt, ktory
byl przez niego rangowany jako pierwszy, nastepnie ulokowany jest ten obiekt, kto-
ry byl przez niego rangowany jako drugi itd. (po wszystkich respondentach i po
wszystkich obiektach). Ulokowanie respondentdéw wobec ocenianych obiektow na
jednym wykresie umozliwia pomiar odleglosci poszczegdlnych respondentow od
ocenianych przez nich obiektow. W pomiarze tym poréwnuje si¢ wagi unormowane
z gtownymi wspotrzednymi. Odleglosci te umozliwiaja zbudowanie rankingu wyni-
kajacego z przestrzeni rzutowania, a nastgpnie jego pordwnanie z rankingiem zapi-
sanym w danych wyjsciowych. W ten sposoéb mozna dokona¢ oceny stopnia zbiez-
nosci kazdego rozwigzania z danymi wyjsciowymi.

Greenacre i Torres-Lacomba [1999] wykazali, ze mozliwa jest rowniez inna
transformacja danych empirycznych pochodzacych z pomiaréw porzadkowych, w
wyniku ktorej uzyskuje si¢ rozwiazanie skalowania optymalnego catkowicie zbiez-
ne z analiza korespondencji. Transformacja ta polega na skonstruowaniu swego ro-
dzaju ,,odbicia lustrzanego” danych empirycznych wedtug rekordow, co okresla sig
czesto mianem ocen ,,anty-ekspertow” (por. [Stanimir 2005, s. 109]). Wartosci te
wyznacza si¢ jako oceny o calkowicie przeciwnym porzadku do ocen wystawionych
badanym obiektom przez kolejnych respondentow. W ten sposob kazdy respondent
uzyskuje swoja przeciwwage w macierzy danych. R6znica w tym podejsciu sprowa-
dza si¢ do tego, ze utworzona macierz, w przeciwienstwie do macierzy dominacji,
nie zawiera wartosci ujemnych.

Dane z poréwnan parami

W pomiarze polegajacym na poréwnaniach parami respondent wskazuje prefe-
rowany przez niego obiekt z kazdej pary. Dla n obiektow tworzone sa wszystkie
n(n — 1)/2 mozliwe pary, ktore sa prezentowane N respondentom. Zbierane ta droga
dane maja z matematycznego punktu widzenia t¢ sama strukturg co dane pochodza-
ce z oceny przez N respondentéw n obiektdw w systemie rangowania. Zatem charak-
terystyki procedury sa identyczne z przedstawionymi wyzej. Jedyna roznica polega
na tym, ze w pomiarze rangowym respondent musi dokona¢ uporzadkowania wszyst-
kich obiektow w jednym szeregu, w pomiarze porownan parami zas respondent musi
dokona¢ wyboréw, ktore sa nieprzechodnie. W rezultacie dla i-tego respondenta
1 pary obiektow (X, X,) definiowana jest funkcja [Nishisato 1978]:
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1jesli X, > X,
Si=10jesliX, =X, 4)
~ljesliX, < X,

Macierz dominacji powstaje jako uktad wierszowo-kolumnowy, gdzie wiersze
odnosza si¢ do poszczegolnych respondentdéw, kolumny za$ do badanych obiektow,
a poszczegoblne jej elementy wyznaczane sa z warunku:

€ = Zn: S (%)

k=Lk#j

gdzie: e, jest liczba przypadkow, gdy i-ty respondent preferuje X, nad X;, pomniej-
szong o liczbg przypadkow, gdy respondent preferuje inne obiekty niz X,.

By podsumowac opisane wyzej przypadki, w tab. 1 zestawiono charakterystyki
rozwiazan, ktore uzyskuje si¢ w procedurze skalowania optymalnego wyréznionych
wyzej typow danych empirycznych. Jak wspomniano na wstepie, zasadnicze roznice
w skalowaniu optymalnym danych niemierzalnych sprowadzaja si¢ bowiem do od-
miennosci w ksztaltowaniu si¢ catkowitej zawartosci informacji w macierzy reszt,
catkowitej liczby rozwigzan nietrywialnych oraz w stopniu odtwarzania catkowitej
informacji przez k-te rozwiazanie.

Tabela 1. Charakterystyki rozwiazan skalowania optymalnego w zaleznos$ci od rodzaju
danych empirycznych pochodzacych z pomiarow nominalnych i porzadkowych

Typ danych Catkowita liczba Catkowita zawarto$¢ Stop en O.d 'twarzame.l.
poddanych . . . .. . calkowitej informacji
. nietrywialnych informacji w macierzy
skalowaniu S, . przez k-te
rozwiazan T(sol) reszt T(inf) . .
optymalnemu rozwiazanie J,
Dane nominalne )
zestawione w tablicy mm%}_l s
Kontyngencji min{n,m} — 1 . Pr = f p/T(inf)
o wymiarach nxm
Dane nominalne Z": m
m-n J
pochodzape ze skal | min{(m —n), N—1} S pr=t i1 p/T(inf)
ztozonych = n
Dane pochodzace i .
z sortowania min{(m—n), N— 1} prf _ i ’ =1 P/ T(inf)
k=1 n
Dane rangowane n+l .
n—1 31 p/T(inf)
Dane pochodzace n+1 .
z pordwnan parami n—1 3(n—1) p/T(inf)

Zrodlo: opracowanie whasne na podstawie [Nishisato 1993, s. 617-629].
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Podsumowanie

Przedstawione sposoby pozyskiwania danych, ktore pochodza z pomiarow za-
rowno nominalnych, jak i porzadkowych, moga z powodzeniem by¢ wykorzystane
w procedurze skalowania optymalnego, umozliwiajac ich wizualizacjg¢. Mocna stro-
na tej procedury jest to, ze nie filtruje ona zalezno$ci pod katem liniowosci, a ponad-
to pozwala zadawac klasyfikacje obiektow w zaleznosci od postawionych celow
badawczych. Warto podkresli¢, ze istota procedury polega na zbudowaniu tablicy
liczebnosci z danych wyjsciowych, by w dalszej kolejnosci dokonac jej dekompozy-
cji wedtug wartos$ci osobliwych, co jest droga do transformacji danych wielowymia-
rowych w przestrzen dwuwymiarowa i ich wizualizacji. Wielkosci stanowiace ele-
menty tablicy liczebnosci moga by¢ definiowane w roézny sposob, czyli nie tylko
jako liczby wyréznionych przypadkow, lecz roéwniez jako dominacje.
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VISUALIZATION OF CATEGORICAL DATA IN PROCEDURE
OF OPTIMAL SCALING

Summary

The paper focuses on the topic of optimal scaling of categorical data — the method of building the
quantitative representation of qualitative experiences. The main goal of non-metric data visualization is
to extract as much information as possible from linear and nonlinear relations among variables. Optimal
scaling is a method to accomplish this goal by assigning optimal spaced weights to variables. The paper
presents some examples of transformation categorical data (nominal and ordinal) to the procedure of
optimal scaling.
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