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Wizualizacja wynikow badan marketingowych — podejscia, metody i zastosowania
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PODZIAL WIELOWYMIAROWEJ
PRZESTRZENI ZMIENNYCH A MODELE HYBRYDOWE

1. Wstep

Modele hybrydowe to modele wykorzystujace rekurencyjny podziat wielowy-
miarowej przestrzeni zmiennych na podprzestrzenie (segmenty). W kazdym z tych
segmentdéw jest budowany model lokalny, np. liniowy, a nastepnie modele te sa ta-
czone w jeden model globalny.

Taki sposéb budowy modelu odbiega od rozwiazania przyjetego w klasycznej
analizie regresji, gdzie zwykle tworzony jest jeden model globalny, ktorym najczg-
$ciej jest uogdlniony model liniowy (GLM).

Celem artykutu jest omoéwienie wynikow zastosowania réznych typow modeli
hybrydowych w analizie regresji oraz poréwnanie doktadno$ci ich dopasowania do
danych.

Do obliczen zostat wykorzystany program komputerowy R, tj. srodowisko shu-
zace do prowadzenia zaawansowanych analiz statystycznych, wraz z wieloma pa-
kietami oraz ogo6lnodostgpne zbiory danych. Dla zwigkszenia czytelnosci wywodow
przedstawiono takze wykorzystane procedury w jezyku R.

2. Metoda rekurencyjnego podzialu przestrzeni zmiennych

Metoda rekurencyjnego podziatu dzieli sekwencyjnie wielowymiarowa prze-
strzen zmiennych X* na podprzestrzenie R, (segmenty, regiony) az do chwili, gdy
zmienna zalezna Y osiagnie w kazdej z nich minimalny poziom zréznicowania (mie-
rzony za pomoca odpowiedniej funkcji straty). Metoda ta byta stosowana w statysty-
ce juz przez Morgana i Sonquista [1963]. Jej wykorzystanie w analizie dyskrymina-
cyjnej i regresji przedstawili Breiman i in. [1984]. W jezyku polskim wyczerpujaca
monografiag poswigcona zagadnieniom budowy modeli w postaci drzew klasyfika-
cyjnych i regresyjnych jest praca Gatnara [2001].
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Algorytm metody rekurencyjnego podziatu sktada si¢ z kilku krokow:

1. Sprawdz, czy wszystkie obiekty w przestrzeni zmiennych X’ sa jednorodne ze
wzgledu na zmienna Y. Jezeli tak, to zakoncz prace.

2. W przeciwnym wypadku sprawdz wszystkie mozliwe podzialy przestrzeni
zmiennych X, tj. wedtug kazdej zmiennej X , ..., X, oraz kazdego sposobu ich dys-
kretyzacji, na rozfaczne podprzestrzenie (segmenty) R,

3. Dokonaj oceny kazdego z tych podziatow i wybierz najlepszy z nich, tj. dotacz
zmienng X, do modelu.

4. Podziel przestrzen zmiennych X* na K podprzestrzeni zgodnie z wybranym
najlepszym podziatem, a nast¢pnie wykonaj kroki 1-4 dla kazdej z podprzestrzeni.

Przebieg procedury rekurencyjnego podziatu najlepiej reprezentuje drzewo, tj.
graf spojny 1 bez cykli. Stad nazwa metody — drzewa klasyfikacyjne (classification
trees) oraz drzewa regresyjne (regression trees). Przyktad modelu w postaci drzewa
klasyfikacyjnego znajduje si¢ na rys. 1, a drzewa regresyjnego — na rys. 2.

W ramach omawianej metody model jest tworzony nie globalnie, lecz przez zto-
zenie modeli lokalnych, budowanych w kazdym z K roztacznych segmentdéw, na
jakie dzielona jest wielowymiarowa przestrzen zmiennych X*:

K
Y=a,+) 0,8,(X). (1
k=1
W szczegbdlnym przypadku modele lokalne moga mie¢ najprostsza postac, tj.
statej, jak to ma miejsce dla drzew klasyfikacyjnych i regresyjnych:
gk(xi):I(Xi ERk)’ 2)

gdzie R, (k=1, ..., K) to podprzestrzenie (segmenty) przestrzeni X", a, — parametry
modelu, / zas$ jest funkcja wskaznikowa.

Kazdy z obszaréw R, jest definiowany poprzez jego granice w przestrzeni X,
ktore dla zmiennych metrycznych X, ..., X, mozna przedstawi¢ jako:

L
I(x, e R) = [ 10 <x, <vi?), 3)
I=1

gdzie wartosci v\’ oraz v{¥' oznaczaja odpowiednio jego goérng i dolng granice w

[-tym wymiarze przestrzeni zmiennych.

W przypadku, gdy zmienne X, ..., X, maja charakter niemetryczny, podprze-
strzen R, mozna zdefiniowac¢ jako:
L
](XiERk):HI(inEBkI)s 4)
1=1

gdzie B, to podzbior zbioru kategorii zmiennej X, tj. B,,c V.
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3. Hybrydowe modele dyskryminacyjne

Jezeli zmienna zalezna Y w modelu (1) jest zmienna nominalna, to model ten
nazywany jest dyskryminacyjnym i reprezentuje go drzewo klasyfikacyjne. Wtedy
parametry o, modelu (2) sa wyznaczane jako:

a, =argmax p(C, |x; €R,). (5)
; .

Na rysunku 1 pokazano model w postaci drzewa klasyfikacyjnego dla zbioru
IRYS, w ktorym znajduje si¢ 150 obserwacji kwiatéw irysa, nalezacych do 3 gatun-
kéw: Setosa (s), Virginica (v) oraz Versicolor (c), wykorzystujacy dwie zmienne
objasniajace: dtugos¢ platka (dp) i szerokos¢ platka (sp) oraz odpowiadajacy mu
podziat przestrzeni dwuwymiarowej na 4 segmenty.

dp <245
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Szerokos¢ ptatka

1.0

] cce oo A sp <[1.75
versicolor virginica setosa

S 'S
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s “;s s virginica

versicolor virginica

Diugos¢ ptatka

Rys. 1. Rekurencyjny podziat i jego interpretacja w postaci drzewa klasyfikacyjnego

Zrodto: opracowanie wiasne.

Procedura w programie R, ktora tworzy rys. 1, sktada si¢ z 4 polecen:

drzewo.iris <- tree(klasa~., data=iris)
partition.tree (drzewo.iris)
plot (drzewo.iris)

text (drzewo.iris) .

4. Hybrydowe modele regresji

W przypadku, gdy zmienna zalezna Y jest mierzona na jednej ze skal mocnych,
model (1) jest modelem regresji, ktorego graficzna postacia jest drzewo regresyjne.
Jego parametry sa wyznaczane za pomoca formuty:
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1
“ N & ©
gdzie: N(k) to liczba obserwacji nalezacych do segmentu R,. Innymi stowy, parametr
ten jest warto$cia przecigtna Y dla obserwacji znajdujacych si¢ w podprzestrzeni R,.
Zbudowano takze hybrydowy model regresji dla zbioru CPUS zawierajacego
dane dotyczace parametrow pracy 209 jednostek centralnych komputeréw stacjonar-
nych. Zmienna zalezng jest wskaznik szybkosci pracy jednostki centralnej w poréw-
naniu z komputerem IBM 370/158-3 (perf), a zmienng objasniajacg byla zmienna
cach (wielkos¢ tzw. pamigci podrecznej w kilobajtach). Jego graficzna postac znaj-
duje si¢ na rys. 2.
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Rys. 2. Hybrydowy model regresji dla jednej zmiennej objasniajacej

Zrodto: opracowanie wiasne.

Procedura w programie R, ktéra tworzy model na rys. 2, sktada si¢ z pigciu po-
lecen:

model<-tree (loglO (perf) ~cach)
w<-seq (min (cach),max (cach),0.5)
y.pred<-predict (model, list (cach=w))
plot (cach,logl0 (perf))

lines (w,y.pred) .

Nastepnie zbudowano model regresji dla zbioru CPUS, w ktérym zmienng za-
lezna byta ta sama zmienna perf, a zmiennymi objasniajacymi byty: mmax (najwigk-
sza pojemno$¢ pamigci operacyjnej w kilobajtach) i cach. Ma on posta¢ drzewa,
ktore znajduje si¢ w prawej czesci rys. 3.
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Procedura w programie R, ktora tworzy model na rys. 3, sktada si¢ z 4 polecen:

drzewo.cpus <- tree(loglO (perf)~ mmaxtcach, data=cpus)

wireframe (perf ~ mmax*cach, data=cpusT, scales=list (arrows=FALSE),
drape=TRUE, colorkey=FALSE, screen=list (z=-40, y=0, x=-60))

plot (drzewo.cpus)

text (drzewo.cpus) .

Cacni< 41

mmax K 6100 mmax § 28000

mmax g 1750 CET: X § 10000, o §6.5  cachi<86
1,089 1427 4 449 1 707 1:836 1,827 2,135 2,324 2,268 2,667

Rys. 3. Hybrydowy model regresji dla dwdoch zmiennych objasniajacych

Zrodto: opracowanie wlasne.

5. Ocena jakosci podzialu

Ocena jakosci podziatu, tj. homogenicznosci poszczegdlnych podprzestrzeni, na
ktére dzielona jest przestrzen zmiennych, dokonywana jest za pomoca pewnej funk-
cji oceniajacej zroznicowanie obserwacji znajdujacych si¢ w R . W przypadku gdy
model (1) jest modelem dyskryminacyjnym, stosowana jest funkcja entropii:

J
O(R,) == p(C;|R)log, p(C, |R,), (7
Jj=1
gdy za$ (1) jest modelem regresyjnym, wykorzystywana jest funkcja kwadratowa:
1 >
R)=—— —a, ).
OR) =5 2l =) ®)

6. Modele lokalne klasy GLM

Model lokalny moze by¢ jednak takze modelem klasy GLM, a szczegdlnie pro-
stym modelem liniowym:

g,(X)=4, +ZL::B/X1 . ©)
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Tego typu modele hybrydowe taczace podejscie nieparametryczne (drzewo) z
parametrycznym nazywane sa drzewami funkcyjnymi [Gama 2004]. Przyktadami
takich algorytmow sa: QUEST [Loh, Shih 1997], GUIDE [Loh 2002], CRUISE
[Kim, Loh 2001] oraz LOTUS [Chan, Loh 2004]].

Na szczego6lna uwage zasluguje propozycja Zeileisa, Hothorna i Hornika [2008],
ktorzy zastosowali inne kryterium doboru zmiennych do podziatu przestrzeni. Jest
nim stabilnos¢ parametrow modeli lokalnych (liniowych), ktore sa estymowane me-
toda najmniejszych kwadratéw lub najwigkszej wiarygodnosci.

W odréznieniu od klasycznego rozwigzania w tym przypadku najpierw wyzna-
czana jest zmienna, ktora definiuje podzial, a nastgpnie dokonywana jest jej dyskre-
tyzacja. Algorytm rekurencyjnego podzialu ma wtedy postac:

1. Zbuduj model lokalny (liniowy) w segmencie R,.

2. Ocen stabilno$¢ parametrow tego modelu. Jezeli niestabilnos¢ wystepuje, wy-
bierz zmienna X, przy ktorej stoi najbardziej niestabilny parametr. W przeciwnym
wypadku zakoncz prace.

3. Dokonaj dyskretyzacji zmiennej X,.

4. Dokonaj podziatu przestrzeni na segmenty wedtug zmiennej X, i przejdz do
kroku 1.

Do testowania stabilnosci parametréw modelu lokalnego w kroku 2 stosowany
jest test wahan (fluktuacji) zaproponowany przez Zeileisa, Hothorna i Hornika
[2008]. Wykorzystuje on statystyke:

n-t

\/’i—ﬁ-gqo(Xiz), (10)

ktora jest zbiezna z procesem Browna w przypadku prawdziwosci hipotezy zerowej
o stabilnosci parametrow modelu. We wzorze (10) n oznacza liczbg obserwacji,
D jest estymatorem macierzy wariancji i kowariancji, ¢ za$ jest funkcja oceny obser-
wacji, dajaca antyrangg (antirank) obserwacji X,

Oczywiscie mozna takze zastosowaé inne, podobne testy stabilno$ci parame-
trow, znane w ekonometrii: CUSUM [Ploberger, Krdmer 1992], MOSUM [Chu,

Hornik, Kuan 1995], test Nybloma [1989] itp.

W (0) =

7. Przyklady

Zbudowano model hybrydowy (model regres;ji logistycznej) dla zbioru DIABE-
TES, ktory zawiera dane o 768 osobach, ktore poddano testom na cukrzycg. Wynik
tego testu jest zmienng zero-jedynkowa (diabetes) 1 oznacza klasg (wartosci pos
i neqg). Zmiennymi objasniajacymi jest 7 zmiennych charakteryzujacych wiek (age),
ci$nienie krwi (press), indeks masy ciala (mass) itd.

Zmienna, ktora definiuje modele lokalne w segmentach, jest glucose, bgdaca
wynikiem pomiaru poziomu glukozy we krwi.
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Posta¢ graficzna tego modelu hybrydowego znajduje si¢ na rys. 4.

Node 2 (n=167) Node 4 (n=304) Node 5 (n=297)

neg

© ne®

pos

Pos ©

0 99 117 1405 0 99 117 1405 199 0 9 117 1405 199

Rys. 4. Hybrydowy model regresji

Zrodto: opracowanie wlasne.

Model hybrydowy, przedstawiony na rys. 4, zostal przygotowany za pomoca
polecenia mob z pakietu party:

model <- mob (diabetes ~ glucose | pregnant + pressure + triceps +
insulin + mass + pedigree + age, data=Diabetes, model = glinearModel,
family = binomial())

Jak wida¢ na rys. 4, do podzialu przestrzeni wykorzystano indeks masy ciata
oraz wiek, co w rezultacie daje 3 podprzestrzenie. Dla kazdej z nich dokonano wizu-
alizacji modelu regresji logistycznej za pomoca spinogramu. Pokazuje on, ze dla
0s0b o0 matej wartosci indeksu masy ciata ryzyko pojawienia si¢ cukrzycy jest male.
Wazrasta ono jednak wraz z wiekiem i najwigksze ryzyko wystepuje u osob starszych
o wysokiej masie ciata.

Zbudowano takze hybrydowy model regresji dla zbioru BOSTON, ktory zawie-
ra informacje o wplywie roznych czynnikoéw na ceny 506 nieruchomosci na przed-
miesciach Bostonu. Zmienna zalezna jest mediana wartosci domu w tys. dolaréw
(medv), zmiennymi objasniajacymi za$ sa: koncentracja tlenku azotu (nox), wskaz-
nik przestepstw (crim), wielko$¢ podatku od nieruchomosci (fax), procent ludnosci
afroamerykanskiej (b), procent budynkéw zbudowanych przed 1940 r. (age), dostep
do autostrady (rad), wskaznik uczniéw przypadajacych na jednego nauczyciela
(ptratio), wazona odleglo$¢ od pigciu centréw zatrudnienia w Bostonie (dis), dostep
do rzeki Charles River (chas), odsetek terenéw nieprzeznaczonych do celéw handlo-
wych (indus), odsetek terenéw zamieszkatych (zr). Modele wewngtrzne zbudowane
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sa dla zmiennych: procent populacji o niskim statusie spotecznym (Istat), srednia
liczba pokoi w domu (rm).

<432

ptratio

p <0.001
<152 15.2.

g

ptratio
p <0.001
<19.6 19.6
>
tax
p <0.001

<265 > 265
\

Node 3 (n=72) Node 6 (n=63) Node 7 (n= 162) Node 8 (n = 56) Node 9 (n = 153)
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Rys. 5. Hybrydowy model regresji wielorakiej

Zrédto: opracowanie wilasne.

W programie R metoda budowy modeli hybrydowych jest zaimplementowana w
pakiecie party. Przyklad wykorzystania znajduje si¢ ponizej, czego efektem jest
rys. 5.

drzewo <- mob(medv ~ lstat + rm | zn + indus + chas + nox + age +
dis + rad

+ tax + crim + b + ptratio, control = mob control (minsplit = 40),
data = Boston, model = linearModel) .

W rezultacie powstaje drzewo regresyjne w postaci:

1) tax <= 432; criterion = 1, statistic = 115.364
2) ptratio <= 15.2; criterion = 1, statistic = 50.482
3)* weights = 72
Terminal node model
Linear model with coefficients:
(Intercept) lstat rm
9.2349 -4.9391 0.6859
2) ptratio > 15.2
4) ptratio <= 19.6; criterion = 1, statistic = 55.266
5) tax <= 265; criterion = 1, statistic = 43.178
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6)* weights = 63
Terminal node model
Linear model with coefficients:
(Intercept) lstat rm
3.9637 -2.7663 0.6881
5) tax > 265
7)* weights = 162
Terminal node model
Linear model with coefficients:
(Intercept) lstat rm
-1.7984 -0.2677 0.6539
4) ptratio > 19.6
8)* weights = 56
Terminal node model
Linear model with coefficients:
(Intercept) lstat rm
17.5865 -4.6190 0.3387
1) tax > 432
9)* weights = 153
Terminal node model
Linear model with coefficients:
(Intercept) lstat rm
68.2971 -16.3540 -0.1478.

Uzyskany model nalezy interpretowa¢ w ten sposob, ze przestrzen zmiennych
zostala podzielona na 5 segmentow za pomoca dwoch zmiennych: wielko$¢ podatku
od nieruchomosci (tax) 1 wskaznik uczniéw przypadajacych na jednego nauczyciela
(ptratio). W kazdym z nich zbudowano model liniowy, ktérego parametry znajduja
si¢ na wydruku zamieszczonym powyzej, np. w segmencie nr 3 model lokalny ma
postac:

2,(X) =9,2349 — 4,9391 x Istat + 0,6859 x rm. (11)

Ogolnie moéwiac, wzrost liczby mieszkancoéw o niskim statusie spotecznym w
sasiedztwie (Istat) powoduje spadek ceny nieruchomosci, a wzrost liczby pokoi (rm)
powoduje wzrost ceny nieruchomosci. Wyjatkiem jest jedynie segment nr 9 (naj-
wigksze nieruchomosci), w ktorym parametr przy zmiennej rm takze jest ujemny (co
prawda jest on jedynie nieznacznie wigkszy od zera).

Dla zbioru BOSTON dokonano takze pordwnania oceny dopasowania réznych
modeli regresji do danych, wykorzystujac wspolczynnik determinacji (tab. 1).

Tabela 1. Wspotczynniki determinacji modeli regresji dla zbioru

BOSTON
Metoda Wspodtezynnik determinacji
rpart 80,6%
MOB 90,2%
Randomforest 92,9%

Zrodto: opracowanie wiasne.
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Uzyskane wyniki, przedstawione w tab. 1, wskazuja co prawda na najwigksza
doktadno$¢ modeli zagregowanych, zbudowanych za pomoca metody RandomFo-
rest [Gatnar 2008], lecz modele hybrydowe zaproponowane przez Zeileisa, Hothor-
na i Hornika [2008] sa duzo bardziej doktadne niz modele w postaci drzew regresyj-
nych (procedura rpart).

8. Konkluzje

Metoda budowy hybrydowych modeli regresyjnych ma nastgpujace wtasnosci:
* wykorzystuje modele nieparametryczne i parametryczne,
e oddziela poszukiwanie zmiennej definiujacej podzial od procesu jej dyskrety-
zacji,
e stosuje testy stabilnosci parametréw modeli liniowych,
* daje lepsze dopasowanie modelu globalnego do danych.
Niezwykle wazna jest takze mozliwo$¢ ujecia w omawianych modelach hybry-
dowych zmiennych objasniajacych mierzonych na skalach zarowno mocnych, jak i
na stabych, bez koniecznosci dokonywania ich transformacji.
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MULTIDIMENSIONAL FEATURE SPACE PARTITION
AND HYBRID MODELS

Summary

Hybrid models are based on the recursive partitioning of multidimensional feature space into sub-
spaces (regions). Then, in each segment a local model is built (e.g. linear model) and finally all the local
models are combined into the global model.

The aim of the paper is to discuss the results of application of different hybrid models in regres-
sion. The author compares the goodness of fit of the models to the training data. The paper also presents
the portions of code of the R statistical package used in the author’s experiments.
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