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I. URLOZENIE ROWNANIA CALKOWEGO DLA MASZTU DRGAJACEGO
Wstep

Zastosowanie réwnan catkowych do rozwigzania roznych za-
gadnien technicznych, jak obliczenia czestosci drgan, sily krytycznej,
linii ugiecia belek itp., zajmuje coraz wiecej miejsca w literaturze. Jed-
nym z pierwszych podrecznikéw tego rodzaju jest podrecznik
G. Wiardy, [11]. Przyklad praktycznego obliczenia dZzwigara skrzy-
dta samolotu podany jest rowniez w artykule A. Grzedzielskiego
i R. Seredynskiego, [2]. W artykule tym oproécz teoretycznych
podstaw réwnan catkowych szeroko zostala oméwiona i poparta przy-
ktadami praktyczna strona zagadnienia. Ponadto podany jest przykiad
ukiadania funkecji wplywowej dla belki wspornikowej zamocowanej
sztywno o przekroju zmieniajacym sie w sposob ciagly, jednak bez
uwzglednienia wplywu sit tngcych.

Z nowszych prac metoda réwnan catkowych omoéwiona zostata
najobszerniej w ksiazce Nudielmana, [9]. Ksigzka ta zajmuje sie
ukladami pretéw, podaje ogolne zasady tworzenia funkecji wplywowej
i wlasnoéci jej pochodnych czastkowych oraz zasady ukladania réwnan
catkowych.

Praca niniejsza oparta jest na wymienionych zrédlach i zawiera
obliczenie masztu pionowego o zmiennym w sposob niecigglty przekro-
ju z masami skupionymi. Jednakze wobec uwzglednienia wplywu sity
tnacej przy ukladaniu réwnania catkowego Jjuz pierwsza pochodna
czastkowa funkcji wplywowej jest nieciggta; okolicznos$¢ ta nie byla
uwzgledniona w wymienionych pracach. Dla nadania zwiezlosci algaryt-
mom matematycznym wprowadzona zostala funkcja Heaviside a

Ogoblne rownanie catkowe wprowadzone w pierwszej czesSci nie
zostalo wykorzystane w podanym przykiadzie, gdyz, jak to wykazaly
przeliczenia szacunkowe, wplyw sil tnacych i momentéw bezwladnosci
w danym przypadku mozna bylo pomingé. Ten wynik otrzymuje sie
dzieki temu, ze omawiany maszt jest konstrukcjg bardzo smukla; nato-
.niast wplyw sily tnacej, a zatem i ogélne rownanie caltkowe, trzeba
uwzglednia¢ w przypadkach malej sztywno$ci na $cinanie oraz duzych
wymiaréw poprzecznych, jak np. w pretach kratowych lub masztach
cienkos$ciennych, w masztach niosgcych na swym szczycie ciezkie ele-
menty itp.
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1.1.

Oznaczenia

Wspolrzedna biezgca, dla ktérej jest mierzone ugiecie.
Wspolrzedna biezgca, dla ktérej jest zalozone obcigzenie.
Wspoirzedna biezaca, dla ktérej jest okreSlony moment lub sita
tnaca.

Dlugos¢ masztu.

Liczby okreslajace punkty podziatu.

Dlugosé odcinka masztu miedzy punktami podziatu: li=x;—xi 1.
Ugiecie catkowite.

Ugiecie czeSciowe przy uwzglednieniu wplywu samych momen-
tow zginajacych.

Ugiecie czesciowe przy uwzglednieniu wplywu samych sit tngeych.
Ugiecie cze$ciowe, wywolane wplywem jednego ciezaru skupio-
nego, przy odksztalceniu calkowitym masztu.

Kat obrotu w punkcie utwierdzenia.

Ramie bezwladnos$ci przekroju.

Wspblezynnik sztywno$ci na zginanie.

Wspodlezynnik sztywnoéci na $cinanie.

Wspblezynnik sztywno$ci utwierdzenia.

Czestos¢ katowa drgan.

Przy$pieszenie ziemskie: g = 981 cm/sek®.

Sita obcigzajaca poprzeczna.

Sila obcigzajaca podluzna (ciezar konstrukcji).

Ciezary skupione.

Ramiona bezwladno$ci cigzaréw skupionych.

Momenty obcigzajace zewnetrzne.

Obcigzenie poprzeczne na jednostke diugosci.

Ciezar jednostki diugosci.

Moment sit wewnetrznych.

Moment utwierdzenia.

Sita tnaca.

Funkcja Heaviside’a [por. odsylacz')].

Funkcja wptywowa (Greena).

Funkcja wplywowa bez uwzglednienia wplywu sit tnacych.
Funkeja wptywowa bez uwzglednienia wptywu momentéw gnacych.

Ulozenie funkeji wplywowej dla obciaZenia poprzecznego

Zalozenia. W punkcie O przyjmujemy utwierdzenie sprezyste

o wspbiczynniku sztywnos$ci utwierdzenia réwnym

a

p=



Sztywnoéci na zginanie i $cinanie B(u) i D(u) sa zmienne wzdluz
dtugoéci masztu w spos6b nieciagly. W miejscach niecigglosci u; wartoseé
funkcji jest okreSlona umownie
jako $rednia arytmetyczna obu- b
stronnych granic. ‘%L\DL 2

Dla matych odksztalcen o
mozna obliczaé oddzielnie ugie- T~ | s '
cia pochodzace od sprezystosci X
utwierdzenia, od momentoéw gng-
cych oraz od sit tnacych, a na- y
stepnie calkowite ugiecie trak- Rys. 1
toweé jako sume tych ugieé¢.

1.2. Uwzglednienie momentéw gnacych. Ugiecie pochodzace od momen-
tow gnacych skiada sie z dwoch czesei:

(1) ugiecia powstalego na skutek sprezystosci utwierdzenia; jest
ono réwne M, x/f, oraz

(2) ugiecia powstatego przez odksztalcenie sprezyste masztu.

Przy obcigzeniu masztu samym tylko momentem M(u), dziataja-
cym na element dilugosci du, elementarne ugiecie w miejscu x bedzie

/

0, r<<u,

dy () = ,M;%)Tlﬂdu, x>u

lub wprowadzajac funkcje Heaviside’al)

Yy (,u) = Ml _Bl(Lil)H (x—u) du

Jezeli moment M(u) jest zmienny wzdluz diugosci masztu, to

(1.1.1) =

!
M) (x—u) H (x—u)
()= ] () (z—w)
0
Przy obcigzeniu sitg P w odlegloéci s moment zginajacy M(u) be-
dzie przedstawiony wzorem

M (u,s)=P(s—u) H (s—u).

1) Zastosowana tutaj funkcja Heaviside'a jest okre§loma w nastepujacy
sposo6b:
z<<0,

H(z) = Z—10)

o=l

z>0.



Po podstawieniu otrzymanego wyrazenia dla momentu do wzoru
(1.1.1) oraz po uwzglednieniu sprezystosci utwierdzenia, obcigzonego mo-
mentem M, = Ps, ugiecie w miejscu x bedzie réwne

du,

Yy (2,8) = Ps~x+j S_u)H(s—;)(S;_u)H(x_u)

a funkcja wpltywowa odpowiada-

M) jaca samemu zginaniu bedzie
u DT ] réwna
u
h .
- Ce— dy,(x.u) (1.1.2) Gu (x, S) —

S f(x—u 1) (s—u)

e
| L xH(x——u)H(s—u)du.

Yu(x)
| 1.3. Uwzglednienie sil tnacych.
Sila tngca nie moze istnie¢ sa-
modzielnie bez jednoczesnego
obcigzenia momentem zginajg-
cym, jednakze w celu uproszcze-
s —ff nia roczumowania mozna rozpa-
l xSU  tryweé cddzielnie ugiecie pod
- Q YnlX.S) wplywem mcmentu i oddzielnie
ugiecie pcd wplywem sity tnacej.
Przy okcigzeniu mesziu sa-
ma silg ingcg T (u), dzialajacg na
= element diugosci du, elementar-
Ik ji!:” ' ne ugiecie w miejscu x bedzie

Rys. 2 dy,(x,u) = ’ID‘—EZ—; H (x—u)du.

*—%

Gdy maszt jest obciazony na catej dlugosci zmienng silg tnaca, to
linia ugiecia pochodzgca od $cinania bedzie przedstawiona wzorem

(1.1.3) Yo ()= fT-@H(x—u)du.

Przy obcigzeniu silag P w odlegloSci s site tnaca przedstawia wzoér

T (u,s)=PH (s —u).



Po podstawieniu otrzymanego wyrazenia dla sily tnacej do wzo-
ru (1.1.3) ugiecie w miejscu x bedzie rowne

1

yr(x,S):f_P_H(s—U\H(x_u) 4

0

D (u)

)

a funkcja wplywowa, odpowiadajgca samemu S$cinaniu, bedzie réwna

1

(1.1.4) G, () :f b%)

0
1.4. Funkcja wplywowa wy-
nikowa. Funkcja wplywowa przy
réwnoczesnym uwzglednieniu
omoéwionych czynnikéw jest su-
ma dwoch wyzej otrzymanych
funkcji wplywowych:
G(x,s) =Gu(x,s) + Gr(x,s),
‘czyli
&T'S

(RIS G (s = ;3 5 ik

1
(x—u)(s—u) 1
+f [ Bu) +'D‘<u>]>‘~
’ X H(x —u)H (s —u)du.

Pierwsza pochodng czastko-
wa funkcji G (x,s) wzgledem s
nalezy obliczy¢ uwzgledniajac
nieciaglosci funkceji pcdcalkowej?)
(x jest w tym przypadku wiel-
koécia niezmienng):

S

T(u)
: 0 T du

(x —u)H (s—u)du.

dy, (x.u)
ME—
T(u)
7 — Y% (%)
i )
s F XS,
/?( o xS.U
] IE

‘ [ ‘ Tfu)

Rys. 3.

?) Jezeli funkcja dwoch zmiennych g (x, s) jest nieciagta dla pewnej linii s; = s; (x)
znajdujacej si¢ w obszarze, w ktérym ¢ (x,s) jest okreslona, to

gdzie

h—0

; ¢ lx,s

0 ! !
‘a—a-:fw(:r,s)ds:j*
0 0

4y p (@, s;) =lim {g [x, s; (x) + h] — ¢ [z, 5; (x) — ]}

)
Oz ds—sj(x) 4, ¢ (x, s;).

Wzér ten mozna wyprowadzi¢ z definicji pochodnej rozpatrujac catke funk-
cji nieciaglej jako sume dwoch catek funkeji cigglych:

[=]+

Dla wiekszej liczby linii nieciggtoSci nalezy wszystkie te wyrazy zsumowad.

1

L7



(1.1.6) dgi‘—s- f(x (x—u) H (s—u)du—}-H(x(s)).

Jezeli 1/D (u) =0, to 0 G (x,s)/ds jest ciaglta. Jezeli za$ 1/D (u) # 0,
to funkcja dwoch zmiennych 0 G (x,s)/0s posiada podane na rys. 4 linie
nieciagglosci.
P Druga pochodna czastkowg wzgledem s nale-
zy obliczy¢ w analogiczny sposob jak pierwszg po-
chodna, poniewaz funkcja podcalkowa posiada te
same linie niecigglosci.

i
|
i Jest wiec
d'-’G(x,s) x—s d [ 1
03 & 1 . . .
7 WD e =B T ( (s))] =
0 S‘l ll s
Rys. 4 Funkcja ta jest nieciagla i niesymetryczna
i posiada te same linie niecigglosci, co 0 G (x,s)/0s.
1.5. Zestawienie wzoréw. Zestawmy otrzymane wzory:
u) (s—u) 1
(1.1.5) = —f—D(u)]H(x—u)H(s u)du,

1

0G(zs) e = T—u . - {L(ﬁx——s)
(1.1.6) T—E+f3(u)H(x u)H (s—u)du + DG
0

0:G(x,5) lz—s d/( 1 -
(1.1.7) Aasﬂl_[B(s) +ds(D(s))]H(x ).

Wzory powyzsze podaja wartosci funkcji wplywowej dla obcigze-
nia poprzecznego oraz jej pochodnych czastkowych dla calego obszaru

=x=l1, 0=s=1.

2. Zalozenia przyjete przy ukladaniu ogoélnego réwnania calkowego drgan masztu

Do zalozen podanych poprzednio przy uktadaniu funkcji wplywo-
wej G(x, s) dochodzg jeszcze zatozenia dodatkowe.

Ramie bezwladnosci p (u) przekroju, mierzone wzgledem osi prze-
chodzacej przez $rodek ciezko$ci przekroju i réwnoleglej do osi obrotu,
jest zmienne podobnie jak wspoéteczynniki sztywnosei.

W n punktach nieciagloSci s; sg umieszczone ciezary skupione @,
o ramionach bezwladnosci p;.

8



Maszt jest umieszczony pionowo, dolnym koncem utwierdzony
sprezyScie i w czasie drgan obcigzony:

(1) pionowo, cigzarem wlasnym (obcigzenie wzdiuzne statyczne),

(2) poziomo, sitami bezwladnosci (obciazenie poprzeczne dyna-
miczne),

(3) momentami sit bezwladnosci pochodzacymi od obrotu przekro-
jéw o skonczonych wymiarach (obcigzenie dynamiczne).
Zaltozono drgania sinusoidalne o fali stojacej w postaci

y(x,t) =y (x)sin wt.

Przy obliczaniu ugiecia zostal uwzgledniony zaré6wno wplyw mo-
mentéw gnacych, jak i wplyw sil tngeych.

Dla uproszczenia przerébek matematycznych obliczenie przepro-
wadzono w ten spos6b, ze w pierwszej fazie obliczen przyjeto istnienie
tylko jednego ciezaru skupionego, o danym ramieniu bezwtadnosci g(s),
w odleglosci s.

Po obliczeniu ugiecia czesciowego vy, (x, s), spowodowanego przez
obcigzenie silg @ masztu, ktoérego ugiecie jest ugieciem catkowitym y(x),
odksztalcenie catkowite mozna otrzymaé¢ w drugiej fazie obliczen jako
sume odksztatcen cze$ciowych.

3. Ciezar gornej czeSci masztu

Ciezar gérnej cze$ci masztu, rozwazany réwniez jako funkcja nie-
ciggla argumentu s, podaje wzér

l

(1.3.1) (D(S):ZQI'H(U[—‘S) +fq(u)H(u_s)du,
i—1

0
przy czym
D' (s) =—q(s)

dla wartosci 0 =s=1 [por. odsylacz ?)].

4. Obliczenie ugigcia czeSciowego y (<, 5)
Jezeli linia ugiecia masztu y =y(x) jest dana i jest on obcigzony
w miejscu s
(1) silag wzdiluzng Q,
(2) silg poprzeczng P oraz
(3) momentem skupionym zginajacym N,



to ugiecie czastkowe y, (x, s) na zasadzie wzoréw (1.1.1) i (1.1.3) bedzie
rowne 2)

1

M, M (w) (x —

%ﬁwﬁrgw+.*h%%—@H@—mMu+
0

X.3,u

1
T (u) H (x—u) N(x
0

= y(x)
Z rysunku 5 wynika, ze warto$ci M,

P M(u)iT(u) sg rowne odpowiednio

MOZQy(s)+PS+N»

M) =1{Q[y()—yw]+

0‘
! i + P(s—u) + N} H(s—u),
)

T = (@Y™ + Pl H (s —u)

Po podstawieniu otrzymanych wiel-
koSci do wzoru na ugiecie oraz po prze-
ksztalceniu go droga calkowania przez cze-

y £ci?) i zastosowaniu wzoréw (1.1.5), (1.1.6)
Rys. 5 i (1.1.7) na funkcje wpltywowa, otrzymujemy

e———— — &
)
(=)

%) Ostatni wyraz réownania uwzglednia wplyw sity tnacej przy obciazeniu mo-
mentem skupionym N. Moment skupiony, poza ugieciem wywolanym zgi-
naniem, przy uwzglednieniu wplywu sit tngcych powoduje dodatkowe
ugiecie pod wplywem $cinania. To dcdatkowe ugiecie mozna obliczyé "ri{lil
zastepujgc mement skupiony parg sit, ktérej ramie dazy do zera (rys. 6)- ri N
Poniewaz na dlugosci ds stala sila tnaca T wywotuje dodatkowe j_
ugiecie Tds/D = Ay, wiec opierajac sie na tym, ze Tds = N otrzy-
mujemy 4 y = N/D.

Rys. 6.

1) Dla dwéch nieciaglych funkeji ¢ (u) i ¥ (u) wzér na calkowanie przez czesci
mozna podaé w postaci

1 01/) ! 0
_ 2
[rocer=—[rgia T aow

gdzie ZAu (p, ¥) oznacza, ze suma obejmuje wszystkie niecigglosci iloczynu @, P
A

wraz z granicami cobszaru, poza ktérym zakladamy ¢ = =0, i jest ponadto

4, (p.y) = }in})[q) (w + h)yp @+ h)—¢ (u—"h)yp (u—h)].
L= :

10



(141 yqo(z,9=PG(z,s) + N"Ga(x Ay

+Qd€£W)( +Q{ {quyhﬂ-—wymmu+}“%mjym%—

—ZH x—u)H(s—u;)A L y(u ,)—L
=1

D@ ) H(x——u)AuH(s——u)Au~1—}

D )"

Ostatni wyraz wzoru (1.4.1) jest tylko dla x =s=wu; rézny od zera
i rowny

Jezeli teraz przyjmiemy, ze zalozone obcigzenie masztu odpowiada
umieszczeniu w miejscu s pewnego ciezaru skupionego @ o ramieniu bez-
wladnosci p, sztywno zwigzanego z masztem, to pozostale rodzaje obcig-
zenia bedg réwne odpowiednio

p=—R%y610
g 0t
. Q ,0%0y(st)
N= 99 ot* 0Os

Przy obcigzeniu dynamicznym wszystkie ugiecia we wzorze (1.4.1)
beda, oczywiscie, funkeja nie tylko polozenia, ale i czasu. Dla zalozonych
drgan sinusoidalnych jest wiec

y(x,t) =y (x)sinwt,
y(x,s,t) =1y (x,s)sinot.

Stad pochodne czgstkowe sg rowne

2
d_,,gt(g’ t) — — u? Y (S) sinwt,
(
5|70 =— vty @sinat

Po podstawieniu do réwnania (1.4.1) — w ktérym nalezy uwzgled-
ni¢ zmienno$¢ obcigzen i ugie¢ w czasie — obliczonych obcigzen

11



J2 = g o’y (s)sin w t,

Q

N="p20?y (s)sinwt,

oraz po podzieleniu otrzymanego réwnania obustronnie przez sin wt, li-
nia ugiecia czesciowego bedzie ostatecznie przedstawiona wzorem

(1.42) y,(x,8)= ng [G (x,8) y (s) + ()_Gd(x_,_s) 02y’ (9)] +
g s
]
H (s—x) 0 G(x,s) '02G (x,u)

ol v @ + 2 — [ CEEYHE — vy du—

0

- 1 N 1

——,.:Z,: H(x—w;) H(s—u;) A Di('tlijy (w;) — 4 ~AyH(x—u) A H(s—u) A, D(u)} .

5. Ulozenie ogolnego rownania catkowego
Jezeli maszt jest obcigzony n ciezarami skupionymi @;, umieszczo-
nymi w miejscach s;, oraz zmiennym ciezarem jednostki dlugosci q(s), to
ugiecie catkowite bedzie réwne sumie ugieé cze-

xs Sciowych:
(6e) = @ (x, si) —}— (x,s)d
Po podstawieniu do tego wzoru wartosci
yQ(.r, s) z (1.4.2) otrzymujemy
® -
. (151 ya = {21 G (2,5) @y (s) +
; =
q(s) 1
" —}-J G(x,s)q(s)y(s)ds +
S;
; aG(
x, $;)
+ Z e l i ( l) +
/6'\0 . ()G(l‘ S) 2 2
Ve Y +j Os q(s) e®(s) y' (s) dst +
Rys.' 7. h

12



+Z H(st Qi + {Ij(i_?_)y(x)q(s)ds+ ‘Q’G(-;x’Si) Qiy(si)+

D
‘ (x) i—1 s
(!
G n o 2
1—1!

=

n

——2 ZH(x—u,-)H(s,- )/I,,,,, Qiyu)— fZH(x—ui)i'I(s—ui)X

=1 i=i D (w.) =
Sl q(s)y(w)ds—jQy—(—”) AR A (5
N/ D(u,) i = i 4 - u Ay f 7 D(u)
4
v | | .
*.’ q(S) g%) Ay H(LE —u) A H (S"‘"u) Ay Bf(u')'ds.
0

Jest to réwnanie jednorodne, w ktérym niewiadomymi sa funk-
cja y(x) oraz parametr w?/g=A1.

Mozna je wyrazi¢ w nastepujacej formie bardziej zwiezlej:

(15.2) ylx)=42 {ZK (z,5) s,)+{ (x,9) y(s)ds +

+ZK (¢, ) Y (si) Z As [kz(ac,s)| y(s)— / f)?’c““’a(f’s-)y(s)ds}—
A .

0

*2 As [ks (x,8)] y (s ’ a(:s)y(S)ds,

gdzie jest

K, (x,8:) =G (x,s:) Qi

K, (x,si) = (?G 2 ’Sz) Q: Q.v
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k] (x’ S) = G (x: S) q (3),

ko, 9) =250 4 (9)626),
k(@9 =259 g

Ze réwnanie powyzsze jest réwnowazne z (1.5.1), mozna sie p'rze-
kona¢ wykonujac dzialania podane w (1.5.2) i uwzgledniajgc nieciggtosei
funkeji [por. odsylacz %)]; wynikiem bedzie réwnanie (1.5.1).

W obu réwnaniach poza niewiadoma funkecjg y(x) wystepuja jesz-
cze wyrazy zawierajgce jej pierwszg pochodng y’(s:;), co komplikuje ra-
chunki. Réwniez ucigzliwe jest dokladne obliczenie pochodnej, gdy sa
podane tylko wartosci funkeji dla kilku wartosci zmiennej niezaleznej.

6. Przypadki szczegélne rownania calkowego

Roéwnanie catkowe przedstawione wzorem (1.5.1) lub (1.5.2) jest row-
naniem ogélnym, zgodnym z przyjetymi poprzednio zalozeniami. W szcze-
goélnych przypadkach, lub przy zalozeniach upraszczajacych, daje sie ono
znacznie uprosci¢. Najbardziej upraszcza rachunek pominiecie sity tng-
cej, tzn. zalozenie, ze sztywno$¢ na $cinanie D(u) jest nieskonczenie
wielka; jest to tym bardziej usprawiedliwione, ze w praktyce ugiecie wy-
wolane fécinaniem jest na og6ét duzo mniejsze niz ugigcie pod wplywem
zginania.

6.1. Swobodne drgania maszte z pomini¢ciem wplywu sily ciezkosci. Moz-
na je obliczy¢ z rownania catkowego

1
(1.6.1) y(x)zl{z K, (x,8) y(s) + f k,(x,s)y(s)ds +
=1 0

n

Y K@y e—Y dikEalye— [ 2By el

= |

Rownanie to mozna otrzymaé, jezeli przy ukiladaniu réwnania cai-
kowego zalozy¢ sile pionowg @ = 0 [np. we wzorze (1.4.1)]; pozostale
wyrazy po uwzglednieniu poprzednio wyprowadzonych zwigzkéw musza
zawiera¢ parametr w?g. Sila ciezko$ci @ (rys. 5) jest jedyng silg nieza-
lezng od parametru, pozostale sa wywolane bezwladnos$cig.
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Rownanie to mozna jeszcze upro$ci¢ przyjmujac dodatkowe zaloze-
nia upraszczajace ¢ =0 i 1/D=0, tzn. pomijajac wplyw wymiaréw po-
przecznych masztu oraz wplyw sily tnagcej.

Stad po podstawieniu odpowiednich wielko$ci otrzymujemy

o? n l
(1.6.1.1) y(x) :E{Z Gu(x,s) Qiy(si) + fGM (258l (s) y(s)ds}.
=1

0

6.2. Wyboczenie masztu. Mozna je obliczyé z réwnania (1.5.2) przyj-
mujac 4 = w?/g =0 oraz

D (s)=D(s) + Q,

gdzie @ jest sila obcigzajgcg maszt, przylozong w jego wierzchotku.
Mamy wtedy

(1.6.2) y(x)=— 2 ik, [aia(xvs (D (s ) )] y(s)—

A

—fds["ﬂ‘fi @© +a|ywas

1

0G (x, 0°G (x,
y(x)’—:Q[—ZAs( 0§—s))y(s)— *a(:;i)y(s)dS]—

lub

1
_y4 [acd(zg_sz@( )]y(s)—f%[‘l%%@ (p(s)]y(s)ds.

Q@ jest tutaj parametrem réwnania catkowego.

Jezeli teraz poming¢ wplyw sit tngcych, to uproszczone réwnanie
catkowe wyboczenia przybierze postaé

[6GM X, l dq GM

(1.6.2.1) y(x)=Q (s)ds] +

1
ZKGME,S; Qv (s)— f%[a%ix’s)m(s)]y(s)ds
0

15



6.3. Drganie pionowego masztu bez uwzglednienia wplywu sil tnacych oraz
wymiaréow poprzecznych. Odpowiada to zalozeniom g =0 oraz 1/D = 0.

Po uwzglednieniu tych zalozen otrzymujemy na podstawie wzoru
(1.5.2) nastepujgce réwnanie catkowe:

I
(1.6.3) y(x)z%z{z GM(-T,Si)Qiy(Si)+fGM(xas)Q(s)y(s)ds} f=
i—1 o

O_G/‘ﬁ’i) @ ()

0s y(s)ds.

!
0 G (x, s "0
‘*‘Z%Qi'y(.si)—j&

i—1 o

II. OBLICZENIE OKRESU DRGAN I SILY KRYTYCZNEJ MASZTU
NA PRZYKLADZIE «IGLICY WROCELAWSKIEJ»

1. Przyjecie danych podstawowych
Przed przystgpieniem do obliczen mozna z grubsza oszacowaé
wplyw sit tnagcych i momentéw bezwladnosci.

- Poniewaz sily tnace sa uwzglednione w wielkos$ci 1/D, a momenty
bezwladnosci w wielkoéci p, to w réwnaniu catkowym wystepuja one
w nastepujacych wyrazeniach:

(8) ()] *® 1 o ,0G

e s e el
D’ D' g¢g%%D’ g% 795
Mozna zatem oszacowaé¢ rzad wielkoSci wymienionych wyrazen
w sposob przyblizony.
Wymienione wielkosSci zmieniaja sie w sposéb rnastepujacy:

U podstawy U wierzcholka
1/D 2-107? kg1 430-10~ % kG~ !
o* 1,15 m? | 0,0002 m*
a 950 kG/m 4,9 kG/m
) 30 000 kG 0
1/B 0,05-10 2 1/kG/cm? 40-10~? 1/kG cm?
: stad mozna obliczyé
o/D | 6-107° 0
q %D 2,2:107 % m | 042:10"?m

16



Funkcje

0G(x,8) =z
~0s

(@—s)

D(s)

—u)H (s— )du,—i—w

mozna oszacowaé przyjmujac 0 G (0,0)/0s=0 oraz

0G(LY L1
0s \5 2B() ' D)

Poniewzz z obliczen sztywnos$ci utwierdzenia g =2-10'° kGem
i =100 m, wiec

0G (L1

— (U 4+ 240431009kG '=2kG "

Przewidujgc, ze warto$é w? g bedzie rzedu 1 m—!, mozna oszaco-
wa¢ w sposob przyblizony nastepujace wielkos$ci:
Q.2

—
,,/_._
DD <10

»*qg*
—p <10

Najwieksza warto$¢é u wierzchotka jest

2
%— q o %%;— <25.107°

Wynika stad, ze rzad wielko$ci powyzszych wyrazen w poréwnaniu
z jednoscig jest bardzo maty i mozna wplyw sit tngcych oraz momentéw
bezwladno$ci pomingé bez wickszego znaczenia na wynik liczbowy obli-
czen. Wskutek zalozenia, ze 1/D=0 i g9 =0, réwnanie calkowe znacznie
sie uprosci.

Poczatek ukladu wspéirzednych, w ktorym iglica jest utwierdzona
sprezyS$cie, przyjety zostal na wysokosci 2,25 m nad poziomem ziemi.
Odpowiada to w przyblizeniu polozeniu najnizszego wezla.

Wspélczynnik sprezystosci utwierdzenia przyjety zostal jako row-
ny w przyblizeniu f=2-10"kG cm.

Obrane punkty podzialu (niecigglosci) ¢ odpowiadajg w zasadzie
rzeczywistym punktom niecigglosci z tym, ze inaczej jest obrane s; dla
i =1, a wielkoSci odpowiadajgce temu podzialowi sg przyjete w przybli-
zeniu przez interpolacje z wykresu 1.

17



Przyjete wspoétczynniki sztywnosci i ciezary na podstawie tablicy 1
oraz wykres 1 zestawione zostaly w tablicy 2.

Tablica l
Wysokosé Rodzaj | ~ i 1 1
nad przekroju q Qi [7)] | R =l ! @1‘
ziemig poprzecznego, D B ‘
—9 |10 |
m kG/m kG kG | 10 1/kG | cm?
| i I 1/kGem?® |
' -
100 e 0 —— —
| 4903 430.2 40070 2,074
© 4903 430.2 40070 2,074
96 B2 — 19,62
° 10 573 201,0 5090 7.62
=) 10.573 201,0 5090 7,62
92 i 61.91 - =
© 13.44 152 2 2214.2 13,28
I3} 13,44 152.2 2214.2 13.28
87 '§ T 129,120 |——— -
g 33 63 57.95 5817,7 19.04
o 33.63 297.26 57.95 5877 19,04
82 g B 49 e B
S 42,21 346.26 | 47.12 168.18 54,0
4221 47,12 168.18 54.0
oI . glggoii= == == ===
58 77 33.67 53,98 120,3
58.77 945 53 33,67 53,98 120.3
70 —— 50 e —— —
T 153.0 995,53 | 19316 18,413 141
192,2 11,810 5,769 365,5
55 —s— 3586 e
2240 11468 4,520 400
41.75 g 285,& 6949 | 7.516?0 g 71&32 %Zifz
’ § 3478 : 6,572 1,173 1018
= 439.8 |
29,25 = e 11876 | 4,897 0.4536 2163
- 480,7 |
25 g oL 3818 | ‘
= 588,3 a6t i
=
18 a 590.4 17645 3,466 0,1874 4225
o
45 = 896.9 27670 2,187 0,05475, 10310
2,23%) 950,3 | 29770 2,073 0.4677 | 11500
“) Dane dla tego przekroju obliczono przez ekstrapolacje.

2. Wzory sumacyjne (calkowanie przyblizone)

W rozpatrywanym przykladzie ze wzgledu na nier6wno$é podzia-
16w bedzie zastosowany wszedzie wzér sumacyjny trapezowy, z wyjat-
kiem pierwszych dwoéch odcinkéw, dla ktéorych mozna zastosowaé wzér

Simpson a.

18
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W2z6r trapezowy dla odcinka l. Dla dowolnej funkcji f(s) nieciaglej,
okreslonej w punktach niecigglo$ci umownie wzorami

fo= Tm 2 1§ (st + 1) + (s — )]

oraz
A= lllr:% [f (si +h)—f(si—h)],

dla odcinka miedzy punktami niecigglosci s; , i s; jest

§:

(2.2.1.1) Jf(s)ds=~ [;— (fios + %A fii1) & ; (ff—%a f,-)]L,»m
si—1

l,‘ l,‘ (oL A g l,‘ .
(Ef,-.i +v2fl-) (At at)=

|

= gi1fia+igifi + igil1 Afi 1 + igi' A

Tablica 2
i,] i 0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10
Wysok. | ‘ l
nad | m [225 |2200 41,75 |55,00 | 70,00 | 75,60| 82,00 87,00 92,00 96,00 | 100,00
ziemig

x;,5; [102cm| 0 19,75 | 39,50 | 52,75 | 67,75 | 73,35! 79.75| 84,75 ' 89,75| 93,75 | 97,75

BI]

, |10%cm 19,75 [19,75 | 13,25 | 15,00 56 | 64| 50 | 50 | 40 | 4.0
_ | i
I 10712
. _10,0467, 0,262 1,402 5,144! 36,20 | 111,08(377.9 |1400,9| 3652 | 22580.| 40070
B(s)) |kGem?
I |107% '
0 0 | 0,459 1,249| 35,56 | 114,20/ 419,5 | 1626,5/ 2876 |34980| 0

4 £
~ Bls)) [kGem?

9kG
Q(sj) 10221 950 537 317 | 208 106 52,5 | 37.9 23,5 12,1 7.7 4.9

cm

0 0 62 | 32 94 16.6 8.6 20,2] 29 5,7 0

!D(sj) kG | 29700 | 15300 | 6949 | 3586 | 971 616 322 129.1) 61,9 | 19,6 0
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k61 g kG/m.
30000 [ | l
\ — —-Zalozony ciqgty przebieg krzywej q
10™"kGem
1
B
000 S
) 020000 1
10000 (S
0.51 R~ /
7 T D
0 s, 10 20, 30 40,

Wysokosc nad ziemiq wm

Wykres 1

Wzor Simpsona dla odcinka l; 4 1;+ 1, Wzér ten mozna zastosowag, gdy
l;=1;.1 oraz gdy w punkcie s; nie ma niecigglo$ci. Mamy wtedy

Si+1
(2.2.1.2) ‘[f(s)ds*k [(fi1 —f—%ﬂ fic1) + 4f: + (fi+1‘—%/1fi )] =
i
’*ft 1+‘ﬂidll—ﬁfz+£[;fz 1+ Afz 1+0- Af,~!g/lf, 1=

= sy1gi1fi1 + 1419 fi + ev19i fier + 041919 4 fiat o197 Afi+ 11971 A fir
20



W obu powyzszych wzorach :gj i :g;j oznaczaja wspoélczynniki wzo-
ru sumacyjnego dla odpowiedniego odcinka.

Tablica 3. Wartosci ,-g} oraz »' (10°cm)

j ’ 0 \ 1 , 2 ‘ 3 ‘ 4 } 5 ’ 6 ‘ 7 I 8 } 9 | 10

o) 9,875‘ 9.875

,0; | 6583 26333 6583 .

59 6.625 6625

10] ‘ 7,500| 7.500

5, | 2,800 2,800

60 | 3.200 | 3.200

.9 | 2,500 | 2,500

:g} ’ 2,500 | 2,500

99j e 2,000 | 2.000

109 2,000 | 2,000
« *%)| 9,875 19,750/ 16,500| 14,125| 10,300 6,000 | 5,700 | 5,000 | 4500 | 4,000 | 2,000
« | 658326333 13208] 14,125 10,300/ 6,000 | 5,700 | 5,000 4500 | 4,000 | 2,000

*) Tylko przy calkowaniu pierwszego odcinka (wzér trapezowy).

**) Tylko dla przypadku, gdy niecigglo$¢ wypada dla j =1.

1
Obliczenie calki oznaczonej f f (s) ds nastepuje na podstawie wzoréw obli-
0

czonych dla poszczegélnych odcinkow I

10

l
(2.2.2) [i6)ds= D «ifi+ ' 4t
0

i=0

Wspolczynniki x; i x; sa sumami odpowiednich wsp3lczynnikow
igj 1 igj.
Wspétczynniki wzorow sumacyjnych sg podane w tablicach 3 i 4.
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Tablica 4. WartoSci ig;-' oraz »”  (10% cm)

j0123<4}5|6|7|89

10

10; *) | 4,937 |—4,937

29, | 3292 0 |-3.292

39 3,312|-3,312

19; 3,750/—3,750

59; 1,400/—1,400

69j 1,600,—1,600

29] 1,250(—1,250

1,250(—1,250

1,000{—1.000

’

;
109;

#"*%¥) 4937 0 |—1,625 0,438 |—2,350| 0,200 (0,350 0 |—0,25 0

—1,000

—1,000

el 3,292 0 0,020 0,438 |—2,350, 0,200 |—0,350, 0 |—0.,25 0

—1,000

*) **) Por. tablice 5.

3. Sprowadzenie rownan calkowych do réownan sumacyjnych przyblizonych

Przy podanych zalozeniach upraszczajacych rozwazane przypadki
drgan oraz sity krytycznej sprowadzajg sie do obliczenia réwnan catko-

wych (1.6.1.1), (1.6.2.1) i (1.6.3).
Przyblizony spos6b rozwigzania tych réwnan polega na
dzeniu ich do réwnan sumacyjnych. Nastepnie, po obliczeniu

nan sumacyjnych.

sprowa-
stalych
- wspolczynnikéw przy niewiadomej funkcji (jadra réwnania catkowego),
funkcje te y(x) oraz parametr nalezy obliczy¢ metoda iteracyjna z row-

3.{. Swobodne drgania masztu z pominieciem wplywu sily ciezkosci. Po-

niewaz funkcja Gu(x,s) jest ciagla, wiec stosujac wzér (1.1.2) do row-

nania catkowitego (1.6.1.1) otrzymujemy przyblizone réwnanie sumacyjne

w postaci
wz 10
(2.3.1) Y (x:) = " 2 Ly (xi,8) y (s9),
j=0
gdzie
(2.3.1.1) Ly (xi,8) = Gm(x:,8)) |Q; + #jq(s7) + =i Aq(s))].
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3.2. Wyboczenie masztu. W analogiczny sposéb na podstawie réwna-
nia (1.6.2:1) oraz po podstawieniu wartosci 0° G (x,s)/0 s? ze wzoru (1.1.7)
otrzymujemy (1D = 0)

10 10
(2.3.2) Yylx) =0 Z Ly (xi,8) y (s)) + 2 Ly (xi,5) y (s)),
=D =0
gdzie jest
, 1 1 0, Sj % l
L, (xi,sj) = — (xi—s)) H (i — ;) [Hi Bis) T4 4By T 19Gu@D, s =1
0s
oraz
(232.1) Ly (zi5)= —@G’"a(f"’—sﬁ [Q + % q(s) + # Aq(s)] —
’ 1 7 ( 1 »
— @) Hiwi—9) |4 (515 26)) + 45 4 (55 26) |

3.5. Drgania masztu pionowego przy uwzglednieniu ciezaru wlasnego.
Mozna je otrzymaé¢ podobnie z réwnania (1.6.3) uwzgledniajgc poprzednie
wzory. Otrzymujemy zatem

2 10 10
(2.3.3) y(xf):% 2 Ly (xi,8) y (s) + Z Ly (i, 8)) y (s)).
j=0 j=0

4. Obliczenie tablicy wartosci funkcji wplywowej Gy (x;, s;)
oraz jej pochodnych czastkowych
W oparciu o wzory (1.1.5), (1.1.6) i (1.1.7) oraz przyjmujac
{ 98, x <s,
M=
s, x =8,
mozna napisa¢ wzory na funkcje wptywowa w postaci nastepujgce;j:
xs "(x~u_)(s—du)

Gu(x,8)—— + "”**B,' (;)* du,

0Gm(x,s) _x | [(x—u)
ds P ‘} ’ B (u) du,
0
0®Gu(x,s) x—s B
0 s? " B(s) (s<=)
Calke
N (x,s) = {(x—gzg_u)du
J .
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mozna przeksztalcié przez zamiang zmiennych. Podstawiajac mianowicie
x —u =& calke te mozna przedstawi¢ w formie bardziej dogodnej do obliczen:

e x—p

_ (e=wl—w, 5,(3,,in,i
N(x’s)*f B (w) Ba—g %°=

sds pae o © — up?
S)f z—F) fB(x—f)“ f P +f u

Obliczenia nalezy zaczaé od 0% Gu (x, s)/0s®. Poniewaz 1/B(s) jest
funkcja nieciagly, wiec (x—s) B(s) zgidnie z przyjeta umowg bedzie
okre$lone za pomocg dwdch tablic: tablicy 5 dla 0% Gu(x; s))/0 s* oraz tabli-
cy 6 dla As0%Gau(xs,s))/0s%

Tablice wartosci funkcji ciggtej 0Gu(x;,s;)/0s najlepiej obliczaé za
pomoca wzordéw sumacyjnych wediug danych z tablic 5 i 6. Jest

0Gm(xi,s) _ 0Gm(xisj—) |, , 0*Gu(xi,si—) 0°Gu(xs,s))
0s  — 0s T e T ge T
, 0% Gy (xs,8j— . 02G(xy,8)
+ j9i—1 AsﬁMgsg : 1)+,-g,- As#,

OGM (.’IZ,, ) X

- 0ds B
Podobnie tablice wartosci Gu (x,s) mozna otrzymaé obliczajac tablice
przyblizonych wartosci calek

ILa:—u, . ll(sc—u)z
0 0

jak wyjasniono wyzej, nastepnie N (x;,s/) i wreszcie Gu(x;, S))-

Poniewaz N (x; s;) jest funkcja symetryczng, wiec zaobserwowane
niezgodno$ci wynikajg z bledow rachunkowych i zastosowania przybli-
zonych metod obliczenia. Wyniki bezposredniego obliczenia warto$ci N sg
podane w tablicy 8. Dla dalszych obliczen na podstawie tablicy 8 zostata
utozona tablica symetryczna w ten sposob, ze jej wartosci sg rowne
w przyblizeniu Sredniej arytmetycznej wartosci danych oraz tworzg jed-
noczes$nie funkcje ciggla. Tablica 9 podaje obliczong w ten sposob funk-
cje Gm.

Tablice warto$ci L, (x4, 8)), L, (xs, ), L;(x;s) mozna talwo ulozyé na
podstawie wzoréw (2.3.1.1) i (2.3 2.1) majac dane warto$ci poszczegdlnych
funkcji wedtug tablic 2, 5, 6, 71 9. Wyniki ujete sg w tablicach 10, 11 i 12.
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62 Gl[ (xi, SJL

Tablica 5. WartoSci o (10_10 kG—! cm_i)
&
N
S 0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10
1
N |
|
10 | 4,565 | 20,436 81,666|231,50 1035,7}2711 6802 | 18213 | 2921690320 | 0
| |

9 |4378 |19,388 76,058 210,02, 9409 2266 | 5291 | 12609 14608 0

8 ‘4,191 18,340 70,450 190,35{ 7962 1822 | 3779 | 7005| O

7 !3,958 17,030‘63,440‘ 164,62] 6152 1267 | 1889 | 0

6 |3.724 | 15,720 56,430: 138,90 434.3] 7110 0

5 |3425 | 14043 47.458 105,98/ 2027 0

4 3,164 | 12,576 39,606/ 77.17| 0

3 [2463 | 8646 18576/ 0

2 1,8446J 5,1745| 0

1 0,92231 0

0 0 ;

0%G,, (.. s.)
Tablica 6. Wartoci As—lga‘hj 10k tem™ )
<

N

N 0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10
1

N\

10 | 0 0 |2674|56.20| 1067 | 2786 | 7551 | 21138 | 23008 139920/ 0
9 ! 0 0 |2490| 51,.21| 924,7| 2330 | 5873 | 14634 |11504| 0

8 0 0 | 2306|4621 | 7824 1873 | 4195 | 8150 | 0

7 0 0 | 20,77| 39,97 | 604.6 | 1302 | 2098 | 0

6 0 0 | 1847|3372 4268| 31| o0

5 0 1554 | 25,73 | 199,2| 0

4 0 0 | 1297|1873 o

3 0 0 6,08 0

2 0 0 0

1 0 0

0 0
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0 Gy (x; s)

Tablica 7. Wartosei 2 "% (1078kg1)
0s
: 7\ 0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 | 10
N

10 | 49 1295 1067 3044 | 9132 (17357 40174 (85728 201963;324143|644695
;_97]}-7* 282 | 1005 |2819 |8182 15194 |33708 67506 139462:180182 180182

8 1 45 | 267 | 943 |2594 |7233 |13037 |27245 49261 | 76361 76361| 76361

7 : 42 | 249 | 866 |2313 |6044 (10338 (13164 (26509 | 26509| 26509| 26509
s | 40 | 232 | 789 |2133 [4858 | 7639 (11086 (11086 | 11086| 11086| 11086

5 ‘ 37 | 209,2| 690,3|1673,1/3338 | 4184 | 4184 | 4184 | 4184| 4184| 4184

4 ; 33 | 188,3| 602,9| 1357,5 2006,5 2006,5) 2006,5| 2006.5 2006,5 2006,5| 2006,5
Tﬂ‘ 26,4 | 134,4| 3725 5157 5157 5157 5157 5157 5157 515.7 515,7

2 1 200| 89.3| 1684 1654/ 1684 1684 1684 1684 168,4| 1684 168.4
T ' 9.9/ 19,0/ 190/ 19,0 190/ 190/ 190/ 190 190/ 190 19.0
o “;770 1o 9 0 0 0 0 0 0 0 0

Tablica 8 Wartosci N(z,s) (107 °kG™'cm)

\;\j 1 2 3 4 5 6 7 : 8 9 10

N\ |

10 0 i 957 (11795 | 33621 [107800'269685/366750[699694 1487781/2621173|5199813
e ﬁj‘ﬁégow 11228 | 31689 | 99915167524 334811 605996119234;)5{2;E|£?;4;
e 852 10650 | 20743 | 91984150872 290544/500136] 884591]1192255 1499919
"7 | o | 578 10208 | 27279 | 82123130116\235312(367656| 499991| 605859 711727
6 0 725 | 8841 | 24815 | 72237109381/180082(235297 290512| 334684| 378856
5 | 0 | 626 | 8190 | 21708 | 59548| 82720109261(120996) 150731 167319 183907
4 | 0 | 637 | 7372 |18360 | 48567 59619| 72250| 82118 91986 99881 107775
3 | 0 | 534 51135 11625| 18964 21705 24836 27283 20729 31686 33643
o | 348 | 3167 | 5133| 7350 8190 9140 9882 106;‘ 11218/ 11811
1 | o | s | ss8| ate| 615 668 724 770 315! 852 888
"o | o 0 0 0 0 0 0 0 0 '_6_“‘7
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Tablica 9. Wartoéci Gy (@,s) (107 °kG™'cm)
N

N0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10

N
10 | 0 | 1.85|13,74| 36,22 |111,1 |187,5 3828 |715.8 |1504,4 [2638.0 |5204,8

9 0 | 1,78 | 13,07| 3416 1031 [170.7 |338.4 |610.0 11965 |1917,3 |2638,0

8 ’ 0 | 1711239 3210| 950 |1540 204,1 |503,8 | 8886 [1196,5 15044

7 o | 161|11,55| 2051| 85.0 |133.1 | 2387 3713 | 503,8| 610,0| 715.8

6 0 | 151 |1071| 2693 749 |112,2 |183.3 |238,7 | 294.1 | 338.4 | 382,8

5 0 | 139 | 964| 2364 621 | 854 [112,2 |133,1 | 154,0| 170,7 | 187,5

4 | o | 120 870| 2075| 509 | 621 | 749 | 850 | 950| 103,1| 11,1

3 0 | 100 6.17|13.01| 2075 23.64 2693 2051 32,10} 34,16 36.22
2 | o E’gl_é;; 7| 8.70) 9,64 Tﬂ’ 11,55 12,39 13.07] 13,74

1 0 | 037 | 05| 100| 120 130 151 161 171 178 1,85
0 | o | o 0 o | o | o 4717 o | o o | o

Tablica 10. Wartosei Ly (x; s) (cm)

: ‘ ! ! l | !
i\?'01I2j3:4“5§6 7 | 8 o | 10
N i | | | ‘

10 | o |2616 \58 90 [10591’ 151.44| 58,50 I10297’84.11 83,00 | 81,25 | 51,01
9 | 0 |27 }56 03 | 99. 88: 140,53 53.26 | 91,03| 7167 |66.01 |50.05 | 25.85
8 | 0 |2418 Elz' 93, 86; 120.48| 48,05 | 79.1159.20 |49.02 | 36,85 | 14,74
7 | 0 |22,77 |4951 | 86,20 115854153 | 64.21]43.63 |27.79 | 1879 | 7.015

6 | o |2135 4591 | 78.74102.00|3501 | 49.3126.05 |16.23 | 1042 | 3,75

5 0 19,65 |41.33 | 69.12| 84642664 | 30.1815.64 | 850 | 526 | 1837
4 | o |1824 |37.30 | 60.67 69.3819.38 | 20,15 9,99 5,24 | 3.175! 1,089

3 0 | 1414 |2645 | 38.04 2828 7.38 | 7.24| 347 | 1,771 1052 0,355

2 0 1060 |1693 | 9,27 11.86 301 | 288 1,36 0.684 0,403 0.135

1 0 | 3.924 3998 292 176 0434 0.406| 0.189]0.0943 00548 0.0181

0 0 o | o | o r;o o o | o | o | o | o
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Tablica 11. Wartofei —L, (x;,s) (1075kG™Y

N

N0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10

1 -

N -

10 {3005 538,0‘1079,2 3202 | 8679 |16821 | 36126 | 91065 125720;361280l—644695
9 |2882 | 510.5|1005.1) 3002 | 7522 | 14064 | 28098 | 63045 | 62860 0 |-180182
8 |27.59 | 482.9 931,0; 2709 | 6364 | 11306 | 20070 | 35025 0 — 76961
7 26,05 | 4484 8383; 2343 | 4918 '7859}10035 0 — 26509
6 |24,52 | 4139 17457 1977 | 3471 4412‘ — 11083
5 |2255 | 369.7| 627.1 1508 | 1620 | 0 — 4184
4 |2083 | 3311 523,41 1098 | 0 — 20065
3 |16,22 | 227.6 245,5} 0 — 5157
2 l12,141136,2 0 — 1684
1 | 9,109 0 - 19,0
0 0 0

Tablica 12. Wartosei L, (x;s) (1077

N\,

wr

AN @ 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10

N | !
10 | —893-4063 —29:23i -29,11 40,281’—49,48—— 3,94"—16,83 33,66 | 29,03 - | 63,18
9 | —854/-3825 —26,74: 25,19| 3856 —39.24|+ 355 2,07/ 38,07 | 555 | 17,66
8 —8,18—36,15—24,24: 21,27 36.86/—2838 568 12,67 4248 | 2370 | 7,542
7 | —7.69/-3341 —21,11; 16 37’ 3468 —16,17) 20,44/ 31,15 14,63 | 8,165 | 2,598
|
6 | —7,17-30.54 -17.38 - 850‘ 32,52 — 335 29,81/ 13,023 6,118 3,414 | 1,086
|
5 —6,59I—z7,oo'—13,97|— 5,15% 29.79] 13,05(11.255 4,916 2,310] 1.289 | 0,410
4 | 57524001051 0,321 2735 626 540/ 2358 1,1076] 0,618 | 0,1966
3| 4051584 111) 15 08; 7,029{ 1,609| 1,387 0,606/ 0,2847| 0,1588| 0,05054
L

2 —2,75}— 8,22 7219} 4924’ 2295}05254 0,453{0,1970 0,0930, 0,0519| 0,0165

- | | -
1 | —1,65 2015 1013:05556 02590}00593 0,0511| 0,0223, 0,0105 0,00585| 0,00186
0 0 0 ‘ ‘ ‘ 0 0 0 0 0
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5. Obliczenie okresu drgan swobodnych «Iglicy Wroctawskiej»
oraz odpowiedniej linii ugiecia

Na podstawie wzoru (2.3.1) i tablicy wartosci funkeji L, (x, s) funk-
cje niewiadomg y(x) oraz parametr w®/g oblicza sie metodg kolejnych
przyblizen (iteracji).

Majac jedno z przyblizen funkcji y(x) podane w formie tablicy lic
bowej yr—1(s;), nastepne przyblizenie yx(x:) oraz przyblizona wartosé g
rametru ?/g nalezy obliczy¢ ze wzoru (2.3.1) tak, aby yz—1(l) = yx (D).

Przy oznaczeniu

10
(2.5.1) i (201) = _Z Ly (4, 87) Yr—1(5))

=0

przyblizona warto$¢ parametru bedzie réwna

of __ ye(D)
A TUN
Odpowiednie przyblizenie funkcji y(x) bedzie réwne
2
(0

(xi) = — 32‘1)
Yr 5 N (
Zakladajac umownie y(l1) = 100 cm mamy

‘“‘7’;_ 100 cm
g el

Jezeli ciag wartosci funkeji y (x:;) jest wolnozbiezny, to dobrze jest
zrobi¢ wykres iteracyjny ya (x:)=f|yn—1(x:)] i do dalszych obliczerr przy-
ja¢ takie wartosci vy, (x:), ktére odpowiadajg przecieciu sie linii wykresu
z prosta Yn= Yn—1.

Przeliczenia i ich wyniki podane sg w tablicy 13.

Warto$ci y,(sj) zostaly przyjete dowolnie; mozliwie zblizone do rze-
czywistych; po przeprowadzeniu trzech iteracji y,, y. oraz y, zostal na-
rysowany wykres iteracyjny 2; wartosci y,, zostaly przyjete z tego wy-
kresu. Dwie nastepne iteracje daly juz wystarczajagcg dokladnosé.

6. Obliczenie sily krytycznej dla «Iglicy Wroclawskiej»
W analogiczny spos6b na podstawie wzoru (2.3.2) oblicza sie site
krytycznag @ oraz odpowiadajgcg jej linie ugiecia.
Wprowadzamy oznaczenia

10 10
(2.6.1) 7ok () = Z Ly (i, 8) Ye—1(8i),  mae(axs) = 2 L; (x1,8)) Yr—1(8))-

j=0 j=0
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Wzory do obliczenia kolejnych przyblizen beda miaty postaé

Qn— Y ) —nse (V)
72 (1)
Yr (i) = Qrm2r (:) + sk (7).
Przyjeto jak poprzednio ugiecie na koncu y () = 100 cm.
Jako krzywa wyjsSciowa y, zostala przyjeta krzywa z wykresu in-
terpolacyjnego 2; po trzech iteracjach y,, ¥, i y, linia ugiecia y,, zostala

przyjeta z wykresu interpolacyjnego 3; nastepna iteracja dala juz wy-
starczajgca doktadnosé. Przeliczenia i ich wyniki podano w tablicy 14.

)

Tablica 13. WartoSci (cm) oraz g; (10°cm?)

oo |
T U () (T 2 | 3 4 | 5 | 6| 72| 8| 9| 10
wlo] o 0 o | 2 | 4 7 | 14 | 30 | 52 | 100
() | 00,018 [0.130 | 0,328 | 0,928 1.419| 2485 3.969| 5866 9.771 14.251
7017 | v | 0013 091 |230 | 650 | 9.93 |17.40 |27,78 |41,06 | 68.40 | 100
B T,;;)._,‘EB.&?“d,é'oz“F,v'v? 1,988 2.866 4,628, 6.868| 10,614 14,636 20,060
4985 | .| 0024 |151 (385 | 991 1429 23,07 [3424 5291 [7296 | 100
T | (s | 00,068 |0,416 | 1,067 | 2,683 3.802) 5,982 8,671 13.02517569 | 23,515
4253 | s | 0029 |177 (454 |11,41 |16.17 |25.44 |36,88 | 5540 |74,72 | 100
| yulolo3 20 (54 |122 |172 |257 |378 |555 |758 | 100
()n | 00082 0491 (1,265 | 3123 4374 6,764 9,667| 14,285 19.063 25,243
39615 | y, | 0032 195 |501 |12,37 |17.32 |26.80 | 38,30 [56,59 |7552 | 100
()i | 0 |0.0824 0.4931 1,266 | 3.144| 4412 6,836 9,773|14,434| 19,243| 25455
39285 | v, |0 |0324 194 |497 1235 1733 2686 3839 5670 7560 | 100

7. Obliczenie okresu drgan «Iglicy Wroclawskiej»
z uwzglednieniem ciezaru wlasnego

Po uwzglednieniu wprowadzonych oznaczen (2.5.1) i (2.6.1) wzory
dla obliczenia kolejnych przyblizen na podstawie wzoru (2.3.3) beda
miaty postaé
e YyeM—na)

g "k (1)

2

OF
= 5 e (i) + n3e (202)-

Po przyjeciu y, z wykresu interpolacyjnego 2 dwie iteracje dajg juz
wystarczajacg dokladno$¢é. Przeliczenia i ich wyniki podane sg w tablicy 15.
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yem
w(w
(Yo, Y1)
Y(Sy)
50 //'
yls,)
-~
g8
&
//y/&)
y(s;)
50 g 4#°m
Wykres 2
Tablica 14. Warto$ci y (cm) oraz 1, (10"31(G_1cm) i 73 (cm)
T |
@(2 ij | 0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 | 10
: |
: w| o |03 |20 (54 [122 |17.2 |257 |37.8 [555 |75.8 | 100
o | 0 0019 [017 l052 | 1,9 | 39 | 98 |21.8 |564 |110,7 |253,7
"y | 0 |00132 0,105 |0279 | 0771 1266 2214 3398 5310 7,693 9,062
0358 | w, | 0 |0020 (0165 047 | 145 | 266 | 573 [11.20 | 25,52 | 47,37 | 100
(). | 0 |0,019 |0,168 |0516 | 2,00 | 415 10,90 256 |71,5 1550 |428.6
(n: | 0 |0,0023 |0.0191/0,0737 0,189 0353 0,774 1481 3,097 5298| 8248
0214 | w, | 0 |0,006 0056|0184 | 0,617 1230 3,107 6,959 18.398 38468 100
G)s | 0 |0019 |0,168 0,516 | 2,004 417 11,00 |26,1 |73.8 (1631 |4749
(15 | 0 |0,00138 0,015 0,079 | 0,121 0,235 0,549 1,120, 2,535 4567| 7,881
0194 | 1wy, | 0 |0005 |0,044 |0,179 | 0510 1,043 2.683| 6.183 16,850| 36,208 100
Yo | 0 0 o lo2 |05 | 10 | 26 | 58 |165 |355 | 100
(r)n | 0 |0019 |0.168 |0516 | 2,004 4,17 |11,02 26,1 |743 [1653 |489,3
() | 0 |000112 0,0100/0,0307 0,108 0\210,‘1)‘495 1,022 2369| 4335 7,758
01885 y,, | 0 |0,0047 |0,042 |0.128 | 0486 0996 2572 5.942 16375 35494| 100
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Tablica 15 Wartosci y (ecm) oraz 4, (10°cm? i 23 (cm)

1
\°’|§ i o] 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10
3o
‘lo
-t
vwlo0l]0o3 |20 |54 |122 |172 |257 |37.8 |555 |758 | 100
(n); | 00082 | 0,491 | 1.265| 3,123 4,374 6,764| 9.667| 14,285| 19,063| 25,243
(m5): | 0 10,0132 0.105| 0.279| 0,771 1,266 2,214 3,398 5310/ 7693 9,062
3.60 v | 01031 | 1,87 | 484 |12,02 17,02 | 26,58 |3822 |56.77 76,37 | 100
()2 | 0 |0,0807| 0,485 | 1,245 | 3.099) 4 357| 6,771 9,705/ 14,372| 19,192| 25,415
(n2). | 0 |0,0128] 0,102| 0.317| 0,773' 1278 2,256 3,460 5400 7,793 9,132
3,575 v, | 00302 | 1,84 | 476 | 1185 |16,86 | 26,47 38,16 | 56,79 | 76,41 | 100
y,cm
50 / |
/
/ S//Xs)/
/P/,;/"‘”*“‘ T
Y(xs) | o
/,,—// 4
/
y(x)
/ T T
Lo—"] y(laj
/—
Y- M
g 50 100

Wykres 3
8. Wyniki obliczen

Znajac przyblizong warto$é parametru A=w?/g mozna obliczy¢ okres

drgan ze wzoru
41 0,2 sek
T:&nzzn\/,lw——; e
.YV ig

w

Ostatecznie otrzymujemy:
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yrx)tem

100 e T
Linia ugiecta ; /
[ drgan swobodnych (T-320 sek) |
Il wyboczenia (0=1885kKG) | /
Il drgan z uwzglednieniem ‘
ciezoru wiasnego (T-335 sek) | /f l

| / ]

50 /

y

C L/
T 1 /// /
_\/ 1/

= i / )

- e —;XZ————"‘""FC’ W *”Xs/"/ ol %o

10 20 30 40 50 60 70 80 90 100

Wykres 4



(1) okres drgan swobodnych
T = ~ 3,20 sek,

(2) site krytyczng
Q= ~ 188 kG,

(3) okres drgan z uwzglednieniem ciezaru wtasnego
T — ~ 3,35 sek.

Wykres 4 przedstawia ksztatt linii ugiecia.
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Pesoms

KOJIEBAHHUY U YCTOUUYMBOCTb MAYT U OBEJTIMCKOB

lMpennaraemass pabora COCTOMT M3 OAByX 4Yacted. B mepBor M3 HHx
BbIBOJWUTCS OOlllee MHTerpanbHOE ypaBHEHWE ANS BbIYMCIEHHS KosiebaHHH
M KPUTMYECKOro 3Ha4y€HWUS CUnNbl AN MadyT, a BO BTOPOW — B KayecTBe
npyvMepa — MPOM3BOOMUTCS BbIYMCIIEHHWE Mepuofda KoJiebaHWH M KpUTHYe-
CKOro 3HayeHus cunbl ansg «Bpounasckou HMrnbi».

[lpr nonoxkeHHOM cKa4ykoOOpPa3HO NEepeMeHHOM YKEeCTKOCTH H3ruba
YyNpyro 3aKpenieHHOW KOHCONBbHO! Oallku BbIYMCIIETCHd PYHKUMUS BIMAHUSA
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AN MONepeyHOM Harpy3KH M €e YaCTHble MpoW3BOAHbIe. 3aTeM Ha HEROTO-
pol BbICOTE MauyTbl MPUHUMAETCH ClieAyilouas Harpyska:

(1) BepTHranbHags — rpysom @,

(2) ropusoHTanbHas — cunou uHepuuu P, u

(3) cOCpenoTOUEHHBIM MOMEHTOM MHepuuu N.

[Ipy 3THX MOJIOKEHUSIX BBIYMCISETCI HYACTUYHbIK MpOrub Yo (, s).

[TpyHKMMag Tenepb BO BHUMaHWE NENCTBUTEJNIbHYIO Harpy3ry Cocpeno-
TOYEHHbIMU Ipy3avu @; (pamHMyc HMHEpPUUM. KOTOPbIX paBEH g;) U BECOM
epuHuubl  anubbl g (s) [pamMyc WHepuuu paseH o (s)] u cnarag Bce
YyacTHYHble MNpOrubbl, obpa3yemble Harpy3kaMH, MOJydyaeTcd ypaBHEHHE
ong obuiero mnporv6a, KOTOpOe, Mocje MPOMU3BENEHHS COOTBETCTBYIOILIMX
npeobpa3oBaHHii, SBAJETCS MCKOMbIM MHTErpanbHbIM ypaBHEHHEM.

Bo BTopo#i wacTH, Mcrmonb3ys BbIYMCIEHHbIE W3 KOHCTPYKLMOHHOrO
yepreska «Hrmbr»: skecTkOCTH, paguycbl MHEpPUHMM W pa3MeLleHWe Harpyas-
KW, MpUONUKEHHO OnpenendeTcs BIMSHWE TMOMNepevyHbIX CHMI M MOMEHTOB
uMHepuMu. Tak B mpepnaraeMoM KOHKRPETHOM cClly4ae, Kak U B OOJbLUIMH-
CTBE MNpaKTHYECKUX MPHMEHEHHH, MOYKHO BOCMOJIb30BaThbCs YMNPOILLE€HHbIM
MHTErpanbHbIM ypaBHeHHEeM, B KOTOPOM rnpeHebperaloT BIMIHWUEM MOre-
PEUYHBIX CHJI M MOBOPOTOB CEYEeHHH.

B BbluMcneHHSX WMHTerprpoBaHHWe 3aMeHeHO NpUONIHKEHHO ¢$OopMYy-
NaMu CyMMUpoBaHug. [lnd oTmesbHbIX Cly4yaeB BbIYMCIIEHMS nepuomga Ko-
nebaHni M 2HaYEHMd KPUTHUYECKOM CHIIbl COCTaBJiIEHbl YWCJIEHHblE YypaB-
HEHMS, M3 KOTOPbIX METOJAOM [0C/IefoBaTebHbIX MPHUOHKEHUN BbBIYMCIIS-
IOTCS MCKOMble BeITHMYMHBbI.

Summary
OSCILLATIONS AND STABILITY OF MASTS AND OBELISKS

The paper is composed of two parts: the first containing the deri-
vation of the general integral equation of oscillation and stability of
a mast, and the second containing an example of computation of the
period of oscilation and of the critical force of the obelisk erected in
Wrocltaw in 1947.

Taking an elastically fixed cantilever whose flexural rigidity varies
incontinuously, the influence function is calculated for a transverse load
and its partial derivatives. The load at a certain height is assumed to
be composed of

(1) a vertical load @,

(2) a horizontal load by the force of inertia P, and

(3) a concentrated moment of inertia N.

These assumptions permit to find the partial deflection yg (x, s).
For the real load, composed of the concentrated loads Q;, the radii of
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inertia being equal to p;, and the weight of the cantilever, q(s) and p(s)
denoting the weight of unit length and the radius respectively, we sum
up all the partial deflections. After some transformations we obtain the
desired integral equation of the resulting deflection.

In the second part-the influence of shearing forces and moments
of inertia is approximately estimated, the values of rigidity, the radii of
inertia and the weights being calculated from the drawing of the obelisk.
In the case considered and in many other practical applications a sim-
plified integral equation can be used, neglecting the influence of shear-
ing forces and that of rotation of cross section.

The process of integration is replaced here by approximate nu-
merical formulae, approximate equations being established for the period
of oscillations and for the critical load. Hence the required quantities
are found by the method of successive approximations.

Praca zostata zlozona w Redakcji dnia 15 listopada 1952 r.
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KOMITET REDAKCYJNY

R O Z P R A W I NZYNIERSIKTICH
prosi autoréw o przestrzeganie nastepujacych wskazéwek

(1) Prace w jezyku polskim, przepisane na maszynie (nie Swiattodruki),

nalezy skladaé w dwoéch egzemplarzach. Wzory powinny byé napisane

wyraznie atramentem, rysunki (szkice) dolgczone na oddzielnych kar-
tach (nie w tekscie).

(2) Obowiazuje numeracja dziesietna wzoréw [np. wzor 5 w p. 2 oznacza
sie (2.5)]. Numery wzoréw nalezy umieszcza¢ z lewej strony. Nalezy uni-
kaé numeracji rzymskiej i alfabetycznej (wzoréw, rysunkéw, paragra-
féw, rozdziatow).
(3) Do pracy nalezy dolgczy¢ streszczenie nie przekraczajace jednej stro-
ny maszynopisu w jezyku polskim (rowniez wtedy, gdy autor skitada
streszezenie w jezyku obcym) i poda¢ ewentualnie terminologie w dwoch
jezykach (w tym jeden rosyjski), na ktére streszczenie ma byé prze-
tozone.
(4) Literature cytowang w teks$cie nalezy zestawi¢ w koncu pracy poda-
jac nazwisko i imie autora, tytul pracy, miejsce i rok wydania (w przy-
padku cytowania czasopisma réwniez numer zeszytu). Nazwiska i tytuty
rosyjskie malezy pisa¢ alfabetem rosyjskim. W tekS$cie nalezy powoly-
waé sie na numery prac (w nawiasie kwadratowym, np. [5]) wedlug
zestawienia.

(5) Funkcje trygonometryczne nalezy oznaczaé¢ przez sin, cos, tg, ctg;

funkcje hiperboliczne z dodaniem litery h. Wspétczynnik Poissona ozna-

cza sie przez ». Kresek pionowych uzywa sie tylko do oznaczenia war-

tosci bezwzglednej. Wszelkie zestawienia nalezy nazywaé tablicami (nie
tabelami).

(6) Autorowi przystuguje prawo do przeprowadzenia ostatecznej korek-

_ty (bez zmian tekstu) dokladnie w tferminie wyznaczonym przez
Redakcje.

(7) Redakeji przystuguje prawo do przeprowadzenia korekty stylistycznej
i do dostosowania oznaczen oraz ukladu pracy do norm przyjetych
w ROZPRAWACH.

Niestosowanie si¢ do powyzszych wskazowek opoznia publikacje pracy.
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Cena zi 8.—

WYDAWNICTWA
ZAKLADU MECHANIKI OSRODKOW CIAGLYCH
P OL S KTUEY]J] A K ADEMTITI NAUK

ARCHIWUM MECHANIKI STOSOWANE]

KWARTALNIK POSWIECONY PRACOM NAUKOWYM Z ZAKRESU TEORII
SPREZYSTOSCI I PLASTYCZNOSCI, HYDRO- I AEROMECHANIKI, TERMO-
DYNAMIKI ORAZ PODSTAWOWYCH PROBLEMOW TEORII KONSTRUKC]JI

Ukazatly sie tomy I—IV oraz zeszyty 1, 2 1 3 tomu V.
W druku zeszyt 4 tomu V.
Cena zeszytu zi 20.

R O ZPRAWY INZYNIERSKTIE

UKAZALY SIE

I. F. Szelagowski, Rozwigzanie zagadnienia ptaskiego teorii
sprezystosci w uktadzie wspoéirzednych prostokgtnych
— O pewnych szczegblnych przypadkach wytrzymatosci tarczy
nieograniczonej z odmiennym osrodkiem zarysu eliptycznego

II. J. Naleszkiewicz i A. Szaniawski, Drgania i statecz-
no$¢ masztow oraz iglic.

-IV. M. Zyczkowski, Ugiecie preta Sciskanego mimos$rodowo pod

dzialaniem sity krytycznej

W DRUKU

IIT. Z. Klebowski, Podstawy uwzgledniania wzmocnien obwodo-
wych w wytrzymaloSciowym obliczaniu rury poddanej dzialaniu
wewnetrznego ciSnienia

V. E. Szczepaniak, Nowa metoda rozwigzywania statycznie nie-
wyznaczalnych ustrojow pretowych na modelach bez wykonywa-
nia przeciec

VI. W. Olszak, Podstawy teorii no$nosci granicznej ortotropowych
ustrojow plytowych

VII. A. Lisowski, Plyty na sprezystym podiozu

VIII. J. Nowinski, Wyznaczenie przyblizonej wielko$ci ugiecia ptyt
na podstawie metody Ritza

IX. W. Fiszdon, O pewnej metodzie obliczenia amplitud drgan

W PRZYGOTOWANIU

X. Z. Wasiutynski, O ksztalcie peknieé¢ powierzchniowych
XI. W. Wierzbicki, Dzwigary zalamane w planie
XII. — O powstawaniu wyboczenia pretéw prostych
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