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Dla uniknięcia nieporozumień należy od razu zaznaczyć, że chodzi 
tu o siłę krytyczną dla pręta ściskanego osiowo, ponieważ dla prętów 
mimośrodowo ściskanych wprowadzenie pojęcia siły krytycznej trzeba 
uważać za pozbawione sensu.

Będziemy zakładali sprężystość odkształceń. Analiza przybliżona ścis
kania mimośrodowego wykazuje w tym przypadku, że strzałka ugięcia 
pręta pod działaniem siły krytycznej (eulerowskiej) zmierza do nieskoń
czoności. Niektórzy badacze próbują nawet definiować siłę krytyczną dla 
pręta mimośrodowo ściskanego jako taką, przy której ugięcia pręta 
zmierzają do nieskończoności. Jest to, oczywiście, podejście błędne, po
nieważ przy dużych ugięciach dokonane przybliżenia stają się niedopusz
czalne; zresztą, jak słusznie stwierdzają Huber, Jeźek i inni, ugię
cie pręta o skończonej długości może mieć tylko wartość skończoną.

Wychodząc ze ścisłego równania różniczkowego zginania otrzymuje
my wyniki w postaci skomplikowanej: zależność strzałki ugięcia <5 od 
siły ściskającej P i mimośrodu jej działania e wyraża się funkcją nieele- 
mentarną, powstałą z odwrócenia niepełnej całki eliptycznej; ponieważ 
jest to fuhkcja dwóch zmiennych, więc ujęcie jej w tablice jest rzeczą 
trudną i niewygodną. Zastosowanie rachunku różnic skończonych (M u- 
t e r m i 1 c h) pozwala obliczyć w tym przypadku strzałkę ugięcia, obli
czenie jest jednak żmudne i nie daje obrazu zależności 8 = f (P, e). Wzo
ry przybliżone, pozwalające zbadać tę zależność w przypadku, gdy siła 
P jest bliska eulerowskiej, nie są podawane w literaturze. Zajmiemy się 
przeto wyprowadzeniem takiego wzoru, zbadaniem jego dokładności i ana
lizą wyników. Wzór ten uzyskamy przez rozwinięcie, w końcowym wy
niku teorii ścisłej, pewnych funkcji na szeregi potęgowe i pominięcie 
dalszych, małych wyrazów tych szeregów wobec kilku wyrazów pierw
szych.

Wyjdziemy ze ścisłego równania zginania 

w którym dla łatwiejszego uwzględnienia warunków brzegowych wyra
zimy krzywiznę 1/q przez ugięcie y i zmienną niezależną s, mierzoną po 
łuku ugiętej osi pręta. Mamy więc
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(2)

d2y
1 ds2

Wzór ten wyprowadza np. Jasiński. Po podstawieniu, stosując 
dla uproszczenia symbolikę Lagrange’a, otrzymujemy

(3) y "= m 

EI'

Przyj mierny układ osi jak na rys. 1. W takim razie moment gnący 
M wyniesie
(4) M = — P y.

(8)

Oznaczając dla krótkości

P
(5) = < 

otrzymujemy do całkowania równanie

\/i —(y')3

Równanie to nie zawiera jawnie zmiennej nieza
leżnej s, więc stosujemy podstawienie

y' = p(y), 
y" = pp.

Po scałkowaniu i zmianie znaków* otrzymujemy

— p3 = 4 a2 y2 + C.

Stałą C wyznaczamy z warunku p = 0 dla y = d + e (utwierdzenie 
dolnego końca pręta). Otrzymujemy

a2
(9) C = l-^(<5+e)3,

więc
__________ n2

(10) v/1-p2 = 1-y [(ó + e)3-y2J.

Qla dalszego całkowania obliczamy stąd p:
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(11) p=^=±4/l-{l_^[((5+e)2_y2]}2.
as y

Wybieramy znak minus, ponieważ z przyjętego układu osi jest wi
doczne, że pochodna dy/ds jest stale niedodatnia (y maleje ze wzrostem s). 
Po uporządkowaniu i rozdzieleniu zmiennych otrzymujemy stąd

, x — dy(12) . ■ > ■-.... . = a d s.
y [(<5 + e)2 - y2] {1 - a2 [(<3 + e)2 - y2]}

Otrzymana po lewej stronie całka jest całką eliptyczną, ponieważ pod 
pierwiastkiem mamy wyrażenie czwartego stopnia ze względu na zmien
ną y. Aby całkę tę sprowadzić do postaci normalnej, podstawimy (wpro
wadzając nową zmienną <p)

<13) f y = (d + e) cos tp,
|d y = — (<5 + e) sin tpdcp.

Wówczas równanie (12) przekształci się na

(14) . ------- = a d s.
1/1---a2 (Ó + e)2 sin2 <p

Warunkiem brzegowym będzie tu y = ó + e dla s = 0, czyli cp = O dla 
s = 0. Możemy więc lewą stronę równania (14) scałkować w granicach 
od 0 do 99, a prawą od 0 do s, uwzględniając w ten sposób od razu wa
runek brzegowy. Otrzymujemy

(15)
dtp—........... ■-— = as.

1-----a2 (<3 + e)2 sin2 tp

Aby z równania tego otrzymać zależność strzałki ugięcia <5 od siły P, 
musimy uwzględnić, że strzałka ta przedstawia ugięcie w punkcie s = l, 
tzn. ugięcie górnego końca pręta. Musimy więc podstawić y = e dla 
s = l, czyli, jak wynika z podstawienia (13), tp = arc cos [e/(d+e)] dla s=l:

(16)
dtp

2 (<5 + e)2 sin2 tp
— al.

Dla uproszczenia tego równania wprowadzimy nowe oznaczenia wiel
kości bezwymiarowych:
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(17)

(18)

(19)

r=®'

P 4 PI3
Pk — n2 El ~m’

przy czym przez Pk oznaczyliśmy tu siłę krytyczną (eulerowską) dla da
nego pręta. W takim razie jest

(20)

Po wstawieniu tych wielkości do równania (16) otrzymujemy

(21)

earc cos ———
1 ay> _ n
I . 1 „ = T

o V 1 — 7t2m(d-]-0ysm2y

Jest to poszukiwana zależność d = f (P, e), czyli & = f (m, 0), ale 
w postaci uwikłanej F (m, 0, ff) = 0. Rozwikłanie jej w ogólnym przy
padku jest niemożliwe bez wprowadzenia nowych funkcji nieelementar- 
nych, choć w przypadkach szczególnych, dla danych m i 0, można z rów
nania (21) obliczyć $ posługując się tablicami całek eliptycznych L e- 
gen dr e’ a i stosując metodę kolejnych przybliżeń. W ten sposób bę
dziemy mogli sprawdzić dokładność wzorów przybliżonych, które wy
prowadzimy w dalszym ciągu tej pracy.

Aby wyrazić całkę po lewej stronie wzoru (21) za pomocą funkcji ele
mentarnych, rozwiniemy mianownik w szereg Maclaurina. Będzie 
to szereg typu

(22) ^1 — * = 1 — j x x2 — ...

Dla zbadania zbieżności tego szeregu i oszacowania błędu w przypadku 
przybliżenia np. za pomocą dwu pierwszych wyrazów musimy przede 
wszystkim oszacować x. W naszym przypadku

(23) x = ~ a2 m (d + 0)2 sin2

_  . / P _  71
a~\ El~ 21

Z granic całkowania we wzorze (21) wnosimy, że
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(24)

czyli

(25)

w takim razie

(26)

i ostatecznie

(27)

l^cosy^^,

0 % sin2 y 55 1

sin2 ip 55

02

(# + 0)2

#2 + 200 
(0 + 0)2

, 2 0

Po podstawieniu do (23) otrzymujemy oszacowanie

(28) x^^n2m(02 + 200).

Załóżmy, że będziemy przyjmowali m 55 1,2 oraz 0 55 0,1, gdyż z więk
szymi wartościami mamy rzadko do czynienia. Załóżmy dalej, że będzie
my rozpatrywali tylko strzałki ugięcia <5 55 0,51, czyli #550,5. Nie jest to 
duże ograniczenie, ponieważ, jak wskazuje np. Southwell, dla pręta 
osiowo ściskanego mamy zawsze #55 0,8 (dokładniej 0,8063), a w przypad
ku ściskania mimośrodowego przekroczenie tej wartości jest nieznaczne.

W takim razie

(29) x ~ 1,2(0,25 + 0,1) = 0,259.Ib

Szereg (22) jest więc zbieżny. Zastosujemy przybliżenie przy użyciu 
dwóch pierwszych wyrazów tego szeregu; błąd przybliżenia nie przekro
czy wartości

B = | y/1 — 0,259 — (1 — ~^) | = 0,0097,

czyli, procentowo, 0,0097/\/l — 0,259-100%== 1,1%- Przy uczynionych wy
żej założeniach możemy więc z błędem nie przekraczającym 1,1% napisać

/ 1 77^ 771
(30) i /1 — —- n2 m (0 + 0)2 sin2 ip = 1----- (0 + 0)2 sin2 y.V Ib

Po wykonaniu całkowania błąd nie zwiększy się, lecz nawet ulegnie 
zmniejszeniu, bo przy szacowaniu przyjęliśmy największą wartość sin2
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Oznaczając dla skrócenia

(31)
oli

i korzystając z przybliżenia (30) napiszemy równanie (21) w postaci

(32)

0
“rccos^70 ,

1 — a sin2 ip 2
o

Teraz możemy już wykonać całkowanie. Całka nieoznaczona wynosi mia
nowicie

<33> Ji-X»y=vi^”ć'lg(^tert-
Wstawienie granic wymaga obliczenia wartości tg {arc cos [0/(# + 0)]}.

Otrzymujemy 
4-7 0 ' ^+0)2— 02

(34) tg (arc cos ^-^) =---------------------

Gdy siła działająca jest bliska krytycznej — a zajmujemy się tym 
właśnie zakresem zmienności siły — strzałka ugięcia jest dużo większa 
od mimośrodu; możemy więc nie popełniając dużego błędu opuścić w licz
niku wzoru (34) 02 wobec (0 + 0)2, pisząc w przybliżeniu

(35) tg (arc cos ^p^) —0-.

Wstawienie dolnej granicy całki (32) daje w wyniku zero, zatem

(36)
1 , / /, # + 0, /arctg(Vl a ) = Um,

VI — a u

(37) tg (y 1—a) = ^-^v'l — a,

(38) ctg [^(1 — vMl — a)] ==^^V1 —a. 
La U

Przy uczynionych wyżej założeniach łatwo oszacujemy wielkość a:

= (^ + 0)2 0,62 = 0,133.ó La O La

Zatem 0,93 ^V1— a = l, a ponieważ badamy obszar siły krytycznej, czyli 
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przyjmujemy m bliskie jedności, to argument cotangensa jest bliski zera. 
Możemy przeto zastosować przybliżenie 

(39)

tzn. napisać

(40)

1
X ’ctg x

1
g-H-a.

l-(l — —a)

Łatwo sprawdzić, że przyjmując m > 0,9 popełniamy tu błąd nie 
większy od 2%.

Równanie (40) możemy przepisać w postaci

(41) -^-^0 f\ i —a —^(i —a)| = !,

ale stwierdziliśmy, że 0,133, więc z błędem nie przekraczającym 0,3% 
możemy napisać

(42) VI ——V-

Po podstawieniu do (41) i uporządkowaniu otrzymujemy

(43) y^±^[(2Vw —l)a.+ 2(l —v/^)l = l.

Podstawiając wreszcie a ze wzoru (31) i oznaczając dla skrócenia

(44) & + O = u

otrzymujemy równanie trzeciego stopnia ze względu na u:

3 i 64(1 -Vm) 1280 n(45) u3 H--------- -----~------- u-------- ------- = 0.
7r2m(2 ym—1) x37n(2\m—1)

Równanie to stanowi rozwiązanie zagadnienia, ponieważ oblicza
jąc z niego u = u (m, 0) możemy na podstawie (44) napisać wprost 
0 = u(m, 0) — 0, czyli otrzymać szukaną funkcję 0 = 0(m,0). Rozwiąże- 
my je najpierw w przypadkach szczególnych.

Jeżeli 0 = 0, tzn. e = 0, siła działa osiowo i mamy do czynienia z wy- 
boczeniem. Wtedy u = 0 i równanie (45) przybierze postać

(46) g3 + 64 = 0.
ym— 1)
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Równanie to ma zawsze pierwiastek 0 — 0, gdyż przy osiowym ścis
kaniu pręta prostoliniowa jego postać jest zawsze postacią równowagi 
(choć nie zawsze statecznej). W przypadku gdy m > 1, tzn. gdy siła prze
kroczy wartość krytyczną, istnieje jeszcze drugi dodatni pierwiastek 
równania (46), mianowicie

(47) 0 = — i / 1

I TT

= 1,604 ^0 — 0.

Otrzymaliśmy bardzo prosty wzór, który ponadto odznacza się wysoką 
dokładnością; np. dla 0 = 0,1, a więc dla mimośrodu stosunkowo duże
go, otrzymujemy 0 = 0,645, wówczas gdy dokładna wartość, obliczona 
z równania (21) po żmudnych rachunkach, wynosi 0 = 0,640; błąd nie

— 1)

Otrzymaliśmy więc przybliżony wzór na strzałkę ugięcia pręta osio
wo ściskanego, który uległ wy boczeniu. Stosując w mianowniku tego 
wzoru przybliżenie m 1 dochodzimy do znanego wzoru Poeschla, 
który cytuje np. Hub er w [1]:

O _______
(48) 0 = — — i.

Należy podkreślić, że wzór (47) jest dużo dokładniejszy od wzoru 
Poeschla.

Bardziej interesujący będzie dla nas przypadek, gdy w równaniu (45)

Rys. 2

założymy m = 1; otrzymamy bo
wiem wtedy zależność ugięć pręta, 
znajdującego się pod działaniem 
siły eulerowskiej, od mimośrodu 
działania tej siły. Po odpowiednim 
podstawieniu równanie (45) przy- 
bierze postać
(49) u —^^ = 0,3

tir
skąd

3_
(50) u = ^l\j0, 

n
oraz

3
e (51) 0 = ^~^^—& = 
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przekracza zatem 1%. Rysunek 2, obrazujący zależność (51), wskazuje 
dobitnie na to, jak wielkie ugięcia wywołuje siła eulerowska nawet 
w przypadku niewielkich mimośrodów jej działania.

Rozwiązanie równania (45) w przypadku ogólnym jest trudniejsze, po
nieważ wyróżnik jego może być zarówno dodatni, jak i ujemny. Wy
różnik ten wynosi

(52)
64 0

n3 m (2 — 1)
I 64(1 — l3 
[37r2m(2v/m — 1) J

Stwierdzamy, że jest on zawsze dodatni w przypadku, gdy 0,25 <m< 1, 
a może być również dodatni, gdy m 1, jeżeli tylko mimośród 0 jest 
dostatecznie duży. Wtedy ze wzoru C a r d a n a możemy obliczyć war
tość jedynego pierwiastka rzeczywistego u równania (45). Stąd strzałka 
ugięcia jest równa

(53)
n

64 (1 — \Jm)3
27 m (2 — 1)

64 (1 — ^m)3
27 m(2 — 1)

0.
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Jeżeli natomiast wyróżnik (52) jest ujemny, co ma miejsce przy si-- 
łach przewyższających krytyczną i bardzo małych mimośrodach. ich dzia
łania, równanie (45) nie daje się rozwiązać w ogólnym przypadku i tyl
ko dla danych m i & można z niego obliczyć u, stosując podstawienia 
trygonometryczne.

Rysunek 3 podaje zestawienie wyników w postaci wykresu funkcji 
& = f (m, 0), przy czym m przyjęto za zmienną niezależną, a 0 za para
metr. Wykres ten stwierdza dobitnie, że pojęcie siły krytycznej, nie
zwykle ważne w przypadku osiowego ściskania prętów, nie może być 
wprowadzone w przypadku ściskania mimośrodowego.
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Pe3K)M3

nPOrMB CTEP1KH5I OKMMREMOrO BHEL[EHTPEHHO 
nOfl flEKCTBHEM KPMTWHECKOK CHJlbl

PesyiibTaTOM npnónwiKeHHoro aHannsa BHeueHTpeHHoro cmothm hb- 
nsieTCJi BO3pacraHne crpenKn npornóa ąo SecKOHeHHCciH non neHCTBweM 
KpMTHHecKoii cwnbi (cniibi 3 ił ji e p a). 3to, o^eBnuHO, ouiHÓOHHbiii pe- 
3ynbTaT, o new n ynoMUHaiOT MHorue nccneflOBareiiH. klcxofl5i H3 tohho- 
ro ypaBHeHHH ynpyrou jihhww, nojiynaerca pesynbTar, BbipaiKeHHbin He- 
oneMeHTapHoii $yHKUnen flByx nepeMeHHbix, 3aTpynHMTenbHOH npH ra- 
óemipwsauMH.

PaóoTa npHBoąwT BbiBOfl npn6nM>KeHHOH c^opMy/ibi, npeflcraBjisnomeii 
3aBMCHMOCTb nporwóoB CTep>KH5i ot SHanemia OKUMatOLuen cwnbi P w ee 
3KCueHTpncnTeTa e. PIonyMUTb Tanyto tjjopMyjiy bo3mo>kho, mcxohsi M3 
TOHHoro ypaBHeHH3, pasnaraa b kohohmom pe3y.nbTaTe HeKOTopbie $yHK- 
UHH b nx CTeneHHbie pząbi u npeHeóperaa AanbHeHmMMH ineHaMH 3thx 
paflOB, ManbiMW no OTHomeHmo k nepBbiM.
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Mcxofl5i M3 oóujero cnyHas, paóora aHann3npyeT uacTHbie cjiyMaw: 
(1), e = Q (npoflOjibHbiM W3rn6 nop, oenCTBHeM oceBoil cwibi), w (2), P = Pk 
(nporn6 CTep>KHa, oKUMaeworo BHeueHTpeHHO non flewcTBHeM KpnTHnec- 
koh cmibi). Cneuna.nbHO b nocnep,HeM caynae nonyHaercsi oaeHb npo- 
CTaa, u BMecie c tcm TOHHaa, npn6nw>KeHHa5i 4>opMy.na, Bbipamaioiijasi 
3aBncnMocTb npornóa ot BenHHMHbi 3KCu,eHTpMCWTeTa.

B 3aKjiKDHeHwe paóora noKa3biBaeT, hto b cnynae BHeuempeHHoro 
OK3TM5I Her CMbICna BBOflHTb nOHHTHe KpHTMHeCKOK CMBbl. TOBOpa O KpW- 
TWHecKOM cune ans HeKoroporo crep>KH5i, MoweM noflpasyMeBaTb Tonb- 
ko cwny 3 na e pa, sto 3H3hmt cwny, Koropan 6bma 6bi KpmpmecKOH 
b cnyaae ocesoro choihsi.

S u m m a r y

DEFLECTION OF A SHAFT COMPRESSED ECCENTRICALLY BY THE 
CRITICAL FORCE

An approximate analysis of eccentric compression indicates an infi- 
nite increase of deflection under the action of the critical force. This 
result is evidently erroneous, which has been pointed out by many inve- 
stigators. Starting from the exact eąuation of the deflection curve, we 
obtain a result in terms of a non-elementary function of two variables, 
difficult to be represented by means of tables.

The paper presents the derivation of an approximate formula, expr.es- 
sing the dependence of the deflection upon the compression force P and 
its eccentricity e. The formula is based on the exact solution, certain 
functions being expanded in corresponding power series. The first few 
terms are accepted, others neglected as smali.

Starting from the generał case, an analysis is given of the particular 
cases of e = 0 (buckling under axial load) and P = Pk (deflection of 
a beam compressed eccentrically by the critical force). In the last case 
we obtain a particularly simple and exact formula for the deflection in 
terms of .eccentricity.

It is shown that in the case of eccentric compression the concept of 
critical force has no reason. Speaking of the critical force of a certain 
shaft, the Eulerian force alone should be meant, i.e. the force which 
would be critical in the case of axial compression.

Praca została złożona w Redakcji dnia 1 marca 1953 r.



Politechniki
^^Ocławs^'*^



KOMITET REDAKCYJNYROZPRAW INŻYNI ERSKICH
prosi autorów o przestrzeganie następujących wskazówek

(1) Prace w języku polskim, przepisane na maszynie (nie światłodruki), 
należy składać w dwóch egzemplarzach. Wzory powinny być napisane 
wyraźnie atramentem, rysunki (szkice) dołączone na oddzielnych kar

tach (nie w tekście).
(2) Obowiązuje numeracja dziesiętna wzorów [np. wzór 5 w p. 2 oznacza 
się (2.5)]. Numery wzorów należy umieszczać z lewej strony. Należy uni
kać numeracji rzymskiej i alfabetycznej (wzorów, rysunków, paragra

fów, rozdziałów).
(3) Do pracy należy dołączyć streszczenie nie przekraczające jednej stro
ny maszynopisu w języku polskim (również wtedy, gdy autor składa 
streszczenie w języku obcym) i podać ewentualnie terminologię w dwóch 
językach (w tym jeden rosyjski), na które streszczenie ma być prze

łożone.
(4) Literaturę cytowaną w tekście należy zestawić w końcu pracy poda
jąc nazwisko i imię autora, tytuł pracy, miejsce i rok wydania (w przy
padku cytowania czasopisma również numer zeszytu). Nazwiska i tytuły 
rosyjskie należy pisać alfabetem rosyjskim. W tekście należy powoły
wać się na numery prac (w nawiasie kwadratowym, np. [5]) według 

zestawienia.
(5) Funkcje trygonometryczne należy oznaczać przez sin, cos, tg, ctg; 
funkcje hiperboliczne z dodaniem litery h. Współczynnik Poissona ozna
cza się przez v. Kresek pionowych używa się tylko do oznaczenia war
tości bezwzględnej. Wszelkie zestawienia należy nazywać tablicami (nie 

tabelami).
(6) Autorowi przysługuje prawo do przeprowadzenia ostatecznej korek
ty (bez zmian tekstu) dokładnie w terminie wyznaczonym przez 

Redakcję.
(7) Redakcji przysługuje prawo do przeprowadzenia korekty stylistycznej 
i do dostosowania oznaczeń oraz układu pracy do norm przyjętych 

w ROZPRAWACH.
Niestosowanie się do powyższych wskazówek opóźnia publikację pracy.
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