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1. Rozwoj zastosowan rachunku tensorowego

Rachunek tensorowy rozwingt sie na pograniczu, a raczej skrzyzowa-
niu, zainteresowan matematykoéow, fizykéw i technikéw. Pojecia typowe
dzi$ dla zastosowan rachunku tensorowego znane juz byly od dawna, ze
zacytujemy konstrukcje elipsoidy bezwladno$ci podang przez Poinsot
(1834 r.). Teoria sprezystosci i krystalografia, ktére postugiwaly sie
wowczas prymitywnym aparatem matematycznym, operowaly przez
przeszto pot wieku elementarnymi obrazami elipsoid dla unaocznienia -
naprezen powstajacych w oSrodkach ciaglych. Dopiero W. Voigt
w 1898 r., [81], zdecydowal sie na wprowadzenie nowego pojecia mate-
matycznego i fizycznego nazwanego tensorem, czyli obrazem naprezen
osrodka. Jak czesto sie zdarza w rozwoju nauki, pojecie tensora znalazlo
poglebienie i rozszerzenie w zupelnie innej dziedzinie wiedzy, mianowi-
cie w «czystej» matematyce. Okazato sie, ze pozwala ono w sposéb do-
godny wyrazi¢ wlasnosci przestrzeni nieeuklidesowych, mn-wymiaro-
wych, bodaj po raz pierwszy ujetych w pracach Grassmanna [33],
Riccii Levi-Civita, [72], oraz przestrzeni zakrzywionej, opisanej
przez Riemanna, [71], i Christoffela, [15]. Dopiero jednak pra-
ce Minkowskiego, [65], Lorentza, [56], a zwlaszcza L ob a-
czewskiegoiEinsteina, [22], nadaly temu pojeciu glebokie zna-
czenie fizyczne. Smiato mozna powiedzie¢, ze bez pomocy rachunku tenso-
rowego ogolna teoria wzglednos$ci nie mogltaby znalez¢ tak pelnego i lo-
gicznego wyrazu matematycznego. Rachunek tensorowy stat sie podsta-
wowym narzedziem badania wtasciwos$ci kontinuum czaso-przestrzeni,
a nastepnie pozwolil na rozwiniecie mechaniki kwantowej. Podstawowe
wielkosci tej mechaniki, jak funkcje bra i ket Diraca, [19], sa szczeg6l-
nymi przypadkami tensoréw sprzezonych.

Rachunek tensorowy wprowadzono z powodzeniem i do innych dzia-
¥w fizyki, gtéwnie elektrodynamiki i mechaniki o$rodkéw ciaglych; ma
on tam przewaznie na celu ustalenie niezmiennikéw oraz opis pewnych
ztozonych wielkosci fizycznych.

Metoda tensorowa w fizyce jest jedng z metod najbardziej general-
nych, stuzgcych do syntetycznego ujecia zjawisk i ich zmian, przy czym
fizycy nie troszezyli sie przewaznie o sprowadzenie wynikéw analizy ten-
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sorowej do pojedynczych konkretnych przypadkéw. Nic dziwnego, ze
w swym ujeciu klasycznym, jakie spotykamy w podrecznikach, [67], pi-
sanych przez fizykow i matematykow, teoria tensoréw obca jest techni-
kom i wydaje sie pomystowa wprawdzie, lecz malo praktyczna spekula-
cja. Przypomina to troche sytuacje sprzed 50 lat, gdy techricy podobnie
traktowali rachunek liczb zespolonych, [16], uwazajac go za bezptodng ab-
strakcje matematyczna.

Trzeba jednak z drugiej strony stwierdzi¢, ze proby zastosowania ra-
chunku tensorowego lub metod pokrewnych spotykamy w technice od
dos¢ dawna; dotyczy to zaréwno teorii sprezystosci, jak i teorii obwodéw
elektrycznych. Na przyklad, jest rzecza ciekawa, ze Kirchhoff, [40],
w swoich pionierskich pracach nad przeplywem strumienia elektrycz-
no$ci uzywal metody zblizonej do topologii; réwniez geodezji nie byly
obce niektére pojecia tensorowe. Jednakze stale narastanie szczegdltowej
wiedzy technicznej i ogromnej liczby faktéow, z ktéorymi zapoznaé sie mu-
si niemal kazdy inzynier, a tym bardziej pracownik nauki — technik,
spowodowalo zacie$nienie i wyspecjalizowanie metod uzywanych w po-
szczegbélnych dyscyplinach, spowodowalo nastepnie zréznicowanie jezy-
ka symbolow matematycznych w technice. Na przyktad, do opisu podob-
nych zjawisk z dziedziny mechaniki, elektrotechniki i termodynamiki
uzywamy dzi§ zupelnie innych symboléw i metod. Rezultatem tego sg nie
tylko trudnosci dydaktyczne, lecz i trudnosci porozumienia sie réznych
specjalistéw pracujacych nad rozwigzywaniem probleméw granicznych
oraz opo6znienia we wzajemnym przekazywaniu doswiadczen.

Wprowadzenie rachunku tensorowego do techniki spowodowane jest
w duzej mierze checia przelamania tego stanu rzeczy, checig rownolegle-
go uzywania tych samych metod matematycznych w réznych dziedzinach
techniki. Wydaje sie to paradoksem, ale wtasnie wobec zroznicowania
metod rachunkowych stosowanych w technice, syntetyczno$é i ogdlnosé
opisu zjawisk metoda tensorowa staje sie rzecza szczego6lnie cenna.

Burgatti, [10], jeden z pierwszych teoretykéw rachunku tensoro-
wego, stwierdzit: «Ogdlnosé tej metody, ktora pozwala moéwic i pisaé¢‘'w je-
zyku zrozumialtym we wszystkich gateziach fizyki technicznej, jej jasna
i- czesto wymowna zwiezto$¢, jej zdolno$¢ przeniesienia idei w forme
i formy w idee, charakterystyczne dla niej jednoczesne ujecie przez in-
dukcje i dedukcje, synteze i analize — czyni z tej metody naprawde
pierwszorzedne narzedzie pracy naukowej i dydaktycznej».

Warunkiem zastosowania rachunku tensorowego w technice jest jed-
nak pewna zmiana metody w porownaniu z klasycznym ujeciem spoty-
kanym w fizyce. Nie chodzi tu tylko o uproszczenie i latwe podanie za-
witych rozwazan matematycznych. Rzecz polega przede wszystkim na
uzupelnieniu rozwazan fizykow konkretnymi, numerycznymi rozwiaza-
niami, chociazby najprostszych probleméw technicznych. Jest to nie-
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odzownym warunkiem, aby technik nabrat zaufania do metody matema-
tycznej, aby mial z niej pozytek, jezeli nie przy rozwigzywaniu szczegé-
lowego zadania, jakie mu stawia produkcja, to przynajmniej przy zrozu-
mieniu fizycznego sensu zjawiska. Warunek ten spelniony jest zresztg
w naszym przypadku posrednio, mianowicie metoda tensorowa umozli-
wia stosowanie rozwigzan numerycznych wlasciwych rachunkowi ma-
cierzy.

Trzeba sie dla porzadku zastrzec, ze rachunek tensorowy — poza nie-
licznymi wyjatkami — jest w zastosowaniach technicznych pewnym udo-
godnieniem dajacym sie zastapi¢ bardziej ucigzliwymi i mniej prostymi
metodami elementarnymi. Wiele powaznych podrecznikéw, ze wymieni-
my teorie sprezystosci S. Timoszenki, [78], ogranicza sie do metody
analizy elementarnej i rachunku catkowego, nie dajac interpretacji ten-
sorowej tak typowych wielkosci, jak np. elipsoida naprezen.

2. Podstawowe pojecia rachunku tensorowego

Nowoczesny rachunek tensorowy, zwlaszcza w formie wprowadzanej
do zagadnien elektrotechniki, jest dyscyplina, ktéra zaczyna sie rozwijaé
i nie okrzepta jeszcze w $cisle ustalone tradycja oznaczenia i definicje
poszczegdlnych symbolow. Czytanie prac réznych autorow, z ktérych
wielu na wtasng reke tworzy skomplikowany system oznaczen, sprawia
czesto znaczne trudnosci. Dlatego dla wzajemnego zrozumienia sie nieo-
dzowne bedzie omowienie gtownych poje¢ rachunku tensorowego. Zazna-
czamy, ze robimy to jako technicy dla technikéw w celu pokazania
perspektyw przydatno$ci rachunku tensorowego i znalezienia nowych
jego zastosowan w technice, bez szukania oryginalnych dowodéw i réw-
nan matematycznych. Pomijamy réwniez zagadnienia algebry i analizy
tensorowej ograniczajgc sie do omowienia poje¢ niezbednych do zrozu-
mienia metod stosowania tego rachunku w technice.

W pracy niniejszej zostata uzyta symbolika stosowana w najnowszych
podrecznikach radzieckich, [43], [71], i w pracach zajmujacych sie specjal-
nie zastosowaniami rachunku tensorowego w fizyce, [8]. Rozmiary pracy
nie pozwalajg jednak na rozwiniecie calego systemu symboléw tensoro-
wych. W tym zakresie dla polskiego czytelnika miarodajna bedzie znaj-
dujaca sie w druku ksigzka S. GotabaiJ. Litwiniszyna Rachu-
nek tensorowy.

Zacznijmy od zdefiniowania samego pojecia tensora. Nie jest to rzecza
tatwa, mozna bowiem podej$¢ do zagadnienia od strony matematyka lub
fizyka; w obu przypadkach bedzie ono mialo nieco odmienne aspekty.
Trzeba dalej zwroéci¢ uwage, ze sam termin tensor nie jest uzywany
jednoznacznie. Bedziemy sie tutaj trzymali definicji stosowanej przez
wiekszo$¢ autoréow, (por. np. [76] i [70]), ktérzy wyrazem tensor okres$laja
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najog6lniejsze pojecie matematyczno-fizyczne. Inaczej postepujg taty
autorzy jak J. Schouten, [74],i A. D. Michal, [64], ktorzy wprowa-
dzajg jako pojecie ogélne afinor, rezerwujac nazwe tensora dla przy-
padku tensora symetrycznego zwlaszcza drugiego rzedu. Zreszta i termin
afinor bywa uzywany w nieco odmiennym znaczeniu, [76]- W dalszym
ciagu pracy postugiwaé sie bedziemy pierwszg, ogoélniejszg definicjg ten-
sora.

Zeby zrozumieé sens fizyczny tensora, nalezy najpierw oméwié jego
interpretacje matematyczna. Napotykamy tu na pewien klopot, gdyz po-
szczegb6lni autorzy dochodza do matematycznego pojecia tensora z zu-
peinie innych punktéw wyjscia, zaleznie od tego, czy rozpatrujg zagad-
nienie czysto analitycznie, czy tez przypisuja mu sens geometryczny
w przestrzeni metrycznej badz wektorowej (p. nizej).

Wydaje sie, ze dla potrzeb techniki tatwiejsze bedzie wyjscie ze swoj-
skich poje¢ tréjwymiarowej geometrii euklidesowej, opisujgc tensor pry-
mitywnym pojeciem obrazu geometrycznego, nastepnie rozszerza-
jac rozwazania na bardziej ogélne zaleznosci w przestrzeni r-wymia-
rowej, aby wreszcie przej$¢ do opisu zjawisk fizycznych ujmowa-
nych za pomoéa geometrii wektorowej.

. Ot6z w tréjwymiarowe] przestrzeni euklidesowe]j tensor, zwany
tensorem 2-go rzedu, zdefiniujemy jako operator T, ktéry dowol-
Rys. 1 nemu wektorowi a (rys. 1), przyporzadkowuje inny wektor u, be-

dacy jego funkcjg liniowa. Liniowo$¢ polega na spetieniu warunku,
[35] i [73],

(1) f(ka)=kf(a),
zatem
(2) ni=f(a)=Va"

Mozna inacze] powiedzie¢, [43], Zze operator nazwany tensorem 2-go rze-

du wyznaczony jest 9 wielkosciami powstalymi przez pomnozenie parami
sktadowych dwo6ch dowolnych wektoréw e i d

tex = €x dy, tyy = €y dy, te:—=eyd;,
(3) ty_\':e)/dx, tyy:eydy, tyz:ey dz,
tox = € dy, tzy = e; dy, t.:=—e;d;.

Warunek sprowadzenia tensora do dwoch wektorow nie jest zreszta
konieczny i nie zawsze da sie spelni¢; wystarczy, ze 9 wielkosSei ti;, two-
rzacych kwadratowa macierz, zmienia sie przy zmianie uktadu osi wsp(')IQ
rzednych, tak jakby to istotnie byly sktadowe iloczynu wektoréw. Inaczej
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mozna zatem powiedzie¢, ze tensor 2-go rzedu w przestrzeni 3-wymiaro-
wzj jest zespolem trzech wektoréw p,, ps, Ps, transformujacych sie linio-
wo przy zmianie uktadu wspoéirzednych; 9 sktadowych tych wektorow sta-
nowi sktadowe tensora.

Jezeli wyzej omoOwiona operacja tensorowa przeprowadzona bedzie
w stosunku do dwéch wektoréow a i b, ktérym przyporzadkujemy jak po-
przednio wektor v, bedacy ich funkcjg liniowa

4 v=T(a,b),

to odpowiedni operator nazwiemy tensorem 3-go rzedu. Na tej samej za-
sadzie okresli¢ mozna tensory wyzszych rzedéw. Trzeba zaznaczy¢, ze jest
to tylko interpretacja geometryczna tensora, ktéry stanowi ogolne
pojecie matematyczne.

Liniowg zalezno$¢ miedzy wektorami a i u otrzymamy w szczegdl-
nym przypadku takze woéwczas, gdy tensor jest iloczynem wektora przez
skalar, czyli ze sam jest takze wektorem. Wektor jest wiec rowniez ten-
sorem, mianowicie tensorem 1-go rzedu. Podobnie dowolng wielkos¢ licz-
bowa, tj. skalar, przez ktérg pomnozymy wektor a, otrzymujac jako funk-
cje liniowa u, nazywamy tensorem zerowego rzedu.

Widzimy, ze w geometrii pojecie tensora jest ogoélne i obejmuje row-
niez wektory i skalary. Zastanéwmy sie jeszcze blizej nad jego interpre-
tacjg geometryczng, zwigzana z obrotem osi wspoéirzednych, zasadnicza
bowiem cecha rachunku tensorowego jest badanie zachowania sie danej
wielko$ci przy zmianie uktadu odniesienia.

Niech wektor a ma w pierwotnym uktadzie wspoéirzednych sktadowe
a*, ¢¥, a?, a osie wspoélrzednych wyznaczone sa wektorami jednostkowy-
mi ex, ey, €.

Wektor a wyraza sie wiec suma

(5) a‘e.+ a’e, +a’e;;
rozréznienie dolnych i goérnych indekséw wyjasnimy dalej.
Zmienimy teraz — na przyktad przez obroét osi — uklad wspoéirzed-

nych. Nowe osie wyznaczone bedg znowu trzema wektorami jednostko-
wymi Ei, E,;, E; (rys. 2). Co sie stanie ze skladowymi wektora a? Jaka
bedzie ich werto$¢ w nowym ukladzie wspolrzed-
nych? Jaki jest stosunek nowych i starych wektorow
jednostkowych? Oto typowe pytania dla metody al-
gebry tensorowej.

Przejscie do nowych wektoréw jednostkowych
odbywa sie za pomocg zalezno$ci

(6) E = ) Cte,,
k

gdzie za i i k nalezy kolejno podstawi¢ x, y, z.




Zestaw dziewieciu wielkosci C* przedstawia zgodnie z definicjg skla-
dowe tensora ||C|. Dla zaznaczenia, ze dana wielko$¢ jest tensorem 2-go
rzedu, ujmujemy ja w znaki || ||, wowczas gdy wielko$¢é macierzows -za-
mykamy nawiasem | |:

C NG
(7) ici=|c; © ¢
C GG

Tensor ||C||, tzw. tensor transformujacy, jest pojeciem zupelie ogélnym,
z ktérym czesto spotykac sie bedziemy w dalszych rozwazaniach.
Analogicznie z nowych osi na stare przejdziemy za pomocg zalezno$ci

(8) ek=ZC}jE1,

przy czym

(9) Zc’?c'l=al.={1 dla t=t,
0 F 0 |0 dlali.

0! nazywamy wskaZnikami (symbolami) Kroneckera, [48]; licz-
bowo

M (C) o M (©)

) TA©

(10) Ct= T

gdzie M? oznacza minor algebraiczny macierzy ||C||, tj. wyznacznik,
w ktéorym wykreslony zostal wiersz ¢ i kolumna k, pomnozony przez
(—1)"*. Przez A oznaczono zwykly wyznacznik tejze macierzy.

Wielko$ci geometryczne, ktérych skltadowe zmieniajg sie wedlug tego
samego prawa jak wektory jednostkowe osi wspolrzednych, nazywamy
wspolzmienniczymi (kowariantnymi); sktadowe te oznaczamy literami
zaopatrzonymi w dolne indeksy. Jezeli z kolei zbadamy jak nastepuje
transformacja w przestrzeni wspoéirzednych punktu P(a¥, ¢/, a®), lub ina-
czej mowiac wektora o tych sktadowych wyprowadzonego z poczatku
ukladu wspoélrzednych, to okaze sie, ze prawa transformacji sa tu prze-
ciwne niz przy zmianie samych osi uktadu. Mianowicie wspo6lrzedna A’
w nowym uktadzie osi wyniesie

(11) Al ;’c;;ak,

a przy powrocie do starych wspoélrzednych a* otrzymamy zaleznosé

(12) ab= Y CrAT.
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Tensor transformujacy C; zwigzany jest z tensorem C’* zalezno$cia (9),
stanowi wiec jego odwroécenie. Gdy poprzednio tensor C’ stuzyt do po-
wrotu do starych osi, obecnie transformuje uklad na nowe osie wspo6t-
rzednych. :

Dla obliczenia catego wektora A trzeba zsumowaé geometrycznie skta-
dowe A’

(13) A— Z C/la* E;.
!

We wzorze tym znak sumowania wedlug indekséow «k» pominieto, gdyz
operacja sumowania wynika juz z samego polozenia indekséw — jest to
tzw. konwencja Einstein a, znacznie upraszczajgca pisownie wzo-
réow tensorowych. W dalszym ciggu bedziemy sie zasadniczo trzymali tej
konwencji, jedynie w pewnych przypadkach pozostawiajac znak sumy
ze wzgledow dydaktycznych. Jak wida¢ z réwnan (11) i (12), wspolrzedne
wektora sa wielko$ciami przeciwzmienniczymi (kontrawariantnymi),
transformujacymi sie odwrotnie niz wektory jednostkowe ukladu odnie-
sienia. Aby odrézni¢ te wiasciwos¢, wielko$ciom kontrawariantnym przy-
pisujemy goérne indeksy. Rozréznienie wielkosei wspotzmienniczych
i przeciwzmienniczych ma podstawowe znaczenie w rachunku tensoro-
wym 1 moze by¢ rozciaggniete na dowolne obiekty geometryczne.

Précz tego bedziemy mieli do czynienia z wielkoSciami niezmienni-
czymi (inwariantnymi), ktére zachowuja swa wartos$¢ przy dowolnych
zmianach ukladu wspoéirzednych.

Pewne kombinacje sktadowych tensora majg taki niezmienniczy cha-
rakter. Z uwagi na ich znaczenie w problemach fizyki i techniki napisze-
my trzy niezalezne od siebie niezmienniki J tensora 2-go rzedu w prze-
strzeni trojwymiarowe]j i osiach kartezjanskich:

J] = Txx + tv,v + tz2 )

’7t vy tyz t:z tzx tex Ty
| T2y t:2 tyz toex tyx tyy
(14) -

Js=|tyx tyy

__tzx tzy tZZ =

Funkcje tych niezmienniké6w pozostaja roéwniez niezmiennicze. Tensory,
w ktérych pierwszy niezmiennik jest réwny zeru, nazywa sie czasem
dewiatorami, [43]; maja one duze znaczenie praktyczne w zagadnieniach
teorii sprezystosci i reologii.



Skalar jest, oczywiscie, niezmiennikiem, wektor zas, jak stwierdzilis-
my, posiada skladowe o wlaSciwoSciach przeciwzmienniczych. Zachodzi
pytanie, czy mozna da¢ interpretacje geometryczna wektora wspolzmien-
niczego, poniewaz matematycznie mozna sobie taki wektor wyobrazic.
Ot6z wektor kowariantny o sktadnikach a;, wyprowadzony z poczatku
ukltadu wspoéirzednych, wyznaczony jest kierunkiem i plaszczyzna do
tego kierunku prostopadisg, ktéra na osiach wspoéirzednych odcina wiel-
kosci x!, spelniajace zalezno$é niezmiennicza (rys. 3)

(15) Ki—aich

Sktadowe tensora 2-go rzedu powstaly, jak wiemy, z iloczynow skta-
dowych dwoéch wektoréw, co do ktérych nie robiliSmy dodatkowych

y zalozen; moga to by¢ zatem réwnie dobrze

| wektory kowariantne, jak kontrawariantne.

\ % Z dwoch wektorow kowariantnych otrzymu-

T \\\ ,&@i&’ jemy tensor kowariantny dwukrotnie wsp6l-
~I5” \\# zmienniczy, co zaznaczamy dwoma dolnymi
l \‘\ indeksami. Odwrotnie zachowuje sie tensor
e i podwéjnie przeciwzmienniczy, cechowany dwo-

o, gx__," ; ma géornymi indeksami. Wreszcie przez kom-

binacje wektora kowariantnego i kontrawa-
riantnego powstaje tensor mieszany. Odpo-
wiednio zapiszemy nastepujace typy tensoréw 2-go rzedu:

Rys. 3

(16) T,, T., T*.

Podobnie dla tensoréw trzeciego rzedu o trzech indeksach wystapig czte-
ry kombinacje

(16.1) T,, T, Tk, T,

Tensor posiada w zasadzie co najwyzej p = r—1 roznych indeksow,
jezeli zostal wyznaczony w ukladzie r osi wspoéirzednych. W przypadku
gdy p = r otrzymujemy w przestrzeni euklidesowej wielko$¢ zwang pseu-
do-skalarem, do ktérej omoéwienia wrécimy poézniej (por. str. 27). W roz-
wazaniach geometrycznych i fizycznych mamy zwykle do czynienia z ten-
sorami jednorodnymi, posiadajacymi wszystkie gorne lub dolne indeksy.

Dowolny tensor jednorodny przedstawi¢ mozna jako sume dwoch ten-
sorow: symetrycznego wlasciwego tensora | S| i tensora antysymetrycz-
nego || A|| (skosnego), zwanego inaczej multiwektorem. Skladowe tych

tensorow spelni¢ musza réwnanie
=l dla ||S|,
1) ti Kt dzie ‘
s = =—1 dla |A].

10



Wyszczegoélniajage wszystkie indeksy przedstawimy odpowiednig za-
leznos¢ w formie

1 1 1
txx ”2_ (txy + tyx) ‘2_ (txz + tzx)
; 1 1
(18) ||TH=”SH +[All= E‘(tyx‘f‘txy) tyy ‘2‘(t,vz+tzy) o
1 1
—2‘ (tzx + txz) 7 (tzy —I‘ tyz) t:z
1 1
0 ? (t_w:y_ tyx) ? (t,\'z - tzx)
1 1
=F —E(txy'_tyx) 0 —Z—(tyz’_txy) Q
1 1
I ? (txz - tzx) B —2‘ (t)/z—' tzy) 0

Widzimy, ze w drugim tensorze skladowe na glownej przekatnej row-
ne sg zeru, a wyrazy poza przekatna gléwha sg sktadowymi skalarnymi
iloczynu zewnetrznego (wektorowego). W przypadku indekséw kontra-
wariantnych obrazem (rys. 4) tensora antysymetrycznego jest zatem

3
M\
i e
/\\ \4‘]
/ \\\
// \-;
// / Aij
/ / = D - 2

3

4

7 1

Rys. 4 Rys. 5

pole o wewnetrznej orientacji okre§lonej porzadkiem indekséw i j k. Ina-
cze], tensor ten mozna uwazac¢ za biwektor kontrawariantny, ktéry oprocz
kierunku i wielkosci posiada znak zmieniajgcy sie zaleznie od porzadku
osi wspéirzednych. Jego wartos¢ liczbowa jest, oczywiscie, rowna wyro6z-
nikowi macierzy tensora antysymetrycznego. Odpowiednio iloczyn ze-
wnetrzny wektoréw kowariantnych przedstawi¢ mozna (rys. 5) jako walec
o okre$lonym k crunku, przekroju i orientacji zewnetrznej; bedzie to ob-
raz biwektora kowariantnego. Widzimy, ze  tensor, antysymetryczny
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o dwoéch indeksach w przestrzeni tréojwymiarowej daje sie sprowadzié do
nieco prostszego pojecia geometrycznego.

Bardziej zlozona jest interpretacja geometryczna temsora symetrycz-
nego. W literaturze znajdujemy, [12], [21] i [38], szereg mniej lub wiecej
udanych sposobéw geometrycznego ujecia tensora 2-go rzedu; czesto sie
przy tym zdarza pomieszanie sensu fizycznego, zaczerpnietego z teorii
sprezysto$ci, z interpretacjg czysto geometryczng. Poniewaz chodzi nam
o roéznorodne zastosowania fizyczne rachunku tensorowego, wygodniej
bedzie na razie ograniczy¢ sie do sScisle geometrycznego zobrazowania
tensora, aby nie zaciemni¢ jego obrazu fizycznego zbyt ogdlng definicjg.
Poniewaz moéwimy obecnie o tensorze symetrycznym, to réwnanie (2)
wypisane z uwzglednieniem zmienniczo$ci ma postac

(19) w,="Tra* Ilub u'=T"a,

czyli przy operacji tensorowej wektor kowariantny przechodzi w kon-
trawariantny lub odwrotnie.
Jezeli sformujemy wyrazenie

(20) a'Tra*=K,

to jest ono niezmiennicze i okres$la zachowanie sie wektora kowariantne-
go u; = Tjra”* przy zmianie kierunku normalnej plaszczyzny, okreflajgcej
wektor kontrawariantny a’.

Miejscem geometrycznym koncow tego wektora bedzie powierzchnia
drugiego stopnia, ktéra w przypadku, gdy wszystkie T,. =0, staje sie
elipsoidg (rys. 6), a dla tensora syrhetrycznego jest
elipsoidg symetryczna wzgledem $rodka. Wektory
a i u majag na ogdt roézne kierunki w przestrzeni,
istnieja jednak pewne osie, bedace osiami symetrii
powierzchni tensorowej, dla ktérych oba wektory
majg ten sam kierunek. Osie te nazywamy osiami
gléwnymi tensora. Operacja tensorowa na tych

Rys. 6 osiach redukuje sie do pomnozenia wektora a przez
skalar u—1a.

Dla uzyskania mozliwo$ci stosowania réznych uktadéw odniesienia
rzecza pozyteczng bedzie wprowadzenie pojecia tzw. podstawowego ten-
sora metrycznego ||g||. Skladowe tego tensora sa wspoiczynnikami, przez
ktore nalezy pomnozyé¢ iloczyny dwoéch wektoréw jednostkowych e; e;
danego punktu, aby je sprowadzi¢ do wspélnej skali, czyli metryki. We-
ktory jednostkowe mozna otrzymaé¢ przez transformacje wektora przy-
jetego za podstawe skali dlugo$ci, zatem postugujac sie réwnaniem (6)
mozemy napisac

1) Gn= D, CiC~.
ik
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Mnozac wektor (lub tensor) przez funkcje podstawowego tensora, zmie-
niamy w przestrzeni metrycznej charakter zmienniczosci tego wektora
(lub tensora), czyli poziom indekséw.

Poniewaz odleglo$¢ d s miedzy dwoma sgsiednimi punktami pozostaé
musi statg w przestrzeni euklidesowej, niezalezng od wyboru wspoétrzed-
nych, zdefiniujemy jg za pomoca réwnania

22) (ds)2=Zgikdxidxk.
T r

Jezeli wybraliSmy osie kartezjanskie o jednakowej skali, odlegloéé
d s wynosi

(23) (dsf==(dx)f + (dy)* + (d=2)
i podstawowy tensor metryczny ma postaé
10 0]
(24) Ewg"zgio 1 0:
0 0 1|

Przejscie na inne wspoéirzedne przestrzeni euklidesowej nie sprawia
rowniez specjalnych trudnosci. W przypadku gdy zachowana jest orto-
gonalnos$é (tj. gdy w kazdym punkcie osie wspoéirzednych sa do siebie pro-
stopadle), pociaga to za soba jedynie zmiane skladowych tensora me-
trycznego na jego gtéwnej przekatnej. Np. dla ortogonalnych wspoéirzed-
nych cylindrycznych

1 0 0
@5) Ig!1=1 o o
0 0 1‘
dla wspoéirzednych sferycznych
1 0 0
(26) lgll=]| 0

[0 0 1r’sin’*0@

Przy uzyciu wspoélrzednych prostoliniowych uko$nokatnych zjawiaja
sie proécz tego rézne od zera wyrazy poza giéwna przekatna. Np. dla dwéch
osi wspéirzednych prostoliniowych, tworzacych kat ¢, podstawowy ten-
sor metryczny na plaszczyznie jest

2
e’ e e, cos ¢

l

I
@  lgll=| 2
| e,e; cos @ e
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Dla potrzeb elektrotechniki pewne znaczenie posiada geometria prze-
strzeni euklidesowej charakteryzujacej sie¢ tym, ze podstawowy ten-
sor metryczny ma takze skladowe g, ujemne, a wiec niektére osie sg
urojone.

Rozwazania dotyczace tréjwymiarowej przestrzeni euklidesowej prze-
nie$¢ mozna bez trudno$ci na przestrzen euklidesowa o r wymiarach.

Wyrozniajacag wiasciwoscia przestrzeni euklidesowej jest to, ze zaw-
sze mozna w niej dobra¢ taki uktad wspoéirzednych (np. wspotrzedne kar-
tezjanskie), dla ktérego podstawowy tensor metryczny ma wartosé stala,
niezalezng od punktu przestrzeni. Przestrzen euklidesowa jest szczeg6l-
nym przypadkiem ogolniejszego pojecia, tzw. przestrzeni Riem ann a.
W przestrzeni tej tensor metryczny, bedacy funkcja ciagla, jest tensorem
symetrycznym (gix = gr:), a jego wyréznik nie réwna sie zeru, [39].
Proécz tego, jeéli przestrzeh ma byé rzeczywista, forma kwadratowa gir x’ x*
musi byé¢ okres$lona i dodatnia. Przestrzen taka jest, ogélnie biorac, za-
krzywiona, tzn. nie potrafimy znalez¢ podstawowego tensora, ktory byt-
by staty dla catego obszaru. Natomiast zalezno$¢ (22) jest tutaj nadal spel-
niona, co oznacza, ze odlegtos¢ dwoch sasiednich punktow jest w prze-
strzeni Riem anna okreSlong jednorodng forma kwadratowsa. Po-
niewaz sktadowe tensora metrycznego zmieniajg sie od punktu do punktu,
dane zalezno$ci geometryczne obowigzuja jedynie w okreslonym punk-
cie przestrzeni. Typowa metodg postepowania w zagadnieniach tensoro-
wych tego typu jest wusztywnienie tensora ||g| dla danego punktu,
to jest przejscie do przestrzeni euklidesowej stycznej w danym punkcie
do przestrzeni R ie m ann a. Zazwyczaj nic nie stoi na przeszkodzie,
aby w owej pomocniczej przestrzeni stycznej wybra¢ najdogodniejszy
dla badanego przypadku, np. kartezjanski, uktad wspoélrzednych. Skia-
dowe wektora lub tensora sprowadzone do tych wspoirzednych kartezjan-
skich — zamiast do wspoélrzednych Kkrzywoliniowych — niektorzy
autorzy, [17], [49], nazywaja wspolrzednymi fizycznymi. Termin ten
usprawiedliwiony jest faktem, ze wspoirzedne kartezjanskie zostaja
tu utworzone za pomocg podstawowego tensora metrycznego, a wiec
uwzgledniajg wlasciwosci przestrzeni Riem ann a w danym punk-
cie. Klasycznym przykladem zastosowania tej metody jest uklad osi od-
niesienia przyjmowany w szczego6lnej teorii wzglednos$ci. Takie postepo-
wanie stwarza jednak pewne niedogodnosci. Otrzymane zwigzki matema-
tyczne dotyczyé beda wowczas (i to z pewnymi zastrzezeniami) bezpo-
$redniego otoczenia punktu przyjetego za poczatek ukltadu wspbl-
rzednych.

Dlatego w rachunku tensorowym stosujemy czesto inng metode. Mo-
wigc o odleglo$ci miedzy dwoma nieskonczenie bliskimi punktami w prze-
strzeni Riem anna rozumiemy przez nig dtugo$¢ najkrotszej drogi
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laczacej te punkty. Droga ta przeprowadzona od punktu do punktu
wyznacza tzw. krzywq geodezyjna, ktorej rownanie rézniczkowe ma postaé

2 rk j
da.i—!—]’ dxidx
ds?

(25} ids ds

gdzie T’{‘j jest tzw. symbolem Christoffela drugiego rodzaju

1 a ri a r 0 I
(29) F,-’;- . Z rk [ ai} *_g*/. _vg 1] Z grk TEk: 0.

I'yij oznacza symbol Christoffela pierwszego rodzaju.
Niektérzy autorzy, [75], wprowadzaja odmienne oznaczenia, tzw. na-
wiasy Christoffela

: k o
r{= {ij} oraz I, = [rij] .

Zwréémy uwage, ze symbol Christoffela drugiego rodzaju
nie jest tensorem. Wynika to chociazby z faktu, ze w osiach prostoli-
nijnych I}, = 0, a przy innych wspélrzednych ma on wartos¢ rézng od
zera. Symbol" Christoffela okre$la poprawke, jaka trzeba dodaé
do wektora (lub tensora) A" przy jego przeniesieniu do sasiedniego punk-
tu w przestrzeni Riem anna Obowigzuje tu zaleznos¢

(30) A’+6A’=A’—F[jAfdxf.

Metoda ta pozwala na wygodne przeksztalcenie uktadu wspélrzednych
i dobranie najdogodniejszych w danych warunkach osi odniesienia.

Poprzednio omoéwiona interpretacja geometryczna tensora w przestrze-
ni euklidesowej tréjwymiarowej stuzyla do elementarnego wprowadze-
nia w zagadnienia tensorowe i stanowita waski wycinek problemu. Przy
przejsSciu do przestrzeni Riem anmn a pojecia geometryczne stajg sie
znacznie ogélniejsze, chociaz bardziej abstrakcyjne. Matematycy przed-
stawiajg tu wielko$¢ tensorowa jako obiekt geometryczny (liniowy), tj.
utwoér matematyczny, posiadajacy skladowe transformujgce sie liniowo
przy przej$ciu od jednego uktadu wspoélrzednych do drugiego za pomoca
dowolnych transformacji tworzacych grupe. Prawo, jakiemu podlega
grupa transformacji, okresla typ obiektu geometrycznego, czyli charakter
tensora. W tym najogdélniejszym ujeciu obiekt geometryczny zostaje opi-
sany nie intuicyjnym obrazem plastycznym, lecz istotnymi cechami
zmienniczosci danej grupy. Rozumiemy teraz, ze oméwiona na poczatku
transformacja uktadu wspoéirzednych nie jest przypadkows operacja ma-
tematyczng, lecz ma podstawowe znaczenie zaréwno fizyczne, jak geo-
metryczne. Za pomoca transformacji mozemy bowiem wykry¢é niezmien-.
nicze, a wiec najistotniejsze wtasciwosci obiektu.
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3. Interpretacja fizyczna wielkosci tensorowych

Celowo zaczeliSmy od rozpatrzenia geometrycznego obrazu tensorow,
aby na tej podstawie przejs¢ do okreslenia ich sensu fizycznego. Wydaje
sie bowiem, ze metoda geometryzacji zjawisk fizycznych, szeroko sto-
sowana w fizyce teoretycznej, jest zbyt mato wykorzystana w technice,
mimo swych niewatpliwych waloréw logicznych i dydaktycznych. Geo-
metryczne, a $cislej biorac tensorowe przedstawienie zjawisk fizyeznych
stwarza bowiem uniwersalny jezyk, pozwalajacy opisa¢ bardzo odlegte
od siebie zjawiska przyrody. W niektérych dziedzinach — zwlaszcza
w elektrotechnice — rachunek symboliczny dal tak latwe i przejrzyste
metody geometryzacji, ze staly sie one codziennym narzedziem pracy
inzyniera nie tylko w zaktadzie naukowym, lecz i w produkcji. W bar-
dziej zlozonych przypadkach technika napawa jeszcze lekiem wyobraze-
nie ukladu mechanicznego o m stopniach swobody, jako punktu w prze-
strzeni r-wymiarowej. Tu jednak wtasnie tkwig mozliwo$ci potencjalne
zastosowan rachunku tensorowego, ktéry moze byé bardziej ogélnym
$rodkiem geometryzacji niz rachunek liczb zespolonych.

W celu przejécia od wielkosci geometrycznych do zjawisk fizycznych
musimy przede wszystkim uog6lni¢ pojecie przestrzeni, a wiasciwie geo-
metrii. Dotychczas postugiwaliSmy sie przestrzeniq metryczna, w ktorej
okreslié mozna bylo jednoznacznie odleglosci i katy liniowe w przestrze-
ni, uzywajac podstawowego tensora metrycznego- W fizyce i technice ma-
my natomiast przewaznie do czynienia z parametrami danego zjawiska,
ktére nie dadza sie mierzy¢ wspoélna miara, chociaz z powodzeniem moz-
na je przedstawi¢ w postaci wykresu geometrycznego plaskiego, prze-
strzennego czy r-wymiarowego. Takim wykresem jest np. obraz entropii
w funkeji ci$nienia, gestosci i temperatury gazu lub obraz napiecia
w funkecji zmian opornosci rzeczywistej i urojonej obwodu elektrycznego.

Pojecie przestrzeni metrycznej trzeba bedzie zastapi¢ ogoélniejszym po-
jeciem przestrzeni wektorowej. Ukladem odniesienia jest tu uklad «we-
ktorédw», ktérych diugosci- nie dadza sie porownac ze soba. Jedna z nich
jest, na przyklad, miarg czasu, druga oznacza temperature stygnacej bry-
ly lub tez trzy wektory sa mierzone dlugoscia i wyznaczadja miejsce po-
miaru wewnatrz sali, ale czwarty odpowiada glosnosci dzwieku wyra-
zonej, oczywiscie, nie w e¢m, lecz w fonach. Pojecie wektora jest tu bar-
dzo uogoélnione i méwi o poréwnaniu lub przej$ciu miedzy dwoma sta-
nami fizycznymi danego uktadu. Takie pojecia, jak katy miedzy osiami
wspoirzednych, skale wspélne dla tych osi i podstawowy tensor metryczny,
traca w tych warunkach okreslony sens.

Analitycznie mozna zdefiniowaé taki uogélniony wektor jako ciag
o n wyrazach a = (a,, as, ..., a,), przy czym wyrazy te sa elementami pew-
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nego zbioru liczb, zwanego niekiedy ciatem matematycznym, [66]. Zbior
takich wektoréw okre$la n-wymiarowg przestrzen wektorows.

Nalezy tutaj przej$¢ na kategorie rozumowania geometrii afinicznej,
aby zbada¢ niezmiennicze wlasciwosci uktadu, niezalezne od przypadko-
wego wyboru osi wspoéirzednych. Brzmi to nieco abstrakcyjnie, w rze-
czywisto$ci jednak jest tlumaczeniem na jezyk geometrii rézniczkowej
najprostszych czynnosci technicznych, jakie spelniamy np. okreslajac moc
maszyny parowej na podstawie wykresu indykatorowego.

Checac wiec najog6lniej okreslié znaczenie fizykalne tensora, musimy
przenie$¢ to pojecie do przestrzeni wektorowej. Wlasciwosci tensorowe
obiektéw, wyrazone w geometrii euklidesowej lub np. geometrii % o-
baczewskiego, stanowig szczegolne przypadki geometrii wekto-
rowej.

Ot6z trzeba przede wszystkim odpowiedzie¢ na pytanie, czy rzecza
stuszng bedzie traktowanie tensora jako obrazu wielkosci fizycznej, a nie
tylko pojecia geometrycznego i analitycznego.

Postaramy sie posrednio odpowiedzie¢ na to'pytanie. Kazdy z nas
zdaje sobie sprawe, ze poprawne zaleznosci matematyczne uktada¢ mozna
jedynie miedzy wielko$ciami o tych samych mianach lub, idac dalej,
okreslonych tymi samymi jednostkami. Ta naczelna zasada waznej dla
potrzeb praktyki dyscypliny matematycznej, jaka jest analiza wymiaro-
wa, [13], staje sie zrozumiata juz dla ucznia szkoly podstawowej.

Moze sie czasem zdarzyé¢, ze dla wielko$ci wyrazonych w pewnych
odpowiednio dobranych, chociaz ré6znych, jednostkach potrafimy ulozyc
rownania pozornie sprzeczne z zasadami analizy wymiarowe]j. Na przy-
ktad, w podstawowym dla akustyki wzorze S abin e’ a, [60], polewe]
stronie figuruje czas poglosu w sekundach, po prawej mamy iloraz po-
jemnos$ei sali w m? przez zdolno$é pochlaniania w m? Rzecz polega na
tym, ze wystepujgcy we wzorze wspoélczynnik 0,161 ukrywa w sobie od-
wrotno$é predkos$ci rozchodzenia sie dzwieku, wyrazong w sek/m. Jezeli
zamiast w metrach wielko$¢ po prawej stronie wzoru wyrazimy w sto-
‘pach, wzor przestaje obowiazywa¢, gdyz zmienia sie jego wspoéiczynnik
liczbowy. Uzywajac jezyka tensorowego powiemy zatem, ze charakter
niezmienniczy (inwariantny), tj. niezalezny od wyboru jednostek, maja
tylko rownania o tych samych mianach.

Zasade te mozna potraktowaé szerzej odnoszac ja nie tylko do jed-
nostek miar, lecz ogdlnie do obiektéw geometrycznych, pozostajacych
w okres§lonym stosunku do uktadu wektoréw jednostkowych, wyznaczaja-
cych wspoéirzedne w geometrii afinicznej. Inaczej méwiac, cechy inwa-
riantne majg jedynie rownania wigzace wielkosci o tym samym charak-
terze tensorowym, a wiec wielkosci identycznie zachowujace sie przy
zmianie uktadu wspoéirzednych. To ogbélne prawo ma roéwnie glebokie
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znaczenie, jak przytoczona zasada zgodnosci wymiaréw. W tym punkcie,
jak zreszta i w innych, wystepuje silne powigzanie analizy wymiarowej
z rachunkiem tensorowym. Nawet pewne symbole graficzne, [52], uzywane
w analizie wymiarowej maja swé6j odpowiednik w rachunku tensorowym
i macierzowym.

Na przyklad, typowe réwnanie analizy wymiarowej, odnoszgce sie
do zespolu wielkosci x;

(31) o f(xl? mz: eiieiie 7xﬂ)=07

przy zmianie wielkosci i typu jednostek na zespdl X; transformuje sie za
pomocg zalezno$ci

KOk K
ok .. k2

(32) I X || = Al
R

gdzie k" =0X,/0x, jest odpowiednikiem tensora (7). W przypadku gdy
wymiary wielko$ci sg zachowane, a zmienia sie tylko ich warto$¢, réw-
nanie nalezy pomnozy¢ przez symbol Kroneckera 6% otrzymuje-
my wowczas elementarng zalezno$é

(33) X, =k &z, .

W geometrii elementarnej spotykamy sie z dwoma rodzajami wielko-
$ci. Pierwsze z nich sa to skalary, ktére nie reaguja na najbardziej wy-
mys$lne zmiany uktadu wspéirzednych. Drugie — to wektory, do ktérych
okreslenia obok wartosci bezwzglednej potrzebne jest podanie kierunku;
inaczej moéwiac, musimy zna¢ r sktadowych wektora wzdluz jego osi
wspoélirzednych. Przy zmianie ukladu odniesienia skladowe dowolnych
wektorow (méwimy o wektorach geometrii elementarnej) transformuja
sie w ten sam sposoéb.

Ujecie zjawisk przyrody za pomocg ruchu i sumowania sie wektorow
nie jest jednak w bardzo wielu przypadkach wystarczajgce. Zjawiska te
podlegaja znacznie bardziej skomplikowanym prawom niz proste prze-
ksztalcenia wektorowe. Okazalo sie, ze istnieje wielka grupa faktéw
przynaleznych do bardzo, zdawatoby sie, odlegtych od siebie dziedzin fi-
zyki i techniki, ktére to fakty zmieniajg sie wedle tych samych praw, da-
jacych sie wyrazi¢ za pomocg odpowiednich tensoréw. Poniewaz, jak
widzieliSmy poprzednio, zaréwno skalary, jak wektory sg niczym innym
iak tensorami szczegblnego rodzaju, fragmentaryczna i przypadkowa in-
terpretacja geometryczna zjawisk przyrody moze byé ujeta w logicznie
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zamknieta calo$é, w system rozumowania matematycznego dajacy sie
wszechstronnie wykorzystaé. Rodzaj charakteru tensorowego réwnan ma-
tematycznych pozwala na sklasyfikowanie nie tylko obiektéw geome-
trycznych, ale i zjawisk fizycznych. Daje to nadzwyczaj dogodny sposéb
zorientowania sie, czy obserwowana zalezno$¢ matematyczna ma charak-
ter przypadkowy, zwigzany z lokalnymi warunkami przeprowadzonego
doswiadczenia, czy tez jest inwariantna i reprezentuje istotne powigza-
nie parametréw fizycznych.

Mozna tu sformulowaé ogbélne twierdzenie, ze charakter niezmienniczy
posiadaja jedynie zaleznoSci miedzy zjawiskami przyrody dajacymi sie
przedstawié tensorami tego samego rzedu i typu zmienniczo$ci. Dla zja-
wisk, w ktorych wystepujg parametry nie dajace sie mierzy¢ wspélnag
miarg, a wiec dla zjawisk wymagajacych opisu kategoriami geometrii wek-
torowej, oba warunki sg rownie istotne. Przy opisie zjawisk, ujmowanych
za pomocg geometrii metrycznej, warunek drugi moze by¢ pomijany, gdyz
postugujac sie podstawowym tensorem metrycznym mamy, jak wiadomo,
prawo zmienia¢ charakter zmienniczoSci, co wyraza si¢ zmiang poziomu
indeks6w. Natomiast w przestrzeni wektorowej nie mozna na ogdt utwo-
rzy¢é tensora metrycznego, a wiec charakter zmienniczosci (poziom indek-
sow) staje sie istotng cecha opisywanej wielkosci.

Czesto sie zdarza, ze zjawisko fizyczne opisujemy zespolem réwnan
rozniczkowych o pochodnych czastkowych. Rachunek tensorowy jest wow-
czas szczegblnie pozyteczny, gdyz pozwala usuna¢ wplyw przypadkowe-
go wyboru osi odniesienia na przebieg rézniczkowania.

Postugujemy sie w tym celu metoda rézniczkowania bezwzglednego,
stanowigcego trzonowy sktadnik rachunku tensorowego. Metode réznicz-
kowania bezwzglednego bodaj najjasniej ujmuje P. K. R a sz e w-
ski, |71]. Jezeli badamy dowolne pole tensorowe T%, (M) w bezpo-
$rednim otoczeniu punktu M, wéwezas w zwyklym rachunku rézniczko-
wym rozpatrujemy pelne pochodne dT¥% (M)/dx’ tej funkcji wzgledem
kolejnych wspoéirzednych. Wielko$¢ ta zawiera wyrazy podobnego typu
jak rownanie (28), ktore nie bedgc tensorami zaciemniaja charakter zmien-
niczosci zjawisk i nie pozwalajg na transformacje ukladu wspéirzednych.
Opisang trudno$é przezwyciezamy przy tensorowym roézniczkowaniu
w ten sposéb, ze réwnolegle przesuwamy do punktu M tensor T7%,, (M)
z punktu M  nieskonczenie bliskiego punktu M. Liniowa czes¢ roznicy tego
tensora z tensorem dla punktu M daje wlasnie rozniczke bezwzgledng
D T¥% = tensora. Otrzymana tq metodg pochodna tensora ma np. dla prostego

kim
przypadku kowariantnego wektora postac

0 Ar "
(34) D A, = ()xi — AL
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Jako symbolu rézniczkowania bezwzglednego niektorzy autorzy, [43]
uzywaja symbolu nabla, |/. ‘

W ten spos6b przy rézniczkowaniu wyeliminowany zostal wplyw
czynnika zawierajacego symbol Christoffela Nastgpilo jakby
wyprostowanie i sprowadzenie do statej skali osi wspélrzednych, co prze-
jawia sie tym, ze przy rézniczkowaniu bezwzglednym podstawowy ten-
sor metryczny przechodzi jako wielko$é stata:

(35) D;gir=20.

Jest to tzw. twierdzenie Ricci’ e g o.

Jak wspomniano poprzednio, ujecie geometryczne matematyki ten-
sorowej wcale nie jest konieczne; z powodzeniem mozna by sie ograni-
czyé do operowania zbiorami symboli nie przypisujac im elementarnych
wlasciwosci geometrycznych, a jedynie pewne prawa transformacji. Nie
wynika stad jednak réwnoznacznos¢ pojec tensora i macierzy; podobien-
stwo graficzne symboli jest tu zwodnicze. W teorii przeksztalcen linio-
wych macierz kwadratowa przedstawia, jak wiemy, wspoétczynniki ro-
dziny réwnan liniowych zachodzacych miedzy m wielko$ciami. Wsp6l-
czynnikom tym, czyli sktadowym macierzy, nie przypisujemy specjal-
nych wlasciwosci transformowania. Moga to by¢ zaleznos$ci miedzy dwo-
ma wielkoSciami przestrzeni r-wymiarowej, obowiagzujgce jedynie dla
danego ukladu wspoirzednych. Przy zmianie uktadu wspoéirzednych ma-
cierz traci na ogél sens i na jej podstawie nie potrafimy wnioskowaé
o niezmienniczych wlasciwosciach obiektu, ktore glownie nas interesuja.
Macierz pozwala na zrytmizowanie rachunku, na zrutynizowanie prze-
ksztalcenn posrednich, sama przez sie nie jest jednak wielkoscig, ktérej
mozna by przypisa¢ sens fizyczny; nie kryje sie tez za nig synteza zja-
wisk przyrody. Tymczasem tensor przedstawiony w postaci macierzy po-
siada specjalne wlasciwosci, ktére czynia z niego obraz wielkosci fizycz-
nej; mianowicie, macierz tensorowa przy zmianie uktadu wspoirzednych
wykazuje okreslone prawa transformacji, a jej sktadniki sg ze soba
w organiczny sposob zwigzane. Trzeba przy tym zwroci¢é uwage, ze ten-
sory 2-go rzedu, okres$lone wyzej omoéwionymi prawami transformacji,
moga by¢ rozwiniete zasadniczo jedynie na macierze kwadratowe, gdy
odpowiednikami tensoréw 1-go rzedu (poliwektoréw) sg macierze wier-
szowe lub stupowe. «Tensor to macierz (kwadratowa) plus prawa jej trans-
formowania», [9].

4. Znaczenie metody tensorowej w technice

Przejdzmy do gléwnego interesujacego nas zagadnienia, tj. do per-
spektyw wykorzystania rachunku tensorowego w technice. Zagadnienie
nalezatoby podzieli¢ na odpowiedzi na dwa pytania:
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(1) co moze da¢ rachunek tensorowy w zagadnieniach technicznych,
w ktérych wystepuja typowe wielkosci tensorowe, a wiec w ktoérych dajag
sie stosowaé metody tego rachunku i

(2) w jakich dziedzinach techniki wystepuja wielkosci tensorowe,
a wiec gdzie oczekiwaé nalezy konkretnych korzysci z zastosowania tej
metody.

Pytanie pierwsze wymaga syntetycznej odpowiedzi, opartej na ogol-
nej znajomosci rachunku tensorowego, pytanie drugie pociagga za soba
konieczno$¢ analizy zwiazkéw i zjawisk fizycznych za pomoca rachunku
tensorowego.

Wydaje sie, ze istotna cecha uzytecznos$ci rachunku tensorowego po-
lega na stopniu uogdlnienia wprowadzanym przez ten rachunek. Proces
technicznego obliczenia opiera sie przeciez na zastapieniu konkretnych
liczb odnoszacych sie, na przyktad, do obwodu elektrycznego — symbola-
mi oraz na wykonaniu na tych symbolach dzialan matematycznych, aby
potem od symbolow przejs¢ z powrotem do wartosci numerycznych.

Najprostszym rodzajem uogoélnienia bedzie uogolnienie algebraicz-
ne, w ktéorym symbolami zastepujemy poszczegélne liczby. Na podstawie
takiego uogoélnienia wnioskowaé mozemy o przebiegu pojedynczego
zjawiska. Jezeli zas rozwazania chcemy odnies$¢ do zbioru elementéw, nie
zajmujac sie kazdym z nich z osobna, to uzyjemy metody macierzowej
zastepujac dany zbiér liczb lub symboli algebraicznych pojedynczym
symbolem macierzowym. Geometrycznie'biorgc jest to przejscie od ukla-
du o r stopniach swobody do pojedynczego punktu w przestrzeni r-wy-
miarowej. W postepowaniu takim kryje sie jednak powazne niebezpie-
czenstwo. Ujecie macierzowe skrécito forme zapisu, ale do poznania zja-
wiska nie wniosto nowych elementéw, gdyz otrzymane wnioski odnoszg
sie tylko do pewnych warunkoéw, czyli do wybranego ukladu wspéirzed-
nych.

Jezeli chcemy zmieni¢ uklad wspoélrzednych, czyli rozciagngé dane
rownanie na cala grupe zjawisk o analogicznych wtasciwosciach lub zba-
da¢ wplyw jednego z parametréw (wspoéirzednych) danego przebiegu,
to staje sie nieodzowne znalezienie inwariantnych cech tej grupy ele-
mentéw, a wiec metody przejécia z jednego ukladu wspotrzednych na
inne. Staje sie wiec rzecza konieczng zastosowanie metody tensorowej.
Zaleznie od charakteru badanego obiektu geometrycznego (zjawiska fi-
zycznego) oraz od stopnia zmian i uog6lnien, jakie mamy wprowadzi¢,
zmienia sie rodzaj potrzebnej transformacji tensorowej.

Schematyczna klasyfikacja metod transformacji przydatnych w tech-
nice jest do$é ryzykowna i moze doprowadzi¢ do zupelnie blednych wnio-
skow, jak to miato miejsce w pracach G. Krona, [45], i [47]. Wydaje
sie natomiast rzecza logiczng przeprowadzenie podziatu opartego na roz-
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réznieniu celu, ktéremu ma stuzyé: transformacja. W pogladowy sposéb
mozna tu rozrézni¢ trzy grupy problemoéw technicznych, ktéorym podpo-
rzadkowaé¢ mozna swoiste metody transformacji tensorowych.

(1) Najprostszy typ transformacji ogranicza sie, zazwyczaj do prze-
suniecia lub obrotu sztywnego uktadu wspéirzednych. Transformacja ta
ma na celu zbadanie wlasciwo$ci danego obiektu geometrycznego bez
czynnego wkraczania w przebieg zjawiska. Pogladowo mozna powiedzie¢,
ze obserwator, znajdujacy sie na ukladzie osi wspéirzednych luzno zwig-
zanych z badanym obiektem, a wiec nie podlega-
jacych zmianom zachodzacym w obiekcie, oglada
ten obiekt z réznych stron.

Przykladem tej metody bedzie np. obliczenie za
pomoca transformacji tensorowej naprezen panuja-
cych w réznych przekrojach bryly przestrzenne;j.
Jezeli w pierwotnym kartezjanskim ukladzie wspo6t-
rzednych wyznaczyliSmy tensor naprezen |o| (rys. 7)
o sktadowych ¢, to dla znalezienia sil! normalnych

Rys. 7 F, i stycznych F¢, panujacych w pewnej plaszczyz-

nie P, trzeba w ten sposéb obroéci¢ osie wpodtrzed-

nych, aby w nowym ukladzie X’ np. o§ X' byla réwnolegla do kierunku

normalnej do plaszczyzny. Poslugujemy sie w tym celu transformacja ana-
logiczna do (11)

(36) g = 2 CHE oV;
i,j

skladowe o¢'*' daja zadane skladowe sil.

(2) Bardziej skomplikowana transformacja bedzie potrzebna wow-
czas, gdy bedziemy chcieli formalnie przeksztalci¢ badany obiekt geome-
tryczny. Przeksztalcenie takie moze mie¢ na celu uproszczenie rozpatry-
wanego zjawiska lub sprowadzenie dwoch réznych obiektéw do obiektéw
o tej samej postaci w celu ich poréwnania. Po rozpatrzeniu takiego uprosz-
czonego obiektu musimy z powrotem transformowaé¢ wyniki na uktad
pierwotny, czyli dokona¢ transformacji, ktéra ma za zadanie wyciggnie-
cie wniosk6éw o ohiekcie bardziej skomplikowanym na podstawie prostego
obiektu. We wszystkich tych przypadkach transformacja wplywa na for-
malny opis zjawiska nie zmieniajac jego istotnego przebiegu. Zaleznie od
rodzaju obiektu i wymaganego stopnia uproszczenia trzeba przy tego ro-
dzaju problemach postugiwac sie transformacjg przez przesuniecie lub
obrét, badz tez zmiane ukladu osi wspoirzednych, co oznacza zmiane pod-
stawowego tensora metrycznego. Na przyktad, chcac sprowadzié 'uktad
trzech symetrycznych cewek sprzezonych do trzech niezaleznych obwo-
déw wystarczy transformacja przez obrét w ukladzie kartezjanskim, je-
zeli natomiast przeplyw cieczy w przewodzie eliptycznym chcemy spro-
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wadzi¢ do przeptywu w rurze okragiej, to potrzebna jest transformacja
osi odniesienia. Dla walca o przekroju kolowym podstawowy tensor me-
tryczny | g,/ wyznaczony byt przez rownanie (25), gdy dla przekroju elip-
tycznego przy wprowadzeniu osi ortogonalnych XY (rys. 8)

@}/ cosh? X —cos*Y 0 0 }
(37) gell= : 0 ay/ cosh? X—cos?’Y 0

|

;‘ 0 0 1 ‘

Wspélrzedna Z pozostaje niezmieniona, mozna wiec ja opusci¢. Transfor-
macji dokonamy postugujac sie wzorem (22). Transformacje tego typu
mozemy sobie uzmystowi¢é jako ogladanie
przedmiotu w krzywym zwierciadle, ktére
nadaje obrazowi pozadane przez nas uprosz- Y X Y
czone zarysy. \ Y
(3) Wreszcie celem trzeciego typu trans- X
formacji jest odwzorowanie rzeczywistych pro- /
cesow zachodzacych w obiekcie przez zmiane /
uktadu wspoilrzednych. Gdy w obu poprzed-
nich “problemach osie wspoirzednych byly
niejako luzno zwigzane z obiektem, a trans- Rys. 8
formacja miala charakter formalny, uzaleznio-
ny od polozenia (pierwszy problem) lub sposobu patrzenia (drugi problem)
postronnego widza, to w ostatnim problemie transformacja jest wyrazem
istotnego przebiegu zjawiska fizycznego. Obserwator, zamiast patrze¢ z boku,
zostal przyczepiony do pewnego elementu ukladu (np. do czastki materii
i z tego stanowiska widzi zjawiska. Problemy tego typu sa nadzwyczaj r6z-
norodne, przewaznie wymagaja one transformacji na wspoéirzedne krzywo-
liniowe i przejscia od przestrzeni euklidesowej do przestrzeni Rie m an-
n a. W wielu jednak przypadkach sprawa ogranicza sie do przesuniecia lub
obrotu osi wspoirzednych. Najprostszym przykladem jest odvv’zorowanie
wzglednego ruchu dwoch obiektéw przez odpowiednie przemieszczenie osi
wspotrzednych. Czesto metoda ta jest stosowana przy badaniu odksztai-
cen o$rodka cigglego, mianowicie ze wspoéirzednych nieruchomych xf prze-
chodzimy na wspéirzedne X’ zwigzane z materia odksztalconego osrodka
(wspbirzedne Lagrange’a). W nowych wspélrzednych otrzymujemy
znacznie prostszg postac niektérych wzordéw, optaca sie zatem uzycie skom-
plikowanego ukladu odniesienia. Na przyktad praca d L naprezen o*’ po-
wodujacych przemieszczenia du; da sie przedstawi¢ w osiach odksztat-
conych X’ rézniczkami absolutnymi

Yy

.

1 Doéus  Dow
(38) dL=— {ak’[ ]dxl dx*dXx®,

DX’ T Dx*



co sprawialoby trudno$¢, gdyby réwnanie to odnosilo sie do osi x’. Po-
wyzszy podzial da sie stresci¢é w nastepujacy sposoéb:

grupa 1 obejmuje transformacje formalne nie zmieniajace postaci
obiektu,

grupa 2 obejmuje transformacje formalne powodujace zmiane po-
staci (sktadowych) obiektu,

grupa 3 obejmuje transformacje odwzorowujace rzeczywiste zmiany
w obiekcie.

W zastosowaniach bedziemy mieli czasem do czynienia z kombinacjag
réznych grup transformacji, najczesciej bedzie to dotyczylo badania za
pomoca transformacji grupy pierwszej wiasciwosci obiektu, ktéry ulegt
transformacji grupy trzeciej.

Transformacje takie wystepuja w wielu zagadnieniach fizyki, jezeli
postugujemy sie réwnolegle réznymi typami wspéirzednych, np. wspot-
rzednymi Eulera i Langrange’a Przyjety tu podzial wydaje
sie znacznie logiczniejszy od koncepcji K r omn a, [45], ktéra nigdy nie
znalazta udokumentowania w praktycznych zastosowaniach.

Uzyskanie formuly, uogélniajacej w formie réwnania tensorowego
szczegblne zalezno$ci, wystepujace w jakiej$ konstrukcji czy procesie
technologicznym, nie zadowoli jednak praktycznych wymagan inzyniera.
W celu uzyskania przydatnego technicznie rozwigzania, po wykonaniu
generalizacji obiektu metoda tensorows, przejs¢ trzeba droge powrotng
do coraz bardziej szczegotowych przypadkéw. Nalezy zatem rozwingé ten-
sory na odpowiednie macierze, nastepnie znalezé wartosSci algebraiczne
tych macierzy i wreszcie podstawi¢ wartosci liczbowe, znajdujac potrzeb-
ne dane techniczne.

Nasuwa sie wobec tego pytanie, czy istotnie dla potrzeb techniki lub
nauk technicznych potrzebne jest tc uogélnienie. Réwnie dobrze mozna
zapyta¢, czy z doliny (od znanych warto$ci numerycznych) warto piaé sie
na gore (ku uogélnieniom), aby potem znow zejs¢ w doliny (do wartosci
numerycznych poszukiwanych). Czy nie byloby lepiej wedrowaé dolina-
mi, to jest stosowac stopniowe przeliczanie wartosci liczbowych.

Otéz przediuzajac nasze por6wnanie mozna powiedzie¢, ze na szczyt
gory warto wejs¢ w czterech przypadkach: (1) jezeli chcemy zbadaé¢, z cze-
go sklada sie wierzcholek goéry, (2) jezeli pragniemy obejrzeé¢ widok ze
szezytu, (3) gdy droga przez gory okaze sie w wyniku latwiejsza niz bar-
dzo dtuga droga dolinami, i, wreszcie, woéweczas (4) gdy dolina jest cat-
kowicie otoczona gérami, nie ma wiec z niej innego wyjscia.

Podobnie jest w naszym przypadku. Btedne byloby twierdzenie, ze
rachunek tensorowy jest wszedzie i zawsze przydatny; nie ma sensu
sili¢ sie na jego zastosowanie woéwczas, gdy kompletny i jasny opis zja-
wiska daja prostsze metody, chyba ze zalezy jedynie na ilustracji zasto-
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sowania symboli tensorowych. Tam jednak, gdzie uzycie poje¢ tensoro-
wych jest uzasadnione, moga one da¢ poczwoérng korzys$c.

(1) Proste w swej formie algebraicznej wzory tensorowe ujmuja
W sposéb syntetyczny bardzo skomplikowane przebiegi i pozwalajg tech-
nikowi zorientowaé sie w generalnych zalezno$ciach, ktére rzadza pro-
jektowanym przez niego urzadzeniem. Réwnanie takie, nawet bez roz-
wigzania numerycznego, pozwala konstruktorowi na wpoélintuicyjne
okreslenie, w jaki sposéb nalezy dobra¢ parametry ukladu, aby uzyskaé
zamierzony efekt, lub tez daje moznos¢ zorientowania sie, jak wplynie
zmiana jednego z elementéw na dziatanie calego urzgdzenia. Ustalenie
typow tensorow opisujacych badana grupe zjawisk pozwala na ich skla-
syfikowanie, daje zatem mozno$¢ okreslania charakteru zmienniczo$ci
i inwariantnych zwigzkéw, laczacych poszczegélne czesci danego urza-
dzenia czy tez czynniki procesu technologicznego. W ten sposéb glebiej
wnikamy w istote zjawisk fizycznych. Zamiast rzutu oka z jakiej$ okre$-
lonej perspektywy, mogacej wytworzy¢ zludne skroty obrazu, ogladamy
obiekt ze wszystkich stron, wylawiajac jego istotne cechy, a odrzucajac
przypadkowe deformacje obrazu zalezne od kierunku patrzenia.

(2) Roéwnania tensorowe maja identyczna posta¢ dla bardzo réznych
zjawisk fizycznych. Raz ustalone zalezno$ci mozna wiec stosowaé do
réznych dziedzin techniki. Ten wlasnie aspekt zagadnienia jest dla auto-
ra osobiécie szczegblnie atrakcyjny, pozwala bowiem na bardzie] przej-
rzyste niz w dotychczasowych pracach, [58] i [59], ujecie analogii elektro-
mechanicznych. Nie bedziemy tu powtarza¢ podanych woéwczas motywow
decydujacych o wadze zagadnienia analogii we wspoélczesne]j technice.
Podkreslié tylko wypada, ze rachunek tensorowy posiada w tym zakresie
ogromne walory dydaktyczne.

W mozliwoéci operowania tymi samymi zwigzkami w réznych dzie-
dzinach nauk technicznych tkwi jeszcze, oprécz zagadnienia analogii, in-
na wazna korzy$¢ praktyczna. Chodzi o to, ze obecne problemy techniczne,
zwlaszcza problemy, ktore przed nami stawia kompleksowy przemyst
gospodarki ludowej, sa z reguly wieloparametrowe i bardzo réznorodne,
wiazgce sie z zupelnie odrebnymi dziedzinami wiedzy. Ot6z przy metodzie
tensorowej mozemy, przynajmniej symbolicznie, operowa¢ dowolna ilo-
$cig zmiennych (wektorow podstawowych), a wskazniki zmienniczosci
pozwalaja na zorientowanie sie, jaki jest wplyw poszczegélnych czyn-
nikow.

(3) O ile chodzi o rachunkowe zastosowanie metody tensorowej, a wiec
zej$cie do rozwigzan numerycznych, to sytuacja wyglada analogicznie
jak przy uzyciu algebry macierzowej, do niej bowiem sprowadzajg sie
dziatania arytmetyczne, ktoére trzeba wykonaé¢ przy rozwijaniu tensorow.
Sprawa ta byla w swoim czasie przedmiotem dyskusji w Zakladzie Elek-

25



trotechniki Teoretycznej PAN; wartoSciowe uwagi zawiera praca
T. Cholewickiego, [l4]. Zainteresowani znajda szczegdly w pod-
recznikach specjalnych, [25]. O przydatnos$ci rachunku macierzowego
(i tensorowego) decyduje tu stopien skomplikowania zagadnienia i jego
powtarzalno$é. Pojedynczy obwod pradowy lub rozkiad naprezen w malo
skomplikowanej bryle na pewno latwiej rozwigzemy rachunkiem ele-~
mentarnym. (p6jdziemy do celu dolinami). Natomiast przy zagadnieniach
wymagajacych zmudnych i czesto powtarzajacych sie przeliczen metoda
macierzowa staje sie przewodnikiem i organizatorem rachunku, pozwala
bowiem, jak juz wspomnieliSmy, na zautomatyzowanie obliczen. Trudno
sie jeszcze zorientowaéc, w.jakim stopniu rachunek tensorowy i macie-
rzowy bedzie przydatny przy postugiwaniu sie maszynami matematycz-
nymi. Wydaje sie jednak, ze zaréwno przy opracowaniu programu, jak
i przy ustalaniu analogii bedzie on bardzo uzyteczny.

(4) Trzeba wreszcie stwierdzi¢, ze sa pewne problemy, ktére nie da-
dzg sie w;ogdle praktycznie rozwigza¢ bez uzycia metody tensorowej, co
oznacza, ze zastosowanie rachunkowe tej metody do istotnego nume-
rycznego rozwiqzania zagadnienia siega dalej niz zastosowanie metody
macierzowej. Wynika to z wyzej omowionego faktu, ze metoda macierzo-
wa nadaje sie tylko do okreslonego typu wspoéirzednych, podczas gdy
przechodzac na réwnania tensorowe mozemy operowac przestrzenig o nie-
mal dowolnych wtasnosciach. Mozemy zatem skomplikowane zagadnie-
nia — nie dajgce sie rozwigza¢ w ukladzie odwzorowywanym wedtug
praw geometrii euklidesowej — sprowadzi¢ do stosunkowo prostych za-
leznosci obowigzujacych przy odpowiednio dobranych Wspolrzednych
krzywoliniowych [problemy grupy (2) i (3)].

Przejdzmy teraz do zbadania, jak te ogélne wytyczne dostosowaé do
réznych galezi techniki. Byloby rzecza niecelowg przypadkowe wymie-
nianie tych dziedzin, w ktérych sporadycznie spotykamy przyktady uzy-
cia metody tensorowej. Nalezy raczej zapytac, jakie sa podstawowe pro-
blemy techniki dajace sie wyrazi¢ i rozwigza¢ symbolami tensorowymi.

5. WielkosSci tensorowe w osrodkach ciaglych

Na wstepie stwierdziliémy, ze rachunek tensorowy powstal z potrzeb
krystalografii i teorii sprezystoSci rozwijajac sie przede wszystkim jako
narzedzie badania kontinuum r-wymiarowego. Obecnie jednak znalezio-
no juz, [3], [6], dogodne metody adaptacji tego rachunku do systemow
o statych skupionych. Rachunek tensorowy moze zatem vrzenikngé do
elektrotechniki i mechaniki zaré6wno przez zagadnienia pola, jak i przez
problemy systeméw. Uzywaé bedziemy nazwy system dla okre§lania
obiektu skladajacego sie z elementéw skupionych, natomiast termin
uktad rezerwujemy nadal dla zespotu osi odniesienia.
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Zachowamy historyczng kolejno$¢ i zaczniemy od zagadnienia pola
abstrahujac na razie od tego, czy jest to pole sit sprezystych, czy tez pole
elektromagnetyczne. Nalezy przede wszystkim zbadaé, jaki charakter
tensorowy maja wystepujace w polu wielkosci fizyczne, co pozwoli na
prawidiowe ulozenie réwnan tensorowych i ocene ich przydatnosci.

Przedtem jednak musimy uzupelni¢ nasze wiadomosci dotyczace r6z-
nego typu niepelnych tensoréw, jakie skonstruowaé¢ mozemy w przestrze-
ni metrycznej i wektorowej. Uzyjemy przy tym mozliwie prostych okres-
len, nie wdajac sie w subtelno$ci wprowadzone przez niektérych auto-
roéw, [55].

Poprzednio méwilismy, ze tensor antysymetryczny moze byé¢ przed-
stawiony w formie multiwektora. Ta interpretacja fizykalna ma sens
wowezas, gdy rzad tensora n jest mniejszy od ilo$ci wspolrzednych p.
W przypadku gdy n réwna sie r, a tensor jest antysymetryczny wzgle-
dem wszystkich indekséw, warto$é¢ rozng od zera bedzie mial tylko wy-
raz i, j, .., v tego tensora, mianowicie wyraz nie zawierajacy dwéch jed-
nakowych indekséw. Pozostale wyrazy réwne sa zeru. Tensor tego typu
daje si¢ wiec przedstawi¢ pojedyncza liczba, ktéra jednak nie jest ska-
larem, lecz tzw. pseudoskalarem, gdyz zmienia swa wartosé zaleznie od
ukladu wspélrzednych. Oznaczymy go literg gotycka . Uzywa sie row-
niez oznaczenia literami pisanymi pétgrubym drukiem, [74].

W problemadch technicznych i fizycznych nic nie stoi na przeszkodzie,
aby przyjac¢ jako stale obowigzujgca pewna kolejno$¢ indekséw, podobnie
jak to robimy w rachunku wektorowym, oznaczajac zwrot wektora wzgle-
dem osi. Wtedy naszemu pseudoskalarowi przypisujemy jeszcze okreslo-
ny zwrot (wedlug Schoutena jesttotzw. W-skalar, [74].

W jaki sposéb transformuje sie pseudoskalar przy zmianie wspotrzed-
nych? Na podstawie wzoru (10), zwazywszy ponadto znikanie sktadni-
kow o dwoéch lub wiecej jednakowych indeksach, otrzymamy

(39) A = A=

a=1 dla tensora kontrawariantnego,
(L) (M)

a=—1 dla tensora kowariantnego.

Litery w nawiasach nie maja tu takiego znaczenia jak indeksy w zwy-
klych rownaniach tensorowych, stuza jedynie do okreslenia, do jakiego
systemu wspoélrzednych odnosi sie pseudoskalar (litery duze) i czy po-
wstal on z wektora kontrawariantnego (indeks goérny), czy tez kowariant-
nego (indeks dolny). Waznag wtasnos$cig pseudoskalara jest zalezno$é jego
transformacji od rodzaju zmienniczo$ci wyjsciowego tensora. W geo-
metrii wektorowej oznacza to istotng réznice cech danego zjawiska. W geo-
metrii metrycznej sprawa daje sie z tatwoscig wyjasni¢, mianowicie ilo-
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czyn skitadnikéw o réznych indeksach bedzie mial w tensorze kontrawa-
riantnym postaé

(x)
(40) M =g gl |
przedstawia zatem pojemnosé elementu przestrzennego. Odpowiedni ilo-
czyn skladnikow wektora kowariantnego

(41) A=y, Y, Ys,
(63)]

przedstawia odwrotnos¢ pojemnosci, jakie tworzg odpowiednie wek-
tory kontrawariantne. Stad nazwa gesto$¢ skalarna. Wygodne przy roz-
wazaniach fizycznych rozréznienia gestosci i pojemnos$ci skalarnej wpro-
wadzone zostalo przez L. Brillouin, [8]; inni autorzy méwig
ogdlnie o gestosci. Iloczyn gestosci przez pojemnos$é

(67
(42) AA=K
(x)

jest wielko$cig niezmienniczg, ktéra w o$rodku ciggtym odpowiada za-
wartos$ci materii w danym elemencie.

Iloczyn gesto$ci (pojemnosci) przez dowolny tensor daje tzw. gesto$é
(pojemnosé) tensorowq. Wielkosci te mozna ogélnie nazwaé pseudotenso-
rami: D ubn ow, [20], uzywa terminu «tensor wzgledny». W przestrze-
ni tréojwymiarowej pojemnos¢ tensorowa jest powierzchnig o okreslonym
_kierunku normalnej i okreslonym zwrocie, stanowi zatem odpowiednik
poprzednio wspomnianego biwektora kontrawariantnego. Dla odréznie-
nia pseudotensory oznacza¢ bedziemy literami gotyckimi.

W przestrzeni metrycznej, ze wzgledu na wzory (22) i (39), przejscie
z tensora A na pseudotensor ¥ nastepuje za pomocg wielkosci

e M
(43) A=z fe= 0 A
k=+4+1 da ¥;,
gdzie y jest wyroznikiem podstawowego tensora metrycznego lgll.
Zauwazymy mimochodem wazng w zastosowaniach technicznych za-
lezno$¢ geometryczng, mianowicie rzeczywista objetos¢ elementu dV
w ukladzie wspoéirzednych x‘ réwna sie

(44) dV =(|y|)rdatdada®.

Zmiana wartosci pseudoskalara nastepuje, jak wida¢ z rownania (39), je-
dynie wowczas, gdy zmieni sie podstawowy tensor metryczny.
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Przejscie z tensoréw wilasciwych na pseudotensory w wielu przypad-
kach bardzo upraszcza rachunek, gdyz tensor antysymetryczny rzedu n
w przestrzeni r-wymiarowej, posiadajacy r!/n! (r— n!) na og6t réznych od
zera i roznych miedzy sobag skiadowych, redukuje sie do pseudotensora
o (r-mn) sktadowych. Takim pseudotensorem pierwszego rzedu jest np.
multiwektor o okre$lonym zwrocie, ktéry poprzednio rozpatrzyliSmy.
W przestrzeni tréjwymiarowej objeto$¢ tensorowa jest powierzchnig
o okreslonym kierunku normalnej i okreslonym zwrocie; odpowiada ona
biwektorowi kontrawariantnemu.

Mamy tu doskonaly logike systemu wielko$ci tensorowych, pozwala-
jaca na latwe orientowanie sie w skomplikowanych zagadnieniach wielo-
wymiarowych.

W problemach elektrotechniki i drgan mechanicznych specjalne zna-
czenie maja tensory, ktérych skiadniki sa liczbami zespolonymi typu
a + jb. Tensory takie przy odwroceniu przechodza na tensory sprzezone
o skladowych typu e — jb. Tensory zawierajace sktadniki proste i sprze-
zone, tzw. tensory Hermite a czyli spinory, zajmuja wazne miejsce
w fizyce atomowej. W technice macierze tego typu znajdujg zastosowania
w zagadnieniach zlozonych obwodow elektrycznych.

Wréémy do okreslenia charakteru tensorowego wielko$ci pola. Posta-
ramy sie wyjs¢ z interpretacji operatoréw polowych w geometrii wekto-
rowej, gdyz daje to najogoélniejszy obraz zjawisk. Trzeba przy tym pa-
mietaé, ze wowczas od punktu do punktu zmieniaja sie prawa transfor-
macji, a poziom indeksé6w okreslajacych zmienniczo$¢ musi pozosta¢ nie-
naruszalny. Przypadek przestrzeni metrycznej traktowa¢ bedziemy jako
szczegblny, jest on zreszta mniej interesujacy i wyczerpujaco rozwazony
w literaturze, np. [37].

Przejdzmy kolejno podstawowe operacje wektorowe, ograniczajac sie
do sformulowania najwazniejszych wzoréw tensorowych.

Gradientem nazywamy pewien wektor G przyporzadkowany funkeji
skalarnej V (potencjalowi):

(45) G=grad V;

mozna to rowniez przedstawi¢ przez formalne pomnozenie potencjatu
przez operator Hamiltona [ (nabla), majacy jednoczesnie charak-
ter wektorowy i bedacy symbolem rézniczkowym (por. np. N. A. G o-
workowa, [32]):

(46) G=rpV.
W postaci tensorowej gradient okreslamy wzorem
oV
47 G,= D
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W przestrzeni metrycznej wzor ten bedzie uzupelniony do postaci

1 0V
(48) Co=T oo’
gdzie | jest dlugoscia jednostkows, okreslong przez jednostkowe sktado-
we za pomocg wzoru (22). Za' posrednictwem tensora podstawowego
przej$¢ mozemy w przestrzeni metrycznej na wygodniejszy w analizie
geometrycznej wektor kontrawariantny

) gik oV
49 e SUEERY
(49) e S
Nastepnym pojeciem jest rotacja
(50) R =rotB,

ktéra mozna formalnie przedstawié¢ jako iloczyn zewnetrzny (wektoro-
wy) operatora Hamiltona przez wektor B:

(51) R=|y -B].

Sktadniki rotacji w formie tensorowej przedstawiajg sie nastepujgco:
__0B; d By,

62) Rix= ozt odxf

Jest to jednorodny tensor antysymetryczny, ktory odpowiada biwekto-
rowi. Jezeli wybierzemy jako obowigzujacy pewien porzadek indekséw
tego tensora, to sprowadzimy rotacje do gestosci tensorowej.

Przy przejéciu do wspdlrzednych metrycznych ortogonalnych znaj-
dziemy rzeczywiste diugosci sktadnikéw wektora rotacji przez wprowa-
dzenie jednostkowych diugosci li, lr) przyporzadkowanych wielkosciom
B;, B:; przyjmujac B; = Bj/l;) oraz Br = B:/li» otrzymujemy
(53) Rir = : [Oax’ (Ui BL)—--Q~ Loy B | -

L) Ly 0

Ciekawe wlasciwosci posiada w ujeciu tensorowym diwergencja. Row-
nanie
(54) D—divC

przedstawia inacze]j iloczyn wewnetrzny (skalarny) operatora Hamil-
tona przez wektor

(55) D=y -C.
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Diwergencja w przestrzeni r-wymiarowej ma nastepujgca postac,
w ktérej nie sprecyzowaliSmy na razie charakteru tensorowego poszcze-
g6lnych wielkoSci:

Zauwazy¢ trzeba, ze calka diwergencji przedstawia strumien wy-
plywajacy z danego obszaru. Szukanie rozbieznosci jest wiec operacja
wektorowa, ktéra przeprowadzamy na wektorze kontrawariantnym C’
pomnozonym przez gestos¢ skalarng ((9), czyli na gesto$ci tensorowej pierw-

l
szego rzedu (wektorowej) ¢'. Latwo udowodni¢, ze wowczas diwergencja
jest rowniez gestoscig skalarng, czyli ze wzor (56) nalezy poprawnie napi-
sa¢ jako

(2) Si
(57) L Sﬂ 06

e o
= ()5

Rozumowanie pozostaje w mocy, jezeli zamiast gestosci wektorowei
wprowadzimy gesto$¢ tensorowa wyzszego, np. n-rzedu w przestrzeni
r-wymiarowej, pod warunkiem, ze gestos$¢ ta pozostanie catkowicie anty-
symetryczng; w przeciwnym razie pojawiag sie czynniki wyzszego rzedu
tensorowego. Mozemy teraz poda¢ wazna zalezno$¢ dla gestosci tensoro-
wej drugiego rzedu:

: o 0 Gy
(58) i —Div (7= Z e
Diwergencja jest tu wielko$cia wektorowa, a nie jak w rachunku ele-
mentarnym skalarng, i dlatego piszemy ja dla odréznienia z duzej litery.

W przestrzeni metrycznej, gdy szukamy rozbieznosci pdél zwyklych
wektoréw, rozumowanie jest uproszczone, gdyz przez operacje G' =1/ |y | C?
przechodzimy od wektora do gesto$ci wektorowej. Dla wspoélrzednych
ortogonalnych w przestrzeni tré6jwymiarowej, podobnie jak we wzorze
(53), mozemy przej$¢ do diugosci rzeczywistych wektorow wedlug wzoru

: i 0 . 5} , 0 .
(59) divEC == [ 1 (I Uz C1) + 0 Iy Lz Ca) + 0 (l<1)l(2)C3)] 5

Na uwage zastuguja jeszcze wlasciwosci laplasjeanu w ujeciu tensoro-
wym. Mozemy go napisa¢ w postaci

2y — g _ 5 G
(60) V2V =div grad V = g G
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jest to, inaczej mowiac, iloczyn skalarny (kwadrat) operatora H a m i 1-
ton a:

(61) Viv=({y-v)V.

W przestrzeni wektorowej wielkosci takiej mie mozna w prosty sposéb
utworzyé, gdyz nie mamy przejscia od skladowych kowariantnego wek-
tora gradientu Gy do kontrawariantnego wektora potencjatlu o sktadowych B'.

W przestrzeni metrycznej jest to manipulacja dajaca ze skalara skalar,
ktora musi byé przeprowadzona przy uwzglednieniu zmiany polozenia
indeksow:

| . o [ . OV
(62) iV Z ()xi(v V!g"a'xk)'

Viyl %

Zamiast V|y| podstawi¢ mozna odpowiednie dtugoéci jednostkowe, co
dla osi ortogonalnych w przestrzeni tréjwymiarowej daje dobrze znane
z analizy wektorowej, [24], wyrazenie laplasjanu

9 1 0 /1(2)1(3) ov
63 74V —m —— | —— —
( ) v 1(1)1(2)1(3) OCCI( 1(1) Ox‘)
n 0 (lnle OV , 0 [lnly OV\].
0 x? l(g) 6 gp* d 7 l(a) ().’E3

Za pomoca analizy tensorowej pojecia gradientu, rotacji i diwergencji
mozna rozszerzy¢ nie tylko na wektory i skalary, ale i na tensory dowol-
nego rzedu. Wymienione operacje polegaja tu na zmianie rzedu tensora,
czego szczegblnym przypadkiem sa przeksztalcenia analizy wektorowej.
Obowiagzuja przy tym nastepujgce reguty:

(1) gradient tensora ma rzad o 1 wyzszy od tensora pierwotnego,

(2) diwergencja tensora jest o 1 rzad nizsza od tensora pierwotnego,

(3) rotacja tensora wyraza sie tensorem o 1 rzad wyzszym, ale zaw-
sze antysymetrycznym.

Istotne korzysci w ujeciu tensorowym dynamicznych przebiegéw za-
chodzacych w o$rodku cigglym otrzymamy przez wprowadzenie «czasu ja-
ko wspéirzednej niezaleznej lub zwigzanej, co otwiera droge do zasto-
sowan rachunku tensorowego w zagadnieniach teorii drgan, [9]. Aby za-
chowa¢ fizyczng poprawnos$¢ okreslen, musimy tu zaczerpnaé wzory ze
szczegolnej teorii wzglednosci. Jak wiemy, gléwng trudnoscia w przej-
$ciu z uktadu o wspoirzednych nieruchomych do ukiadu o wspéirzednych
ruchomych jest fakt niezmiennej predkosci $wiatta (doswiadczenie M i-
chelsona). Zagadnienie to zostato rozwigzane w 1905 roku przez Ein-
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steina zapomocg wprowadzenia pojecia wzglednosci czasu i zwigza-
nego z tym zasadniczego réwnania

(64) xlg + ylg + Z!g . cg t’2 o r”2 + yl/g + 2’/2 - C2 t//g ,

z ktorego wynikaja transformacje L orentza, [7]

W technice — przynajmniej na razie — postugujemy sie tak matymi
predkosciami, ze wielko$é v*/c? moze byé w transformacji Lorentza
pominieta. Interesuje nas natomiast podana w 1908 roku przez M i n-
kowskiego, [65], interpretacja geometryczna réwnania E in st e i-
n a. Ma ona duze znaczenie praktyczne, mimo pozornie abstrakcyjnej
formy, ktorg w dodatku w antynaukowy sposob starano sie zaciemnié roz-
nymi idealistycznymi hipotezami. M in k o w s ki wprowadza pojecie
wspobirzednych czasowo-przestrzennych x, y, 2, jct oraz pojecie «wektora
w Swiecie» wyznaczonego tymi wspoirzednymi. Ruch punktu material-
nego w przestrzeni przedstawia «linie w $Swiecie».

Wielkosci cosinuséw kierunkowych sa tu okreslone przez rownanie

dx dx dit _dy __dz . dt

T ds  dt ds’ BT ds’ BT as W%

(65) a, gs

Z transformacji Lorentza wynika

at ]

ds cy 1—ov?c? ’
za$ dx/dt, dy/dt, dz/dt sa skladowymi predkosci v.

Jezeli «linia w Swiecie» zlewa sie z osig jct, a; = a, = a; = 0, a, = 1,
to punkt materialny pozostaje w spoczynku. Zmiany predkosci ttumacza
sie jako przesuniecia katowe. Widzimy, ze stwarza to bogate mozliwosci
operowania tak wygodnymi w rachunku tensorowym pojeciami przestrze-
ni r-wymiarowej, przy czym zaniedbanie czynnikéw wynikajacych
z transformacji Lorentza znacznie przySpiesza obliczenia.

6. Metody tensorowe w technicznych zagadnieniach pola

Rachunek tensorowy odniesiony do*os$rodkéw cigglych znajduje licz-
ne zastosowania w mechanice i elektrotechnice. Przedmiotem niniejszej
pracy nie jest szczegélowe omawianie tych zastosowan, punkt ciezkos$ci
potozyliSmy bowiem na samej metodzie podej$cia do zagadnienia. Nie-
mniej nalezy wymienié przynajmniej gléwne kierunki, w jakich rozwi-
jaja sie lub beda sie zapewne rozwijaly zastosowania, aby na tym tle
uwydatnié¢ specyficzne dla techniki metody postugiwania sie rachunkiem
tensorowym.

Klasyczna dziedzina zastosowania rachunku tensorowego w technice
sg zagadnienia statyczne teorii sprezystosci. Metody tensorowe w tej nau-
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ce nie tylko byly najdawniej znane i stosowane jeszcze przed wlasciwym
sprecyzowaniem poje¢ tensorowych [69], ale i nadal pozostana zapewne
stosunkowo najbardziej popularne. Wynika to z dwéch przyczyn:

(1) Tensor pola sit sprezystych jest latwo dajaca sie wyobrazié¢, nie-
mal namacalng, wielkoScig fizyczna. Specyficzne wlasciwosci geometrycz-
ne elipsoidy naprezen lub odksztalcen sa tak zrozumiate, ze wprowadze-
nie pojecia matematycznego, ktore jednym symbolem ujeloby te wlas-
mos$ci, narzuca sie samo przez sie.

(2) Obliczanie naprezen i odksztalcen w roznych przekrojach osrod-
ka spotyka sie stale w konkretnych zagadnieniach technicznych, a jedno-
czesnie stanowi typowy problem transformacji tensorowej.

Ze wzgledu na bogata i szeroko znang literature przedmiotu (np. [32a])
nie bedziemy sie tutaj zajmowali teorig tensora sprezystosci. Trzeba jed-
nak podkresli¢, ze stopien przydatnos$ci metody tensorowej do istotnego
rozwigzania probleméw teorii sprezystosci, a nie tylko do ich zwiezlego za-
pisu i wygodnej manipulacji, zalezy w duzej mierze od rodzaju zagadnie-
nia. Przy rozpatrywaniu w ukladzie osi kartezjanskich osrodka izotropo-
wego o liniowe] charakterystyce — zalezno$ci matematyczne sg stosunko-
wo proste i dadzg sie wyrazi¢ metodami elementarnymi. Niemniej tran-
sformacja tensorowa, nalezaca do problemo6w grupy (2), moze tu oddac
cenne ustugi. Upraszcza ona ksztalt rozpatrywanego obszaru i daje wzory
uwidoczniajgce wszystkie interesujace technika witasciwosci elipsoidy na-
prezen i odksztatcen.

Postugujac sie poprzednio omdéwiong metoda Riemanna-Chri-
stoffela uzyskuje sie znaczng oszczednos¢ przeliczen i przejrzysta
forme zaleznosci. Jako przyktad, [49], rozpatrzymy zachowanie sie o$rod-
ka sprezystego ograniczonego powierzchnig walcows. Zégadnienie polega
na znalezieniu zaleznoS$ci tensora naprezen |||/ od tensora potencjatu na-
prezen [|Tl. Uzyjemy wspélrzednych walcowych o, @ i z przyjmujac, ze
tensor [Tl jest niezalezny od kata . Ograniczymy sie do podania toku
rozumowan wymagajacych gruntowniejszej znajomosci rachunku tenso-
rowego. Badang zalezno$¢ napiszemy w postaci tensorowej w sposéb nad-
zwyczaj prosty:

(66) llo|| =Rot (Rot || T|])s,
gdzie indeks s oznacza, ze druga rotacje wyznaczamy w stosunku do
transponowanego, a nie prostego tensora (Rot ||T]).

Tensor ||T|| ma postaé

\’ t 0 toe | ‘ Ty 0 s l
ITI=0 e 0 |=ll0 & o |
[P a0
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Dtugosé elementu liniowego wynosi
(ds)=(do)® + (edO) + (d2)*;

stad tensor metryczny

| 0 0‘
(67) Ug“—[o e* = 01, y =0,
\
_\0 0 1|
isymbole Christoffela
Fﬁzzl’%:%, 'y =—¢, pozostale I}, =

Rotacja tensora [ITI| jest tensorem 3-go rzedu o sktadowych

0 t,/e 0tix

(68) Rijp= oxt o0xf

+F’k ir F’ t;

ik jre

Dzielagc te skladowe przez ]\’/m odwracamy charakter ich,zmienniczosci
wzgledem 1ij, traktowanych jako laczny indeks . W ten sposob otrzymu-
jemy tensor mieszany ||S|| o skladowych S, ktéry po transponowaniu
daje kowariantny tensor

0ty 0ty
0 (dg 0z ) L
1l 7(6) s 1 0tz
(68.1) (—)( dz‘—gt”) 0 _ZA(__()Q S =l otu)
Oty Oty
0 (do az) g

Latwo teraz obliczyé sktadowe lloll jako rotacje ostatniego tensora:

10%°t, , 10t 2 0ty

Sl 0° o 02° i 0 5_% o 0z’

013 = Oy —é—%(—— *afté* S ~:;t_,2 + o0 t“) ;
@ ow—et(G—2 ke + GH),

Gis = Oyy == G5 =— 03, — 0.
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Rownania te mozna przedstawi¢ w dogodniejszej formie wprowadza-
jac wspomniane wyzej fizyczne sktadowe tensoréw oznaczone * (gwiazdka).
Dochodzimy do nich przez transformacje

® tij

W e

Vg,

e e, * L —
tn _tn’ t22 '“ ) t33 T tsa’ 7:13 t13'

Dalsze przeliczenie nie nastrecza wiekszych trudnosci. Przyklad ten
wskazuje dobitnie na zwiezlos¢ przeprowadzonego rachunku i droge doj-
$cia do numerycznych wynikéw poprzez uogdlnienie tensorowe. Rowniez
pozyteczna jest wyzej wspomniana transformacja tensorowa odniesiona
do o$rodka odksztatconego, nalezgca do (3) grupy zagadnien. Szereg
przykladow zastosowania tej transformacji znajdziemy w pracach spe-
cjalnych, [8], [42]. Autor wykorzystal te transformacje do obliczenia
ci$nienia promieniowania fali ultradzwiekowej, [61].

Klasyczna teoria sprezystosci operuje odksztalceniami nieskonczenie
matymi. Taki uproszczony obraz zjawisk nie zawsze jednak nas zadowala
nie tylko pod wzgledem teoretycznym, ale i w zastowaniach praktycznych.
Dlatego poswiecono duzo uwagi zbadaniu odksztatcen skotriczonych, ktére
wystepuja przede wszystkim w szeroko stosowanych w nowoczesnej tech-
nice materiatach o duzej podatno$ci jak guma i plastyki, [2].

Ot6z do rozwiazywania zagadnien z zakresu odksztaicen skonczonych
rachunek tensorowy staje sie niezbednym narzedziem. Wynika to z dwoch
powodow.

(1) Teoria odksztalcen nieskonczenie malych operuje jednym ukiadem
wsp6irzednych, gdy dla odksztalcen skonczonych postugujemy sie dwoma
odmiennymi ukladami zwigzanymi z of$rodkiem wspoélrzednymi L a-
grange a przy ktorych za punkt wyjscia przyjmuje sie pierwotny
(nieodksztatcony) stan osrodka, i sztywnymi wspoéirzednymi E uler a,
opartymi na o$rodku juz odksztalconym. Przy przejsciu z jednych wspoi-
rzednych do drugich nieodzowne staje sie, zazwyczaj, uzycie.krzywoli-
niowego uktadu odniesienia, a wiec poslugiwaﬁie sie pojeciami geometrii
Riemann a.

(2) Przy odksztatceniach nieskonczenie matych pomingé¢é mozna wyra-
zy rzedu drugiego i wyzszych, co bardzo upraszcza rachunek. Dla od-
ksztatcen skonczonych takie uproszczenie jest, oczywiScie, niestuszne;
pociaga to za soba niewygodne skomplikowanie wzorow elementarnych.
Uzywajac natomiast rachunku tensorowego i wprowadzajac symbole
Christoffela mozemy pozostac przy klasycznych zaleznosciach za-
wierajgcych jedynie odpowiednie poprawki.
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Dla zilustrowania zalet metody, rozpatrzymy skladowe tensora od-
ksztatcen skonczonych, [51]. Przy odksztalcaniu osrodka odleglos¢ miedzy
dwoma sgsiednimi jego elementami P i P’ zmienia sie z pierwotnej ds
na ds. Ze stosunkow geometrycznych wynika

(70) (ds)?—(ds)*=2dr(dr-yu)+ (dr-Vu),

gdzie r jest promieniem (wektorem poprowadzonym z poczatku uktadu)
punktu P, r-+dr promieniem punktu P’ (do chwili odksztalcenia dr = ds),
a u wektorem przemieszczenia punktu P.

Przy odksztalceniach skonczonych nie mozemy, jak to sie robi dla
odksztalcen nieskonczenie matych, poming¢ ostatniego wyrazu rowna-
nia (70). Zamiast jednak wykonywa¢ skomplikowany rachunek elemen-
tarny, znacznie logiczniejsze i latwiejsze bedzie sprowadzenie tego row-
nania do formy dwuliniowej:

(71) (ds)*—(ds)*=2(dr-e;r)(rdr).

Jezeli ¢;; charakteryzuje odksztalcenie w danym punkcie, to &';j = e r r/
sqg sktadowymi tensora odksztalcen we wspolrzednych Lagrange’a.
Z rownania (70)

; 1 B 1 du du
(72) €ij = 5l (Ziui + 7juw:) + e T

Z drugiej strony postugujac sie rownaniem (22) olrzymamy
; ) [N
(72.1) eij = o (9i—9i)),

gdzie gi;j i g sa tensorami metrycznymi o$rodka przed i po odksztalceniu.
Jezeli wychodzimy ze wspolrzednych kartezjanskich, to g; redukuje sig
do symbolu Kroneckera [rownanie (9)].

Widzimy, ze zagadnienie sprowadza sie¢ do rownan tensorowych uzy-
wanych w klasycznej teorii sprezystosci. Roznica polega na tym, ze skia-
dowe odpowiednich tensorow nie sg tu wielkosSciami statymi.

Niezaprzeczone ustugi oddaje rachunek tensorowy w badaniach osrod-
kéw anizotropowych, [53], i to zaréwno krysztatéw, jak i osrodkow
o makroskopowej, sztucznej lub naturalnej, strukturze anizotropowej.
Zagadnienia te sg interesujace przede wszystkim dla budownictwa, gdzie
spotykamy sie czesto z elementami anizotropowymi. Jednak i w innych
dziedzinach -— nieraz od siebie bardzo odleglych — wystepuja przebiegi
w os$rodkach anizotropowych, dajace sie doskonale ujg¢ metoda tenso-
rowa. Wymieni¢ tu mozna badania rozchodzenia sie fal ultradZwiekowych
w osrodkach uwarstwionych. Praca nad tym zagadnieniem, [44], byla
zreszta punktem wyjscia do blizszego zajecia sie przez autora sprawa
zastosowan rachunku tensorowego. '
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Rachunek tensorowy stal sie niezbednym narzedziem w pracach nad
drganiami elementéw piezoelektrycznych, majacych podstawowe znacze-
nie w telekomunikacji. Przypomnijmy, ze w_Kkrystalografii mamy do
czynienia z nader skomplikowanymi zagadnieniami anizotropii (36 wspoi-
czynnik6w), dotyczacymi 32 klas krysztaléw, i ze anizotropie wykazuja
nie tylko wielko$ci mechaniczne, ale réwniez wlasno$ci elektromagnetycz-
ne krysztatow, [63]. Dla zorientowania sie w rodzaju zagadnienia wystar-
czy zestawi¢ wystepujace przy drganiu krysztalow efekty fizyczne; nizej
podano, [11], charakter tensorowy parametréow tych wielkosci (S = ska-
lar, V = wektor, T = tensor 2-go rzedu):

Zjawisko Parametry
sprezystosci T
dielektryczne vV Vv
piezooptyczne TR,
piezomagnetyczne T V
piezoelektryczne T T
elektrooptyczne T V
pyroelektryczne S T
rozszerzalnosci cieplnej S T
tarcia wewnetrznego TR

Réwniez w niektérych zagadnieniach hydro- i aerodynamiki mozna
postugiwac sie metoda tensorowg. W hydrodynamice klasycznej zakres jej
zastosowan jest mniejszy niz w mechanice ciata statego, gdyz w przewaz-
nej liczbie przypadkéw nie wystepuja tu sity Scinajace i zagadnienie
sprowadza sie do tensoréw kulisto-symetrycznych, ktére mozna przedsta-
wi¢ prosciej klasycznymi metodami analizy. Natomiast w problemach prze-
plywow cieczy lepkich i przy badaniu przeplywow naddzwiekowych
rachunek tensorowy moze by¢ w pelni wykorzystany. Na przyklad, dla
przeptywow w cieczach lepkich, [17], obowigzuje rownanie tensorowe

dp it 0 Eri
(73) —ax7¢+g d—x{‘f—QF/r—ka,
gdzie p jest ci$nieniem, f wektorem przysSpieszenia, F' sila masowg oraz
o gestoscig osrodka.
W rownaniu tym Ex; jest tensorem lepkosci (wiskozy) zaleznym od

wspoélczynnikow lepkosci p7”* i odksztalcen osrodka Wo:

Epy=vii' Wn.

Odpowiednio dobierajac tensor metryczny g‘ znalez¢ mozemy dogodny
sposob liczbowego wyrazenia interesujacych nas zaleznosci p(f) dla skom-
plikowanych geometrycznie przypadkow.

Rozszerzenie rownan hydrodynamiki na przestrzen nieeuklidesows
zostato podane w pracy J. Litwiniszyna, [54].
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W ostatnich latach zywe zainteresowanie, zar6wno uczonych jak i kon-
struktorow, wzbudzily zagadnienia reologii, tj. nauki traktujacej o zmia-
nach zachodzacych w czasie w o$rodku poddanym dziataniu sit zewnetrz-
nych. Na przyklad, sprawa pelzania metali 1 betonu stata sie powaznym
zagadnieniem gospodarczym, oczekujacym teoretycznego ujecia. W zagad-
nieniach reologicznych rachunek tensorowy daje najwygodniejsze przed-
stawienie zaleznosci fizycznych. Mamy tu do czynienia z uogélnieniem
pojecia tensora odksztalcen e; na skutek wprowadzenia tensora szybkosci
zmiany odksztalcen 0e;/0t. Sprawe komplikuje fakt, ze przy ustalaniu za-
lezno$ci miedzy naprezeniami o;; i odksztalceniami &;; trzeba uwzgledni¢
odksztatcenia plastyczne, [31], przy ktorych wystepuja nieliniowe zalezno-
$ci miedzy o) i e;;. Wasnie przez uzycie rownan tensorowych sens fizyczny
tych ztozonych proceséw zostaje wyraznie uwypuklony. Wida¢ to na przy-
k}adzie ogdlnego réwnania tensora szybkosci odksztatcen

d &ij ;
(14) L= Fy (4 J0d0) 0 + Fy Gy Jen ) 0+ Fa Uy do J5) ) oons,
k

gdzie F,, F,, F, sa niezmienniczymi funkcjami niezmiennikow J,, J,, J;
tensora naprezen ¢ a d;;, symbolem Kroneckera. Rownanie to po wy-
znaczeniu niezmiennikow staje sie bardzo przejrzyste i pozwala na oblicze-
nie pelzania materialu w réznych przekrojach. Dlatego rowniez uogolnie-
nia prac do$wiadczalnych, zmierzajace np. do ujecia zjawiska petzania
betonu, [4], przedstawiane bywaja w postaci réwnania tensorowego
o empirycznie ustalonych wspétczynnikach.

Zastosowania rachunku tensorowego do badania zagadnien technicz-
nych rozktadu pola elektromagnetycznego i elektrodynamiki pél nie maja
takich tradycji i nie sa tak rozwiniete, jak zastosowania w mechanice. Za-
kres przydatno$ci rachunku jest jednak analogiczny. Trzeba zaznaczyg, ze
niektore podstawowe réwnania pola elektromagnetycznego sa w formie
tensorowej nadzwyczaj proste i tatwe do stosowania w zlozonych ukta-
dach, w ktérych niezbedne jest wprowadzenie wspoirzednych krzywoli-
niowych-

W innej pracy, [59], analizujac podobienstwa pola sprezystosci i pola
elektromagnetycznego, autor przechodzi od wielkosci tensorowych do ope-
ratorow wektorowych. Otrzymane rezultaty, przydatne do prostych ukla-
aéw, nie odznaczaja sie zbytnig jasnoscia w rozwazaniach ogélnych. Tym-
czasem postugiwanie sie wielkoSciami tensorowymi daje bardzo przejrzy-
sta i ogdlng interpretacje matematyczng, ktéra po odpowiednim przysto-
sowaniu z korzys$cig stuzy¢ moze potrzebom techniki.

W zwiazku z powiekszeniem napie¢ i mocy w urzadzeniach energetycz-
nych i coraz lepszym wykorzystaniem obwodéw magnetycznych, wzrasta
znaczenie techniczne przebiegow nieliniowych w polu elektromagnetycz-
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nym. Berendiejew, [6], zwr6cit uwage na pewne mozliwosci, jakie
kryje rachunek tensorowy przy rozwigzywaniu nieliniowych zagadnien
elektrotechniki. Dotycza one przede wszystkim zagadnien pola, cho¢ daja
sie uzyé¢ takze do obwodow elektrycznych.

Jest rzecza charakterystyczna, ze gdy w mechanice punkt ciezko$ci za-
stosowania rachunku tensorowego do oSrodkéw ciagltych lezy dotychczas
w zagadnieniach statyki, to w elektrotechnice chodzi prawie wylacznie
o przebiegi falowe, a wiec dynamiczne. Dlatego w badaniach pola elektro-
magnetycznege. wystepuja przewaznie wzory tensorowe w ukladzie czte-
rech zmiennych x‘ (czasoprzestrzen). Dla przykladu podajemy rownania
Maxwella, [36], przedstawione w postaci tensorowej przez M in-
kowskiego:

[omx o5t
I_a 2 0x' =

lZ o wl_i(&.
[ Fu=50 — 9z’

We wzorach tych H*, F** i F;, sg to tensory antysymetryczne, wyra-
zajace sie nastepujaco:

o H* - — H"  —jD*|
| — B 0 H*  —iD|
(76) Hit— | o
| B — B 0 o
! iD* iDY iD 0
0 B, = Igj; —jE,
— B 0 B. - —ijEy|
77 oy — ¥
(77 ! B, — B 0 —jE
JEx iEy i E; 0
0 E; — 5, iB;
— 7, 0 E. iB,
(78) F*ik = .
B,  ~ E, 0 iB.
s e 0

F** nazywamy tensorem dualnym Fi.
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Pozostale wielkosci we wzorach (75) oznaczaja:
wspoirzedne przestrzennoczasowe

. xi:xyyxz7 th,
potencjat
(p:Ax’A,V,AZ’ ]K

(A potencjal wektorowy indukecji magnetycznej B, K = potencjat skalarny
pola elektrycznego E),
wektor gestosci przeptywu tadunku (pradu)
4;2001)", oV, 0,07, jo,cC
(v jest predkoscig tadunku, ¢, gestoscig ladunku).

Roéwnania (75)-(78) odnosza sie do wspoirzednych prostoliniowych.
Przy ich wyrazeniu we wspoéirzednych krzywolinijnych pojawiaja sie
wyrazy z symbolami Christoffela. Réwnania te nadaja sie szcze-
golnie do rozpatrywania wzajemnych zalezno$ci miedzy polami elektro-
magnetycznymi w ukladach poruszajgcych sie Wégledem siebie, np.
w maszynach elektrycznych. Ostatnio w pracach G. Marksa, [62],
znajdujemy zastosowanie tych réwnan do osrodkéw anizotropowych
poruszajacych. sie wzgledem siebie.

Rowniez dogodne wyrazenia matematyczne otrzymamy stosujgc me-
tode tensorowa do waznego w technice zagadnienia, jakim jest oblicza-
nie naprezen mechanicznych wystepujacych w polu elektrycznym i ma-
gnetycznym (naprezen Maxwella). Sita dzialajaca na element o jed-
nostkowej pojemnosci, [1], réwna jest diwergencji tensorowej tensora
naprezen, obliczonej z uwzglednieniem wzoru (44). Tensor ten jest analo-
giczny do tensora naprezenia spotykanego w klasycznej teorii sprezysto-
$ci. Dla pola elektrostatycznego tensor naprezenia ma postaé

& e g2 g 2 s &

o (B —E2—E! + % EY) —(E,E) 1 E,E)
[
| € & 2 2 9 2 & |

(79) “U‘-}:‘ Z;(Ey Ez) _8—71_(E}_ E; ——‘E% + ZE') '*; (Ey Ez) 1B

\
& - € > D [
4;[’ (Ez Ex) Z;K—(EZ Ey) 87 (Eg—E%—E%,+%E2):

gdzie x jest stala elektrostrykeji, » = (o/e) (d ¢/d o).
Dla pola magnetostatycznego tensor o, ma analogiczng forme, ale E;
zostaje zastgpione przez H,, za$ ¢ przez u. W elektrodynamice ujecie
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matematyczne naprezen jest bardziej zlozone i wymaga wprowadzenia
wektora Poytinga-Umowa badZzoperowania tensorem energii
impulsu.

Ta ostatnia wielko$¢ ma znaczenie praktyczne nie tylko w mechanice fa-
lowej. Interesujace perspektywy rokuje uzycie pojecia dwukrotnie kontra-
wariantnego tensora energii-impulsu S w zagadnieniach telekomunika-
cji. Tensor [ISIl zapisujemy podobnie jak inne wielkosci pola w przestrze-
ni czterowymiarowej. Skladowa S% tego tensora przedstawia gestosé
strumienia energii w kierunku osi k dla rzutu wektora impulsu na o$ .
Skladowa S okresla gesto$¢ energii w polu, za$ sktadowa S% (podzielo-
na przez c) gestos¢ strumienia energii w kierunku osi k. Tensor energii
impulsu jest pojeciem ogoélnym, odnoszacym sie zaré6wno do fal elektro-
magnetycznych, jak i do fal mechanicznych; mozna go réwniez z powo-
dzeniem wykorzysta¢ w teorii fal ultradzwiekowych. Dla pola elektro-
magnetycznego tensor ten wyraza sie wzorem

1 1
(80) Sik:Zn’ [Fierr_'Zgik Frs Hrs]

[oznaczenia wielko$ci jak we wzorach (75)]. Jest to tensor asymetryczny,
tzw. tensor M inkow s kieg o Odpowiedni tensor symetryczny
(Abrahama), [26], ma budowe bardziej skomplikowang i nie
nadajaca sie do praktycznych przeliczen. Tensor Minkowskiego
charakteryzuje rozklad pola i przeplyw energii wystepujacy w wielu
problemach telekomunikacji, zwigzanych z nowoczesng technikg im-
pulsowa.

Do zagadnien zwigzanych z zastosowaniami rachunku tensorowego
do o$rodkow cigglych mozna zaliczy¢ niektére problemy geodezji. Zmia-
ne wspotrzednych geodezyjnych lub rodzaju siatki geograficznej trakto-
waé mozna jako typowe przeksztalcenie tensorowe na plaszczyznie lub
zakrzywionej powierzchni. Praktyczne zastosowanie znalazl rachunek
tensorowy w aerotriangulacji przestrzennej, polegajacej na kolejnym
dotaczeniu sasiadujacych ze sobg zdje¢ lotniczych, przedstawiajacych
rozne wiazki perspektywiczne.

Pojedyncze zdjecie daje obraz w pewnym ukladzie wspolrzednych
okres$lonych osig zdjecia, osia perspektywy i osig giownego pionu. Przy
taczeniu tych zdje¢ we wspdlny obraz przestrzenny dokonac trzeba obro-
tu osi wspblrzednych i zrownania skali poszczegédlnych obrazow. Rrze-
ksztalcenia tego dokonuje sie za pomoca tensora obrotu, [79], bedacego
podwojnym tensorem mieszanym (7) w kartezjanskim ukladzie wspot-
rzednych. Ogélne pojecie tensora obrotu uzywane jest zresztag w algebrze
tensorowe]j, niezaleznie od zastosowan w geodezji, i nosi czasem nazwe
wersora, [51]. Osobliwo$é przyjetej w geodezji metody polega na tym,
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ze katy obrotu dla sgsiednich obrazow (wigzek perspektywicznych) sy
bardzo mate, mozna zatem poming¢ wyrazy rzedu trzeciego i wyzszych
i przedstawi¢ skladowe tensora w formie algebraicznych, a nie trygono-
metrycznych kombinacji funkeji ax, ay, a- katéw obrotu wspoélrzednych:

1._ 1 9 _- 1 2 1
g% %k % a,
1 1 1
GURIICIES ol B ta e e .
— —, = 1 1
a, ta,a, aj==a¥an 1_50&_ > @

Operujac jeszcze wiekszym przyblizeniem — przez pominiecie wyra-
z6w drugiego rzedu — tensor (81) przeksztalcamy w sume tensora llgll
i tensora antysymetrycznego. Sktadowe tego ostatniego mozna przedsta-
wi¢ za pomoca wektora, zwanego wektorem elementarnego obrotu. Ilo-
czyn zewnetrzny dowolnego wektora R przez wektor e daje zmiane wek-
tora R przy elementarnym obrocie

(82) R=|e-R].

Jak wida¢, w omawianych zagadnieniach przejscie na metode tenso-
rowa oznacza Scislejsze ujecie niektérych wzoréw traktowanych w pierw-
szym przyblizeniu jako wzory wektorowe.

Istnieje, wreszcie, szereg probleméw fizyki teoretycznej i doswiadczal-
nej, w ktorych, jak na poczatku wspomniano, metody tensorowe odgry-
waja wazng role. Zagadnienia te sg jeszcze na razie obce technice, jednak
perspektywy coraz szerszego wykorzystania energii atomowej zbliza je
w przysziosci do technikéw-pracownikéw nauki.

7. WielkoSci tensorowe wystepujace w systemach o wielu stopniach swobody

W dotychczasowych zastosowaniach technicznych rachunek tensoro-
wy odnoszono glownie do osrodkéw ciaglych. Wynika to z faktu, ze
wielko$ci tensorowe bezposrednio odzwierciedlajg zjawiska zachodzace
w obszarze zajetym przez o$rodek ciggly. Sens fizyczny tensora, jako
wielko$ci obrazujgcej zachowanie sie systemu mechanicznego lub elek-
trycznego o stalych skupionych, jest mniej popularny niz przy analizie
o$rodkow ciggtych [30], jednak i tutaj, jak miedzy innymi wykazata dy-
skusja na tamach Elektriczestwa, [34], [67], wprowadzenie tego pojecia
moze da¢ duze korzysci.
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W najogélniejszej formie zagadnienie przedstawi¢ mozemy w sposdb
nastepujgcy. Mamy system przestrzenny N elementow powigzanych mie-
dzy soba okreslonymi zalezno$ciami, przy czym moze to byé¢ system
w dowolnej metrycznej lub wektorowej przestrzeni r-wymiarowej. Pod
razwg elementu rozumiemy cze$¢ ukladu, ktéra przy dalszych rozwa-
zaniach traktowana jest jako jedna calo$¢, posiadajaca pewng ograni-
czong ilos¢ stopni swobody, mniejszg niz caly system. Elementem moze
by¢ zatem nie tylko punkt, ale réwniez obwdd pradowy lub magne-
tyczny. Zaleznie od natury elementéw polaczenia miedzy nimi moga
mie¢ rézny charakter: sprzezen magnetycznych, polaczen galwanicznych,
polaczen za pomoca sprezyn lub urzadzen tarciowych.

Ot6z przy uzyciu analizy elementarnej rozpatrujemy zachowanie sie
pojedynczego elementu, odcinajac go od pozostalych. Odwrotnie poste-
pujemy przy metodzie tensorowej, a czeSciowo i macierzowej. Caly
system traktujemy jako pewna wielkos¢ fizyczna, dajaca sie przedstawi¢
jednym symbolem lub sprzezong grupa symboléw, i badamy prawa rzg-
dzace ta wielkoscia. Na przyklad, zamiast méwi¢ o poszczegdlnych pra-
dach w sieci, macierz zawierajaca te prady skladowe oznaczamy jedna
litera; podobnie postepujemy przy okreslaniu szybkosci ukiadu mecha-
nicznego o wielu stopniach swobody.

Przy zastosowaniu rachunku tensorowego do probleméw osrodkow
cigglych transformacja oznaczala przewaznie przesunigcie, obrot lub za-
krzywienie przestrzennych osi odniesienia, zatem operacje te mozna bylto
przedstawi¢ za pomoca realnego modelu geometryczno-fizycznego.

W przypadku systemu o stalych skupionych skladowymi tensora sa
poszczegdlne rzeczywiste wielkosci fizyczne, np. predkosci lub prady
zwigzane z oddzielnymi elementami ukiadu, transformacja nie ma wiez
bezposredniego odbicia przestrzennego. Podstawowy tensor metryczny
na ogo6t posiada tu okreslony sens fizyczny, mamy bowiem do czynienia
z kilku wspo6lmiernymi wielkosciami fizycznymi; nie mozemy natomiast
przypisaé temu tensorowi prostego znaczenia geomelrycznego. Mowigc
wiec o wlasno$ciach tensorowych systemu, traktujemy go jako obiekt
geometryczny w ogolniejszym rozumieniu tego terminu, czyli, jak wy-
jasniliSmy wyzej, opisujemy dany obiekt przez sposoby jego trans-
formowania, a nie przez rzeczywiste stosunki przestrzenne. Nasuwa sie
pytanie, czy tensor obfazujacy system przedstawia istotnie pewna wielko$¢
fizyczng, czy tez mamy tu do czynienia ze zwyklymi macierzami, a wpro-
wadzenie pojeé tensorowych stanowi niepotrzebna komplikacje. Oto6z
jest rzecza bezsporng, ze rachunkowe przeliczenie réwnan tensorowych
sprowadza sie do algebry macierzowej, a tensor jest macierza o okreslo-
nych prawach transformacji.
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Jezeli mamy dowolny ukiad réwnan liniowych o stalych parametrach
obrazujacych zachowanie sie wielkosei fizycznych

’a,lx‘ +a,x?+ ... Fax"=C,,
(83) la._,, xttapx?+ ... tanmx"=C,,

9
@t ny X° + ... + A X" =C, ,

to przy jego rozwigzaniu nie potrzeba wprowadza¢ tensorow, a metody
macierzowej mozna uzy¢ jako pewnego ulatwienia rachunkowego, pod
warunkiem, ze wyznacznik charakterystyczny ukladu réwnan jest rozny
od zera. W technice rzadko jednak mamy do czynienia z tak prostym
zagadnieniem. Zazwyczaj albo ilosé rownan jest mniejsza od ilo$ci wspot-
rzednych a’ i zadanie polega na wybraniu optymalnych wartosci tych
wspoirzednych, albo tez zbada¢ nalezy wplyw zmiany parametréw na
przebieg zjawiska, gdy wiadomo, ze zwigzek miedzy tymi parametrami
jest funkcjag liniowa (lub nieliniowsg):

(84) f(allvalgy (X )allll):()-

W obu przypadkach spotykamy typowy problem transformacji tenso-
rowej. Krok w uogolnieniu od macierzy do tensora rozszerza wiec mozli-
woscl analizy zmnierzajacej do znalezienia optymalnego rozwigzania pro-
blemu technicznego. Samo ujecie skomplikowanego zespolu zjawisk jako
jednej wielkosci o bardzo bogatych wlasciwosciach fizycznych stanowi
cenng synteze, majaca swoj odpowiednik w dialektycznej wspotzaieznosci
roznorodnych czynnikéw, charakteryzujacych przebieg procesu technicz-
nego jako zjawiska przyrodniczo-ekonomicznego. Przy postugiwaniu sie
metoda tensorowa wymagana jest jednak pewna ostroznos¢; wyelimino-
wac trzeba, mianowicie, pozorne transformacje tensorowe, ktére sag
w istocie przeksztalceniami macierzy, a ich geometryzacja wprowadza
jedynie zamet. Do sprawy tej wrécimy jeszcze przy omawianiu mozliwo-
Sci uzycia rachunku tensorowego do analizy obwodéw elektrycznych.

Metoda tensorowa, ktora zastosujemy przy analizie systeméw o wielu
stopniach swobody, jest nieco odmienna od tej, z jaka zapoznalisSmy sie
przy badaniu oSrodkow ciggltych. W zagadnieniach osrodkow cigglych
tensor zapisujemy zwykle we wspolrzednych przestrzeni troj- lub cztero-
wymiarowej; dodatkowe osie wspoéirzednych, np. temperatury, majg cha-
rakter poimocniczy. Natomiast w przypadku systemu o statych skupionych
konieczne jest operowanie przestrzenig o liczbie wymiarow zaleznej od
rodzaju systemu, na tym bowiem polega istota geometryzacji obiektu
fizycznego i otwarcia drogi do prawidlowego stosowania transformacji
tensorowych. '
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Metoda jest zupelnie ogdlna i moze by¢ zastosowana zar6wno do syste-
moéw mechanicznych, jak i elektrycznych, magnetycznych lub termodyna-
micznych. Zatézmy, ze badany system sklada sie z N elementéw. Chwilo-
wy stan elementu (m) okreslony jest przez K wspéirzednych x{,, &7, -, X(y, -
Kazdy z elementéw mozna wiec przedstawi¢ w przestrzeni K-wymiarowej.

Jezeli badamy mechanike systemu punktéow materialnych, to element
okre§lony jest wspoirzednymi przestrzennymi punktu, K = 3 i czasem t.
Wtasnosci fizyczne elementu moga by¢ jednak wyrazone inng liczbg wsp6l-
rzednych, np. pojedynczemu obwodowi pradowemu przypisujemy dwie
wspoirzedne: chwilowe warto$ci napiecia i pradu.

Do opisu catego systemu — w przypadku gdy wszystkie elementy sa
niezalezne — uzy¢ trzeba p = NK wspoéirzednych przestrzennych plus
czas, czyli rozpatrywaé problem jako badanie ruchu umys$lnego punktu P
w przestrzeni p-wymiarowej. Wspoéirzedne tego punktu, wystarczajace
do jednoznacznego okreslenia stanu systemu nazywamy wspéirzednymi
uwogéblnionymi q'. W systemie o elementach od siebie niezaleznych liczba
stopni swobody systemu M jest réwna liczbie wspéirzednych p i punkt P
moze zajmowaé dowolne polozenie w przestrzeni p-wymiarowej, a sy-
stem rozpada sie na N prostych elementow.

W praktyce interesowa¢ nas beda systemy o elementach wspolzalez-
nych. W takim systemie ulozy¢ mozna R niezaleznych od siebie rownan

typu

(85) iy BB B e s Ty By s TP =0 (=1,2,.., ),
co we wspoirzednych uogélnionych napiszemy
(86) f(g! -, qP)=0.

System taki posiada M = NK — R stopni swobody. W przestrzeni p =
NK-wymiarowej punkt P moze teraz porusza¢ sie jedynie po pewnej po-
wierzchni (p — R)-wymiarowej. Ruch punktu jest natomiast swobodny
w podprzestrzeni p’ = M-wymiarowe]j. Dla takiej przestrzeni nie bedzie-
my mogli utozy¢ niezaleznego réwnania (85), zatem punkt P moze znowu
zajmowaé w podprzestrzeni dowolne polozenie. Zaleznie od rodzaju za-
gadnienia postugujemy sie obydwoma metodami, badz sprowadzajac sy-
stem do niezbednej liczby wspoéirzednych, badz tez dla zachowania sy-
metrii wspolrzednych pozostawiajac p-wymiarowy ukiad odniesienia.
Zwr6émy uwage, ze wspoélrzedne punktu P okre$laja pewien wektor
w przestrzeni p-wymiarowej. W dalszym ciggu wektor taki dla odréznie-
nia od wektora w przestrzeni tréjwymiarowej nazywaé¢ bedziemy poli-
wektorem, nie dajac zresztg temu terminowi znaczenia uzywanego czasem
w podrecznikach rachunku wektorowego. Tensory wyzszych rzedéw wy-
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stapig badz jako parametry stale poszczegélnych elementow, badz tez ja-
ko liniowe kombinacje réznych wspoéirzednych tych elementow.

Do wyjasnienia pozostaje sprawa omowionych w p. (4) trzech grup
transformacji tensorowych. Zgodnie z tym co powiedziano przy rowna-
niu (83), transformacja dotyczy zmiany ukladu wspoéirzednych biezacych
poszczegdlnych elementéw x’ lub zmiany parametréw stalych tych ele-
mentéw a,s zwiazanych réwnaniem (84). Na przyktad, zmieniamy polozenie
punktu materialnego (x’) badz jego mase (ars) lub tez regulujemy napiecie
(x%) albo indukeyjno$é obwodu (ars).

Przy przejsciu do wspoélrzednych uogélnionych g’ rozréznienie to
z punktu widzenia matematycznego nie ma zasadniczego znaczenia, gdyz
zmienne parametry a, traktujemy jako dodatkowe wspoéirzedne ¢/, ¢*, ....

(1) Transformacja formalna bez zmiany postact obiektu stuzy do zba-
dania, w jaki sposéb powiazane sg ze soba wspoirzedne poszczego6lnych
elementéw 1 jakie sg niezmiennicze wiasciwosei systemu.  Ta metoda
mozna np. ustali¢, jaki kierunek powinna mie¢ o$ obrotu systemu, aby
uzyska¢ maksymalny moment bezwladnos$ci lub tak dobraé¢ czestotliwosé
sprzezonych obwodéw elektrycznych, aby w danym przewodzie prad byt
jak najmniejszy.

Czesto spotykana transformacjg jest przejscie z ukladu nieruchomego
do ruchomego. Mozna przy tym postugiwac sie poprzednio omowiong meto-
da wprowadzenia czasu jako dodatkowej wspoéirzednej. Wprawienie syste-
mu w ruch odwzorowuje sie jako obrot osi wspoéirzednych wzgledem osi t.

W wielu jednak przypadkach dogodniejsze bedzie postugiwanie sie nie-
co odmiennym przeksztalceniem. Zamiast wprowadza¢ czas jako nowy
wymiar, prostsze rachunkowo okaza¢ sie moze uzycie czasu jako wielkoseci
transformujacej przestrzenny uklad wspoirzednych. Sposob ten mozna
zastosowa¢ rownie dobrze w geometrii metrycznej, jak i wektorowe].
Predkosé postepowa ttumaczy sie wowezas jako przesuniecie ukiadu wspot-
rzednych, obrét ukitadu przedstawiamy jako odpowiedni obroét osi odnie-
sienia..

Oczywiscie, metoda tego rodzaju jest znacznie tatwiejsza do zastosowa-
nia w ukladach skleronomicznych, tj. takich, w ktorych wspolrzedne x°
zalezg od n czynnikéw typu p/, natomiast nie zalezg wyraznie od czasu.
Sprawa komplikuje sie w ukladach reonomicznych, w ktérych uklad
wspoéirzednych zmienia sie nie tylko w funkeji czynnikow p/, lecz
i czasu t:

(87) i —xt(plif):

Czas jest tu parametrem niezaleznym, co odpowiada ujeciu problemu w fi-
zyce klasycznej.
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W zagadnieniach technicznych ruch jednostajny postepowy mozna trak-
towaé jako przeksztalcenie czysto formalne. Z chwila gdy wystepuja przy-
$pieszenia, w systemie moga powsta¢ zmiany wewnetrzne, np. wzajemne
przesuniecia elementéw powodujace zaktocenie przebiegu zjawiska fizycz-
nego. Transformacja taka wigze sie ze stanem fizycznym uktadu i prze-
staje by¢ tylko formalna.

(2) Transformacja formalna zmieniajaca typ systemu ma przewaznie
na celu dogodne ujecie sprzezen miedzy elementami. Przez odpowiedni
wybor ukladu odniesienia mozemy np. sprowadzi¢ do zera niektoére sprze-
zenia i w ten sposéb rozbi¢ system na kilka prostszych podsysteméw, co
jest szczegoblnie przydatne w elektrotechnice.

Transformacji tego typu mozemy dokonaé¢ przez odpowiedni wybor
podstawowego tensora metrycznego, badz obrot i przesuniecie sztywnego
ukladu wspoélrzednych. Mozemy réwniez od razu uwzgledni¢ transforma-
cje przez odpowiedni wybor zwigzku miedzy wspodirzednymi elementu x(’m)
i wspoirzednymi uogolnionymi q”:

(88) Ll = T(my (@5 @2 -2, GP) .

Wtedy skiadowe predkosci uogoélnianej dq/dt wyraza skkado‘we predkosci
punktu M przy pomocy rownania czesto spotykanego przy rozwigzywaniu
systemow
(89) iy _ O iy 4G | 0Ty
dt 0q" dt ot

Przyktadem pozytecznej transformacji upraszczajacej system jest spro-
wadzenie tensora do jego osi gtéwnych. Dokonujemy tego przez rozwigza-
nie tzw. réwnania sekularnego (wiekowego), stosowanego miedzy innymi
w astronomii do wyznaczania wzglednych ruchéw planet,

; t.\‘.\‘ - 2 ty y tyz

(90) i 1 — A tyz ||=0.
|
i tox tzy to— A

Pierwiastki 4,2, 4; tego rownania wyznaczaja Kkierunki, dla ktérych
transformacja tensorowa jest rownowazna mnozeniu przez skalar.

(3)Transformacja odwzorowujaca rzeczywiste zmiany obiektu moze
mieé réznorodny charakter i polega zwykle na zwigzaniu osi odniesienia
z wybranym elementem systemu (wspoéirzedne L.a gr an g e’a), gdy
chodzi np. o zbadanie, co sie dzieje z tym elementem przy dowolnych ru-
chach.

Konieczno$¢ postugiwania sie krzywoliniowym ukladem odniesienia
napotykamy tu przede wszystkim w zagadnieniach znieksztalcen nielinio-
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wych. Wynika to z faktu, ze umys$lony punkt P porusza sie po plaszczyz-
nie (p — R)-go stopnia w przestrzeni p-wymiarowe] jedynie wéwczas, gdy
réwnania (85) sa liniowe. Jezeli rOwnania (85) sa nieliniowe, to punkt P
zwiazany jest z powierzchnig przestrzenna; podprzestrzen p'=(NK—R)-
wymiarowa nie zawsze jest euklidesowa, lecz staje si¢ zakrzywiong. Wo-
bec tego zagadnienia nieliniowe sprowadzajg sie czesto do badania sy-
stem6éw w przestrzeni R iem an n a, co jest dotychczas problemem
bardzo stabo opracowanym i stanowigcym wdzigczne pole do pracy nau-
kowej.

8. Metoda tensorowa badania systeméw mechanicznych

Poprzednio stwierdziliSmy, ze tensor jest macierza podlegajaca okres-
lonemu prawu transformacji. Rozpatrujac zakres zastosowan rachunku
tensorowego w technice dorzuci¢ trzeba jeszcze trzeci warunek, miano-
wicie transformacja wielkos$ci tensorowej powinna mie¢ okre$lony sens
fizyczny, wiazacy sie z procesami technicznymi, zachodzgcymi w syste-
mie. Motyw ten decyduje o przydatnosci transformacji tensorowej do
zbadania wlasciwosci systemu.

W przeciwnym razie wystarczy przedstawi¢ zespoly wielko$ci fizycz-
nych symbolami pojedynczymi lub macierzami. W problemach technicz-
nych ograniczamy sie wowczas do metod algebraicznych i macierzowych,
nie potrzebujac ucieka¢ sie do metody tensorowej. Trzeba sie zastrzec,
ze chodzi tu o zakres uzyteczno$ci metody tensorowej, a nie o charakter
wielko$ci fizycznyeh. To, czy wykorzystujemy lub nie wlasciwosci ten-
sorowe w obliczeniu technicznym, nie zmienia, oczywiscie, w niczym fak-
tu ich obiektywnego istnienia. Na przyktad, typowa transformacja elek-
trycznej oporno$ei pozornej (p. nizej) obrazuje wplyw zmiany czestotli-
wosci i moze by¢ pozyteczna np. w radiotechnice. Natomiast w energety-
ce, gdzie prawie wylacznie operujemy czestotliwoscig 50 c/s, transfor-
rnacja taka jest, oczywiscie, mozliwa, ale nie posiada technicznego uza-
sadnienia.

Sprawy tej nie poruszaliSmy przy rozpatrywaniu oSrodkéw cigglych,
tam bowiem transformacja- przestrzenna metrycznego ukladu odniesie-
nia stanowita klucz do rozwigzania probleméw technicznych i nie bylo
powodow do kwestionowania jej przydatno$ci technicznej. W systemach
o wielu zmiennych zagadnienie jest bardziej skomplikowane. Tutaj row-
niez nie budza zastrzezen transformacje odwzorowujace fizyczne przesu-
nigcia lub ruchy przestrzenne systemu badz osi odniesienia. Wprawdzie
samo pojecie tensora staje sie przy tym nieco bardziej abstrakcyjne niz
w mechanice osrodkéw cigglych, ale transformacja przestrzenna ukltadu
odniesienia pozostaje nadal gléwnym sposobem badania systemu. Obrot
i przesuniecie sztywnych osi wspéirzednych lub przejscie do wspodirzed-
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nych krzywoliniowych ma w tym przypadku oczywisty sens fizyczny.
Fakt, ze operacje te — przy uzyciu wspéirzednych uogélnionych — odby-
wajg sie w przestrzeni p-wymiarowej, nie ma wiekszego znaczenia. Je-
zeli natomiast transformacja tensorowa ma dotyczy¢ zmian niektérych
wielko$ci fizycznych — nie za$ wspéirzednych przestrzennych elementu—
to zalecana jest daleko idaca ostrozno$¢, mozemy bowiem albo niepotrzeb-
nie skomplikowaé¢ zagadnienie, albo tez doj$¢ do biednych wnioskow,
uzywajac transformacji fizycznie nieprawidtowych.

W zagadnieniach mechaniki bryt lub punktéw materialnych przewa-
zaja transformacje przestrzenne, dlatego wlasnie zakres zastosowania ra-
chunku tensorowego do tych probleméw jest jasno wytyczony. Tymecza-
sem w zagadnieniach obwodéw elektrycznych mamy prawie wylgeznie
do czynienia z transformacjami fizycznymi, ktére czesto bywaja sto-
sowane zbyt szeroko i schematycznie. W rezultacie rola rachunku tenso-
rowego w elektrotechnice nie jest do dzi§ calkowicie wyja$niona i wy-
wotuje zywe dyskusje.

Z tych wzgledow uzycie rachunku tensorowego w zastosowaniach
technicznych mechaniki systeméw o wielu stopniach swobody nie wyma-
ga szczegbdlowych komentarzy. Metoda tensorowa pozwala na bardzo pro-
ste 1 przejrzyste zapisanie praw mechaniki klasycznej we wspoéirzednych
uogblnionych q‘, co juz stanowi duze udogodnienie dla technika. Jako
przykiad mozemy podaé¢ réwnanie L agran g e’ a wigzgce uogolnio-
na site @ i energie kinetyczng T systemu punktéw materialnych,

d (0T 0T
(91) ‘dt(ﬂl)_a—ql_@l.
To proste rownanie w rozwinieciu analitycznym staje sie diugie i zawi-
klane, gdy tymczasem w ujeciu tensorowym otrzymamy nieskompliko-

wane zaleznosci

1 .
(92) T= o aijq: q’
oraz
0x’ o
(921) (== 3 |3 L, ==a7/ (qj L I",",/ qk ql),

oq’
tutaj a;; jest tensorem transformujgcym system we wspoirzednych uogoél-
nionych

dx™ 0x*
I e =1L, 2,8
aij kgr.m Iq 0q (s )
We wzorach powyzszych przyjeto nastepujace oznaczenia:

x! wspélrzedne przestrzenne punktu materialnego,
m, masa punktu materialnego,
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F, skladowe sily dziatajacej na punkt,
g pochodna g wzgledem czasu.

Wychodzac z réwnania Langrange’ a rozwigzaé mozna metods ten-
sorowg wiele szczegbélowych zagadnien mechaniki. Dla przyktadu obli-
czymy, [75], réwnanie podwéjnego wahadla ptaskiego (rys. 9). Jako wspo6t-
rzedne uogélnione wybieramy katy odchylenia q;=¢ i g,=1vu. Wspoél-
rzedne prostokatne x’ zawieszonych mas m, i m, beda

(©3) x! =1, sinq!, x} =1, sin ¢* 41, sin ¢?, g X,

xi=lrcosg!,  4al=1l cosql+1,cosqg? Ly
Obliczamy energie kinetyczng (4 x,2) :”’1

1 0,0 |

; o : : 7(1 ! x)em
oraz site uogélniong (postugujac sie metoda pracy teZs it
wirtualnej) 5

T ¢

(95) @D, — —gl;sing 2 M Rys, 9

L

gdzie g jest przys$pieszeniem ziemskim.-

Stad na zasadzie réwnania L a gr an g € a znajdujemy zadane
réwnanie ruchu. '

Innym przykladem dobitnie podkreslajacym zalety metody tensoro-
wej sa jej zastosowania doréwnan Hamiltona-Jacobiego, [8]

Specjalnym polem zastosowania rachunku tenscrowego jest oblicza-
nie ramownic przestrzennych. W najprostszym przypadku sity dziatajgce
w pretach ramownicy mozna uwazaé¢ za skladowe sity uogoélnionej, ktora
przy zmianie sil zewnetrznych ulega pewnej transformacji tensorowej.
Tego rodzaju ujecie moze by¢é w pewnych przypadkach pozyteczne, z punk-
tu widzenia rozwinigcia metody tensorowej nie wnosi jednak nowych
momentow. A

Interesujace perspektywy otwiera natomiast zastosowanie rachunku
tensorowego do kratownic o dzwigarach powierzchniowych, gdy koniecz-
ne staje sie blizsze zbadanie odksztalcen i naprezen w poprzecznym prze-
kroju preta. Kompletny obraz naprezen wystepujacych w danym prze-
kroju lub wezle ramownicy daje zespo6?t sit i momentéw. Zesp6l ten trak-
towaé mozna jako pewna wielko$¢ fizyczng, ktéora Gorbunow, [28],
[29], nazywa motorem sil; analogicznie wyznacza on motor przemieszczen.
Motor sit F okreslony jest siedmioma skladowymi, z ktérych

q1;9s, 3 Sa rzutami na osie wspéirzednych sit dziatajacych w prze-

kroju (lub wezle),
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q, odpowiada bimomentowi,
Qs, 96,97 Sa sktadowymi momentu dziatajacego w badanym przekroju.

Wspéirzedne te zwigzane sg w rézny sposéb z kartezjanskim ukladem
przestrzennych osi odniesienia x, y, z. Wsp6lrzedne q,, q,, g5 i g, nie za-
lezg od réwnoleglego przesuniecia uktadu odniesienia, podczas gdy qs, g
q; ulegaja zmianie przy przesunieciu osi. Jezeli jedng z osi (np. x) usta-
wimy wzdluz dzwigara (rys. 10), a poczatek ukladu odniesienia umieécimy
w $rodku ciezkosci przekroju, to q; okre§la¢ bedzie sile podtuzng w dzwi-
garze, q, i g, sily poprzeczne, q; i g; odpowiadaja momentom zginajagcym
dzwigar, wreszcie g, jest momentem skrecajaeym, ale jedynie wowczas, gdy
srodek ciezko$ci przekroju pokrywa sie ze $rodkiem zginania.

Podobnie motor przemieszczen U wyznaczony jest siedmioma sktado-
wymi, z ktéorych

p',p%, p® sa katami obrotu przekroju w stosunku do osi,

p' jest miarg deplanacji przekroju,
sa sktadowymi przesuniecia liniowego poczatku osi wspot-
rzednych.

Analogicznie jak w «motorze» sil jedynie sktadowe p®, p°, p’ zaleza
od przesuniecia osi odniesienia. Zesp6ét wielkosci nazwanych motorem
z nie jest wielkoscia tensorowa,

gdyz, jak widzimy, jego sktado-
we w rozmaity sposéb reagujg

(————

| = n : &
4 3 na zmiane ukladu odniesienia.
i j‘ S Natomiast operator R, za pomoca
i ktérego przechodzimy od motoru
5‘/ U do motoru F, nosi cechy ten-
Rys. 10 sora w mysl elementarnego okre-

§lenia podanego na poczatku ni-
niejszej pracy [wzor (2)], jezeli zamiast wektoréow operowa¢ bedziemy
«motorami».

Rownanie ogblne ma zatem postac

(96) F=|R|p'.

Poniewaz zmiennoéé sit i przemieszczen posiada odmienny charakter, ten-
sor ||R|| jest tensorem jednorodnym drugiego rzedu. Jezeli za punkt wyj-
$cia przyjmiemy przesuniecia p przypisujac im charakter kontrawariant-
ny, to tensor ||R|| ma sktadowe R;;. Transformacja dokonana za pomoca
tego tensora nie jest w sensie fizycznym transformacja przestrzenng, gdyz
ze wzgledu na specyficzne wtasciwosci motoru przestrzenna zmiana ukla-
du odniesienia nie bedzie odpowiadala przeksztalceniu tensorowemu.
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W rozpatrywanym przypadku mamy typowa transformacje «fizycz-
ng». Zobaczymy poézniej, ze podobny charakter ma transformacja poli-
wektora pradow na poliwektor napie¢ poprzez tensor oporno$ci o skta-
dowych Z;;. Analogia miedzy wielkosSciami elektrycznymi i mechanicz-
nymi jest utrzymana wedlug klasycznego systemu analogii, [58].

Dla przykladu napiszemy, [28], skladowe tensora dla dzwigara przed-
stawionego na rysunku 10:

ES 9 0o 0o o L —
i l l
12EJ. 6EJ.
H Bl 0 0 5
1)? (1?
12308 6EJ,
0 0 ——2o 0 = 0
(1)? o*
(97) |Rll= 0 0 0 GJia GJ.B 0 0
0 0 0 GJ:f Gy 0 0
ESé 6 EJ, E o _ES&
= = = == S i - - 1
ESy__6EJ. g2, O
| l i 0 0 0 y . [4J: + S (n)?] |

We wzorze tym przyjeto nastepujace oznaczenia:
E modut sprezystosci objetosciowej,
G modul sprezystosci postaciowej,
S przekrdéj poprzeczny dzwigara,
J:; momenty bezwtadnoSsci,
1, & wspoélrzedne $rodka ciezkosci przekroju, odniesione do ukla-
du, ktorego poczatek znajduje sie  w srodku zginania prze-
kroju. .
a, B, v wsp6lezynniki bedace funkcjami (algebraiczno-hyperbolicznymi)
zmiennej w=l\/GJx7E:I(;.
Zesp6l wielkos$ci okreslonych wzorem (97) jest macierza kwadratows
o wyrézniku nier6wnym zeru.

Przy zmianie ukladu wspélrzednych sktadowe tej macierzy transfor-
muja sie jako funkcje momentéw bezwladnosci.

Nasuwa sie.zastrzezenie, czy wobec ograniczonych mozliwosci trans-
formacji i jej «fizycznego» charakteru usprawiedliwione jest tutaj wpro-
wadzenie pojecia tensora. Wydaje sie, ze — przynajmniej w obecnym
stanie rozwoju techniki — uzywanie wielkosci tensorowych w praktycz-
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nych obliczeniach ramownic przestrzennych bytoby zbytnig komplikacja.
Natomiast w pewnych pracach naukowych, zwlaszcza w potaczeniu z teo-
rig «motorow», metoda tensorowa moze da¢ dogodny sposéb zapisu i przej-
rzyste ujecie skomplikowanych zaleznosci miedzy sitami i przemieszcze-
niami w ramownicy. ‘

Dla uzupelnienia obrazu zasiegu metody tensorowej w mechanice
trzeba wspomnie¢ o ogromnym znaczeniu tej metody dla rozwoju me-
chaniki relatywistycznej. Obliczenie ruchu peryhelium planety Merkury,
ugiecia Swiatla w sferze przyciggania stonica i przesuniecia linii spektral-
nych widma gwiazd stanowia klasyczne juz dzi$, [82], przyktady poznania
ta droga zjawisk przyrody. Oczywiscie rzad wielkosci obserwowanych
zjawisk wybiega daleko poza aktualne potrzeby techniki, zagadnienie
wykracza zatem poza ramy zakreslone niniejszym opracowaniem.

9. Metoda tensorowa badania systemow elektrycznych

Wyzej omoéwiliémy powody, dla ktérych sprawa uzycia rachunku ten-
sorowego w elektrotechnice wymaga szczegélnie starannej i krytycznej
analizy. Sytuacje zaciemnia jeszcze fakt rozreklamowania przez amery-
kanski koncern General Electric Co «<metody G. Kr o-
na». Metoda «zastosowania tensoréw do obliczen sieci
i maszyn elektrycznych» zostala przedstawiona przez
Krona w szeregu artykuléw, poczynajac od 1935 r.,
[47], i w dwodch ksigzkach, [45] i [46]. Metoda ta
zyskala pewien rozglos i nasladowcow, [77], nie moz-
na wiec nad nig przejs¢ do porzadku dziennego, tym
bardziej, ze niezorientowany czytelnik moze w niej
widzie¢ istotnie nowe perspektywy zastosowan ra-
chunku tensorowego. Kilku autoréw, [6], [21], [34],
[57], przeprowadzilo analize bledow popelionych przez
Krona, totez tutaj ograniczamy sie do wyjasnienia,
Rys. 11 w toku ogélnego rozumowania, podstawowego nieporo-

zumienia, ktére tkwi w ujeciu «tensorowym» Krona.

W obwodach elektrycznych mamy do czynienia z dwoma rodzajami
wielko$ci zmiennych: prgdami i i napieciami e, oraz z parametrami stano-
wigcymi sktadowe opornos$ci pozornej (impedancji) Z: indukeyjnoscia L,
pojemnoscig C i opornoscig rzeczywista R. Chcac wprowadzi¢ rachunek
tensorowy musimy postugiwac sie wyzej omowiong metoda przedstawie-
nia systemu we wspolrzednych uogélnionych. W tym celu trzeba rozbié
rozpatrywang sie¢ na obwody elementarne, bedgce odpowiednikiem punk-
tow materialnych systemu mechanicznego. Na przyktad sie¢ uwidocznio-
ng na rys. 11, [14], przedstawimy w postaci szeSciu obwodow elementar-
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nych (rys. 12), powiazanych oporno$ciami kojarzgcymi Z;;. Opornosci te
tworza macierz kwadratowg, ktéora w rozpatrywanym przypadku ma po-
stac

Zy 0 Z G 0 0

0 Zw 0 0z, 0

o0 o \Z 0 Zo 0 0 0
’ 0 0 0 ZI 7 M)

0 7 0 Zo Z D

0 0 0 0 Z

66

Prady w obwodach elementarnych wyznaczymy bez trudu jako kombi-
nacje rozplywu pradow sieci pierwotnej. Prady te mozna przedstawié
w postaci macierzy jednowskaznikowych (kolumnowych) [i] i [i{']. Zalez-
Zi — 245
Zy Zy Zs 74 G 7

e; e, gl e, e;

Rys. 12

no$¢ miedzy tymi dwoma macierzami wyraza si¢ przez zespol rownan
algebraicznych i moze by¢ zapisana w formie macierzy tqczacej

1 =1 0|
0 1 0
1 N =il
(99) [C] = :
0 0 1
0 |
1 0 0

Kolumny macierzy odnoszg sie do pradéw w obwodach elementar-
nych, wiersze — do pradéw w oczkach sieci pierwotnej. Oto6z cala filozo-
fia systemu K r o n a ogranicza sie do tego przeksztalcenia, ktére jest
typowym przeksztalceniem algebry macierzowej, znanym zreszta przed
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Kronem. Macierz tgczacg (99) K r on nazywa tensorem transfor-
mujacym bez zadnego przekonywujacego uzasadnienia, gdyz nie mamy
tu do czynienia z transformacjag w danym ukladzie wspoétrzednych, a je-
dynie z przebudowa sztywnych osi odniesienia. Obiekt geometryczny,
odwzorowujacy badany system elektryczny, otaczamy jakby rusztowa-
niami réznych systeméw, ale samego obiektu jeszcze nie poruszyliSmy
i nie dokonaliSmy zadnej z typowych transformacji tensorowych. Po-
dziat na obwody elementarne trzeba zatem traktowaé jako swoista me-
tode wylqcznie macierzowq, ktéra stanowi dopiero punkt wyjscia do
ewentualnych zastosowah rachunku tensorowego. Trzeba przy tym pa-
mieta¢, ze macierz odwrotna w stosunku do macierzy laczacej, niezbedna
do dalszych wywodéw K r o n a, nie zawsze istnieje, [567], co ograni-
cza zakres stosowalnosci metody rozczitonkowania systemu. Podobnie jak
przy rozpatrywaniu zagadnien pola trzeba przede wszystkim stwierdzié,
jaki charakter tensorowy majg napiecia, prady i opornosci i jak je przed-
stawi¢ we wspoéirzednych uogélnionych. Rozpatrzymy warto$ci chwilowe
napie¢ i prgdow. Poniewaz prady odwzorowujemy w postaci macierzy
wierszowej, wiec nic nie stoi na przeszkodzie, aby kazdemu pradowi
w obwodzie elementarnym podporzadkowaé¢ wspoirzedng uogdlniona g*.
Wowcezas obrazem zespolu praddéw plyngcych w obwodach elementar-
nych jest poliwektor kontrawariantny o skladowych i*. Gdyby obwody
elementarne byty nieskojarzone, to koniec poliwektora i* mégltby po-
rusza¢ sie w przestrzeni p-wymiarowej w dowolny sposéb. Jezeli jednak
sie¢ sktada sie z polaczonych ze soba obwodéw, to dla kazdego z R wez-
16w napisa¢ mozna rownanie Kirchhoffa, co we wspodlrzednych
uogolnionych wyrazimy wzorem

(100) ‘ 2 D Crir=0.

Rownania te oznaczaja zmniejszenie liczby stopni swobody o R, w na-
stepstwie czego wszystkie prady sa jednoznacznie okreslone przez napie-
cia zasilajgce system. Przy zmianie jednego z tych napie¢ punkt P po-
rusza sie po torze wyznaczonym parametrami systemu.

Mnozac sktadowe i* przez odpowiednie skladowe macierzy opornosci
(98) znajdujemy skladowe innego poliwektora, mianowicie poliwektora
napiecia. Poliwektor ten posiada przeciwny charakter zmienniczo$ci
niz i, jest wiec poliwektorem kowariantnym o sktadowych e,.

Widzimy, ze za pomocg macierzy [Z] poliwektor i* przeksztalcilismy
na poliwektor e;, wobec czego dokonaliSmy przeksztalcenia, ktére na po-
czatku przyjeliSmy za transformacje tensorowa [réwnania (2) i (19)]. Fakt,
ze przy transformacji zmienit sie charakter fizyczny wielko$ci — z pra-
déw przeszliSmy na napiecia — nie ma znaczenia z punktu widzenia geo-
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metryzacji przebiegu. Dochodzimy wiec do wniosku, ze macierz opor-
nosci traktowaé mozna jako podwojnie kowariantny tensor transformacji
i rbwnanie wigzace prady i napiecia napisa¢ nalezy w postaci tensorowe]

(101) er= D Zuit.
k

Rozumowanie mozna réwnie dobrze przeprowadzi¢ biorac za punkt
wyjscia poliwektor napie¢; tensorem transformujgcym jest wtedy ma-
cierz przewodno$ci (admitacji) systemu [Y]:

(103) = Yre,.

W osrodkach ciggtych mieliSmy do czynienia z transformacjami, kto-
re przez zmiane ukladu odniesienia pozwalaly zbadaé przebieg zjawiska.
Podobnie mozemy postepowaé¢ w obwodach elektrycznych, z tym, oczy-
wisScie, ze transformacja dotyczy¢ bedzie zmian pewnych wlasciwosei fi-
zycznych uktadu.

Zauwazmy, ze dla kazdej sktadowej napiecia w obwodzie ey, w 0gél-
nym przypadku obowiazuje zaleznos$¢

d i

(103) ewn=Ri' +L at

+~é Tl
Wprowadzajac operator rézniczkowania (H e a v i s i d e’ a)
p = d/dt mozemy napisac

(104) ev=(R+Lp-+C1lp1)i.

Jezeli zalozymy przez analogie z systemami mechanicznymi, ze w naj-
prostszym przypadku R, L i C sa parametrami stalymi, to wielkoscia,
ktéora mozemy zmienia¢, jest p. Oznacza to, ze transformacja tensorowa
pozwala na zbadanie wplywu przebiegéw czasowych na zachowanie sig
systemu. Jezeli wprowadziliby$Smy dodatkowsa o$§ wspéirzednych t, to
zmiana d/dt oznaczalaby obrét uktadu odniesienia wzgledem osi. To sa-
mo zagadnienie mozna ujaé bardziej pogladowo, gdy mamy do czynienia
z pradami sinusoidalnymi o stalych amplitudach. Kazdemu z pradéw
w obwodzie elementarnym przyporzadkowujemy wowczas dwie wspol-
rzedne, q"* i q’*, odpowiadajace skladowym rzeczywistej i urojonej pradu i*.
Odpowiednikiem zmiany d/dt jest zmiana czestotliwoSci napie¢ zasila- .
jacych uktad. Zmiana czestotliwosci pocigga za sobg obrot wektoréw pra-
dowych we wspblrzednych g, g’

System elektryczny o statych R, L i C jest przypadkiem szczeg6lnym,
ktéry nie wyczerpuje zagadnien stojacych przed technikg w dziedzinie
energetyki, zwlaszcza w telekomunikacji. Dlatego nieodzowne jest roz-
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ciggniecie przeksztalcenia tensorowego na systemy o zmiennych R, L i C.
Sprawa ta jest bardzo skomplikowana i jeszcze mato zbadana.

Dla scharakteryzowania metody, jakie] nalezy uzy¢, rozpatrzymy sy-
stem elektryczny zlozony z obwodéw elementarnych o samych indukcyj-
nosciach wiasnych L;; lub wzajemnych L;; (i = j), [6]. Najogblniejsza za-
lezno$¢ miedzy napieciem i pradem jest

di! AL s dil
2l o= 2 Ly + 2 g 2 T

m 3+
! l,m dt

gdzie @,, oznacza strumien magnetyczny skojarzony z indukcyjnoscia,

a I', symbol Christoffela, ktory wyznaczamy z réwnania
T T 1 (0 Len 0 Lu ﬂlk,l_
(106) % Lhm i kL™ -2« ( () il + 0 ik— —— 0 ih )

Trzy wyrazy prawe]j strony réwnania (105) maja wazny sens fizyczny:

(a) wyraz pierwszy charakteryzuje zmiany e (i) w systemie liniowym
o parametrach stalych;

(b) wyraz drugi oznacza zmiany parametryczne systemu, ktére
w przypadku napie¢ sinusoidalnych o statych amplitudach sg odpowied-
nikiem znieksztatcen liniowych;

(c) wyraz trzeci charakteryzuje mieliniowo$¢ systemu, jedynie bo-
wiem w systemach nieliniowych lewa strona réwnania (106) nie jest toz-
samosciowo réwna zeru. Tu wta$nie tkwi drugi zasadniczy btad Kron a,
ktory szafuje symbolami Christoffela w ukladach liniowych, nie
sprawdziwszy, ze wszystkie czlony zawierajace ten symbol rowne sg zeru.

Z réwnania (105) wida¢, ze, obok transformacji odpowiadajacej zmia~-
nie czestotliwo$ei w uktadzie o statych parametrach, mozliwe sg inne
przeksztalcenia ukladu odniésienia. Transformacja parametryczna wy-
nikajgea ze zmiany warto$ci R, L i C moze mie¢ dwojaki charakter:

(a) w przypadkach gdy badamy zachowanie sie systemu w funkcji
czestotliwo$ei, przy czym jest R(w), L(w), C(w), to mamy do czynienia
z transformacjg, ktéra odwzorowuje rzeczywiste zmiany systemu [pro-
blemy grupy (3)], co nie wymaga dodatkowych wyjasnien;

(b) mozemy jednak zastosowa¢ zmiane R, L i C jako transformacje
formalna, majaca na celu uproszczenie systemu [problemy grupy (2)].

Takiej metody uzywamy w pewnych zagadnieniach energetycznych
przewaznie dla usuniecia sprzezen wzajemnych miedzy obwodami, tj.
sktadowych Z;; (i 7= j) w tensorze opornosci, gdy czestotliwo$é napieé¢
zasilajacych pozostaje stala. Transformacje realizujemy przez odpowied-
nie dobranie podstawowego tensora metrycznego. Przykladem tego typu
transformacji jest znane od dawna przeksztalcenie Fortescue, [23], za
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pomocy ktérego symetryzuje sie i pozbawia sprzezen np. ukltad cewek
silnika.
Uklad trzech cewek silnika asynchronicznego posiada oporno$é

Iz M, Mﬂ

(107) |zl=\M, z M.
|
M, M, Z

Zastepujemy prady (wartosci skuteczne) w obwodach rzeczywistych J', J* i J?
pradami umyslonymi J", J'* i J* stosujac tensor metryczny

[t 1 1 |
1 | I
108) === 1 h._’ h I ,
( I \/ 3) Il |
i1 h h? |
gdzieh —e/*?%.
Opornos¢ zastepcza dla pragdéw umyslonych wynosi
Z+ M, + M, 0 0
(109) 1z = :1)) 0 Z - h*M,; - hM, 0 I
0 0 Z -+ hM, + h2M,|

W nowym uktadzie pradéw sprzezenia zostaly wyeliminowane i ten-
sor ||Z'|| przybral postaé¢ macierzy diagonalnej. Metoda diagonalizacji
macierzy posiada zresztg szereg powaznych opracowan, [68], i jest
szczegOlnie przydatna do rozwigzywania sprzezonych obwodéw troj-
fazowych.

Powyzej przytoczyliSmy przyklad, w ktérym tensor [Zl byl syme-
tryczny. Tego typu tensory spotykamy z reguly w obwodach energetycz-
nych, gdzie kierunek sprzezenia nie wplywa na rozplyw pradéw Z;;=Z;.
Natomiast w urzadzeniach z elementami czynnymi (lampami elektrono-
wymi) tensor |Z|| jest na ogét niesymetryczny; np. w lampie tréjelektro-
dowej podporzadkowanie pradu anodowego pradowi siatki nie jest row-
noznaczne z zaleznos$cig odwrotng.

W przemys$le spotykamy wiele urzadzen elektrycznych, w ktérych
obok przebiegéw elektrycznych nastepuja przesuniecia przestrzenne ele-
mentow systemu. W pojedynczych silnikach czy pradnicach zastosowa-
nie metody tensorowej byloby zbyteczng komplikacja. Natomiast w sy-
stemach bardziej ztozonych, np. przy obliczaniu wspoélpracy kilku prad-
nic lub projektowaniu urzadzen sterujgcych, zwiezlo$é i przejrzystos$é
zapisu tensorowego moze by¢ bardzo pozyteczna. Na przykiad dla zespotu
selsyn (rys. 13), [45], w ktorym szczotki maszyny sterujacej ustawione sa
pod katem ;, a silnika sterowanego pod katem w,, otrzymamy macierz
oporno$ci dla pragdéw chwilowych w postaci
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Rs1 + pLs1 D M1 €/ 0
(110)  |Z]|=|pMrs1e7* Rn+Re+p(Ln+Ln) —pMgpe |,
0 — pMro et Rs2+pLas |
Indeksy r odnosza sie do wirnika, indeksy s do stojana pierwszei lub
drugiej maszyny. Obracajac przestrzenny uklad wspdirzednych o kat —y,

! otrzymamy tensor transformujacy o zmien-
Sz, z,, ym parametrze y,—y,, ktéry w dogodny
S
A
Y

sposob obrazuje wplyw przesuniecia szczotek

- M;s, na prace ukladu.
= 7 Mozna by poda¢ wiele przykladéw oblicza-
@ @ nia podobnych urzgdzen zlozonych z maszyn
komutatorowych. Powyzsza metoda moze sie
J rowniez nadawaé¢ do badania przebiegu pradéw

T
1 I  w silniku w czasie rozruchu, gdy predkos¢ ka-
Rys. 13 towa pola wirnika jest parametrem zmiennym.

10. Glowne problemy zastosowan metody tensorowej w technice

W niniejszej pracy starano sie znalez¢ sposoby wlasciwego wykorzy-
stania rachunku tensorowego dla potrzeb techniki. WidzieliSmy, Ze po-
tencjalne mozliwoéci tych zastosowan w réznych dziedzinach techniki
sa bardzo rozlegte. Z drugiej jednak strony zakres aktualnego wprowa-
dzenia metody tensorowej jest bardzo nier6wnomierny, gdyz w jednych
gateziach techniki — jak np. w teorii sprezystosci — stala sie¢ ona waz-
nym narzedziem pracy naukowcéw, natomiast w innych jest prawie nie-
znana i wymaga pionierskich badan matematykéw i technikow.

Droga tych badan jest ulatwiona dzieki temu, ze , jak wykazano w ni-
niejszej pracy, metody przystosowania rachunku tensorowego do réznych
dziedzin techniki noszg wiele cech wspoélnych. Przy atakowaniu proble-
méw technicznych, zwigzanych z osrodkami ciggltymi lub z systemami
o stalych skupionych, kierowaé¢ sie nalezy nastepujacymi wytycznymi,
wynikajacymi z poprzednio przeprowadzonej analizy:

(1) Rachunek tensorowy stosowaé mozna jedynie do obiektéw, ktére
dadza sie przedstawié¢ za pomoca tensoréw i ktérych wlasciwosci tenso-
rowe wystepuja w badanym przez nas problemie technicznym. Dlatego
podstawa prawidlowego postugiwania sie metoda tensorowa w technice
jest zbadanie sensu fizycznego zalezno$ci matematycznych.

(2) Wyniki obliczen tensorowych szczegoélnie tatwo dajg sie przenosic¢
z jednej dziedziny techniki do innej. Dlatego stajac przed nowym pro-
blemem trzeba przede wszystkim stwierdzi¢, czy w innych dyscyplinach
technicznych nie opracowano juz zagadnienia o zblizonym charakterze
matematycznym.
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(3) Geometryzacja zjawiska powinna by¢ przeprowadzona w ten spo-
s6b, aby we wzorach tensorowych uwydatnity sie najistotniejsze dla tech-
nika wspéizalezno$ci miedzy parametrami, bedacymi przedmiotem pro-
jektowania, badZz tez miedzy wielko$ciami zmiennymi, decydujacymi
o ekonomice danego procesu technologicznego.

(4) Uklad odniesienia trzeba tak dobra¢, aby uzyska¢ najwygodniej-
sze zalezno$ci matematyczne. W zagadnieniach o$rodkéw ciggtych postu-
gujemy sie zasadniczo trdéj- lub czterowymiarowym ukladem odniesie-
nia; dalsze osie wspoélrzednych nosza przewaznie charakter pomocniczy.
W systemach o stalych skupionych stosuje sie wspoélrzedne uogdlnione,
ktérych liczba jest funkeja liczby stopni swobody uktadu. Zealeznie od
charakteru badanego zjawiska czas mozna traktowaé jako niezaleznag
wspolrzedna lub tez odwzorowywaé zmiany w czasie przez transformacije
uktadu odniesienia.

(5) Nie wolno sugerowac sie efektownym ujeciem wzoréw tensoro-
wych we wspoélrzednych krzywoliniowych; rzeczg konieczng jest spraw-
dzenie, czy wyrazenia w tych wzorach lub ich czesciach nie stajg sie
tozsamosciowo réwne zeru. ‘

(6) Pozadane jest, aby transformacje tensorowe upraszczalty badane
zjawisko, sprowadzajac je do typowego, lepiej znanego obiektu. Nalezy
sprawdzi¢ prawidlowos$¢ transformacji przez okre$lenie niezmiennikéw
i zbadanie ich znaczenia fizycznego.

(7) Nalezy $ci$le rozgranicza¢ metode tensorowa od zastosowan tech-
nicznych algebry macierzowej. Sprawdzianem jest tutaj sposéb trans-
formacji i jej uzytecznos$¢ przy obliczeniach technicznych.

Postugiwanie sie metodg tensorowg jako narzedziem badawczym wy-
maga opanowania zasad algebry tensorowej oraz zdobycia pewnej rutyny
w obliczeniach. Dlatego stosowanie metody tensorowej do fragmentarycz-
nvch, rzadko spotykanych zagadnien technicznych jest nieuzasadnione,
chyba ze inne prostsze metody obliczeniowe calkowicie zawioda. Gléwny
nacisk nalezy zatem polozyé na gruntowne zbadanie przydatnosci metody
tensorowej do rozwigzywania probleméw podstawowych, wystepujacych
w wielu dziedzinach techniki lub majgcych zasadnicze znaczenie dla ja-
kiej§ waznej dyscypliny technicznej. Jedynie wowczas optaci sie trud
opanowania specjalnego aparatu matematycznego.

Trudno na podstawie dotychczasowego stanu nauki podaé¢ Scista i kom-
pletna liczbe zagadnien, ktére nalezaloby bada¢ metoda tensorowa. Na-
suwaja sie jednak nastepujace zagadmienia, ktére ze wzgledu na ich do-
niostosé dla nauki i gospodarki narodowe]j zastuguja przede wszystkim na
zbadanie metoda tensorowa:

(1) obliczenia rozkladu pol statycznych oraz przebiegéw falowych
i impulsowych w os$rodkach anizotropowych,

(2) badania zmian reologicznych w o$rodkach ciagtych,
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(3) ogoélna teoria przebiegéw nieliniowych w os$rodkach -ciaglych
i systemach,

(4) okreSlanie optymalnych parametréw zlozonych obwodéw elek-
trycznych.

Wymienione zagadnienia-sg bardzo obszerne i stosunkowo malo zba-
dane, wobec czego opracowanie ich moze da¢ cenne rezultaty jedynie
przy zespolowej i planowej wspolpracy matematykow i technikow.
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Pe3imowme
METO/IBI IPUMEHEHMST TEH30PHOTO HCHUCJIEHHUSI B TEXHHEE

Iensro HacToAmel paboThl ABIAAETCA ONPEeJIieHVe CTEIIeHN IT0JIe2HOCTH
TEH30PHOTIO MCYMCJIEHUA B Pa3JIMIHBIX OTPACIAX TEXHMKM M MCCJIe0BAaHNS
KJIACCMYECKMX METOA0B IPMUCIIOCODIICHNMA TeH30PHBIX METOZOB AJIS Perie-
HIUS TEXHUYECKMX: TIpodieMm.

KpaTkoe mcroprueckoe BBeJeHMe YKas3bIBAeT IIyTU TIEPEHECEHUA TEeH-
30PHBIX METOAOB M3 MATEMATUKM M TEOPETUYECKON (OhU3MKM B 061acTH Me-
XaHMKI M 9JIEKTPOTeXHMKN. B Buay Toro, uTo pabora mpegHazHaveHa IIaB-
HbIM 00pa30oM AJA TEXHMKOB, He0OX0AMMO OBbIIO NPMBECTHM OCHOBHbIE TEH-
30pHBIE TMOHATUA. VICXOIHBIM ‘IIYHKTOM OPWHATO TE€OMETPUHECKYIO JMHTEep-
TPeTaly0 TEH30PHBIX TpaHcOpMalMii B JeKapTOBBIX KOOpAMHATax, ©O-
ofbIass 3aTeM 9TY HOHATUA HA KPUBOJIMHENHBIE KOOPAMHATBEI M IIPOCTPaH-
crBo Pumamna.

OCHOBOJ AJIA TEXHMYECKMX IPUMEHEHMI MeToZa SABJseTcA dusyusie-
CKRas MHTepIpeTanya TeH30pa. PaccMOTpeHO TEH30pHBIN XapakTep usm-
YEeCKMX 3aBMUCHMOCTEN M TEeH30PHBIM MeTOJ| OIIpeeJieHMs MHBAaPMaHTHBIX
cBoOiicTB 00BeKkTOB. IIpoBemeHO aHAJOTMIO MEXKAY MeTOoAaMM, IIpMMeHse-
MbIMM B aHaJM3e Mep ¥ TeH30pHOI anrebpe. Jlamnee, mcciefoBasbl, pa3idnl
(MBUYECKOro XapakTepa MeIKAy ITOHATUAMM TeH30pa M MaTPHIIbL.

IToaTBEP3KAEHO, YTO B TEXHMWYECKMX TIpobJieMax CYI[PCTBYIOT TPYM THUIIA
TEH30PHBIX TPaHCHOPMALNIA:

(a) dopmanbHbIe TpaHncdopMalMy, He M3MEHAIOLME THIa 00BbeKTa,

(6) dopmanrHble TpaHC(OPMAILY, BHI3BIBAOIIVE M3MEHEHE TUIIA 005~
exTa, ‘

(B) TpamcdopMaimy, oToOpazKaoUye JeCTBUTeIbHbIe M3MeHeHN, TIPO -
JICXOOAILIME B obBeKTe.

IIpuBeeHa XapaKTePMCTVKA M IPVMMEPhI KazKJ0T0 M3 9STUX TUITOB TPaHC-
hopmarii.

IIpoana m3MpPoBaHO BBITOABLI IPUMEHEHVA TEH30PHOTO UCIMCIEHNA B TeX-
HMKE, BBITEKAIOIe M3 €r0 YHUBEPCAJIHbHOCTY, CMHTETUYHOCTY U TIPUTOLHO-
CTY JJ1A PACYETOB.

COBOKYIIHOCTH TIPMMEHEHMII TeH30PHOT0 MCUMCJIeHNMA B TeXHMKE paszlie-
, JIEHO HA BOIMPOCHI, KACAIOLMecd CIIJIOIIHBIX CPeJ ¥ CHMCTeM CO MHOTMMM CTe-
TeHAMM CBODOMBI.

ViccoreZioBaHO TEH30PHBII XapakTep (OM3WIecKMX BeNWHUNH, TOABJISAIO-
NIMXCA B yOPYTOM M 9JE€KTPOMATHUTHOM IIOJe, ¥ OCODeHHBbIe TUIBI TEH30-~
POB, YIIOTPEOJIASMBIX TIPM MCCHAENOBaHMM CILJIOUIHBIX CPEN.

HMamee yxa3bIBaeTcsi, YT0 COOTBETCTBEHHO MOAMMMIIMPOBAHHbIE TEH30D-
HbIe METOJBI MOTYT OBITH IIOJIE3HBI B CACAYIOLIMX OTPACIAX TEXHUKM, CBA-
33HHBIX C BOIPOCAMM CILIOIIHBIX CPEe.:
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(a) K/TacCHYECKO} TEOPMM YIPYTOCTH, & B OCOOEHHOCTM aHM3OTPOITHBIX
cpexn,

(6) Teopuy KOHEYHBIX JedPopMalii,

(B) rMOopoAMHAMMKE BA3KUX IKUIKOCTEI],

(r) Teopuy MIACTYHOCTI M1 PEOJIOTHNA,

(m) HEIMHEVHBIX ABJICHMAX B 9JIEKTPOMAIHWTHOM IIOJIE,

() MMITYyJIbCHOV TIepefade SIeKTPOMATHUTHBIX BOJIH,

(3K) TIPOCTPAHCTBEHHOJ a9pPOTPUAHTY JIALVINA.

Il Kaskmoy u3 9TUX 0obJacTell ompeZesieHbl HamboJiee COOTBETCTBYIO-
1ye TEH30PHBIE METOAbI ¥ IPUBEIAEHBI TIPUMEDDL.

Crenyer mogYepKHYTh, YTO B paboTe pacCMOTPEHBI: TEXHUYIECKAs MIPH-
MEHVMOCTL TEH30pa 9HEeprMM MMIIyJbca, TeH30pHad ¢opMa ypaBHEHWA
MaxcBeJaJaa,a TakkKe ¥ TEH30p C IIEPEMEHHBIMM COCTABJISAIOLIVIMY, BBI-
CTYTAIOIII B BOIIPOCAX PEOJIOTMI ¥ KOHEYHBIX 1edpOpMaliyil.

,JIpoBesieHo cpaBHEHME (PM3MIECKOTO CMbICTIA TEH30pa B CUCTEMAX ¢ CO-
CPEROTOYCHHBIMY TIOCTOSHHBIMY M B CILJIOIIHBIX cpefaX. Kpome Toro yccie-
JI0BaHO 00JaCTh NMPUMEHEHVS MeToja 0000IIeHHBIX KOOPAMHAT.

Ha sTOM OCHOBaHMM YCTAHOBJIEHO, YTO TEH30PHOE MCUMUCIIEHNE TTPUTOAHO
JIJIA VICCTIEIOBAHMSA CUCTEM, BBICTYIAIOIINX B:

(a) HEeKOTOPBLIX BOMPOCAX KJIACCUMYECKO) MEeXaHMKM (HalmpuMmep B ypaB-
HemyMax JlarpaHzxa u 'aMuaIbTOHA),

(6) mpocTpaHCTBEHHLIX (hepMax,

(B) CJIOZKHBIX) SJIEKTPMUECKIX CETAX,

(r) CIIOKHBIX, CHMCTEMAaX TEJeCBA3Y, PaboTarommx Ha IIEPEMEHHO Ya-
croTe. v

OcobeHHoe BHMMaHMe 00OpallleHO Ha COOTBETCTBYIOIME pPa3TpaHMUYEeHIe
MEIKY TEH30PHBIM MCUYMCJIEHMEM U McuMcaeHneM MaTpui. OTciofa ciaemyer
orHOLIEHMe K Teopyy I'. KpoHa 1 3aKIIOYAIOIIMXCA B HEM ITOIPEITHOCTEN.
JiccnemoBaH TEH30PHBIM XapaKTep MHMMOIO SJIEKTPUYECKOTO 'COIIPOTMBJIIE-
HISA VI TIPUTOAHBIE AJIA TeXHUKYM MEeTOABI ero TpaHcdopmmpoBaHmA. [Jasee
yKaz3aHbl BO3MOXKHOCTHM, CKPbIBAIOIMECA B IIPUMEHEHUM KPMBOJIMHENHBIX
KOOpAMHAT M Teopuy ,,MoTopoB” T'opOyHOBa mmpw uccIegoOBaHUM Me-
XAHWYECKIX CYCTEM. 7

CaMBIMM aKTyaJIbHBIMM TIPODIeMaMyt IIPVMEHEeHNUS TeH30PHOTO MCUMCIe-
HMYA B TeXHMKE, TI0 MHEHMIO aBTOpPa, ABJIAIOTCA:

(a) ompemeseHMe CTaTMYECKMX TIOJIEV, BOJHOBBIX ¥ MIMITYJIBCHBIX SBJIE-
HUI B aHM30TPOIHBIX CPeJiax,

(6) mccenoBaHMe PEOJOTMYECKMX M3MEHEHNM)I B CIIOIUHBIX Cpejax,

(B) obmjas Teopmsa HEJMHENHBIX IIPOIIECCOB B CMCTEMAX ¥ CIIJIONIHBIX
cpenmax,

(r) mccaemoBaHME CIIOIKHBIX SJIEKTPUUECKNX LIETIEN,
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Summary

METHODS OF APPLICATION OF TENSOR CALCULUS
TO TECHNICAL PROBLEMS

The author’s aim is to determine the degree of utility of the tensor
calculus in various branches of technical sciences and to discuss the
application of the classical methods of tensor analysis to technical pro-
blems.

A short historical introduction indicates the ways in which the me-
thods of tensor calculus have been applied to problems of mechanics
and electrotechnics. Since the paper is destined for technicians, it has
been considered desirable to explain some fundamental notions relating
tc tensors. The geometrical interpretation of tensor transformations in
Cartesian co-ordinates was taken as the starting point, generalizing
the notion to curvilinear co-ordinates and to Riem annian space.

The basis of technical applications of tensor analysis is the physical
interpretation of the tensor. The tensorial character of physical relations
and the use of tensors for detecting invariable features of the investi-
gated object are discussed. The methods of dimensional analysis are com-
pared with those of tensor algebra. Next, the physical differences be-
tween the notion of the tensor and that of the matrix are investigated.

It was found that in technical problems there are three types of tensor
transformations:

(a) formal transformations, in which the type of the object is not
changed,

(b) formal transformations changing the type of the object,

(c) transformations representing real changes in the object.

Each type of transformation is characterised and examples given.

The advantages of tensor calculus in technical problems resulting from
its general and synthetic character and its suitability for calculations are
enalysed. The whole of the applications discussed is divided into two
groups of problems, the first concerning continuous media, and the
other — systems of many degrees of freedom.

The tensorial character of physical quantities relative to the elastic
and the electromagnetic fields are discussed, as well as special types of
tensors used for investigation of continuous media.

It was found that the methods of tensor calculus, when suitably mo-
dified, can be applied in the following branches of technics, concerning
continuous media:

(a) classical theory of elasticity, especially the theory of anisotropic
bodies,

(b) theory of finite deformations,
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(c) hydrodynamics of viscous liquids,

(d) theory of plasticity and rheology,

(e) non-linear phenomena in an electromagnetic field,

(f) impulse processes in electromagnetic waves,

(g) aerotriangulation in three dimensions. ’

For each of these problems suitable methods of tensor analysis are
determined and examples given.

In particular, the author discusses the technical applicability of the
tensor of impulse energy, the tensorial form of Maxwell s equations
and the tensor of variable components, appearing in the problems of rhe-
ology and finite deformations.

Physical interpretations of the tensor in systems with concer'ltra_’ted
constants and in continuous mediums are compared and the applicability
of generalized co-ordinates discussed.

In conclusion it is stated that the tensor calculus is suitable for inve-
stigation of the following problems:

(a) certain problems of classical mechanics (e.g. the equations of L a-
grange and Hamilton),

(b) three-dimensional trusses,

(c) multi-circuit electrical power systems,

(d) complicated telecommunication systems operating with variable
frequency.

Special attention has been paid to a correct delimitation between the
tensor calculus and that of matrices. In conclusion the theory of G. Kron
is discussed and its errors pointed out. The tensorial character of the
apparent resistance is'investigated, as well as the corresponding methods
of transformation, suitable for technical problems. Next, the possibilities
of application of curvilinear co-ordinantes and the Gorbunov theory
of «motors» for investigation of mechanical systems are discussed.

The following problems are considered by the author to be most inte-
resting from the point of view of tensorial calculus:

(a) computation of distribution of static fields and wave and impulse
processes in anisotropic mediums, A

(b) investigation of rheological changes in continuous mediums,

(c) general theory of non-linear processes in continuous mediums and
systems,

(d) investigation of complicated electrical circuits.

ZAKEAD BADANIA DRGAN
' IPPT PAN

Praca zostata ztozona w Redakcji dnia 5 stycznia 1954 r.
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WYKEAD I%

Chociaz w obecnym stanie wiedzy trudno byloby okres$li¢ Scisle, co
stanowi istote plastycznosci materiatéw, przedmiotem rozwazan teorii
plastyczno$ci sa, niewatpliwie, odksztalcenia trwate, tzn. odksztalcenia nie
znikajace calkowicie lub czesSciowo po usunieciu sit obciazajacych. Tym
samym w zakres rozwazan teorii plastycznosci wchodza przemiany cat-
kowicie lub cze$ciowo nieodwracalne. Pod tym wzgledem teoria plastycz-
nosSci stanowi przeciwienstwo teorii sprezystosci, ktéra zajmuje sie jedy-
nie przemianami odwracalnymi i w ktérej w zwiazku z tym zaklada sie
jedno-jednoznaczng odpowiednio$¢ pomiedzy stanami odksztatcenia i na-
prezenia (jezeli poming¢ tzw. «samonaprezenia», czyli naprezenia «wstep-
ne» lub «wlasne» w stanie nieobcigzonym ciata). Teoria plastycznosSci
opiera sie na ujeciu fenomenologicznym rozpatrywanych zjawisk i nie
wnika w ich istote fizykalna. Postuguje sie ona réznymi modelami cial,
jak ciato sprezysto-plastyczne, idealne cialo plastyczne, cialo plastyczne
ulegajace tzw. wzmocnieniu wraz ze wzrostem odksztalcenia (tzn. wykazu-
jace «hartowno$¢ mechaniczng») itp. Jezeli wprowadzamy dodatkowo po-
jecie czasu, to teoria plastyczno$ci przeobraza sie¢ w tzw. reologie, czyli
nauke o przeplywie plastycznym (rheos oznacza «prad»). Reologia zaj-

*)  Przedstawiony tutaj zarys teorii matych odksztalcen ciat sprezysto-plastycz-
nych stanowil tre$¢ wykltadow wygloszonych w pierwszych miesigcach 1953 r. na
seminarium Grupy TeChnicznej B Instytutu Matematycznego Polskiej Akademii
Nauk. Za material do wykladow postuzyly giéwnie znane podreczniki Biezucho-
wa, Iljuszina Nadaia Sokotowskiego Fitonienki-
Béi’odigza, Goldienbt?lata iinnych**). Autor skltada podziekowanie
kierownikowi Grupy, profesorowi dr. Stanistawowi Turskiemu, =za ini-
cjatywe dotyczaca opublikowania wykladéw oraz pracownikowi Grupy, mgr Ire-
nie Glass, za wydatna pomoc przy uporzadkowaniu i opracowaniu notatek.
Druga cze$¢ miniejszych Siedmiu Wyktadéw stanowi¢ beda wykiady seminaryjne
prof. dr. Wactawa Olszaka, ktore ukaza sie w druku jako Podstawy teorii
plastycznosci (II).

**) Por. wykaz literatury na koncu pracy. W celu nierozpraszania uwagi czytel-
nika zaniechano w teks$cie powolywania sie na zrodia, jednakze uwazny czytelnik
z latwosScig dostrzeze wplyw dziel, z ktérych autor wykladéw czerpat materiaty
szc'zegélnie obszernie.
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muje sie takimi zjawiskami, jak pelzanie (wzrost odksztalcen przy stalym
naprezeniu, gléwnie w wysokich temperaturach), relaksacja czyli roz-
luznienie (spadek naprezen wraz z uplywem czasu, przy staltym odksztal-
ceniu) itp. Modelami ciat w reologii sg ciala sprezysto-lepkie, plastyczno-
lepkie itp.

Wyklady nasze nie obejmuja reologii ani teorii tzw. stanéw granicz-
nych zwigzanych z uplastycznieniem materiatu. Celem ich nie jest réw-
niez wylozenie caloksztaltu teoretycznych i do$wiadczalnych podstaw
teorii plastycznos$ci, lecz tylko podanie podstawowych wiadomosci, ktére
umozliwia orientowanie sie w zasadniczych zagadnieniach tej nauki i,
ewentualnie, utatwia dalsze studia.

Na poczatku zajmiemy sie rozpatrzeniem stanéw naprezenia i od-
ksztalcenia, znanych dobrze z teorii sprezystosci, jednakze w ujeciu in-
nym niz to, do ktérego przywykliSmy przy studiowaniu tej ostatniej
nauki, kierowa¢ sie bowiem bedziemy my$la zastosowania wyprowadzo-
nych wzoréw do rozwazan innej nauki, ktérg jest wlasnie teoria pla-
stycznosci.

§ 1. Stany naprezenia i odksztalcenia

Zauwazmy, ze przy rozwazaniu stanu naprezenia materii w spoczyn-
ku nie ma potrzeby uwzgledniania rodzaju materii, jezeli tylko nie czyni
sie dodatkowych zalozen co do szczegélnych wilasnosci tego stanu (np.
ze nie istnieja sity tarcia). Moze to by¢ zaréwno cialo state, jak i ciecz
lepka (dla cieczy idealnej przyjmujemy juz szczegdlne zatozenie: 7= 0),
gdzie T oznacza naprezenie $cinajgce.

Podobnie rzecz ma sie ze stanem odksztalcenia. Jezeli ograniczymy
sie, jak to sie zwyklo czyni¢, do rozwazania matych odksztalcen, to stan
ten obejmuje mate odksztalcenia dowolnej substancji, byleby byta ona
uwazana za kontinuum materialne.

Jak juz wspomnieli$my, teoria plastyczno$ci wymaga odrebnego pod
wzgledem formalnym potraktowania poje¢ znanych z teorii sprezystosci.
Rozwazmy zatem naprezenia i odksztalcenia wtasnie pod katem potrzeb
teorii plastycznosci.

Wezmy pod uwage skladowe naprezenia panujacego na dowolnej
plaszczyznie o normalnej », o cosinusach kierunkowych 1, m. n (rys. 1
Skladowe te beda sie wyrazaty nastepujacymi wzorami:

Px=0xl+ 7ym + 1201,
(1.1) lpy:“T,tyl+Uym+szn,

pzzr.le—l—ryzm—l—ozn.
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Stan naprezenia w punkcie okreSlony jest przez tzw. tensor napre-
zenia T.:

Ox Tyx Tzx
T; == Txy U'y Tzy
Txz Tyz (0F2

(Klamry obejmuja tutaj tabliczke uto-
zong ze sktadowych stanu naprezenia i ma-
ja za zadanie przypomnie¢, ze chodzi
0 pewng macierz).

Z warunku rownowagi momentow sit
dziatajacych na element objetosci ciata
otrzymuje sie rownos$¢ sktadowych stycz-
nych naprezenia:

Rys. 1

Txy == Tyx, Tyz = Tzy, Tox =— Txz -

Z okre§lenia tensora symetrycznego wynika zatem, ze tensor T, jest
tensorem symetrycznym.

Ogo6lny stan odksztalcenia elementu mozna roztozy¢ na:

(1) czyste odksztalcenie objetosci,

(2) czyste odksztatcenie postaci,

(3) ruchy bryly sztywnej (przesuniecie i obrot).

(1) Czyste odksztalcenie objetosci, zwane roéwniez «rozszerzeniem» ob-
jetoSciowym (rys. 2), przedstawia nastepujacy wzor:

(dx & a;‘dx) (dy + d_vdy) (dz - 0 dz)—dac dy dz

o 0 0y 0z .
- dx dy dz i
Ay =(1+8X) (1+8y) (1+52)_1~€x+8y+82-
= PrzyjeliSmy tutaj oznaczenie
& 0
R il U
af T (dx—}—%dx)—dx_%_e
41 : dx T ox
4 ——T—T—= i podobnie
aud:
O o0v ow
Rys. 2 S_y:—y oraz 8z=—a—zy
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gdzie u, v 1 w przedstawiaja sktadowe przemieszezenia. Jest rzecza
zrozumialg, ze wielkoS¢ O nie zalezy od ukladu odniesienia; podobnie suma

7!1:8x+8y+82a

przedstawiajgca z pewnym przyblizeniem wielkos¢ @, jest niezmiennikiem;
niezmiennik ten nosi nazwe pierwszego niezmiennika stanu odksztalce-
nia (por. dalej § 5). '

(2) Czyste odksztalcenie postaci mozna przedstawié¢ za pomocg jednego
z rysunkéw 3a, 3b lub 3ec.

c
Ay
u
c)gdy
ST
|
g o ||
2 v
f/&,dx
X A O x
=O_Z+%V

Rys. 3

Przedstawiaja one te same stany odksztalcenia, rézniace sie miedzy
sobg jedynie o obr6t danego elementu traktowanego jako cialo sztywne.

Tensor odksztalcenia (w znaczeniu ogélnym) mozna przedstawié w po-
staci nastepujacej tabliczki (macierzy):

9u . Ou' Ou
dx dy 0z
dv  dv  0dv
dox Ody 0z
o ow  ow
ox 0y 0z

Mozna udowodnié¢ (jak to uczynit Helmholtz), ze podczas przemie-
szczenia o skladowych u, v, w katy obrotu elementu, rozpatrywanego jako
bryta sztywna, dokola osi ukladu odniesienia sg réwne odpowiednio

1_(0w_ dv)
Re=15 0y 0z
L(au_?w)
=910z ox/’
___1_(0_0 Q_u,)
Y= \ox " oy
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Biorgc pod uwage znane zwigzki Cauchy’ego

__Ou __ 0w _ Ow

=0z’ &= 0y’ =0z’
ou v ow v ou ow
vA=Gr o Wy Ttz Y= T

mozemy przedstawi¢ tensor odksztalcenia w postaci nastepujacej:

£x 7y — @) (e + o)
T=12(sx+ o) &y 3 (yys— @) } =
Hou—o) omto) o ]
' Ex 721‘ Vxy % Vxz 0 = % Wz % Wy l
=13 Vs ey Ty ¢+ I 0 0 —Foxg,
| 9 Yax %sz &z l——z Wy %(I)x 0
gdyz np
ou 1 (0u+6v) l(dv ou 1( )
Cm e e e sl e e e ¢ w
y 2\0dy "ox) 2\0x oy/ 2T @
rz a Z b Pz (\
Z // > e J o RS
~ {1+ = e T }14w (1]
/ i \é\,/ /= f : Cér _I.. // \71 /

// ’/ / // | 7+&‘~‘ ! o / / / 1+£z _E.{r
Vihd> i A ’ =" 'J / (] N -
L7 +Eg Y ://7*55,» | // Y /) \/)L\ / y
ot 7 // (f 7 ;\\ = :

\\\\j// / ——————— y 77?5;;?% Ex—E4r
X x
Rys. 4

Pierwszy skladnik wyrazenia dla T jest tensorem odksztalcenia czy-
stego (rys. 4a); bedziemy go oznaczali przez T.. Drugi skladnik przed-

stawia tensor obrotu ciata sztywnego (tzn. obrotu zachodzacego bez jakie-
gokolwiek odksztalcenia wlasciwego).
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Rozwazaé bedziemy w dalszym ciagu jedynie tensor T..

Mozna wykazac, ze jezeli liczcha Poissona » jest r6wna zeru, to
dla ciata izotropowego sprezystego kazdy wyraz tensora T. jest propor-
cjonalny do odpowiedniego wyrazu tensora T,, przy czym wspotczynnik
proporcjonalno$ci jest rowny 1/E (tutaj E oznacza modul Y oun g a).

Odksztatceniem $rednim nazwiemy wielko$é

1 1
€§r:’3—(8x + Ey 4F 82) :?0,
gdzie @ jest odksztalceniem objetoSciowym.
Jest rzeczg oczywista, ze w przypadku (b) — rys. 4 — odksztatcenie

jest czysto objetosciowe.
Ze w przypadku (c) nie ma odksztalcenia objetosci, ktére oznaczamy
przez O (rys. 4c), stwierdzamy za pomoca nastepujacego rachunku:

O = (ex—esr) + (ey—&sr) + (62— &sr) =ex + &y + 82— 3er=0.
Odksztatcenie w przypadku (b) okresla tensor

Esr 0 0
(1.2) =10 & O
0 0 Esr

Jest to tzw. kulisty tensor odksztaicenia, gdyz
€x:£y:8;r=8§r,

w zwigzku z czym powierzchnia odksztalcen Cauchy e g o przed-
stawia powierzchnie kuli.
Odksztatcenie w przypadku (c) okresla tensor

1 1
[ ex—esr 7 Vxy 7 Vxz
1 1
(1.3) Ds = l T Yyx €y — &sr 9 Vyz
| 4y T Yoy &z — &sr

Jest to tzw. dewiator odksztalcenia. (W dewiatorze suma wyrazéw polo-
zonych wzdluz gtéwnej przekatni jest — z okreélenia — réwna zeru; por.
wyzej podany warunek dla &).
Oczywiscie jest
T =T°+D..

Wykazemy teraz, ze stan naprezenia w dowolnym punkcie ciata moz-
na réwniez roztozy¢ na dwa stany skladowe, mianowicie na réwnomierne
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wszechstronne cisnienie (Sciskanie lub rozcigganie) o wielkoSci og-, da-
zace do zmiany objetosci elementu ciata, oraz na tzw. dewiacyjny stan na-
prezenia, dazacy do zmiany postaci elementu bez zmiany jego objetoSci.

W jakim celu przeprowadzamy ten podziat stanéw odksztalcenia i na-
prezenia? Ot6z do$wiadczenia wykazuja, ze osiagniecie granicy plastycz-
no$ci lub wytrzymalto$ci materiatu zalezy nie tylko od wielko$ci napre-
zen, ale i od charakteru stanu naprezenia. Mianowicie, ci$nienie hydro-
statyczne, powodujace w ciatach jednorodnych izotropowych odksztalce-
nie czysto objetosciowe, praktycznie nie jest w stanie spowodowa¢ upla-
stycznienia materiatu ($wiadcza o tym m. inn. doswiadczenia B r i d g-
m an a z ci$nieniem hydrostatycznym dochodzacym do 30 000 atm; nie
dotyezy to jednak cial posiadajacych pory). Natomiast sily wywolujace
zmiane postaci, np. sily $cinajace, stosunkowo tatwo powoduja powsta-
nie stanu plastycznego materiatu. Stad wyplywa celowo$¢ podziatu od-
ksztalcen na czes$¢ czysto objetosciowa (jak sie okazuje z doswiadczen, nie-
omal catkowicie sprezysta, az do bardzo wysokich ci$nien wigcznie) i na czeseé
dewiacyjna, miarodajna dla uplastycznienia (lub zniszczenia) materiatu.

Podobnie jak to robiliSmy poprzednio dla tensora odksztalcenia, roz-
kiadamy teraz tensor naprezenia.

Oznaczmy naprezenie Srednie (hydrostatyczne) przez

(7 == % (O'x 4= gy == U:) . AZ a ¥4 6
O 1 f 6, -Gy
Dowolny stan naprezenia L -
(0%, Oy, 6z, Txy, Tyz, Tzx), OKTES- ' g_
lony tensorem naprezenia T. , _E: A7, '&F;s.,
mozemy rozlozy¢ na dwa na- e, i ’/5'_63" L——'y-
kiadajace sie na siebie stany >
X X

naprezenia, przedstawione na
rys. 5a i 5b. Rys. 5

Stanowi odksztalcenia czy-
sto objetosciowego (rys. 5a) odpowiada kulisty tensor naprezenia

Osr O 0
(1.4) =10 ov O
0 0 Osr

Stanowi odksztalcenia czysto postaciowego (rys. 5b) odpowiada de-
wiator naprezenia

Ox — Osr Txy Txz l
(1.5) D, = Tyx Gy — Osr Tyz I :

Tzx Tzy 0z—0sr
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Jest wiec ogolnie
T =T+ D..

Rézniczkujac wzgledem czasu wszystkie wyrazy wchodzace w sktad
wielkosci T, T_, T° T D, i D_ otrzymamy tensory szybkosci wzrostu na-
prezen, tensory szybkoSci wzrostu odksztalcen, dewiatory szybko$ci wzrostu
naprezen, dewiatory szybkosci wzrostu odksztalcen itd.

§ 2. Stan naprezenia w punkcie. Naprezenia gléwne

Catkowite naprezenie p, na plaszczyZnie dowolnie nachylonej wzgle-
dem osi wspoéirzednych przedstawia wzoér

(2.1) p;.ll: 0',21 + T;zl ’

w ktérym o, jest naprezeniem normalnym, a 7, naprezeniem stycznym
w plaszczyznie rozpatrywanej.

Jezeli kierunek normalnej do plaszcezyzny, na ktérej badamy napreze-
nia, okre$lajg cosinusy kierunkowe I, m, i n, to jest

on="pxl+pym-+p:mn.

Korzystajac ze zwigzkéow (1.1) i uwzgledniajac réwnosei 7.y = 7y,
Tyz = Tzy, Tex=Txy, mamy w dalszym ciggu
(2.2) on=0x"Foym?>+ 0.1+ 27, Im—+ 27, mn+ 27, nl.

Zal6zmy, ze na pewng plaszczyzne dziala wylgcznie naprezenie nor-
malne ¢, (wtedy 7,=—0); nazwiemy je naprezeniem gléwnym. Jest

. wowcezas pn=o0,. Oznaczmy naprezenie
gléwne przez o (rys. 6). Otrzymujemy w tym
[p.=Gcps(v,x)=61) przypadku

) @l=, =% G — 1"

Z rownan (1.1) wynika, ze

ol=oxl+1ym-+102m,

om=r1tyl4+o,m+7,.n,

on=1unlt+1ym+o.n,

Rys. 6

(Ux"‘“'O')l“I"Txym—FT,xzn:O,
(24.) Tyxl'i_(ay_o')m—}‘fyznzo,

szl+szm+(Gz—G)n=0.
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Ponadto jest
(2.5) 124+m? 4+ n2=1

Z uktadu rownan (2.4) mozna wyznaczy¢ wspoétczynniki kierunkowe
iy m 1 n. Robwnania te sg liniowe i jednorodne. Wobec istnienia zwigzku
(2.5) wielkoSci I, m i n nie moga by¢ jednoczesnie rowne zeru. Zatem wy-
znacznik ukladu powinien znikngé:

Ox— O Txy Txz
(2.6) T-y,t Uy =0 T)rz = 0 G
Tzx Tzy . O;— 0

Rozwijajac ten wyznacznik otrzymujemy roéwnanie trzeciego stopnia
wzgledem niewiadomej o:

(2.7) o*—ou, +ouy,—u; =0,
w ktérym przyjeto nastepujace oznaczenia:

u1:0'.v+0,v+0'z,

(2.8) Uy =0,0, + 4,9 to,0,— T.Li'_v — T, T

2

u3:0xayoz+2'r T Ol 0, T

Xy Tyz zx X eV 7 B2

Mozna udowodni¢, ze wszystkie trzy pierwiastki réwnania (2.7) (tymi
pierwiastkami sa naprezenia gtéwne) sa rzeczywiste (w podobny sposéb
w geometrii analitycznej przeprowadza sie dowdd istnienia rzeczywistych
osi dla powierzchni Srodkowych drugiego stopnia). Poniewaz pierwiastki
te jako naprezenia gtéwne nie zaleza od obranego uktadu odniesienia, to
wsp6élczynniki rownania przedstawione wzorami (2.8) réwniez nie zalezag
od wyboru uktadu.

Wielkosci u,, u, i u; sg zatem niezmiennikami stanu . 6,
naprezenia, przy czym pierwszy niezmiennik, u,, jest
tzw. niezmiennikiem liniowym, drugi, u, — kwadrato-
wym, a trzeci, u, — szeSciennym. Oznaczmy pierwiastki
réwnania (2.7) przez oy, g, i o; numerujac je tak, aby Gy
bylo zawsze ,{

Gy >0y > 03. Rys, 7

Mozna wyrézni¢ w przestrzeni tzw. szescian gléwny, o Scianach prosto-
padtych do kierunkéw gléwnych, daje sie bowiem wykazaé, Ze napreze-
nia gtowne tworzg uktad prostokatny (rys. 7).
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W uzaleznieniu od naprezen glownych (dla przekrojow odpowiada-
jacych kierunkom gléwnym jest, oczywiScie, zgodnie z okreSleniem
Tyy = Ty = T2» = 0) niezmienniki stanu naprezenia wyrazaja sie nastepu-
jacymi wzorami:

v Uy =0y + 0y + o0y,

(2.9) luz:0102+0203+530’1;

U, = 0, 05 0 .

§ 3.. Naprezenia oSsmioscienne (tzn. na Scianach o$SmioScianu foremnego)

Znajdzmy naprezenia na $cianach osmio$cianu foremnego, ktérego
Sciany sg jednakowo nachylone wzgledem osi wspo6irzednych. Osie
obierzmy w kierunku naprezen gtéwnych (rys. 8). Cosinusy kie-
runkowe 1, m i m normalnych do tych Scian spelniaja nastepujace row-
nosci:

i l|=|m|=|nl,
| 7, P4+ m?+ni=1,;
/ zatem
/| ol 1 |
L l=lm|=|n|=-=.
oS V3
/////! ’ Na podstawie wzoru (1.1) otrzymujemy (dla
~ G, : , :
kierunkéw gléwnych)
#1
Rys. 8 plzgllr Py =0oMm, P;=—o03M,
stad
s
(3.1) P, =P +p; +pi=5 (of +0 +03).
Wedtug wzoru (2.2) jest teraz
1
(3.2) On — g(al + 0'2 + 0'5) =— O§r .
Dalej mamy wedtug (2.1)
l ; 1 2
(3.3) rizpi—aizfg(af+0§—|—0§)—§(01+02+a3)“,
wobec czego
1 9 9 9
(3.4) 711:'3_1 {o,—0,)f 1oz aa)i - los —a,)*:

Naprezenie 7, nosi nazwe naprezenia stycznego «o$miosciennego»
(cktaedrycznego).
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Wprowadzmy teraz nastepujgce oznaczenia:

01— 0y Op— 03 03—04

= Tyo —= =T, =Tt o
2 12 2 23 1 2 31

(3.5)

Wykazemy dalej, ze 7,5, 793 1 745, przedstawiaja tzw. gléwne naprezenia
styczne (tzn. naprezenia styczne ekstremalne).

Na wszystkich plaszczyznach o$mioScianu panujg jednakowe napreze-
nia normalne o wielkosci [por. (3.2)]

(36) On =— Osr .

Te naprezenia normalne «o$mio$cienne» odpowiadajg stanowi cisnienia
hydrostatycznego (rys. 9).

Naprezenia styczne «o$mioScienne» noszg réwniez nazwe intensyw-
no$ci naprezen stycznych?!) wedlug
propozycji H. Hencky ego.

Uwzgledniajagc oznaczenia (3.5)
mozemy zapisa¢ réwnosc¢ (3.4) w po-
staci

D
(3.7) =g ]/ Tl 131

Sens mechaniczny intensywnosci na-
prezen stycznych jako naprezenia
stycznego na $cianach o$mio$cianu
podali uczeni szwajcarscy R o § Rys. 9
i Eichinger.

Naprezenia styczne o$mioScienne przedstawimy jeszcze w innej for-
mie. Wezmy w tym celu pod uwage wyrazenie 2(uj— 3u,)/9 napisane w na-
prezeniach gtéwnych [korzystamy tutaj ze wzoréw (2.9)]:

2
%(u‘f —3u,) = 9 [02 4+ o2+ 62420, 6,4 20,0;420,0,—3 (0,0, +0,0,+0;0,)] =
1 > > 2
5 (ot a3+ 03)—— (o + o3+ 03)—g (019, 10,05 +050) =

1 1 :
=3 (o2 +U§+G§)—§(01+62+03)2.

1) Nalezaloby je, wlaSciwie, nazywaé w literaturze polskiej «wytezeniem», we-
diug znanej propozycji tworcy tego pojecia M. T. H u b e r a — por. dalszy ciag .
niniejszego wyktadu, zwtlaszcza zwigzek (3.10) — jednakze aby utatwi¢ czytelni-
kowi studiowanie literatury obcej poprzestaniemy tutaj na nazwie «intensywnosé».
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Wynika stad, ze na podstawie (3.3) jest wedlug (3.7.1)

2,
o= (ul—3u,).

Przyjmujac zapis u, i u,zgodnie ze wzorami (2.8) otrzymujemy naste-
pujace wyrazenie dla intensywno$ci naprezen stycznych:

1
(3.8) G V(e,— 0‘!/)2 + (‘O'y —0,)24+(6,—0c )16 (riu + r;-;z dE o))

{por. wyrazenie dla 7, w naprezeniach gléwnych, wzor (3.4)].

Jedng z hipotez wytrzymato$ciowych, tzn. jedna z hipotez okresla-
jacych stan naprezenia, przy ktérym w danym miejscu ciata nastepuje je-
go uplastycznienie, jest hipoteza Hubera-Misesa-Henck yego,
czyli tzw. hipoteza najwiekszej stalej energii czystego odksztatcenia posta-
ciowego. Wedtug tej hipotezy uplastycznienie materialu w pewnym jego
miejscu nastepuje wowczas, gdy wielko$¢ tzw. naprezenia zredukowanego,
okreslonego wzorem

1 / 5
(39) Ozred =— ;/Tz— ]'/(0'1 = 0.")2 + (02 - 03)2 + ((73 - 01)H )

przekroczy pewna warto$¢ krytyczna (charakterystyczna dla danego ma-
teriatu).

Wykaiemy, ze wyrazenie (3.9) jest niezmiennicze, a wiec ze nadaje sie
do formulowania praw fizycznych. .

Wedtug (1.5) dewiator naprezenia napisany w naprezeniach giéwnych
przedstawia nastepujaca macierz:

0y — Osr 0 0
c== 0 02 '__‘ Osr 0 2
‘ 0" 0 Gy — Osr
gdzie, jak poprzednio,
il
Osr -—:3(0, + 0, + 0,).

Drugi niezmiennik, u,, dewiatora D, jest wedlug wzoru (2.9) rowny
U, —(of—o ) ay=—a,) 1 (0,0 )M oy—"0.,) Filo;—o; )N o]— o )i="
=0,0,—0,0,,—00,+ 6%, + 0,0;,—0,0,—0, 03+ 0%+ 030,— 030, —

= (g S (s = e =Py (O e G J5 PO S o A e

it
© 2 _ 2
= —30;,+0,0,+ 0,03+ 0,0, = E} (04 05+ 05+ 0,0, + 0,0, + 050,
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Po przeksztalceniu wyrazenia wystepujacego pod pierwiastkiem we
wzorze (3.9) otrzymujemy dla naprezenia zredukowanego wzor

I : ST
Gzrfds‘];—z’—'l/ 0i—20,0,+0y+ 0} —20,0,+0i+ 0 —20,0+ 0] =

=V o{+0;+ 05 —0y0,—0,0,—0;0y,

Poréwnujac to wyrazenie z wyrazeniem u, dla dewiatora widzimy, ze

Ozred = | — 3&_, S

Wynika stad, ze, istotnie, ..« daje sie przedstawi¢ przez niezmiennik.

Z poréwnania (3.4) lub (3.8) z (3.9) otrzymujemy

2l
]__3— Ozred — Tn -

Zauwazy¢ tu mozemy S$cisly zwiagzek zachodzacy pomiedzy niebezpie-
czenstwem uplastycznienia (wediug hipotezy H u b e r a) oraz napreze-
niem oé$mios$ciennym $cinajgcym. W teorii plastycznosci oz« wWyprowa-
dzone zostaje niezaleznie od hipotez wytrzymatosciowych i nazywa sie
intensywno$cia naprezen, o; Intensywnos$¢ (natezenie) naprezen jest
réwna

3
(3.10) Ol Orren s ot

1

WYKEAD II

W pierwszym wykladzie omowiliSmy nieco szczegélowiej stan napre-
zenia w punkcie i okrefliliSmy pojecia giéwnego szeScianu i gléwnego
o$mio$cianu. Przypomnijmy inne wazniejsze wnioski. WprowadziliSmy
wiec pojecia:

(1) intensywnosci naprezen $cinajacych,” wyrazajacej sie w napreze-
niach gléwnych jako, (3.4),

Tn:%] (oy — as)® 4 (02_0'3)2 - =i

oraz
(2) intensywnoS$ci naprezen, czyli naprezenia zredukowanego, (3.9),

0i== Ozred = ;/? (lar—0) o a:)f N (0; —0,)2"
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Oczywiscie jest, jak juz o tym moéwilisSmy, (3.10),
C;=— Ozred— —5—7Tn.
V2

WyjaséniliSmy réwniez, ze naprezenie 7z, jest naprezeniem $cinajacym
na Scianach o$mioscianu gtéwnego.

ZnalezliSmy poza tym trzy niezmienniki stanu naprezenia, wyrazajace
sie¢ w naprezeniach gléwnych w postaci nastepujacej, (2.9),

Uy =0y + 03 +05=30¢,
Uy == 01 03 1 0503 1 030,
Uz = 0y Oy Oy .
Przypomnijmy, Ze dewiator naprezenia charakteryzujacy czyste od-
ksztalcenie postaciowe wyraza sie w naprezeniach gléwnych jako, (1.5),

0y — Osr 0 0

D, = 0 Oy — Osr 0

0 0 03 — Osr

Macierz powyzsza przedstawia rzeczywiscie dewiator, gdyz suma wy-
razow lezacych na gléwnej przekatnej jest rowna zeru.
Latwo sprawdzi¢, ze zachodza nastepujace zwigzki:
dla niezmienniko6w calego tensora naprezenia, (3.7.1),
e
‘[nle'/ u%_3u2,
czyli, (3.7.2),

aiz\/u'f—Bug :
dla niezmiennikéw dewiatora naprezenia, (3.7.3),
i— ]/'fgﬁz 7

gdzie

Uy = (0, — 05) (02— 0s) + (05— 05) (03— 05) + (03— 0gr) (0, —0rs) .
Ostatni zwigzek, (3.7.3), wynika wprost ze wzoru (3.7.2), gdyz dla dewia-
tora pierwszy niezmiennik stanu naprezenia znika (u,=0).

Wielkosei 7, i o; sa niezmiennicze, wobec czego mozna sie nimi po-
stugiwaé¢ dla formulowania praw fizycznych.
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§ 4. Krancowe wartoSci naprezen styeznych (glowny dwunastoscian rombowy)

Obierzmy kierunki gléwne za osie uktadu odniesienia. Naprezenie
normalne ¢, panujace na plaszczyznie, ktérej normalna ma kierunek
okreslony wspoélczynnikami I, m i n, wyraza sie w tym ukladzie naste-
pujacym wzorem [por. (2.2)]:

(4.1) on=0,1* 4+ o, m* + g, n?.
Ze wzoru (1.1) mamy
(4.2) pZ=pi+p}+pi=o0}l’+ o} m® + oin?,
zatem [por. (2.1)]
(43) 22=p2—2=021®+ aZm?®+ o2n®— (0, 4 o, m? + o, n?)>.
Zastapmy w (4.3) n® przez 1 —1* —m®. ZnajdZmy nastepnie pochodne 7,
wzgledem [ oraz m i przyrownajmy je do zera. Otrzymamy woéwecezas dla
wyznaczenia wspoétczynnikéw kierunkowych 1 i m dwa réwnania, okre-

§lajace kierunek plaszczyzny ukos$nej, na ktérej =, przybiera wartosci
ekstremalne:

ll[(o‘,—03)l"’+(02——03)m2—-—%(0’1—0‘3)1 =0,
)

(4.4)
1

lm [(01— 02) + (0 — 03) M — - (00— )] = 0.

Réwnania (4.4) posiadaja nastepujace rozwigzania:

b=,
n=—==1;

m=0,
1 1
e — 3 =—+— —
m=—+ 2 l _]/2
1=0, - m=0,
: 1
=t/ 5 nmEY

Jezeli wyrugowaliby$my ze zwigzku (4.3) nie n lecz | lub m, to otrzy-
maliby$my inne, pozostale jeszcze rozwigzania.
Wszystkie uzyskane rozwigzania zebrane sa w tablicy 1.
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Pierwsze trzy kolumny tablicy — zawierajace cyfry — okre$lajg
plaszczyzny gléwne (na nich 7z, ma wartos$¢ ekstremalng, rowng zeru).
Trzy dalsze kolumny okres$laja plaszczyzny przechodzace przez jednag
z glownych osi i dzielace na potowy kat miedzy dwoma pozostaltymi osia-
mi gltownymi. Zesp6t wszystkich plaszezyzn, odpowiednio réwnolegle
przesunietych w przestrzeni, tworzy dwunasto$cian rombowy (rys. 12).

Tablica 1

l _ _

1 +1 | 0 0 0o |+y1/ L il/,l,
| 2 2
|

+1/ 1 1
m 0 +1 0 *]/2 0 irl/z

Oznaczajac przez 7., naprezenia Scinajgce glowne na $cianach tego
dwunastoscianu, przecinajacych sie z osiami u i » (g,v=1,2,3; u+#v),
otrzymamy po podstawieniu odpowiednich cosinuséw kierunkowych do.
Wzoru (4.3)

02 02— 03

O g3 — 0
(4.5) lezi%’ Tas =k e Tt 3T1

O wzorach (4.5) méwiliSmy juz poprzednio [por. (3.5)].

- Zauwazmy, ze po dodaniu zwigzkéw (4.5) stronami otrzymamy

Typ + To3 +73, =0.

Dla plaskiego stanu naprezenia mozemy teraz wyprowadzié z latwoscia
dobrze znany wniosek, ze najwieksze naprezenie styczne dziala pod ka-
tem 45° wzgledem kierunkéw gléwnych i jest réwne
G, polowie réznicy naprezen gtéwnych.
. Reasumujac to, co powiedzieliSmy o stanie napre-
zenia, wypada stwierdzi¢, ze wyro6zniliSmy nastepujace
—— wielo$ciany, nazwane gléwnymi:

/ (1) szeScian gtowny (rys. 10); na Scianach sze$cianu
0, gléwnego wystepuja jedynie naprezenia normalne,
Rys. 10 zwane naprezeniami normalnymi gtéwnymi;
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(2) o$mioscian glowny (rys. 11); na $ciany osmio$cianu gléwnego
dzialajg naprezenia normalne, odpowiadajace stanowi ci$nienia hydro-
statycznego

il
Ogr = *3‘ (o) + 0y + 03) )

oraz naprezenia Scinajgce «oSmioScienne»

/2
) ~Ozred — \Lg g = '1

3 3

V(o) — 02)* + (0 — 03)° + (03 — 0)*;

Tnad—

3

R\

Rys. 11 Rys. 12

(3) dwunasto$cian gtéwny (rys. 12); na S$ciany dwunasto$cianu E,low-
nego dzialaja naprezenia Scinajgce giéwne

., 0,— 0y __; G3— 03 05— 0y
712—i—2' — 723—i ‘—‘2 ’ 13121‘ 9
oraz naprezenia normalne
_Ul+02 _02+G3 _~(73+0'1
019 = 9 023—*2_" 031—_’2-'"

§ 5. Stan odksztalcenia w punkcie

Pomiedzy stanami odksztalcenia i naprezenia istnieje Scista analogia.
Wydluzenie odcinka, ktérego kierunek okreslaja wspoétezynniki 1, m,
i n, jest rowne

(5.1) E:€xl2+ Sym2+82n2+yxylm+‘}/yzmn+y;xnl.
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Wyrazenie to jest podobne do wyrazenia (2.2) dla naprezenia normalnego.
We wzorze (5.1) nie wystepuja atoli dwojki, gdyz do tensora odksztalce-
nia wprowadzone zostaty wielkosci y.y/2,..., zamiast odpowiednio 7y, ...
(por. str. 75). Na podstawie analogii mozemy wnioskowa¢, ze w kazdym
punkcie ciata istniejg trzy gtéwne osie odksztalcenia; wiékna skierowane
wzdluz tych osi doznaja tylko samych wydiuzen, a katy proste pomiedzy
kierunkami tych wi6kien nie ulegajg zmianie.

Wydluzenia glowne &, &, 1 &5 wyznaczy¢é mozna z réwnania szeScien-
nego [analogicznego do (2.7)].

(5.2) e&—ela +emy—my, =0,

gdzie my, 7, i @y sa niezmiennikami stanu odksztalcenia (okre§lonymi przez
wyrazy tensora odksztaleenia, przy czym symbol n; = &5 = O; por.
str. 76).

ﬂ1=8x+€y+82’

; 1
(5.3) 7[2 = GX E,V + 6J/ 82 + ez 8x—z(7€cy + y_?/z + ygx) )
1 1 2 2 2
T3 = 8,6,¢, & Zyxy Vyz yzx—Z(ex Yyz I &y Vax Sl g, )’xy) S

W ciele izotropowym giéwne osie odksztalcenia i naprezenia pokry-
waja sie ze soba.

Stosujae dalej wzmiankowang analogie otrzymamy warto$¢ wydtu-
zenia e, Ww kierunku normalnym do plaszczyzn o$mio$cianu gléwnego
[por. wzor (3.6)] réwna

(5.4) ent— %(81 + &5 + &5) = &1 -

Posuniecia dla plaszczyzn o$mio$cianu [por. wzér (3.4), w ktorym 7,
zastapi¢ trzeba przez y./2] sg rowne

(5.5) y,l—tél/(.sl—sz)2 + (g — &3)% + (85— &1)>.

Wyrazenie powyzsze nazwal H e n ck y intensywnoscig odksztatcen stycz-
nych.

Wzoér (5.5) mozna przedstawié¢ réwniez w postaci podobnej do (3.8),
mianowicie

2
(5.6) Yn =g ]/(Sx —e )t (e, ) tle,—e )+ % (%, + e
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Wyrazenia dla posuwéw ?) gtéwnych [analogiczne do wyrazen (4.5) dla
naprezen gléwnych] przybieraja posta¢ nastepujgca:

Y12 = i—(81 - 82) )
(5-7) Vo3 = = (52 - 83) )
Va1 =t (65— &) .

W teorii plastycznosci duzg role odgrywa wielko$é proporcjonalna do
tzw. posuwu «oSmioSciennego», zwana intensywnos$cig odksztalcen i de-
finiowana w spos6b nastepujacy:

3

5.8) ei=m—r——"—9y=
( o021+ "

_ 1 5 . T

_ _]‘/:2;7 (8x T Ey)~ + (Ey - Sz)“ + (Ez - 8x) + 3 (ny + y;/z + yz.\') .
Dla liczby Poissona » réwnej 1/2 otrzymuje sie

L1
i ]/E Yn .

§ 6. Prawo sprezystosci

Jak wiadomo, dla ciata izotropowego podlegajacego prawu Hook e’ a
przy zalozeniu matych odksztalcen mozna zapisa¢ prawo sprezystosci
w nastepujacej postaci Lam € g o:

O'x:2G€x+2@, Txy:G'yxy,
(6.1) ] O'y:2G€y+j.@, Tyz:G'}/yz,
Uz=2G82+Z@, Tz,(:G'J/zx.

Tutaj 4 jest jedng z dwoch stalych L am é g o, wyrazajaca sie przez mo-
dut odksztalcenia postaciowego G i liczbe Poissona » w nastepujgcy
Spos6b:

2Gv
A 1—2y°

O jest odksztalceniem objetoSciowym, co oznacza, jak wiemy, ze
0:8x+8y +8z:38s’r.

2) Uzywamy tutaj roéwniez terminu «posuw» zamiast dwuznacznego «posuriiecia»
lub dtugiego «kata odksztalcenia postaciowego».
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Odejmujac od siebie parami pierwsze trzy réwnosci (6.1) otrzymamy

or— 0y =2G (ex—ey),
(6.2) Uy — 0z :2G(8y"“‘€z) )

0:—0x=2G (e: — &),
skad

Ox—O Sx—‘é‘y Oy — Oz Sy'_‘ez
(6.3) Y — o4 — .

) ==

Gy—Uz ey=—8&z Oz — Oy : &z — &x

Przypomnijmy (por. rys. 13 i 14), jak wygladaja kota Mo hr a dla tréjwy-
miarowych stanéw naprezenia i odksztalcenia (w zaltozeniu, ze, jak to juz
wspomnieli$my, jest ¢, = 0, 0; i ponadto & = e, > ¢),.

AT [

(Bl G

-—62———
G,

O

Rys. 13 Rys. 14

Rownania (6.3) dowodzg, ze kota M o h r a dla naprezen sg w sposob
ciggly geometrycznie podobne do k6t M o h r a dla odksztaltcen.

Podobienstwo k6t M o h r a dla naprezen i odksztatcen bywa czesto
przyjmowane w teorii plastycznosci jako jeden z aksjomatow.

Zapiszmy réwnania (6.2) w naprezeniach gléwnych, czyli dla «glow-
nego szescianu»:

0,— 03 =2G(e; — &),
(6.4) 6y — 03, =2G (e5—¢&3),
o, — 0, =2G (e5—&,).
Wedtlug zaleznosci (4.5) jest (z pominigciem znakow)
01— 03=27q,, Oy — 03 =2 7y, 03— 0; = 2Ty,
a wedlug zaleznoSci (5.7)
&1 — &= Y12, €3 — €3 = Yas3 » €5 & = Y31 -
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Wobec tego zamiast wzoréw (6.4) otrzymujemy

T1a=G 13,
(65) Tag =— G'}’z;; ,
T30 =G s -

Wynik ten mozna otrzymaé z bezposredniego zastosowania prawa
H o o k €’ a, jezeli rozpatrywa¢ szescian, ktérego Sciany sa réwnolegte do
trzech $cian gléwnego dwunasto$cianu rombowego. Na $ciany tego sze-
$cianu bedg dziataty gtéwne naprezenia Scinajace, okre$lone wtasnie wzo-
rami (6.5).

Rozwazmy z kolei szeScian zorientowany wzgledem Kkierunkéw giow-
nych tak, aby para Scian réwnoleglych byta przynalezna do «gléwnego
o$mioscianu», to znaczy, aby na te $ciany i na druga pare $cian, prosto-
paditych do nich, dziataly naprezenia Scinajgce «o$mioscienne» z,. Niech
te naprezenia beda prostopadle do odpowiednich krawedzi tych $cian.
Wowecezas ha podstawie prawa H o o k e’ a otrzymujemy

(6.6) Tn =G yn.

Zgodnie ze wzorami (3.8) i (5.5) mamy ‘teraz dla kierunkéw gléwnych

i = 5 5
(6.7) Tn:'g‘]’ (01 — 02)* + (02— 03)* + (03— 0y)* =

) 2 9 <
=G?’ﬂ=G‘3_V (61— €3)" + (62 — &5)* + (65— &,)°

Nazwijmy, jak poprzednio, «intensywnoscia naprezen» lub «napreze-
niem uog6lnionyms» (jest to réwniez naprezenie zwane sprowadzonym lub
zredukowanym) wielkos$¢ [por. wzory (3.8) i (3.10)]

3
i — 77— Unh

V2

a «intensywnos$cig odksztatcen» lub «odksztalceniem uogélnionym» wiel-
ko$é [por. wzory (5.6) i (5.8)], (3.10),

3
RPNt R

Biorac pod uwage zwigzek

E
| (6.7.1) G=2———(1 e
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otrzymujemy
3 . — 3 3 E ya—E 3
Ve ' /2 A+ " 2921+

2
Korzystajac z zaleznosci (3.10) otrzymujemy ostatecznie

Vané‘i-

(6.8) ci—Eeg;.

W teorii plastycznos$ci réwnanie powyzsze po-
siada- donioste znaczenie, jednakze symbol E nie
przedstawia sensu stricto modulu Youn g a
(rys. 15), lecz wspoiczynnik zmieniajgcy sie wraz

& ze zmiang stanu odksztalcenia i ponadto zmienny
od miejsca do miejsca (gdy stan naprezenia jest
Rys. 15 niejednorodny).

Gi

§ 7. Prawo zmiany objetoSci i prawo zmiany postaci

Dodajmy do siebie stronami trzy pierwsze réwnosci (6.1). Otrzymamy
wowczas

(7.1) O'x"_Gy+cz=(2G+§l)(€x+6y+Bz),
gdzie wobec istnienia zwigzku (por. str. 89)
2Gvy
z_f—2v
jest
. 1—2»+3») E
2G+31—2G( 1—2, )— 1—9, "

Wobec tego ze wzoru (7.1), po podzieleniu obu jego stron przez 3,
otrzymujemy
(7.2) Osr— Eoss'r >
tutaj przyjeto oznaczenie

0: =
E 1—2, 3K

(E° mozna uwazaé¢ za objetoSciowy modul sprezystosci; symbolem K
oznacza sie czesto E%/3).
Poniewaz jest
O =3 ¢&,
wiec mozemy réwniez napisaé
E

(_7.3) O‘s‘r=m@.
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Wzory (7.2) lub (7.3) wyrazaja tzw. prawo zmiany objetosci. Wedtug
tego prawa naprezenie Srednie jest proporcjonalne do odksztalcenia sred-
niego lub tez do odksztalcenia objetoSciowego.

Doswiadczenia wskazujg, ze prawo (7.3) nie traci waznos$ci réwniez
przy bardzo duzych os, (o wiele wiekszych od granicy sprezystosci przy
prostym rezcigganiu) i wobec tego @ obliczane ze wzoru (7.3) jest prak-
tycznie, w bardzo szerokim zakresie zmiennosci oy, sprezyste. Czysta
zmiana objetosci jest wiec niemal zawsze sprezysta, lub tez inaczej: ten-
sorowi kulistemu T? odpowiada, praktycznie, sprezysty stan materii.

Wréémy teraz do zwigzkéw (6.1). Odejmijmy od nich stronami réow-
nosé (7.2). Otrzymujemy w ten sposéb pierwszg zalezno$é w postaci

E
ov—o0sr— 2 Gey —f—l@—l—__Tv Esr =
. y h 26 Ew
—2G(8x+1___2v38sr) 1—2, esr =2G (ex Esr)
i podobnie dwie dalsze zaleznoSci.
Ostatecznie mamy
Uv_Us'rZZG(é'x_'es’r) —2G‘y—\'&
z ’ Txy = 2 ]
e e A Yyz
(7.4) Gy Usr—2G(8y 85{), Tyz——zG 2 ,
0:— 05y =2G (e — &gr), rz,\-=2Gy2“.

Zwiazki powyzsze mozna rowniez przedstawi¢ w nastepujacym sym-
bolicznym zapisie tensorowym:

1 1
O = OS5t Ty Txz Ex Esr 9 Yxy 9 Vxz
a—y 1 1
(7.5) Tyx  Oy——0Osr Tyz =2G\ oVx & —&r Yz
’ 1 a —
Tzx Tzy Oz Osr 9 Vzx 2 Vzy €&z Esr

Korzystajac z oznaczen (1.3) i (1.5) mamy
(7.6) D.=2GD..

Wzor (7.6) wyraza prawo zmiany postaci. Prawo to stwierdza, ze de-
wiator naprezenia jest proporcjonalny do dewiatora odksztalcenia, lub
ze czyste odksztalcenie postaci jest wywolane przez dewiator naprezenia.
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Jezeli wrocimy do prawa zmiany objetosci (7.2), to po zastosowaniu
oznaczen (1.4) i 4.2) mozemy je zapisa¢ rowniez w postaci tensorowe]

() TI=E'"T?,

gdzie E° = E/(1—2») jest objetosciowym modutem sprezystoéci. Dla »=1/2,
tzn. dla cial, ktorych objeto$¢ uwazamy za nie ulegajacg zmianie w trak-
cie odksztalcenia, otrzymujemy wniosek o znaczeniu czysto formalnym
Bf=co.

WYKELEAD I11

§ 8. Warunki plastycznosci (hipotezy wytrzymaloSciowe)

Hipotezy wytrzymato$ciowe nazywa sie dzisiaj raczej warunkami pla-
styczno$ci. Ta nazwa jest o tyle sluszniejsza, ze w istocie chodzi tutaj
o uplastycznienie materialu, a nie o jego zniszczenie przez rozdzielenie,
przesuw lub zmiazdzenie. O hipotezach wytrzymatosciowych nalezaloby
raczej méwi¢ przy rozwazaniu granicznej nosno$ci cial kruchych, czyli
pekajacych bez uprzednich, widocznych, trwatych odksztalcen. Takie za$
ciala s3 wlaéciwie dotychczas nie zbadane. W ‘dalszych naszych rozwaza-
niach zajmiemy -sie wylgcznie cialami ciagliwymi, tzn. ciatami odksztal-
cajacymi sie w sposob trwaly przed wystapieniem zniszczenia (np. stal
niezbyt twarda), czyli tzw. cialami sprezysto-plastycznymi. Zagadnienie,
ktére chcemy teraz rozwazy¢, sprowadza sie do pytania, jakie czynniki
sprawiaja, ze pewne miejsce ciata ulega uplastycznieniu: czy tymi czyn-
nikami sg naprezenia wystepujace w danym miejscu, czy tez odksztalce-
nia, czy jedne i drugie, czy wreszcie niektoére z ich sktadowych. Przy roz-
cigganiu, tzn. przy naprezeniu jednoosiowym, sprawa jest jasna: ekstre-
malnym naprezeniem wywolujacym uplastycznienie jest naprezenie oy,
rowne tzw. granicy plastycznosci (obserwowanej na wykresie proéby na
rozciaganie). Przy zlozonym, przestrzennym stanie naprezenia sprawa sie
komplikuje. Wiemy, ze wtedy stan naprezenia w danym miejscu charak-
teryzuje szes¢ wielkosci lub wlasciwie trzy, tzn. naprezenia gtéwne, gdyz
kierunki tych ostatnich dla rozpatrywanych tutaj ciat izotropowych uznaé¢
wypada za obojetne. Jezeli za osie ukiadu odniesienia obierzemy napre-
zenia gldéwne, to mozna zbudowaé¢ powierzchnie, zwang graniczng po-
wierzchnig uplastycznienia, okreslong réwnaniem

(81) f(01,02,63)=0.

Zbiér tréjek liczb o,, 0, i o, odpowiadajacych tej powierzchni ma
przedstawia¢ wszystkie stany naprezenia, ktére powoduja w danym miej-
scu przejscie materiatu w stan plastyczny.
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Znamy roézne hipotezy co do przyczyn powstawania stanu plastycz-
nego materiatéw.

Pierwszag hipoteze podal G alileusz w XVII w. Twierdzil on, ze

uplastycznienie wywolane jest przez najwieksze naprezenie gtéwne; gdy
to ostatnie osigga pewng warto$¢ o,;, nastepuje uplastycznienie materia-
tu. Hipoteza ta nalezy do przeszilosci, gdyz obala ja doswiadczenie
z wszechstronnym $ciskaniem; ciSnienie moze by¢é w tym przypadku
znacznie wieksze od ¢,; przy rozciaganiu, a mimo to material nie ulega
zniszczeniu lub uplastycznieniu (do$wiadczenia A. F 6 p pla i nastep-
nieP. Bridg man a). Gdyby te hipoteze ograniczy¢ tylko do maksy-
malhego naprezenia rozciagajacego, to i tak nie potwierdza sie ona dla
cial ciggliwych.
- Wedlug drugiej hipotezy przyczyna uplastycznienia materialéw jest
najwieksze wydluzenie jednostkowe (gtéwne). Doswiadczenia obality row-
niez i te hipoteze; mimo to byta ona jako oparta na autorytecie S ain t-
Venanta dlugo uznawana we Francji i w Niemczech

Trzecig hipoteze, hipoteze najwiekszego naprezenia stycznego, podat
Coulomb w XVIII w."Jezeli przyja¢, jak to poprzednio czyniliSmy,
ze

Gy => 0y =03,
to ze wzorow (4.5) otrzymuje sie pomijajac znak

0, — 0y

(8.2) Tmax = T13 —

Wedlug hipotezy C o ul o m b a uplastycznienie materialu naste-
puje wowcezas, gdy 7mer przekroczy pewna wielko$¢ 7puss -
Dla czystego rozciggania w kierunku o, jest

0’220'3:0’

wiec w momencie uplastycznienia jest tutaj

(83) Tmax — Tplast — o -

Zauwazmy od razu, ze wsp6tczynnik 1/2 w tym wzorze nie odpowiada
wynikom doswiadczen, ktére okreslaja jego wartosé na bliskg 0,58.

Dla hipotezy C o ul o m b a réwnania okre§lajace powierzchnie
graniczna, (8.1), zapisane w ukladzie osi gtown¥ch, przyjmuja nastepujaca
postac:

|6y — ax| =0y,

(8.4) |02 — 03] =051,

03— 0y = 0p1.
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Nie trudno zauwazy¢, ze warunki (8.4) okre$laja graniastostup heksa-
gonalny, jednakowo nachylony wzgledem trzech osi wspélrzednych oy, 0,1 g,
(rys. 16).

: 5,

0y
Rys. 16

Ze wzorow (8.4) dla ¢,=0 otrzymuje sie (por. szeSciobok po prawej
stronie rys. 16)

Doswiadczenia G u e s t a potwierdzaja stusznosé tej hipotezy (ob-
jely one rozcigganie i skrecanie rur poddanych réwnoczesnie dziataniu
ci$nienia wewnetrznego).

Mo hr, twodrca czwartej hipotezy, uogélnia hipoteze C o u l o m-

ba-Guesta zar6wno na ciala

Az . kruche (zniszczenie ich nastepuje
na skutek pekniecia czyli rozdzie-
lenia), jako tez i na ciala ciggli-

we (zniszczenie ich nastepuje w
ogoblnosci na skutek przesuwow,
czyli poslizgow  plastycznych).

o Twierdzi on, ze uplastycznienie
lub zniszczenie materiatu zalezy

od wlasciwosci samego materiatu:
mianowicie, te stany nastepuja al-

bo przy pewnej granicznej warto-

$ci naprezenia stycznego 7, zalez-

Rys. 17 nej jeszcze od warto$ci napreze-
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nia normalnego ¢ w tych plaszczyznach, w ktorych dziata 7, albo przy
pewnej wartosci naprezenia rozciagajacego.

Przedstawmy przestrzenny stan naprezenia w danym punkcie, (tutaj
0, <0, <_0;) za pomocag k6t Mohra (rys.17).

Najwieksze koto M o h r a, wyznaczone przez naprezenia o; i o,
przedstawia stan naprezenia dla plaszczyzn réwnolegtych do osi o kierun-
ku o, CzeSci zacienione wykresu przedstawiaja naprezenia w przekrojach
skierowanych dowolnie.

Poniewaz zarownb w teorii Coulomba, jakiwteorii Mohra
chodzi o najwieksze naprezenia Scinajace 7mar [por. wzoér (8.2)], to znacze-
nie istotne posiada wlasciwie okrag najwiekszy, natomiast wartos¢ o,
staje sie obojetna (nie potwierdzaja takiej opinii doswiadczenia Lode go
i analiza wazniejszych nowych doswiadczen, przeprowadzona przez
Il1juszina). Niech punkt P (o, 7) reprezentuje naprezenia o i 7
w plaszczyznie najniebezpieczniejszej — gotowe] do poslizgu plastyczne-
go (jak wiemy, po przekroczeniu granicy plastycznosci na powierzchniach
ciata pojawiaja sie delikatne $lady ukladéw linii poslizgowych materiatu).
Zbior tego rodzaju punktéw P tworzy linie stanéw granicznych, ktoére
musza byé obwiedniami rodziny k6t M o h r a, bo =z zaloze-
nia P jest najniebezpieczniejszym stanem dla danego kota, a wiec nie
moze by¢ innych przecie¢
tego kota z liniami stanéow ir
granicznych poza punkta- 3
mi P. Gdy naprezenia
gltowne =z rozciggajacych
przechodza w S$ciskajace,
to kota M o hr a przesu-
wajg sie coraz bardziej
w lewo. Obwiednia ich
musi albo rozbiega¢ sie z
lewej strony osi z, albo
byé réownolegla do osi o. Rys. 18
W przeciwnym razie miej-
sce jej przeciecia z osia o wyznaczaloby wartos¢ niebezpieczng wszech-
stronnego Sciskania, dla ktérego kolo M o h r a redukowaltoby sie do
punktu, i byloby

0, =03(=0y)=—0p (p=0).
A przeciez stanowi wszechstronnego $ciskania nie odpowiada, jak moéwi-
liSmy, zaden stan niebezpieczny (przynajmniej praktycznie). Natomiast
punkt B (por. rys. 18) odpowiada stanowi wszechstronnego rozciggania:

0'1:0'2:0'321)_
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Zagadnieniom tym po$wiecona jest bogata literatura, jakkolwiek brak
jest dotychczas dostatecznie $cislego ich rozstrzygniecia. Warto wymienié¢
tu m. inn. ostatnie prace uczonych wiedenskich zwiazanych ze szkola
A. Leon a.

Zdecydowanym przeciwnikiem teorii M o h r a byl twoérca ogélnie
dzi§ przyjetej (piatej) hipotezy energetycznej, M. T. H u b e r. Szkota
radziecka (Iljuszin, Kaczanow, Sokolowski iinni)
zdecydowanie popiera teorie H u b er a jako najbardziej zgodnag z do-
$wiadezeniem (warto wspomnie¢ przy tej okazji, ze istnieje réwniez nowa

rosyjska teoria Dawidienkowa-Frid-

m a n a). Cze$¢ uczonych zachodnich opowiada

sie jednak w dalszym ciggu za teoria M o h r a.

Teoria Hub er a oparta jest, jak wiadomo,
na pojeciu energii sprezystej, tzn. na pojeciu
energii potencjalnej, nagromadzonej w ciele spre-

zystym odksztatconym (rys. 19).

Jezeli cialo podlega prawu H o o k €’a, to

praca elementarna, wykonana przez naprezenia

¢ normalne ¢, dzialajace na dwie przeciwlegle

$ciany szeScianu »jednostkowego«, przy jego od-
ksztatceniu o wielkosci de jest rowna

ode.

Calkowita praca wykonana przez te naprezenia do momentu odpo-
wiadajacego stanowi oy, &r jest réwna oy ey/2.

Ostatecznie zatem energie sprezysta jednostkowa (wiasciwa) przed-
stawia (w naprezeniach gtéwnych) wzér ’

(8.5) 29 =o0,6,+t0,6,+ 0583
lub w zapisie tensorowym
(8.6) S} =T
Wobec istnienia zwigzkow (por. str. 76 i 78)
T=T'+D,
(8.7) ’ ‘ i
T=T°+D,,

po ich przemnozeniu otrzymujemy
(8.8) 22— 1T DDESRIDISTY DI TYS S DD
gdyz mozna wykaza¢, ze jest

™D, +T°D,=0.
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Wynika stad, ze energia sprezysta jest rowna sumie energii sprezystej
odksztalcenia objeto$ci i odksztalcenia postaci. Przedstawimy to jednak
wyrazniej przeksztalcajac odpowiednio wzor (8.5)

Przyjmijmy, ze naprezenia i odksztalcenia gléwne zostaja roztozone
na dwie sktadowe:

0y — 03 = 0sr, O
(8.9) Ga— Or =0 £y = 85+ &5r,
l“:a:?f;-;‘f- osr, g, — &3t Esr,
gdzie, jak zwykle,
. 1
%sr="3 (o8eio:a00. ) Pif:“g(&%—sg%—eg).

Podstawmy powyzsze wyrazenia do wzoru (8.5), a otrzymamy po prze-
ksztalceniu

(810) 2‘9:30‘57857 +7G1§1+O’7‘352+53€{
Jak wiemy, jest
Slesr — e - ea1-1es — O

gdzie symbol @ oznacza odksztalcenie objetosciowe jednostkowe. Gdy na
te sama objetos¢ jednostkowa dziala naprezenie hydrostatyczne oy, to

(8.11) 3(75'['83'":291},

gdzie J, oznacza prace (energie) odksztalcenia objetoSci. Wobec tego
reszta wyrazéw we wzorze (8.10) przedstawia energie odksztalcenia po-
staci (/). Jest zatem ’

(8.12) 219/:0'1 51 +Ez éz+—&3 ES .

Ot6z wedtug hipotezy H u b er a warunkiem uplastycznienia mate-
riatu jest osiggniecie przez 9, (czy tez przez 29y wartosci maksymalnej;
gdy nastapi juz uplastycznienie, wielko$¢ ta pozostaje stata (dlatego hi-
poteza ta byla nazywana hipoteza stalej najwiekszej energii czystego
odksztalcenia postaciowego). Mamy zatem dla materiatu przeprowadzo-
nego w stan plastyczny

(8.13) 04 &, + 05 &, + 05 €, = const.
Wedtug prawa H o o k e’a jest
o= E & (h==1,2,8) .
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Zamiast zatem wzoru (8.13) napisa¢ mozna
(8.14) 03+ o2 + o2 = const.
Odejmijmy teraz od powyzszego wzoru stronami rownosé

(01 49515,
S

Po przeksztalceniu i powtéornym wprowadzeniu skladowych oy, 0, 1 o
otrzymujemy

=0.

(8.15) (0, — 0y)? e (65— 03)> + (05— 01)2 =c?

(symbol ¢ oznacza tutaj wielkos¢ stata).
Dochodzimy z kolei do waznego wniosku poréwnujac ten wzor z wy-
razeniem (3.4) dla z,. Okazuje sie, mianowicie, ze jest

(8.16) T,,:%.

Wynika stad, ze hipoteza H u b e r a réwnowazna jest hipotezie
najwiekszego (stalego) naprezenia $cinajgcego osSmiosciennego.

Zastanéwmy sie teraz, czemu jest réwna stala c. Dla czystego rozcia-
gania w momencie uplastycznienia materiatlu mamy o, =o0p;, 6, =10,=0.
Z (8.15) otrzymujemy wowczas

(8.17) c=V 20p.

Oznacza to, ze warunkiem uplastycznienia, zgodnie ze wzorem (8.16),
jest osiagniecie przez naprezenia S$cinajgce oSmioScienne, tzn. przez tzw.
intensywno$¢ naprezen Scinajgcych, wartosSci krancowej
V3

Th=—=———0pi .

2
Poniewaz wykazaliSmy poprzednio, (3.10), ze

=
i ]/E n,

wiec warunek uplastycznienia materiatu, w uzaleznieniu od intensyw-
nosci naprezen, przyjmuje nastepujgca postac:

O — Jpl.:

Powyzszy warunek mozna réwniez wyprowadzi¢ w nieco odmienny
Sposob.
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Jak wiadomo, energia odksztalcenia postaci [por. takze wzér (8.15)]

jest réwna

_ llepa

gf—ﬁ_ [(01_02)2+ (o35 0s)" illos— Ul)zl .

Dla prostego rozciagania otrzymujemy

14+

—2>6E 0;011"

9 =
df rozc

wobec czego wprowadzajac pojecie ozreq, tzn. «sprowadzajac» zlozony stan
naprezenia do prostego rozciggania, mamy

1+ i+
A‘)/:z 6 E Uzu’d: 6E—

[(01 — ) (0 — ‘73)2 = (o= 01)2] .

Mozemy zatem napisa¢ [por. (3.9)]

Ozred =— —— l"(o:1 = (i1

y 2

2

+
roq

|
5

™o
+
S

|
8
T

szesclokat
Coulomba

7 elipsa
Hubera

Rys. 20

Podobnie wiec jak istnieje warunek uplastycznienia materialu przy
prostym rozciagganiu,

Oroze =—Opl ,
tek tez otrzymuje sie warunek uplastycznienia w przypadku ogélnym

Ozred — Opl .

Warunek (8.15) okresla tzw. walec (kolowy) H u b e r a nachylony
jednakowo wzgledem osi wspoéirzednych, ktére obrano w kierunkach na-
prezen gtownych. Zaréwno widok samego walca Hu b e r a, jak'i jego
przeciecie z ptaszczyzna wspoéirzednych oy, o, przedstawione zostaty na rys. 20.

101



Z doktadniejszych rozwazan wynika, ze walec H u b e r a opisany
jest na tzw. graniastostupie C o ul o m b a. Stad wniosek, ze po-
wierzchnie graniczne, przedstawione réwnaniem f(oy, 0., 0,)=0, nie wyka-
zuja wujeciu Hubera i Coulomba znaczniejszych od siebie
odstepstw; obie zatem hipotezy, a wiec hipoteza energetyczna i hipoteza
najwiekszych naprezen Scinajacych, sa niemal réwnowazne. Doswiad-
czenia (przeprowadzane giléwnie na rurach poddanych cisnieniu we-
wnetrznemu: Lode, Nadai, Ros i Eichinger, Taylor
i Quinney, Schmidt 1iostatniow 1945r. Davies) wyka-
zaly wyraznie lepszg zgodno$¢ z wynikami pomiaréw warunku H u b e-
r a niz innych hipotez.

Zatrzymajmy sie wiec ostatecznie na warunku plastycznosci H u-
bera, ktéry stwierdza, ze uplastycznienie materiatu nastepuje w chwi-
li, gdy wyrazenie (3.9)

3 1
0i == O0zred — /= Tn=— /= ]

V2 V2
osigga warto$¢ réwna o, (tzn. réwng granicy plastycznosci okreslonej
dla prostego rozciggania), i to niezaleznie od tego, jaki (liniowy, ptaski czy
b A c przestrzenny) stan napreze-
nia panuje w danym miej-
scu. Dla materiatu idealnie
plastycznego - 6zrea = 0; po-
zostaje stale w calym okresie
plastycznym. Na rys. 2la
przedstawiony jest wykres
Rys. 21 (o, &) dla ciata idealnie pla-
stycznego, na rys. 21b dla
ciala plastycznego ze wzmocnieniem liniowym, a na rys. 21 ¢ dla materiatu

rzeczywistego (stali).

Obecnie, dla skonkretyzowania na- o
szych  dotychczasowych — wywodow, Gt
pokazemy, jak rozwigza¢ stosunko-
wo proste (zreszta do$¢ wazne) zada-
nie teorii plastycznos$ci «w napreze-
niach».

(=0 + (o — 0 oy — o

Przyktad. Plaski pierscien z mate-
riatu plastycznego (rys. 22).

Zalozmy, ze mamy pierscien poddany Rys. 22
kolowo-symetrycznemu stanowi napreze-
nia. Niech odksztalcenia w kierunku prostopadiym do plaszczyzny piers-
cienia nie natrafiaja na opoér (tzn. niech ¢.=0). ’
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Jest z zatozenia
or — o7 oraz ot =0y (1) .

Wobec symetrii obciazenia i uktadu jest rowniez z,=0, zatem o, 1 o+ 53
naprezeniami gtéownymi. Zat6zmy, ze odksztalcenia sa male (robimy to
w tym celu, aby réwnania rownowagi elementu méc utozy¢ dla elementu
nieodksztalconego). Z rownowagi rzutéw naprezen na promien r otrzy-
mujemy rownanie, znane og6lnie z tzw. zagadnienia L a m € g o,

do
(8.18) Ty 0t —Or-

Warunkiem idealnej plastycznosci materiatlu (zauwazmy, ze chodzi

o idealng plastycznos¢ w kazdym miejscu rozpatrywanej konstrukeji) jest

Ozrea = 0p1 =k,
gdzie k jest pewna stala.

Stad dla o0, =0,=0, 6, =0, Oraz ¢, = o otrzymujemy
(8.19) 2—o,0,+ o2 =Kk2.

Jak wynika z rownan (8.18) i (8.19), zadanie mozna rozwigza¢ na pod-
stawie tych réwnan bez rozwazania odksztalcen (oczywiscie, tutaj — tylko
trwatych odksztalcen). =

0 A 76

Rownanie (8.19) przedstawia ’
elipse plastycznosci Huber a.
Wprowadzimy nowe zmienne.
W tym celu obré¢my wspo6i-
rzedne o, i o+ o kat 45°; przyj-
ma one wowczas polozenia od-
powiednio ¢ i o i pokryja
sie z osiami elipsy (rys. 23).

Mozna dowie$¢, ze polosie
tej elipsy sa réwne odpowiednio

: 9
(8.20) a=} i b ] 5 K
a wiec rownanie kanoniczne elipsy w postaci parametrycznej jest
‘a =asin® =) 2ksin0,

(8.21) ) 9
¢ =bcos @ = ~§kcos@.
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W wyniku dokonanego obrotu otrzymujemy (rys. 24)

G ( v
=(or + 01) ~5
e
o’ ={(ot — or) l 5
Stad
or+ or=2ksin@ ,
Rys. 24 (8.22) l Ot— Gy = % k cos@,

V'3

i po wykonaniu przeksztatcen

for — E sin(@—i),
V3 6
(8.23)
. 2% oo+ 3).
V3 6

Naprezenia o, i o; okreSlone zwigzkami (8.23) spelniaja, oczywiscie,
warunek (8.19) ).

Pozostata wiec tylko jedna zmiana zalezna, mianowicie kat @ =6 (r),
[jest, naturalnie, ® =06 (r), gdyz, jako kat pomocniczy w ukladzie wspo6l-
rzednych o, i oy w danym miejscu, zmienia sie on w zalezno$ci od zmia-
ny r|. Podstawiamy (8.23) do (8.18) i otrzymujemy réwnanie dla @(r):

(8.24) T (% [sin (@—— %)J =cos 0.

3) Sprawdzmy to twierdzenie:

4 2 D 7 4 2 9 9
agﬁo,ot—}—ofz?k“sinz(@— =) —5K* sin (6 uv’é—) sin(@—}—%)-f‘%k“ sin‘(@—}"]é’ =

T

3

= 5 11— cos(26 — §)—[cos 5 —cos 26) +1—cos (260 + )| =
_Sk[l cos|26 3 cos 5 cos 20) + 1 — cos 20-|—3 =
2 o b . . T P2 7 . :
:fs—k (2~c052@cos--s-—sm2(~)sm—3--—cos—3——]‘0052@—c052@cos?—f—smz@sm— )

:%(2~2cos2(~)- ;—»——%—#cosz@):kz, c.b.d.d.
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Calka tego rownania jest

(8.25) € e

cos @,
r

gdzie C jest stala calkowania.

Widzimy, ze w przeciwienstwie do stosunkéw zachodzacych w teorii
sprezysto$ci warunek brzegowy moze tutaj by¢ tylko jeden (odpowied-
nie ré6wnanie roézniczkowe jest pierwszego rzedu); np. moze by¢ dane
albo cisnienie wewnetrzne, albo ci$nienie zewnetrzne itp. Zadanie jest
wiec w swej istocie rozwigzane. Szczegélowa dyskusje uzyskanych wyni-
kow pominiemy na tym miejscu jako malo istotna.

WYKLAD IV

Zanim przejdziemy do ogo6lnego rozpatrzenia teorii plastycznoSci, za-
poznamy sie krotko z nowa pracg W. W. Nowozitowa, [10]. Pra-
ca ta rzuca ciekawe $wiatto na poprzednie nasze wywody wykazujac wy-
raznie, ze teoria plastycznos$ci znajduje sie jeszcze wciaz in statu nascendi.
Z drugiej strony na podstawie pracy Now ozilow a mozemy stwier-
dzi¢, ze skromne wiadomosci, ktére posiedliSmy z poprzednich wykta-
dow, umozliwiaja juz rozumienie prac oryginalnych.

Nowozilow zastanawia sie nad fizycznym sensem intensywnosci

naprezen stycznych 7, =k (o, — 0,)* + (02 — 03)° + (05 — 0,)*, gdzie k=1/3.
Twierdzi on, ze o ile sens fizyczny niezmiennika g = 1/3 (0, + 05 + 03)
jako $redniego naprezenia normalnego jest wyrazny, to interpretacja
Rosa i Eichingera 7. jako naprezenia stycznego o$SmioScien-
nego jest watpliwa. Nie wiadomo bowiem, dlaczego wtasnie temu napre-
zeniu ma by¢ nadane tak wielkie znaczenie w teorii plastycznosci (mozna
tutaj ostabi¢ ten zarzut przypominajac, ze na Scianach o$mioscianu na-
prezenia normalne odpowiadaja stanowi ci$nienia hydrostatycznego,
a wiec pozostajg bez wplywu na zjawiska plastyczne). Ré6wniez interpre-
tacja energetyczna 7, jako wielkoSci zwiazanej z praca odksztalcenia po-
staciowego jest watpliwa, gdyz praca ta zostaje obliczona tylko dla ciata
izotropowego i podlegajacego prawu H o o k e’ a; 7, staje sie zatem
jak gdyby funkcjg cech osrodka, a nie czysta charakterystyka stanu na-
prezenia. Jakiz bedzie wobec tego sens 7,, gdy material jest anizotropowy
i nie podlega prawu H o o k e’ a?

Aby usunaé¢ te trudnosci pojeciowe, N o w o z i ¥ o w rozumuje
w spos6b nastepujacy.
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Wezmy pod uwage naprezenia Scinajace na elemencie dF powierzchni
ograniczajacej mata objetos¢ w okolicy danego punktu. Na elemencie
tym panuje naprezenie Scinajgce, przedstawione poprzednio wzorem (4.3),

ol Pomi o (o F-lle,mt Fo.n),

gdzie I, m i n sa to cosinusy kierunkowe normalnej- do powierzchni
w ukladzie odniesienia, ktérego osie sa réwnolegte do kierunkéw napre-
zen gtéwnych. Obliczmy Srednie naprezenie styczne 7y, okreslone w spo-
séb. nastepujacy:

~

1 1
T;r:hm(*ﬁj rzdF)~.

Fs0  F

Graniczna warto$¢ zalezy tu od ksztaltu powierzchni i od jej orien-
tacji wzgledem naprezen gtéwnych; np. dla szeScianu giéwnego (na ktoére-
A3 go $cianach 7=0) jest 75,=0. Przyczyna takiego
] wyniku tkwi w tym, ze Sciany szeS$cianu wigza
(i sie jedynie z szeScioma réznymi zwrotami nor-
}1 N malnej. «Wobec tego, cytujemy slowa autora,
"]‘l o ‘ nie bedzie wiasciwy réwniez inny ksztalt ele-
18/ | mentu objetoSciowego poza kulg, gdyz tylko na
[‘ _m_ - kuli — wobec jej pelnej symetrii — przedsta-
wione sg w roéwnej mierze wszystkie bez wy-
2 ) jatku kierunki pol elementarnych». Przenoszac
/S . ' o .
¥ Srodek kuli do danego punktu i uzywajac
Rys. 25 wspoélirzednych kulistych (rys. 25) otrzymujemy:

l=sin@sing,

m =sin® cos ¢,

n=cos0,
dF =r*sin®@dedo,
B —4 rd)]

Wobec tego po scalkowaniu mamy
e e o e e e
Tfr:'*?lié oy =0 F lloa—a;) o= 0t

skad k=1/}/15.

Wynika stad, ze 7, i 7, réznig sie od siebie tylko czynnikiem statym.
Podobnie jak os jest naprezeniem normalnym S$rednim, roéwniez 7,
mozna (przy k = 1/)/15) interpretowa¢ jako s$rednie naprezenie styczne.
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Zrozumialy rzeczg jest z tego punktu widzenia roznica pomiedzy zaloze-
niem Coulomba (uplastycznienie materiatu warunkuje naprezenie
Tmax POjawiajace sie w danym miejscu) i zatlozeniem H u b er a - M i-
sesa-Hencky (uplastycznienie warunkuje wielko$¢ éredniego na-
prezenia Scinajacego). Takie ujecie podaje rowniez ten sam warunek
plastycznosci dla cial anizotropowych i dla cial nie podlegajacych prawu
Hooke a.

Z drugiej atoli strony nie wydaje sie rzecza mozliwa, aby kryterium
plastycznosci moglo byé¢ zalezne tylko od stanu naprezenia, a nie od ro-
dzaju materiatu. Poglad taki narzuca sie zwlaszcza przy rozwazaniu ma-
teriatu niejednorodnego. Dla przyktadu przeprowadzmy odpowiednie obli-
czenie dla o$rodka, w ktérym modut Y o un g a jest funkcja miejsca,
E =E(x,y,z). Energia jednostkowa czystego odksztalcenia postaciowego
jest, jak juz mowiliSmy poprzednio (str. 101), réwna

(8.26) 9p= -2 [(0; — 09)* + (03— 05)2 + (05— 0,)?] .

Dla czystego rozciggania preta jednorodnego o module Younga E,
otrzymujemy

s == o o s o

.27 eet—=—— ) lo-—E=—_——5<
8 ) ‘)'/ GEO k. 3Eo Urrfz"gjam

Do poréwnania wybraliSmy tutaj jednorodny pret, aby uzyska¢ jak

najprostsze kryterium poréwnawcze. Przyrownujac (8.26) i (8.27) mamy

1+ _1tv,
6E(l’, Y, Z) - 3E0 red

niejedn.

[((71 — G“): Sl (0'2 - U:;)2 ST ((7:—; = 0'1)2l

skad dla ciata niejednorodnego bytoby

1 V E() 9 7.) - o V- 7E07”v 7
o, = —— —— —lloy—03) Hlaa==0a) FFlos—0)ill=/ -~ - 0:)
lrzé;'gjcdn, l/, 9 E (.’I,‘, v, Z) l( 1 d) ( 2 3/ ( ]) l E (l’, v, Z)

gdzie o; jest to znane juz dobrze o:.« Hubera [por. wzory (3.9)
i (3.10)]. Otrzymujemy tu jak gdyby pewna pozorna sprzecznos¢ z hipoteza
energetyczng Hubera;, o:.« Hubera =zalezy bowiem, jak wida¢
(chociaz pozornie — po skroceniu wielko$ci E — nie zalezy) od modulu E
(tj. od rodzaju materiatu), podczas gdy wedlug interpretacji Ro§a
i Eichingera tej wielkosci jako naprezenia oSmioSciennego o:r.s zale-
zaloby tylko od stanu naprezenia.

Przejdzmy obecnie do kroétkiego przedstawienia podstawowych pojec
teorii plastyczno$ci. Jak sie z tego przedstawienia okaze, z teorig tg za-
poznaliSmy sie juz w duzej mierze w poprzednich naszych rozwazaniach.
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§ 9. Teoria plastycznosci

Przyjmijmy, ze dla danego materiatu jest znany doswialczalny wy-
kres rozciagania (rys. 26). )

Dopodki wydiuzenie jednostkowe e << espr (espr Oznacza tutaj granicz-
ne wydtuzenie sprezyste), to zwiazek pomiedzy ¢ i ¢ jest na ogét liniowy
(czyli zgodny z prawem H o o k e’ a):

(9.1) c=ZEe.

Dla &> &spr zwigzek miedzy naprezeniem i odksztalceniem jest na
0g06! nieliniowy i oczywiscie nieodwracalny (w tym sensie, ze powr6t do
stanu bez naprezen zachodzi wedlug innego prawa niz proces pierwot-
AC

|
|
£l
L G )

; .

Rys. 26 Rys. 27

nego obcigzenia, por. rys. 27 i 28a). Zalezy on praktycznie tylko od wiasci-
wosci materiatu, a nie od ksztaltu proébki, przynajmniej dla elementéw
o niezbyt matych wymiarach. Jest zatem
(9.2) o= (e).

Dla uzyskania analogii do (9.1) zapiszmy ostatni zwiazek w nieco innej
formie, mianowicie

(9.3) g —Efc"

gdzie E’ jest pewna wielko$cig zmienng.
Z rysunku 27 widzimy, ze

2:4) E=tgp=—_—="_""= e,

co oznacza, ze E’ jest znang funkcja odksztalcenia, jezeli znany jest wy-
kres rozciggania. E° nazywamy sprowadzonym modulem sprezystosci
pierwszego rodzaju.

Zachodzi pytanie, w jakiej postaci nalezy zapisa¢ zwiazek miedzy
naprezeniami i odksztalceniami, gdy rzecz nie dotyczy prostego rozcig-
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gania, ale skomplikowanego, przestrzennego uktadu naprezen, ktérego od-
dzielne skladowe przekroczyly granice sprezystosci. Przypomnijmy, ze
w granicach sprezystosci istnial dla takiego zlozonego stanu zapis bar-
dzo praktyczny z punktu widzenia swej zwartosci [por. (68)],

(95) Ui:EE[ (dla 61‘<€5pr),

zastepujacy szes¢ zwigzkow w postaci L am é g o (lub w innej formie).

Jak wida¢, wzor (9.5) odpowiada catkowicie znanemu zwiazkowi (9.1)
z tym tylko zastrzezeniem, ze wzoér (9.1) dotyczy okres§lonych sklado-
wych naprezenia i odksztalcenia, a wzoér (9.5) naprezen i odksztalcen
«uogdblnionych» (tzn. intensywnos$ci naprezen). Powstaje zatem pytanie,
czy w przypadku, gdy odksztalcenia sa niesprezyste i gdy panuje prze-
strzenny stan naprezenia, zachodzi rowniez zwiazek analogiczny do (9.5),
tzn. czy

(9-6) g; — Elé‘[ (dla &/ = Sspr).

Chcieliby$my, rzecz jasna, by E’ w tym zwiazku bylo tozsame z E’ ze
zwigzku (9.3), czyli pragnelibysmy, aby

__ D)

(9.7) 13 = £ bylo rowne e .

Ef

Dos$wiadczenia wykazuja, ze taka wilasnie réwno$¢ zachodzi i ze, istot-
nie, @(e;) zalezy w istocie swej tylko od rodzaju materiatu, a nie od stanu
naprezenia. Oznacza to, ze funkcja @(e;) ma te samg postaé, co @(e) przy
prostym rozcigganiu. Stad wynika ogromna waga poje¢ intensywnosci
naprezen, o;, i intensywnos$ci odksztalcen, e;; wielkoSci te sprowadzaja
bowiem jakby stan przestrzenny naprezenia do stanu prostego rozcigga-
nia. Zauwazmy poza tym, ze prawo (9.6) obowiazuje niezaleznie od tego,
czy rozpatrywany obszar jest obszarem sprezystym, czy tez niesprezy-
stym.

Wobec pelnej analogii pomiedzy zwiagzkami (9.5) i (9.6) wszystkie za-
leznosci zachodzace w stanie sprezystym przenies¢ mozna na stan pla-
styczny, o ile wielko§¢ E zastgpi¢ wielkoscia E’. Musza zatem istniec¢
zwiazki podobne do poprzednio przez nas podanych dla sprezystej fazy
odksztatcenia:

0x— 0sr = 2G’ (ex— &), Toy =G yuy,
(9.8) Uy_US'rZZGI (8)/_85")1 Tyz :GI Yyz,
0y — Osr=—2 G’ (8: == 6‘3‘r) , Vg — G’ Vzx -
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Tutaj, jak poprzednio [por. (6.7.1)],
El
el G=—H=-—_,
(081 20 +7)
gdzie G’ oznacza sprowadzony modul drugiego rodzaju, zas » rodzaj
«wspélczynnika P ois s on a».
Poniewaz w obszarze plastycznym objetos¢é materiatu praktycznie
mozna uwaza¢ za stata, wiec dla prostego rozciggania

@:ex_2"},€x:07

czyli
;o
(9.91) = 9 ’
a zatem
EI
(9.9.2) G':?~

(Przyjmuje sie, ze przy przechodzeniu do coraz to dalszych faz stanu pla-
stycznego » > 1/2, poczynajac od warto$ci odpowiadajacej fazie sprezy-
stej, np. dla stali od warto$ci » = »=10,3).

Z (9.6) wynika, ze

B — g
&
a wiec
X E, (07
. G=n=:r
(9.10) 2 02
i dalej
20; o
' Ox — Osr — By (ex &sr) Xy — 3 Yy,
I 20; Oi
(911) iO’y Osr — o (Ey—&‘ir), T,VZ:E[ Yyz,
| 6: — os “20,»(8 — &sr) Te—
z sr 3 e Z sr) ' ZX 3 & Yzx .

Tutaj intensywnosci, jak poprzednio, wyrazaja sie wzorami

o]

V

(9.12) o= -V (0x— 0y +(0y—02)* +(0:—0x)*+6(},+ 72, + 73.),

(9.13) g,-:TZ Viex— ey)i+(ey— )P+ (e:— &2+ 3 OL, +92,+72,) .

=
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Rzeczywiste wykresy wytrzymaloSciowe wskazuja na istnienie tzw.
«wzmocnienia»* materiatu (rys. 27). Oznacza to, ze nowe granice pla-
stycznosci, po uprzednim uplastycznieniu materiatu, staja sie coraz wyz-
sze (oczywiscie, do pewnej granicy).

Jedynie dla uproszczenia zja-

wiska wprowadziliSmy poprzednio ;5 a
pojecie materiatu idealnie pla- |
stycznego (nie przejawiajacego ; 5
wzmocnienia).

W zwiazku z tym dla uzyska- }/ /’/' /

nia wiekszej dokladno$ci wynikow
rzeczywisty wykres wytrzymato-
Sciowy zastepuje sie czesto dwo- Rys. 28
ma liniami prostymi o réznych
nachyleniach (rys. 28b).

Dla najogoélniejszego przypadku mozna wzor (9.6) przeksztalcic w ten
sposéb, aby (staly) wspoéiczynnik E wystapil jako mnoznik. Z rysun-
ku 26 odczytujemy wowecezas, ze

(9.14) a,-:s,-tga—aé.
Oczywiscie, ac jest funkcja &; i na ogét rosnie wraz z e;:
(9.15) ac=q(e).

Poniewaz tg a = E, wiec z (9.14) mamy

ci—=Eei—oqle:)

lub tez
(&:)
(9.16) “i:ESf(l'_"”q}ng =Eei[l—ow(e)],
gdzie
« (8[) =30 dla & == Espr
oraz
i) == q;:(il) dla & = Espr.

Porownujac (9.16) z (9.6) otrzymujemy nastepujacy wzoér dla (zmiennego)
modutu pierwszego rodzaju:

(9.17) T3 =il =]

4) Jak slusznie zwroécit uwage autora J. N aleszkiewic z zamiast
zapozyczonego z dawniejszej literatury terminu «wzmocnienie» (ros. uprocznienje,
ang. strain-hardening, niem. Verfestigung) nalezaloby raczej uzywac¢ wiasSciwszego
terminu «konsolidacja» (lub podobnego), wprowadzonego przez G. Laurenta
i wierniej oddajacego tres¢ fizykalna zjawiska.
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W skréconym zapisie opuszcza sie na ogét argument funkcji w.
Modut sprowadzony drugiego rodzaju dla ciata niesci$liwego wyraza
sie wzorem nastepujacym:

(9.18) G=G(l—o).

Wzoér ten uwaza¢ mozna za konsekwencje wzoru (9.17), jezeli wykorzystaé
zwiazki (6.7.1) i (9.8.1) i przyjac¢ » =w»5).

Prawo (9.6) i jego rozwiniecie (9.8) uzyskaliSmy opierajac sie na ana-
logii istniejgce] pomiedzy stanem sprezystym i stanem plastycznym ciata.
Obecnie postaramy sie to prawo wyprowadzi¢ z danych doswiadczalnych.
Przeprowadzone doswiadczenia nad stanem plastycznym cial pozwalajg
sformulowaé¢ nastepujace wnioski w przypadku obcigzenia prostego (ob-
cigzenie proste oznacza takie obcigzenie, w ktérym wszystkie sily rosng
proporcjonalnie wraz ze wzrostem pewnego parametru, np. czasu):

(1) kierunki gléwnych wydiuzen pokrywaja sie z kierunkami glow-
nych naprezen normalnych,

(2) gestos¢é (lub objetosé) ciata nie zmienia sie dostrzegalnie,

(3) wykres M o h r a dla odksztalcen (we wspoéirzednych y i &) jest
zawsze geometrycznie podobny do wykresu M o h r a dla naprezen
{(we wspoéirzednych ¢ i 7).

Whniosek drugi mozemy zapisa¢ nastepujaco:

(9.19) e+ e +e,=0,

a wniosek trzeci jako

O — G El—1ch 0y — O £o— &
(9.20) Gt ey 955008 Col 651
0, — O3 &1~ &3 03— 04 €3 &
(Analogiczne zalezno$ci — mowa o zaleznosciach (9.20) — poznali$my

poprzednio dla stanu sprezystego, por. str. 90).
Na podstawie wzoréw (9.19) i (9.20 mamy teraz

1
81:‘3[‘71”—?(‘72‘['0'3)] )

(9.21) 5220[02*%(03+U1)1 ,

1
€3 =2C 103"_?(01 +ay)],

gdzie c jest pewna wielkoS$cig stata.
Widzimy zatem, ze przy ustalonym procesie plyniecia plastycznego
zachodza zwiazki podobne do zwigzkéw w stanie sprezystym ciata. Jedy-

5) Por. tres¢ odsytacza 7).
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nie zamiast wspoiczynnika E wystepuje stata 1/c, a zamiast » liczba 1/2.
Przeprowadziwszy wszystkie poprzednie rozumowania otrzymamy w Spo-
sob czysto formalny zwigzek

O +— &
lub, przyjmujac
, 1
B = ——_
c
rowniez
() = E’ €.

Jest to wlasnie prawo, ktére zamierzaliSmy wyprowadzi¢ z danych uzy-
skanych doswiadczalnie.

Powyzsza zalezno$¢ odksztalcenia od naprezenia w fazie plastycznej
ma posta¢ podobna do postaci prawa obowigzujacego w stanie sprezystym
ciala. Nalezy jednak przypomnie¢, ze tutaj, tzn. w fazie plastycznej, wspot-
czynnik E’ (modut odksztalcenia) ulega zmianie w zaleznos$ci od wielkosci
odksztatcenia i maleje tym bardziej, im dalej posuwamy sie w fazie od-
ksztalcenia plastycznego (rys. 29).

Rys. 30

Zauwazmy, ze dla ciala sprezystego (nawet nie podlegajacego prawu
Hooke’a) obowiazuja te same prawa, zar6wno w procesie obcigzania,
jak i w procesie odcigzania; natomiast dla ciata plastycznego rzecz sie ma
inaczej: przemiany zachodzace w ciele plastycznym sa bowiem w wiek-
szo$ci swej nieodwracalne (rys. 30).

Przy czystym rozcigganiu uwaza sie, ze cialo ulega uplastycznieniu,
gdy Groze = Ospr =~ Gp1; Ospr Oznacza tutaj graniczne naprezenie spre-
zyste. Dla zlozonego stanu naprezenia, wediug energetycznej hipotezy
H u b er a, cialo przechodzi w stan plastyczny, gdy o> op. Przy
opisie zachodzacych zjawisk trzeba jednak jeszcze uwzgledni¢ naszg
poprzednia uwage o nieodwracalnosci przemian w okresie plastycznym.
W tym celu postuzymy sie pojeciami wprowadzonymi przez Iljuszina,
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mianowicie pojeciami odksztalcenia aktywnego (czynnego) i odksztatcenia
-biernego.

Odksztalcenie czynne ma miejsce wtedy, gdy intensywno$¢ napre-
zen jest funkcja nie malejgcg procesu obcigzenia, tzn. takg®), dla kté-
rej (0inast = (0i)popr-. Natomiast podczas odksztalcenia biernego jest
(O'i)zza.w[ e (O‘i)poprz .

Zauwazmy, ze wszystko, o czym moéwiliSmy dotychczas, nie dotyczylo
jawnie odwracalno$ci lub nieodwracalno$ci przemian. Kaczanow
przeprowadzajac termodynamiczng analize procesu czynnego odksztal-
cenia plastycznego udowodnil, ze w przypadku takiego odksztalcenia
wszystkie wielkos$ci 1 zwiazki dla stanu plastycznego (tzn. naprezenia,
odksztalcenia i przemieszczenia oraz zwiazki pomiedzy tymi wielkoScia-
mi) nie powinny sie niczym rézni¢ od odpowiednich wielko$ci i zwigzkéw
dla ciata sprezystego nieliniowego, z identycznym wykresem przy rozcia-
ganiu. Tylko podczas odksztalcenia biernego (odcigzenia) ciato nieliniowo
sprezyste rozni sie od ciata plastycznego. W przypadku odksztalcenia
czynnego nieodwracalnosé procesu staje sie jak gdyby niewyczuwalna.
Wszystko zatem, o czym mowiliSmy dotychczas, dotyczy zar6wno ciala
nieliniowo sprezystego, jak i ciata plastycznego (oczywiscie, w fazie czyn—
nego odksztalcenia).

WYKEAD V

§ 10. Twierdzenia Iljuszina

W ciggu ostatniego ¢wier¢wiecza powstalo wiele teorii plastycznosei,
ale znaczna ich liczba ulegla obaleniu przez coraz to nowe doswiadczenia.
Do wyja$nienia sytuacji przyczynil sie w znacznej mierze Iljuszin.
Udowodnit on, ze dla czynnego odksztalcenia powstajacego przy prostym
obcigzeniu znane teorie plastycznosci sg przypadkami szczegélnymi jed-
nej, ogoélnej teorii (ktéra tu wiasnie przedstawiliémy), zgodnej z do-
$wiadczeniem, o ile ograniczymy sie do matych sprezystych i plastycznych
(sprezysto-plastycznych) odksztalcen. Nalezy jednak w tym celu pomingé
wplyw czasu (czyli poming¢ takie zjawiska, jak np. pelzanie, relaksacja
itp.), a przemiany zachodzace uwaza¢ za nieodwracalne, lecz przebiega-
jace poprzez kolejne stany réwnowagi. Jest to tzw. twierdzenie I1 j u-
szina o prostym obcigZeniu. Przy prostym obciazeniu odksztalcenie
jest wszedzie czynne — nawet wowczas, gdy stan naprezenia nie jest jed-
norodny — a o; wszedzie roénie. To wlasnie pozwala na stosowanie po-
przednio poznanych praw, ktére obowiazuja tylko w przypadku czyn-
nych odksztatcen.

°) Wskazniki przy symbolu ¢, oznaczaja stan poprzedzajacy i nastepujacy w prb—
cesie obcigzenia.
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Prawo dotyczace odcigzania (dla odksztalcenia biernego) uzyskano na
podstawie do$wiadczen. Wyniki badan eksperymentalnych przedstawia
wykres na rys. 31.

Cialo poddano najpierw obcigzeniu g,
przy czym

Gy = 0Opi -
Nastepnie obcigzenie zmniejszono do war-
tosei o, :

Gy <_ 0y .

7 wykresu widzimy, ze pozostale jeszcze od- |e— ¢ ——ni
ksztalcenie wynosi

&)= & — &3,
gdzie
(10.1) es—=E(6,—o0,)=Ed';

&, jest to sprezysta czes¢ odksztalcenia catkowitego.

Wynika stad, ze dla znalezienia elasto-plastycznego odksztalcenia, po-
zostalego ‘po odciazeniu, trzeba od catego odksztalcenia & odjac jego
cze$¢ sprezysta e,.

Rozumowanie to, oczywiste dla prostego rozciagania, daje sie zasto-
sowa¢ rowniez do stanu naprezenia przestrzennego i niejednorodnego,
jezeli odcigzenie jest proste, tzn. jezeli w stanie biernego odksztalcenia
sity zmieniaja sie proporcjonalnie do pewnego parametru. Jest to twier-
dzenie I1juszina o odcigZeniu. _

Prawa dotyczace malych odksztalcen sprezysto-plastycznych mozna
wypowiedzie¢ jeszcze w nieco inny sposob. Podkreslamy jednak, ze
w podanym sformulowaniu nie sa one od siebie niezalezne (ale, oczywi-
$cie, sg niesprzeczne).

(I) Prawo zmiany objetosci:

(10.2) G e

W tym wzorze » oznacza liczbe P oissona’, a E modut
Youn g a.

7) OczywisScie, poniewaz odksztalcenie powstale przy czystej zmianie objetosci —
wedlug prawa (10.2) — jest calkowicie sprezyste, to warto$¢ liczby P oissona
wypada tutaj przyja¢ rowna jej wartosci w fazie sprezystej. Powstaje zatem od-
mienno$¢é w stosunku do zalozenia (9.9.1). Zwro¢my jeszcze uwage, ze jezeli dodaé
stronami rownosci (9.21) przyjmujac ¢ = 1/E’ i »' = 1/2 — to otrzymamy oy, =
= (E'/1—2 »!) &g, wobec czego na podstawie (10.2) jest E'/1 — 2+ = E/1 — 2 ».
Pewne uwagi na temat wewnetrznej zgodnosci zalozen teorii plastycznosci znalez¢
mozna np. w [9]. Na tym miejscu zagadnienia tego, jako dotyczacego formalnej
strony teorii plastycznos$ci, nie bedziemy blizej omawiali.
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Prawo to jest wazne dla odksztalcen czynnych i biernych przed i poza
granicg sprezystosci.
(IT) Prawo zmiany postaci przy odksztatceniu czynnym:

(10.3) D,=2G'D..

Prawo to w innym zapisie wyrazaja wzory (9.8) i (9.11); G’ ozna-
cza tutaj, jak zwykle, sprowadzony modul odksztatcenia drugiego rodza-
ju, zalezny od wielkosci intensywnos$ci odksztalcen w danym miejscu
[por. wzor (9.18)].

(III) Prawo zaleznosci zachodzacej pomiedzy o; oraz ¢; dla aktywnego
odksztalcenia sprezysto-plastycznego.

Wedlug tego prawa intensywno$¢ naprezen o; w danym punkcie jest
okreslong funkcja intensywnosci odksztalcen e; w tym punkcie. nieza-
leznie od rodzaju stanu odksztalcenia i od drogi, na jakiej dany stan od-
ksztalcenia osiggnieto. Jest zatem

(10.4) gi=D(e)) .

Posta¢ funkcji @ (e;) zalezy wylacznie od materiatu ciala. Posta¢ te
okre$lamy doswiadczalnie, przy czym na mocy poznanego wlasnie prawa
wystarczy przeprowadzi¢ prébe rozciggania.

(IV) Prawo odksztalcenia biernego.

Wedtug tego prawa przy prostym (cal-
kowitym lub cze$ciowym) odcigzeniu w
zalozeniu liniowe] zaleznos$ci odksztalcen
od naprezen (rys. 32), zachodzi nastepujg-
ca zaleznog¢:

W (105) D.—2G'D.—2GD,,
gdzie D. jest tzw. sprezystym dewiatorem
Rys. 32 odksztalcenia odpowiadajacym naprezeniu
(0y—0,).

Biorac pod uwage skladowe odpowiednich wielkosci w kierunku osi
wspolrzednych otrzymamy zamiast (10.5)
0y — 05y —=2G" (ex—e5,) — 2G (ex — &5/),
ny O i — 2 G, (8)' — FS’I‘) — 2 G (é»\' - é,s"r) )
(10.6) Oz — O‘gr:2G' ((E'i_ 8\"7‘) — 2G(é‘:_6‘5’r),
Ty — G’ Vxy — G Yy,

Tyz — G Yyz — G;y: )

ity — G Yzx — G S
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§ 11. Podstawowe rownania mechaniki cial sprezysto-plastycznych

Obecnie mozemy juz dokonaé¢ syntezy naszych wiadomos$ci i przed-
stawi¢ matematyczny aparat teorii plastycznos$ci. W sklad jego wchodza:

(1) Trzy rownania réwnowagi N a vier a (bez uwzglednienia sit
masowych)

00’\ a‘[),y dez_
ox s 0z =0

dy
a'[\y ao'y 7(?7'[)/_{_
(11.1) dx+ 0y+ 0z =0,

07z | 01yz | Ooz
ox T 0y e =

(2) Szes¢ zwiazkow C a u c h y’ e g 0 pomiedzy skltadowymi od-
ksztalcenia i przemieszczenia

__ Ou L Ou , 0v
R PP K= dy ' ox’

o0v dv 0w

(11.2) = =
Jdw 0w ou
&=y = e

(3) Szes¢ zwigzkow fizycznych miedzy naprezeniami i odksztalcenia-
mi, np. w postaci (9.11),
20

g

Oy — Osr = (ex — &sr) Tey = 5 Yx
v $ 5 y 3 3 Yxy,
20; g;
(11.3) Gy — Osr = - o (ey—=&sr); Tyz— EPS VYyz,
2 0; Gi
Oz OSr—=" (82 - Es‘r) ’ Tzx — Vzx
&i 5 3 &

(4) Wyrazenia dla intensywnosci naprezen (9.12) i dla intensywnosci
odksztalcen (9.13) oraz zwigzek pomiedzy nimi:

(11.4) O’(‘:LZZ"(Gj\-i:—()'y)z*f“(ﬂ'y_az)z-{_( S i Bl e e

\ €

(115) ea="—Vl(ee—e)) Floy— &)t ez—a P F 302 T2, Fv5)

(11.6) o;=E'e;.
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Mamy zatem ogoélem 3+6-+6+3=18 rownan oraz tylez niewiado-
mych (6 sktadowych naprezenia, 6 sktadowych odksztalcenia, 3 skladowe
przemieszczenia oraz o;, &; i E’). Rozwiazania zadan teorii plastycznosci
muszg spelnia¢ 18 wyzej podanych réwnan oraz odpowiednie warunki
brzegowe, np. dla sktadowych sit zewnetrznych znane réwnania typu

Px— oxl + Txym + te2m,
(17.7) Dy =Tyl +oym I+ vy m,
pz:szl+ szm+ o:n

lub tez odpowiednie warunki dla przemieszczen.

Jezeli rozpatrujemy sprezysto-plastyczny stan rownowagi i nie intere-
sujg nas przemieszczenia, to zamiast szeSciu zwigzkow Cauchy’ ego
mozna przyjaé jedng grupe réwnan nierozdzielnoSci S ain t - V e-
nanta (np zwigzki miedzy skladowymi odksztalcenia w jednej
plaszczyznie):

Oiles ey 0Py

0y? +7d#x2 " dx oy’

02 €y 62 €&z ___()2 )’y{

e 02 0yt oyoz’
0%e, | 0%er  0%ya
0zt 02 oz

Dysponujemy zatem ostatecznie w tym przypadku

(a) trzema roéwnaniami statyki, (11.1);

(b) trzema réwnaniami nierozdzielnosci, (11.8);

(c) szeScioma.zwigzkami, (11.3), pomiedzy naprezeniami i odksztaice-
niami; zwiazki te wedlug (9.8) mozna zapisa¢ rowniez w postaci naste-
pujacej:

Ot 05— 2G (Gv - 8.5"7') y T_r;/ =G Yxy,
(11.9) oy —osr =2G" (ey —&sr) , Tyz = G yy:,
Ug—O'erZG’(Gz—“ffr), sz—_—G’)/zx;

(d) jednym roéwnieniem, (11.5), dla &;;
(e) jednym zwigzkiem przedstawiajacym G’ w zalezno$ci od &; (9.18)

G =G|[l—w()].

- Razem otrzymujemy wiec 14 réwnan i tylez niewiadomych (12 skla-
dowych stanu naprezenia i odksztalcenia, &; oraz G'), czyli z punktu
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widzenia formalno-matematycznego zadanie jest rozwigzane. Efektywne
jednak rozwigzanie tak ogoélnie postawionego zadania jest niemozliwe,
miedzy innymi réwniez ze wzgledu na nieliniowo$¢ réwnan (wystepuja
w nich tego rodzaju iloczyny, jak np. G'e; itp.). W zwiazku z tym znane sa
dotychczas efektywne rozwigzania jedynie niewielkiej liczby prostych
zadan.

WYKEAD VI

§ 12. Zadanie Lamégo

(rura gruboscienna poddana ciSnieniu wewnetrznemu i zewnetrznemu)

Zblizone zadanie rozwazaliSmy w § 8. Woéwczas mieliSmy na uwa-
dze dysk w ptaskim stanie naprezenia (co matematycznie wyrazato sig za-
lozeniem o.=0) z materiatu calkowicie uplastycznionego. Obecnie zato-
zymy, ze stan odksztalcenia jest plaski (rura nieskonczenie diluga), czyli
ze &,=— 0. ROwnanie rownowagi przybiera znang postaé¢

dor

(12.1) or—or+r T

0.

Skorzystajmy teraz z réwnan (9.21) pamigtajac, ze

L
®
Mamy
1] 1 1
er =g Ur_—2—(0t+01)_ )
= 2 ot — 5 (oe+an)]
(]_22) €I—E/ t 9 Oz 1T 0r)|>
1] 1 ]
€ = _61_727 (a,—%—at)_ ={0).

Z ostatniego z réwnan (12.2) otrzymujemy w danym razie

(12.3) 0= ;(Gr—i—ot).

Warunkiem plastycznosci H u b er a jest

1
V2

(124)  oi=—=1(0,— )’ + (ot — 0P+ (G:— 0 P = op =K.



Po podniesieniu obu stron (12.4) do kwadratu i uwzglednieniu zwigz-
ku (12.3) otrzymujemy

2 k* = (0, — 01)® + (‘;t — (;")_—I— (ﬂ— U')_ =02—20,0,+ 02+

(6> 0,0 2

: oy 1 1 3
LglZE T g TR o o ,) 2( 4)_ o 2

(4_ 2 4) 0"(le 5 el el S e S M
Octatecznie wiec jest

(12.4.1) ot—or=+ —F—-

ZalozyliSmy tutaj, ze ciSnienie wewnetrzne p, jest znacznie wieksze od
cisnienia zewnetrznego ps, tzn. ze p.>>ps, i ze wobec tego o> 0, czyli
o¢ jest naprezeniem rozciggajagcym; natomiast o, jest ujemne, gdyz Scianki
rury poddane sa ci$nieniu.

Po podstawieniu (12.4.1) do (12.1) otrzymujemy kolejno

T@er " 2k
dr V3 ’
(12.5) by S el
V3
Niech dla r=1"b bedzie o, = —ps. Stad mamy

—pb:—z/——k—:h’lb +C
i

i wobec tego

2k
(12.6) C==ps———=1nb.
V3
Zatem
2k T -
127) O'r:_-,:lnf’—pb.
( 73 b
Zatozmy, ze dla r =a jest o, = — pu; otrzymamy stad nastepujacy zwia-

zek pomiedzy ci$nieniami p, i p» (réwnanie rézniczkowe dla okreslenia
o, bylo réwnaniem pierwszego rzedu, a wigc dysponujemy tylko jedng
statg catkowania):

k b
12.8 e P —— 1, —
( ) b Do V3 0
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Wzér (12.8) przedstawia warunek plastycznosci. Aby kazde miejsce
rury przeszlo w stan plastyczny (idealny), trzeba, by ci$nienie wewnetrz-
ne przewyzszato cisnienie zewnetrzne o warto$¢ wyrazong wzorem (12.8).

Gdy p» =0, to graniczna plastyczna nosno$¢ rury odpowiada ciénieniu

2

(12.9) AN = — .
y3a

Gdy cisnienie przekroczy te wartosé, to dla materialu nie podlegajacego

wzmocnieniu opo6r plastyczny rury nie bedzie wzrastal; rura zacznie sie

wobec tego gwaltownie odksztatca¢ (plynaé¢) i w rezultacie peknie.

Rys. 33

Rozpatrzmy teraz przypadek, gdy ciSnienie wewnetrzne w rurze jest
mniejsze od ciSnienia odpowiadajacego nosnosci plastycznej, p™**, ale
wieksze od granicy nos$nosci sprezystej. Wéwcezas w rurze powstaja dwie
strefy: wewnetrzna—plastyczna 1 zewnetrzna—sprezysta. Wynika to
z rozkladu naprezen powstajacych w rurze jeszcze w jej stanie spre-
zystym.

Na rysunku 33 z lewej strony podano wykresy odpowiednich naprezen,
gdy caly materiat rury znajduje si¢ w stadium sprezystym; przyjeto tu-
taj, ze pp=0 (p» jest bowiem czestokro¢ male).

Poniewaz zwykle o;>>0,, to mozra przyja¢, ze wartos¢ roznicy o,—or,
miarodajna dla uplastycznienia materiatu [por. (12.4.1)], jest najwieksza
tam, gdzie o; jest najwieksze, czyli na wewnetrznej powierzchni rury.
Moment pojawienia sie odksztalcen plastycznych we wnetrzu rury jest
jednak na ogét daleki od momentu pelnego wyczerpania nosnosei rury.
To ostatnie nastepuje dopiero woéwecezas, gdy strefa plastyczna dojdzie do
powierzchni zewnetrznej. Rozpatrzmy pewna faze posrednia (rys. 33 i 34),
tzn. takag faze, w ktérej pierscien plastyczny o promieniu zewnetrznym c
jest otoczony piersScieniem sprezystym o tym samym wewnetrznym pro-
mieniu (przy czym a<<b<c).
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Niech oba te pierscienie oddzialywuja na siebie za pomoca ci$nien q.

Wobec tego dla strefy plastycznej, dla ktorej powinien byé
warunek plastycznos$ci (12.8), mamy

o 2k, ¢
(12.10) Pa—q= V3 " a .
Wprowadzmy oznaczenie
c
Bor = ; .
Woéwecezas
2k
(12.11) pa——q:]/,glnﬁpl.

Po

Rys. 34

spelniony

Dla strefy sprezystej stanem granicznym jest osiggniecie granicy spre-
zystosci, co nastepuje woéweczas (oczywiScie, najpierw na konturze we-
wnetrznym pier$cienia sprezystego), gdy naprezenie przekroczy granice

sprezystosci osp,. Jako warunek graniczny (12.4) mamy zatem
0i=0spr~0op=Kk

lub to samo w postaci (12.4.1)
2k

Ot— O — —F—.

V'3

Rozwigzanie zadania L. am é g o w teorii sprezystosci ma, jak to mozna

latwo stwierdzi¢, nastepujaca postaé:

(12.12) l
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stad

_2(g—pyb’c

(12.13) Ot — 0p = Hlpi

W miejscu r = c¢ (tzn. na granicy pierScienia sprezystego i plastycznego)
ma nastgpi¢ uplastycznienie materiatu; wobec tego biorac pod uwage
zwigzki (12.4.1) i (12.13) otrzymujemy

2(q——pb)b202__21€_

(12.14) o — V/-gk .
Stad
: k b2—¢2
(12.15) — Py = —
SRl y3 v
lub, przyjmujac oznaczenie
b
ﬁxpr = ? ,
roéwniez
2
(12.16) q—ps= J,C:: éi”’Ti
V3D,

Dodajac stronami réwnosci (12.16) i (12.11) otrzymujemy nastepujacy
zwigzek pomiedzy pa i po:

2k 1 1
2. e — Do — ——| 1 ———].
(1 17) P Po ]"‘ 3 [ n ﬁl” = 9 2ﬁ§pr]
(1) Gdy ¢ =b (tzn. gdy caly przekrdj rury jest w stanie plastycznym),
to

b :
6[)1 —— 1k ﬂ.\'pf: 1 ;
a
wowczas mamy

(12.18) Da— Po— —— In
) 3

2k . b
.
Warunek ten jest identyczny z poznanym juz poprzednio warunkiem
(12.8).
(2) Gdy ¢ = a (poczatek procesu uplastycznienia na wewnetrznej po-
wierzchni rury), to B, =1 oraz fspr =b/a; woéwczas jest
kKinbi=—a)

(12.19) Pe—Po= s g
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Zatézmy, ze cisnienie zewnetrzne p,=0. W tym przypadku poczatek
uplastycznienia materiatu nastepuje w chwili, gdy ci$nienie wewnetrzne
osigga wartos¢

k b*—a?
(1220) (pa)pocz.p/ = I 3 T bé o
co wynika ze wzoru (12.19).
Caly przekréj przechodzi w stan plastyczny woéwezas, gdy [na podsta-
wie zwigzku (12.18)] jest
2k b
\ S — e
(1221) (pa kon. pl. : 3 In o

Oznaczmy przez x stosunek graniczne] plastycznej nos$nosci rury do
jej granicznej wytrzymaloSci, okreslonej wedlug teorii sprezystosci.
Mamy wowczas

B
(ooo) i ol CRRUEE S DI e OUS
(Pa)pocz. pt b* —a® a ( bﬁ)” 1 a
a
z
;2 : / lub, oznaczajac stosunek b/a
o przez ., rowniez (rys. 35)
14k 2
i =22 .
1 15 2 25 EY

Oczywiscie, gdy 4-1, to
Rys. 35 rowniez »x—>1.

(Stosujac twierdzenie I Hospitale otrzymujemy bowiem

1 9
o A2 7[’7“'4‘1“’“_1“ 1422 _ 1,
o1 AA—1 351 22 N1 2 27

Na przyktad, gdy A=b/a=2, to x~-1,85.

Jak widzimy, faktyczna nos$nos¢ (odpowiadajaca pelnemu uplastycz-
nieniu) jest znacznie wieksza od granicznej nosnosci sprezystej (przy gru-
bych rurach nawet dwu- i trzykrotnie).

§ 13. Zginanie czyste

Zagadnienie czystego zginania nalezy réwniez do tzw. prostych zadan
teorii plastycznosci, w ktérych nie ma potrzeby operowania wszystkimi
rownaniami tej teorii; cze$¢ tych réwnan spelniona jest tozsamosciowo,
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pozostate za$ sprowadzaja sie do ukiadu rozwigzalnego za pomocag pro-
stych $rodkéw matematycznych.

Stwierdzono doswiadczalnie, ze hipoteza ptaskich przekrojow B e r-
noulliego dlaczystego zginania ciat sprezystych jest wazna rowniez

A 4y
2 =y
J A 7
C//:%?f’) |
\ 3
b B
s A
' Lol oy Catm
Cg-é’z gt
Rys. 36

w obszarze plastycznym (rys. 36). Wobec tego i tutaj, podobnie jak w ele-
mentarnej wytrzymatosci materialow, otrzymuje sie zwigzek

(13.1) e

gdzie y oznacza odleglos¢ widkien od osi obojetnej, a p promien krzywiz-
ny osi obojetnej.

Przy czystym zginaniu nie ma sit poprzecznych; mozna zatem przy-
ja¢, ze nie ma naprezen Scinajacych i ze wzajemne oddzialywanie na sie-
bie wlokien nie istnieje. Oznacza to, ze

TV\')I = T)/z = Tzx — 0 ’
oy=0,=0,
i jedynie
ox7#+ 0.

Ze zwigzku (11.4) wynika wiec, ze

(13.2) oi=0x|;

poza tym (przyjmujac dla uproszczenia »=1/2 dla catego bez wyjatku
przekroju) jest

e), — g7y — — T} Ex .

Ostatecznie wiec na podstawie (11.5) mamy

(13.3) b= '—32 ]/ 2621+ %)
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Z (11.6) mamy dalej
(13.4) ox=FE¢x.

Poniewaz o, nie jest funkcjg x, jak wynika ze wzorow (13.1) i (13.4),
wiec réwnania réwnowagi (11.1) sa spelnione tozsamos$ciowo. Podobnie
sg réwniez spelnione réwnania Saint-Venanta.

Ze zwigzké6w pomiedzy naprezeniami i odksztalceniami pozostaje tyl-
ko jedno réwnanie, (13.4), z ktorego wynika, ze rozklad naprezen oy
w przekroju odpowiada wykresowi otrzymanemu w probie rozciggania
i 4ciskania. Jezeli znamy wykres dla rozciggania i $ciskania, czyli zwigzek

(13.5) or =0 (ey),

to mozna wowczas znalez¢ z tzw. rownan calkowych rownowagi potozenie
warstwy obojetnej i zakrzywienie belki.

Zaktadajac, .ze zginanie nastepuje w plaszczyznie symetrii xy, otrzy-
mujemy nastepujace dwa réwnania:

(13.6) Jo.dF=0,
!

(13.7) [ocydF =M.
it

Z warunku (13.6) okres$li¢ mozna polozenie osi obojetnej. Zauwazmy, ze
jest [dla b(y) oznaczajacego zmienna szerokos$c¢ belki]
dF =b(y)dy.

Z (13.1) mamy dla p = const
dy—opdex,
wobec czego
dFE=poboey)dey.

Zatem

in D(ex)bloex)der=0, .
czyli I
(13.8) jjcb (ex)bloer)dex=0.

€,

Ponadto jest
(13.9) g‘“’f(b (ex)b(oex) exdex =M.

)
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Tutaj wszedzie ¢; i &, sa wydluzeniami skrajnych widkien (e; jest do-
datnie, a &, ujemne). '

Dla b = const, tzn. dla przekroju prostokatnego, mamy na podstawie
wzoru (13.8)

&1

(13.10) [o(e)de.—0.

Wyrazenie podcatkowe przedstawia tutaj element powierzchni wykresu
z proby na rozcigganie, a sama catka przedstawia sume pol zakreskowa-
nych na rys. 37. e,

Rys. 37 Rys. 38

Wynika stad, ze pole oznaczone znakiem -+ jest rowne polu oznaczo-
nemu znakiem —. Jezeli wykres przebiega jednakowo dla rozciggania
i éciskania, to réwno$é pola dodatniego i ujemnego na wykresie (ey, ox)
oznacza w danym razie réwnos¢ y, = ¥y,, czyli dla przekroju prostokatnego
jest e,=e, oraz o;=o0, (to samo jest dla kazdego przekroju o dwu
osiach symetrii, np. dla przekroju dwuteowego).

W fazie czysto sprezystej granica nos$nosSci jest pojawienie sie od-
ksztalcen plastycznych w warstwach skrajnych, gdyz tam wystapig one
najweczes$niej (rys. 38). OznacZza to, ze wowczas jest [por. (13.1)].

h
(13.11) P e

IS

Wedlug prawa H o o k € a mamy

(13.12) O = Op1—
Epl

Podstawmy wyrazenia (13.11) i (13.12) do (13.9). Otrzymamy woéwczas

h

20 E1==S2-2En1l /Z, )

59 Ex 5 Opl &
0°2 fop/ - bé‘_\-dé‘,\»::zglrpb‘*‘
“ Epl Epl | 3
0




Zatem nos$no$c¢ sprezysta jest réwna

bh?

Mspr — Opl ‘6_
(bh?/6 jest to znany wskaznik wytrzymatosci przekroju oznaczany zazwy-
czaj przez W).
Jezeli cialo poddamy dalszemu odksztaiceniu az do momentu, gdy

uplastyczni sie caly przekroj (rys. 39), to dla materiatu idealnie plastycz-
nego bedzie

(1)(8.\‘) = Opl
L i, jak poprzednio,
h
EN==1E0 = Epi=— i;’

Wykres

et uprosstany mamy wobec tego wszedzie

Rys. 39 Oy = 0p[.

Z (13.9) wynika woéwecezas, ze

~

7
=pl

al\'v'

A
1:277‘ B 9
' N h* b h*
— 050,000 ———gp;—— — M
40°

<

022 f opibecde; — 9220,)1131
Y |
czyli ze nos$no$¢ plastyczna (bez uwzglednienia wzmocnienia materiatu)

jest rowna
b h*

Mp = 6p1 ——
pl pl 4 .

Nosnos¢ ta jest, jak wida¢, poéttora razy wieksza od nosnosci sprezystej.

Gdy caty przekréj przeszedl w stan plastyczny, to mowimy, ze utwo-
rzyt sie przegub plastyczny. Nazwa ta wynika stad, ze dla belki prostej,
obcigzonej sitg skupiona, strefa plastyzacji wyglada tak, jak na rys. 40.

|

parabola

l Glhi——=

Qla
A
[FSTEN

Rys. 40

Belka moze sie wowczas odksztalca¢ bez zadnych ograniczen, tzn. sta-
je sie kinematycznie zmienna (ruchliwa), jak gdyby posiadata faktyczny
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przegub. Belka taka nabywa jeden‘stopier'l swobody, tzn. ma o jedng wiez
wewnetrzng mniej niz przed uplastycznieniem. Upraszcza to znacznie obli-
czenia statyczne bardziej skomplikowanych ukladow. Metoda odnosna no-
si nazwe metody obliczania nosnoéci granicznej (czyli okreslania stanéw
granicznych konstrukeji).

WYKELEAD VII

§ 14. Zwiazek pomiedzy zjawiskami wytrzymaloSciowymi i budowa materii

WspominaliSmy o tym, ze teoria plastycznos$ci jest teorig fenomeno-
logiczng. Obecnie zwroécimy uwage na zwiazek jej z teoria budowy
materii. Wyjasnienie zachowania sie materialéw poddanych dziataniu
sit i ulegajacych pod ich wplywem odksztaiceniu, nie jest powodowane sa-
ma ciekowos$cia poznawcza. By¢é moze, rezpatrzenie zjawisk wytrzyma-
tosciowych pod katem widzenia budowy materii pozwoli kiedy$ na wyko-
rzystanie ogromnych, jak
sie wydaje, rezerw wy-
trzymatosciowych, ktoére
tkwia w ciatach statych.
Na istnienie tych rezerw
wskazuja nastepujace zna-
ne fakty.

(1) Z obliczen fizykéw Rys. 41
(np. Polanyiego
i Zwickyego) wynika, ze wytrzymatos¢ ciat stalych powinna by¢
wielokrotnie wyzsza od wytrzymalo$ci obserwowanej. Przytoczmy dla
przyktadu jedno z takich obliczen dotyczace krysztatu o sieci jonowej, dla
ktorej energia elektrostatyczna stanowi nieomal cala energie wigzania
sieci (rys. 41).

2 | 5

7

Sita Coulomb a przyciagania jonéw jest réwna

2

e
R

()

Kazdy atom «zajmuje» pole o powierzchni ré6wnej okoto
R?,

czyli na jednostke powierzchni rozdzielajacej ciato dziala sita
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Dopiero wiec takie naprezenie powinno spowodowa¢ pekniecie ciata. Je-
zeli przyjac, ze
1
e~5-10"%cm dyn? i

R~~2-10 *cm,

to otrzymujemy

. 26107
P™~16.10

dyn/ecm®~~1,5-102 dyn/cm?®~= 1,5 - 10°* kG/cm?

Pomiary wykazuja, ze faktyczna wytrzymalo$¢ jest znacznie mniejsza
od obliczonej w ten spos6b. Wedlug teorii atomistycznej (P ol an y i,
Z w i ¢ k y) molekularna (idealna) wytrzymalo$§¢ powinna wynosi¢ np.
dla soli E/10, tzn. 20 000 do 40 000 kG/cm? wobec istotnie obserwowanej
ok. 50 kG/cm?, czyli 400-800 razy mniejszej. '

(2) Doswiadczenia Joffego i Lewickiej z krysztalami NaClL
Joffe i Lewicka badali wytrzymato$¢ krysztatéw NaCl roz-
mywajac ich powierzchnie pod woda. Wytrzymato$¢ krysztatow soli
w tych warunkach wyniosta okolo 20 000 kG/cm? podczas gdy pomiary
dokonywane w zwyklych warunkdch daja, jak wzmiankowali$my,
50 kG/cm?. Wymienieni badacze przypisywali to zmniejszenie wytrzy-
mato$ci rysom, wystepujacym na powierzchni cial, i zwigzanej z nimi
koncentracji naprezen.

(3) Tzw. efekt skali, czyli efekt cienkich

. nici. Do$wiadczenia Griffitha, Tay-
1l or a i innych (najwczesniejsze pochodza
/ jeszeze z XIX w,, Quincke i K ar-

z-owg m arsch) zniémi szklanymi i kwarcowymi
wykazaly nastepujaca zalezno$¢ wytrzyma-

dl toéci nici z od ich érednicy d (rys. 42):
Rys. 42 z2—a-+ g 5

Miedzy innymi uzyskano nastepujace dane doswiadczalne:

$rednica nici w u wytrzymatos¢ w kG/cm?*
22 2 200
16 10 700
12,5 14 600 (wytrzymatosé stali)
8 20 700
2,5 56 000

Wedlug pomiar6w A nder e g g a przeprowadzonych nad niémi
szklanymi i silikatowymi (pomiary dokonane byty w innych warunkach niz
pomiary, ktérych wyniki podane sa w poprzedniej tablicy) wytrzymalosé
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ich wynosi 121 000 kG/cm? dla nici o $rednicy 6,6 4 oraz 367 000 kG/cm?
dla nici o $rednicy 3,1 w.

(4) Efekt Podaszewskiego. Podaszewskibadal wplyw bar-
wienia fotochemicznego promieniami ultrafioletowymi i rentgenowskimi
na wytrzymaltosé krysztalow NaCl. Wyniki jego badan byly nastepujace.

(a) Granica plastycznosci i wytrzymaloSci krysztaléw zabarwionych
jest podwyzszona w stosunku do wytrzymalosci krysztaléw niezabar-
wionych; przy sile zabarwienia odpowiadajacej wspo6tezynnikowi absorb-
cji Kkmar=>55-10"° mm ' granica sprezystoSci podniosta sie maksymalnie
o 230%,, $rednio o 144%, a granica wytrzymatosci podniosta sie maksy-
malnie o 104%, $rednio o 76%o.

(b) Badania krysztalow zabarwionych tylko w pewnych strefach wy-
kazaly, ze plaszczyzny poslizgowe wystepuja wylacznie w czesciach nie-
zabarwionych, dochodzac do kilkuset na milimetr, przy absolutnym bra-
ku przesunie¢ w czesciach zabarwionych. Pekniecia takich krysztalow na-
stepujg w czesciach niezabarwionych.

(¢) Krysztaly zabarwione zachowywatly sie po odbarwieniu jak za-
barwione. Podobnych efektéw mozna by poda¢ jeszcze wiele. Gdyby np.
udalo sie zamiast zbrojenia stalowego betonu zastosowaé zbrojenie nié¢mi
szklanymi o wytrzymatosci réownej wytrzymatosci stali, to mogloby to
mieé donioste znaczenie gospodarcze (w chwili obecnej wyréb takich nici
jest jeszeze bardzo kosztowny). Widzimy wiec, ze aczkolwiek rozwazanie
zwiazkow zachodzacych pomiedzy nauka o wytrzymalo$ci materiatow
i teorig budowy materii nie dalo jeszcze zadnych wynikéw konkretnych,
ktore mozna by zastosowaé w procesach technologicznych i w produkeji,
to jednak nie jest rzecza wykluczona, ze zastosowania takie moga nastgpié¢
w przysztosci. ‘

W dalszym ciagu poprzestaniemy na kilku uwagach o fizykalnym wy-
ttumaczeniu zjawisk wytrzymalo$ciowych zwiazanych =z plastyczno$cia
materialow. Dokladniejsze ujecie tych zagadnien byloby trudne, gtéwnie
z tego wzgledu, ze brak dotychczas jakich§ wyraznych mys$li przewod-
nich, ktére pozwolilyby na uporzadkowanie i wyjasnienie ogromnego
materialu do$wiadczalnego w tej dziedzinie. Obecny stan rzeczy mozna
by nawet przyréwna¢ do stanu spektroskopii przed powstaniem modelu
atomu B ohr a

Jak wiadomo, ciata stale dzielg sie na bezpostaciowe i krystaliczne.
Niektorzy uwazaja za ciata state tylko krysztaly, a ciata bezpostaciowe
zaliczajg do cieczy przechlodzonych. W krysztatach atomy wzglednie cza-
steczki tworza pewien regularny i periodyczny uklad przestrzenny, czyli
tzw. sie¢ krystaliczng (rys. 43). Na rysunku 44 widzimy komorki elemen-
tarne kilku typow sieci krystalicznych [44a — sie¢ regularna (np. s6l ka-
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mienna), 44b — sie¢ regularna scentrowana przestrzennie (np. zelazo

a i ), 44c — sie¢ regularna scentrowana na $cianach (np. zelazoy)|.
Odleglosci atoméw wzglednie czastek w sieci krystalicznej sa rzedu

An gstrom o6 w. Cialami krystalicznymi sa miedzy innymi metale

Rys. 43 Rys. 44

iich stopy (rys. 45). W cialach bezpostaciowych (jak np. w szkle, kalafonii,
paku) atomy tworza réwniez pewien okreslony uktad przestrzenny, ale
jest on nieregularny (rys. 46).

Regularnosé sieci krystalicznej odbija sie nawet na wygladzie makro-
skopowym ciat krystalicznych: swobodnie tworzacy sie Kkrysztal ma
postaé bryly regularnej. Mozna sztucznie hodowa¢ pojedyncze wielkie
krysztaly, np. metali (Czochralski wyhodowal kilkunastocenty-
metrowe krysztaly miedzi), ale na og6! roztopiona masa zaczyna krystali-

Rys. 46 Rys. 47

zowac jednoczesnie w wielu miejscach, przy czym tworzy sie tzw. poli-
krystalit, skladajacy sie z wielu przylegajacych do siebie krystalitow.
Srednica krystalitéw w metalach waha sie od 0,01 mm do kilku milime-
trow. Metale zatem i ich stopy sa agregatami krystalitéw (rys. 45).

Krystality nie sg idealnymi krysztatami, jakby sie to moglo wydawaé;
kazde ziarno sklada sie z oddzielnych blokéw o wymiarach 10—¢ do
10~* cm, (czyli o wymiarach 10 do 100 tysiecy elementarnych komérek),
tworzacych tzw. mozaike (rys. 47). Kazdy blok mozna uwazaé za idealny
krysztat. Krawedzie tych krysztaldéw na og6! nie przylegaja do siebie, ale
tworza niewielkie katy (do kilku stopni).
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Niektérzy przypuszczaja, ze wiasnie budowa mozaikowa powoduje kon-
centracje naprezen i zmniejsza wytrzymalo$¢ cial makroskopowych, sta-
nowigcych zbiorowiska krysztaléw. Sg takze inne proby wyjasnienia tych
zjawisk, jak np. teorie Prandtla, Taylora, Beckera, Sme-
kala, Orowana. Jedni (Smekal, Zwicky, Griffith)
twierdza, ze krysztal posiada w swym wnetrzu miejsca rozluznienia (tzw.
Lockerstellen) oraz zanieczyszczenia lub inne nieregularnosci, ktére dzia-
lajg jak karby. Griffith rozwigzal nawet zadanie o koncentracji na-
prezen dokota bardzo cienkiego naciecia w formie elipsy. Inni (J o £ £ e,
O r o w a n) uwazaja, ze przyczyna koncentracji naprezen sg uszkodzenia
powierzchni zewnetrznej. Fren kiel znowu jest zwolennikiem teorii
dyslokacji atomo6w; o teorii tej powiemy teraz kilka stow.

Pomiedzy dwiema czesteczkami nalezacymi do sieci krystalicznej dzia-
laja jednocze$nie sity przyciagajace i odpychajace (kazda molekuta zacho-
wuje sie jak dipol). Niech sila przy-
ciggania bedzie

¢y

fmr e P ’
a sita odpychania
e
f""” T .’;If 2
przy czym
m<mn.

Oznacza to, ze sily odpychania zmie-
niajg sie szybciej i przy dostatecznie
duzych odleglosciach przewyzszaja sity
przyciagania (rys. 48).

Wypadkowa sil wzajemnego dzialania na siebie dwu czastek bedzie
réwna

Rys. 48

F (T) = fatr = frpp .
Przy r=r, mamy do czynienia ze stanem réwnowagi, o ile
() —108

wtedy bowiem energia potencjalna (energia wigzania) osigga ekstremum
(minimum), poniewaz
o Eoo

Ml dr
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Uwazamy, ze energia cieplna, jakg posiada dane ciato state, jest ener-
gia drgan czasteczek lub atomoéw wokodl polozen rownowagi, czyli wez-
16w sieci. Wynika stad, ze dopdki cialo nie osiaggneto temperatury 0°K,
czasteczki jego nie tkwia nieruchomo w wezlach sieci. Abstrahujac zresz-
ta od ruchu cieplnego czasteczek potozenie ich w weztach sieci trzeba uwa-
za¢, wedlug praw mechaniki statystycznej, jedynie za poltozenie najpraw-
dopodobniejsze i czastki moga réwniez znajdowaé¢ sie w innych potoze-
niach, w ktérych

Epor # minimum .

Ten fakt, ze zawsze cze$¢ czasteczek zajmuje polozenie poza weztami
sieci, narusza regularno$¢ sieci (rys. 49), przy czym struktura jej jest tym
silniej zaburzona, im wyzsza jest temperatura. Nieregularno$é¢ sieci mo-
ze dochodzi¢ nawet do zupelnego braku atoméw w niektérych weztach
(tzw. «dziury») i do wklinowywania sie innych w miedzywezla (tzw. ato-
my dyslokowane).

9 o o o o
.] . 9 o o o (8] o
______
0o o TN, . o defekt Frenkla
o o o o o
o o o o o c o o o o o 2 o o o o o
o o o o o o o o o o o o o o 9
o o o o o o (-] o o o o o} o Q C dgl‘ek[ SChankg
o o -] o o o o o o o < o o
Rys. 49

Dziury i atomy dyslokowane nie maja stalych polozen, lecz wedruja,
przeskakujac pod wplywem energii cieplnej z polozenia w potozenie. Przy
gwaltownym obnizeniu sie temperatury nastepuje «koagulacja» dziur
w postaci mikropeknie¢.

Nalezy podkreslié, ze to, co wyzej opowiedzieliSmy, przedstawia mnie]
lub wiecej pewne przypuszczenia. By¢ moze, ze do wyjasnienia tych za-
gadnien przyczyni sie zastosowanie mikroskopu elektronowego, ktérego
zdolno$é rozdzieleza dochodzi juz do rzedu A. Jednak dotychczasowy brak
syntetycznej teorii ciata stalego powoduje, ze nawet uzyskanie bezposred-
nich obrazow struktury czasteczkowej cial stalych nie wyjasni chyba
w petni ich cech mechanicznych.

Po tych wstepnych uwagach przejdziemy do krotkiego wyjasnienia
istoty odksztalcen plastycznych.

A. Monokrystality. Na ogol sadzimy obecnie, ze odksztalcenie pla-
styczne krysztaldw polega na poslizgach wzdluz okreSlonych plaszezyzn
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krystalograficznych, a wlaSciwie w pewnych kierunkach na tych ptasz-
czyznach. Poszczegélne bloki przesuwaja sie przy tym wzajemnie wzgle-
dem siebie jak karty w talii kart. Rysunek 50 przedstawia wyniki do-
$wiadczen Marka, Polanyiego i Schmida oraz T ay-
lora i miss E1lam.

Okazuje sie, ze poslizg nastepuje zazwyczaj wzdluz plaszczyzn naj-
geSciej obsadzonych przez atomy. Proces ten jest nieodwracalny, a po
ustapieniu poslizgu pozostaja w jego plaszczyzZnie znaczne naprezenia. Na
powierzchniach krysztatu wida¢ wyraznie linie poslizgu.

Widoczne linie poslizgow sa wlasciwie «pakietami» linii odlegtych od
siebie o okoto 2 000 odlegltosci atomowych. Pakiety, czyli pasy poslizgowe
odpowiadaja przesunieciom réwnym setkom i tysiacorn odlegtosci ato-

- = —— 7

pajedynczy krysztat
stopu miedz-aluminium

o| Pplaska probko

35° “aluminiowa

Rys. 50

mowych. Aby nastapil pos$lizg, naprezenie Scinajace musi osiggna¢ pew-
na warto$é krytyczna (stad znaczenie maksymalnego naprezenia
$cinajacego i intensywnosci naprezen w hipotezach wytrzymatosciowych);
wartoéé ta jest charakterystyczna dla materialu i dla danej plaszczyzny
krystalograficznej materiatu. Jednakze réwniez przy naprezeniach mniej-
szych od krytycznych nastepuja bardzo powolne odksztalcenia plastyczne
(tzn. poslizgi). Sa to zjawiska pelzania monokrystalitow. Poslizgi takie
zachodzg bardzo powoli i dopiero, gdy naprezenie osigga wartosé krytycz-
ng, poslizgi nastepuja tak szybko, ze mozna je obserwowa¢ nawet za po-
moca mato doktadnych metod laboratoryjnych.

7 doswiadczen wynika, ze wraz ze wzrostem odksztalcenia ro$nie war-
to$¢é naprezen stycznych, koniecznych do przediuzenia procesu odksztal-
cenia (np. dla krysztalu cynku ten wzrost wynosi 600%0). Zjawisko takie
odpowiada poznanemu juz poprzednio wzmocnieniu materiatu.

Z przeprowadzonych doswiadczen wynika, ze odksztalcenie plastycz-
ne w monokrystalicie moze nastapié nie tylko przez poslizg, ale réwniez
przez tzw. przesuwy bliZniacze. W tym procesie czes$¢ siatki przechodzi
w polozenie bedace odbiciem zwiefciadlanym sgsiedniej czesci. Krysztat
tak uzyskany nosi nazwe blizniaka. Za przyklad moze tu stuzy¢ rozcia-
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ganie bizmutu w temperaturze pokojowej: odksztalcenie plastyczne pole-
ga tutaj catkowicie na przesuwach blizniaczych. Rysunek 51 ilustruje opi-
sane wyzej zjawiska po$lizgéw i przesuwo6w bliZniaczych.

B. Ciala bezpostaciowe. Odksztalcenie plastyczne cial bezpostacio-
wych zblizone jest do ptyniecia cieczy lepkich; jest to proces catkowicie
izotropowy, a nie, jak to bylo w monokrystalitach, zwigzany z okreslo-
nymi plaszczyznami i kierunkami krystalograficznymi. Poza tym nie wy-
stepuje -tu zjawisko wzmocnienia, natomiast obserwuje sie silny wpiyw
temperatury. Dawniej przypuszczano, ze ciecze i ciala bezpostaciowe od-
znaczajg sie brakiem uporzadkowania atoméw wzglednie czasteczek. Do-
$wiadczenia ostatnich lat przeczg temu catkowicie, wskazujac na fakt, ze

poslizg

w ciatach bezpostaciowych istnieje lokalne uporzadkowanie atoméw (czag-
steczek), zanikajace przy rozpatrywaniu wiekszych obszaréw na skutek
narastania drobnych odchylen. Roéwniez i tutaj, podobnie jak w kryszta-
lach, atomy i czasteczki prowadza «zycie osiadle», tzn. wykonuja drgania
okolo polozen okreslonych najmniejsza iloScig energii potencjalnej. Jed-
nakze drgania takie dokotla .okres§lonego polozenia réwnowagi trwajg tu-
taj krétko (np. w niektorych cieczach okres ten wynosi 10'% sek) i cza-
steczka lub atom przeskakuje nastepnie w polozenie sasiadujace z innym
polozeniem réwnowagi. Zauwazmy, ze czas przebywania czasteczki w sa-
siedztwie jednego polozenia réwnowagi odpowiada czasowi relaksacji, tzn.
okresowi, w ciggu jakiego sity obcigzajace moga zmale¢ e (=~ 2,718) razy
przy niezmiennym odksztatceniu. Dla wody np. czas relaksacji jest rzedu
10~ sek. Warto zauwazy¢, ze w ciagu tego mgnienia woda zachowuje sie
jak ciato sztywne sprezyste; ale juz w okresie trwajacym np. 1 sekunde nie
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mozna zaobserwowa¢ — powiedzmy — oporu sprezystego wody na Scina-
nie, gdyz obserwacje tego oporu uniemozliwia wysuwajgca sie na pierw-
szy plan cecha plynnoSci.

Czas «osiadlego zycia», czyli czas relaksacji szkla wynosi 100 lat, wo-
bec czego w doSwiadczeniach trwajgcych minuty zachowuje sie ono jak
cialo stale sprezyste. Natomiast w okresach czasu rzedu tysiacleci i wiecej
szkto zachowuje sie jak plyn, przejawiajacy swa wiasno$é «cieklo$ci». Po-
dobnie warstwy skorupy ziemskiej w geologicznych okresach czasu (setki
tysiecy lat) zachowuja sie jak plyny.

Krotki czas «zycia osiadlego» atomoéw cieczy sprawia, ze sa one bardzo
ruchliwe i stad pochodzi zdolno$¢ plyniecia cieczy. Gdy przylozymy np.
site Scinajgca, to przeskoki atoméw, z sasiedztwa jednych polozen réwno-
wagi do innych, staja sie czestsze; nastepuje cze$ciowe uporzadkowanie
kierunku tych przeskokoéw, tak ze w rezultacie stwierdzamy zjawisko
«plyniecia». W tej fazie opér przeciw sitom $cinajacym zalezy wylacznie
od gradientu szybko$ci plyniecia. Jest to wlasnie przeptyw lepki. Widzi-
my wiec, ze u cial bezpostaciowych surogatem odksztalcenia plastycznego
jest wlasnie ptyniecie lepkie.

Nalezy zauwazy¢, ze réwniez w ciatach krystalicznych podczas wyste-
powania poslizgéw maja miejsce przeskoki atomoéw, dyslokacje i narusze-
nia prawidlowos$ci sieci. Zbliza to odksztalcenia plastyczne tych ciat do
plyniecia lepkiego cial bezpostaciowych.

C. Polikrystality. Procesy plastyczne w polikrystalitach sa bardzo
skomplikowane. Wobec w pelni chaotycznego ukladu pojedynczych mo-
nokrystalitow sily zewnetrzne powoduja odksztalcenia plastyczne, tzn.

|
[ .
| . monokrystalit
/
0% W% &

Rys. 52

poslizgi, jedynie w odpowiednio zorientowanych krysztatach; inne krysz-
taly doznaja wylacznie odksztalcen sprezystych. Dlatego polikrystalit sta-
wia znacznie wiekszy opdr uplastycznieniu niz monokrystalit (rys. 52).
Szczegoblnie wyraznie jest to widoczne na polikrystalitach metali krystali-
zujacych w ukladzie heksagonalnym, gdyz przesuniecia w tego typu kry-
sztalach moga zachodzi¢ jedynie w plaszczyznach réwnolegtych do pod-
stawy komorki elementarnej (cynk).
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Podczas procesu uplastycznienia w pojedynczych krysztatach tworza-
cych polikrystalit powstaja czesto poslizgi w réznych kierunkach. Jednak-
ze w dalszych fazach uplastycznienia tworzy sie grubowidéknista struktura,
powstala na skutek wydluzenia sie poszczegdlnych krysztalow w kierunku
zachodzacych odksztalcen (rys. 53).

pierwsze stadium dalsze stadium

Rys. 53

Tego rodzaju budowy wynikajace z proces6w plastycznych, o wlasnos-
ciach odpowiadajacych dos¢ silnej anizotropii wymuszonej, noszg nazwe
tekstur. Ich szczegblne wlasnosci przedstawiaja wykresy podane na
rys. 54.

Na o0g6t odksztalcenie plastyczne jest cecha wewnetrzna poszczegol-
nych ziaren i plaszczyzny po$lizgowe nie przechodza przez granice kry-

Sttt sl stal.itéw. Lepi:szcze rn.ie;‘dz.ykry—

A \ staliczne, * czyli otoczki ziaren,

l wydaja sie szczegdlnie wytrzyma-
te i trudne do wuplastycznienia.

\/\/ Whnioski takie potwierdzone zosta-
ty przez dokladne badania ekspe-
‘ | rymentalne. Jednakze w zjawi-
0° 45° 90° 0° 45° go° skach pelzania stwierdzamy sy-
tuacje odwrotna; gtéwna role od-
grywa tutaj przesuwanie sie wza-

90° . >
—--—*—%‘;-o e MATUTRN. BOUICORN jemne Kkrystalitobw po sobie. We-
dlug ostatnio przeprowadzonych
D Ros 5 badan zjawisko pelzania w niskich

. temperaturach polega catkowicie
na wzajemnym przesuwaniu sie krystalitow i dopiero w wyzszych tem-
peraturach wystepuja poslizgi wewnatrz krysztatow.

Z krétkiego przegladu, jakiego dokonalismy w kilku wyktadach, wy-
ciggnijmy pewna synteze, stanowigca w pelni osobisty poglad autora.

Fizyka teoretyczna, w szczegélnoéci fizyka ciata stalego, stawia sobie
jako cel objasnienie wlasnosci substancji na podstawie wlasnosci czastek
elementarnych. Poznawszy budowe ciat pragneliby$Smy przewidzie¢ np.
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ich wlasno$ci mechaniczne, a wszystkie zjawiska makroskopowe zachodzg-
ce pod dziataniam sit chcieliby$my wyjasni¢ na podstawie znajomosci bu-
dowy samych cial. Dla krysztaléw jonowych, w szczeg6lno$ci dla krysz-
taléw typu metal alkaliczny-chlorowiec (np. NaCl), proby takiej dokonat
B o r n otrzymujac teorie iloSciowa zgodna z wynikami do$wiadczen.
Jakze jednak daleko od tych prostych krysztatéw do skomplikowanych po-
likrystalitow! Wierzac w potege nauki mamy prawo, oczywiscie, twierdzié,
ze zagadnienie wlasnosci mechanicznych polikrystalitéw znajdzie w przy-
szlosci rozwigzanie w formie pozwalajacej na praktyczne zastosowania.
Jednakze z punktu widzenia aktualnych potrzeb techniki wydaje sie, ze
droga ta jest na diugo jeszcze zamknieta. Musimy je$¢ obiad, jak powie-
dziatx Heaviside, nierozumiejac w pelni proceséw trawienia. In-
teresuje nas bowiem zachowanie sie zbiorowisk czgstek niezaleznie od
tego, ile wiemy o zachowaniu sie poszczegélnych czasteczek tych zbio-
rowisk. Wydaje sie wiec, ze poznanie ogélnych, fenomenologicznych, praw
przyrody jest obecnie bardziej wazne dla dalszego, istotnego, rozwoju
teorii plastycznosci i jej praktycznych zastosowan, niz badanie cech
makroskopowych ciata statego z punktu widzenia jego struktury.
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Peswome

OCHOBB! TEOPHH IINIACTUYHOCTIH (I).
CEMb JIEKIIMH

Hacroamme Jsiekuyy ObLM mpoYmTaHbl HA ceMyuHapyy B Maremartmde-
crom VIHCcTHTYTe Ilosmbekomt Axamevmy Hayk B 1953 romy. OHM OCHOBaHBI
HA YB3BECTHBIX HAYYHBIX Itocobmax Bes3yxoBa, M abiOuHa,
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Yamgaua, CoxrxoaxnoBckKoro, ®PumaoHeHKO-Bopoaguua,
I'oxppenbaaTa u APYyrux (CM. IEPEYCHb JIATEPATYPHI).

Jlekma 1 oxBaThIBaeT OCHOBHBIE MOHATVA HAIPAMXKEHHBIX M Hedop-
MMUPOBAaHHBIX COCTOSHMII, PacCMOTPEHHBIX C TOYKM 3peHMA IoTpebHOCTEN
TEOPMM TIJIACTUIHOCTH, VI3JI02KEHBI TaKZKe HATIPSAXKEHHOE COCTOSIHUE B TOUKE
Vi TIOHATVIA TJIABHBIX M OKTa3APMYEeCKMX HATIPAKEeHMIA.

B smekmmm II paccMoTpeHBI IpefeJibHbIe 3HAYEHMA KacaTeJbHBIX Ha-
IPAXKEHMI HA IIJIOCKOCTAX TJIABHOTO POMOMHMECKOTO MoJeKasnapa, AeopMu-
POBaHHOE COCTOSHME B TOYKE, 3aKOH JIMHENHOM YNPyrocty, B (popMe 3a-
EUCAILLEN OT MHTEHCUBHOCTY HAIPAXKEHMII 1 JedpopMalmii, a TaK¥Ke 3aKOHbI
y3MeHeHMs obbeMa 31 M3MEHEHUA (QOpMEI,

Jlekmma II1 pacemarpmuBaeT yCJIOBMSA TIJIACTHMYHOCTM (T. €. TaK Ha3bIBa-
€MbIe TUIIOTE3bI TIPOYHOCTH ).

B mepsoit wactu IV Jslekumy mpuBemeHO cojieprKaHue HOBOV HAYYHON
paborer B. B. HoBoxkuaosBa [[Ipuka Mar. Mex. 5 (1952)], B8 xoTopoit
aBTOP IIPEACTaBIJ OPUTMHAJIBHOE OIpPeeJeHMe MHTEHCUMBHOCTY HaIIpAKe-
BV, B JanbHEMIIMX PacCyzAeHMAX JAHbI OCHOBBI TEOPMM MaJIbIX yNpyTo-
NJIaCTUYEeCKMX: JedbopMalyii, II0 MeTOoZaM COBETCKOM IIIKOJIBI.

Jlexima V paccmartpuBaeT TeopeMy ViibloiunHA 0 TaK Ha3bIBAEMOM IIPO-
CTOM HarpyzKeHMM M PasTPy3Ke, a TaKzKe OCHOBHBIC yPaBHEHMA MEXAHUKMU
VIIPYTO-IIJIACTMYIECKUX TeJL

B nekmmm VI paccMOoTpeHBI IpyMepbl NPUMEHEHUA Teopyy, ABJIAIO-
1Ieyica TeMOJ TPeAbIAYIINX JEeKIJIL, & MMEHHO BOIIPOC TOJICTOCTEHHON TPY-
Ob1, IOABEpPraeMoyi BHYTPEHHEMY HAaBJICHITIO, @ TaK’Ke YMCTRIA M3rud.

Jlexmma VII paccmaTpmBaeT cBA3M, CYILIECTBYIOIIME MEKAY ABJICHUAMU
COIIPOTHMBJIEHNA 3 CTPOEHMEM BelllecTBa. B 9T0i JIeKIUM PacCMOTPEHO.
TIOCJIE/[OBATEJIGHO, HA OCHOBaHMM [6] — MOHOKPMCTAJINUTBI, aMopdHbIe
Tesa M IOJMKPUCTAJJIBI. B 3axjrouyeHye BBIPAzKEHO MHEHME, 4TO, ITPU Ha-
CTOAIIIEM COCTOAHMM HAyKM, AaJjbHelilllee Pa3BUTHUE TEOPUM ILIACTUIHOCTH
MOZKeT, IJIaBHBIM 00pa3oM, COCTOATH B (PEHOMEHOJOTMYECKOM MpeJCTraBie-
HIM paccMaTpMBaeMbIX sABJeHui1, 6e3 GoJiee TIATEJIBHOTO aHamM3a uX cyd-
mepom{ommecxrc')ﬂ CTPYKTYPBI.

Summary

BASIC PRINCIPLES OF THE THEORY OF PLASTICITY (I)
SEVEN LECTURES

These lectures were held by the author at the Institute of Mathematics
of the Polish Academy of Sciences in 1953. They are based on the well
known manuals by Bezukhov, Iliushin, Nadai Soko-
lowski, Filonenko-Boroditsh, Goldenblat and
others (see list of references).
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Lecture I contains fundamental notions of the state of stress and
strain from the point view of the requirements of the theory of plasticity.
The state of stress at a point is discussed, as well as the principal and the
octahedral stresses.

In lecture II the principal values of shear stresses (on the walls of the
principal rhombic dodecahedron) are discussed, as well as the state of
deformation at a point, the law of linear elasticity in the form depending
on the intensity of stress and deformation and the laws of change of vo-
lume and shape. .

In Lecture IIT the conditions of plasticity (strength theories) are di-
scussed.

Lecture IV brings a short account of a new paper by W. W. N o-
vozhilo v (Prikl. Math. Mech. 5, 1952) in which a definition of stress
intensity is given. Next, the basic principles of the theory of small defor-
mations are explained in the form developed by Soviet scientists.

In Lecture V a discusion of the theorem of I1iushin, concerning
the so-called simple loading and unloading, and the basic equations of
elastic-plastic bodies are given.

Lecture VI is illustrated by examples of application of the theory,
discussed in the foregoing lectures.

The problems considered are: a thick-walled tube subjected to inter-
nal and external pressures and the problem of pure bending.

In Lecture VII relations between the strength phenomena and the
structure of matter are considered.

Monocrystalline, amorphous and polycrystalline bodies are discussed
on the basis of [6]. Finally, the author expresses the opinion that further
development of the theory of plasticity should be based.chiefly on the
phenomenological approach to the considered problems, without deeper
consideration of submicroscopic structure.

INSTYTUT MATEMATYCZNY
POLSKIEJ AKADEMII NAUK

Praca zostata ztoZona w Redakcji dnia 14 stycznia 1954 r.
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Ruszty plaskie stanowia istotny element konstrukcyjny wielu budow-
li inzynierskich. Wystepuja one w rozmaitej postaci, jako stropy zebro-
we, dzwigary zalamane w planie, wreszcie jako uklady ramowe obcigzone
sitami prostopadtymi do ptaszczyzny ukiadu ramowego.

Rozwigzanie tych ukladéw metoda sit napotyka na znaczne trudnosci,
spowodowane duzg iloscia wielkosci nadliczbowych, zwlaszcza w przypad-
ku sztywnego polgczenia pretow z weztami. Dla stosunkowo prostego ukla-
du rusztowego, jakim jest ruszt o siatce ortogonalnej, podaje si¢ w meto-
dzie sit rozwigzanie przyblizone, pomijajace sztywne polaczenie belek
w weztach, a tym samym pomijajace udzial momentéw skrecajacych
W pracy rusztu.

Do rozwiagzania tych zlozonych ukladéw postuzono sie w niniejszej
pracy metoda odksztatcen. Stanowi ona dzi§ dualng forme rozwigzywania
ptaskich uktadéw ramowych i znajduje szerokie zastosowanie w statyce
ram wielokrotnie hyperstatycznych. Zaleta tej metody jest tatwos$¢ prawie
ze schematycznego ustawiania réwnan kanonicznych, w ktérych wspoél-
czynniki przy wielkosciach nadliczbowych wystepuja w postaci scaltko-
wanej. Metoda omawiana posiada ponadto cechy pogladowosSci i zezwala
na prosta interpretacje mechaniczng przy rozwigzywaniu ukladéw réw-
nan metoda iteracji.

Praca niniejsza jest proba zastosowania metody odksztatcen do zlo-
zonych uktadow rusztowych o weztach sztywnych; jest zarazem rozszerze-
niem dawniejszej pracy autora, [4], dotychczas nieopublikowanej.

W ustepie pierwszym podano ogélng metode rozwigzywania ukladow,
w ustepie drugim wyprowadzono ogoélne wzory transformacyjne metody
odksztatcen dla pretow zakrzywionych i zatamanych w planie.

W dalszych ustepach wyprowadzono réwnania kanoniczne metody
odksztalcen dla typowych uktadéw rusztowych.

1. Ogolna metoda rozwiazywania ukladow

Rozwazmy dowolna rame ptaska, skladajaca sie z pretéw prostych
i zakrzywionych, polaczonych ze sobg wezlami sztywnymi lub przegu-
bami. Niech rama ta lezy w plaszczyznie XY. Niech rama bedzie obcigzona
sitami skupionymi (P) lub obcigzeniem ciaglym (p) o wektorach prosto-
padlych do plaszczyzny ramy oraz momentami skupionymi (M) i w spo-
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s6b ciggly rozlozonymi (m), o wektorach lezacych w plaszczyznie XY.
Uklad taki nazywaé bedziemy rusztem plaskim.

Przez <<pr'et>> rusztu plaskiego, laczacy dwa wezly, rozumiemy pret
pryzmatyczny przenoszacy momenty zginajagce M, momenty skrecajace M
oraz sily tngce T. Wektory momentéw M, I lezg w plaszczyZznie ukladu,
wektory sit tngcych sg prostopadie do tej plaszczyzny. OS$ preta moze by¢
linig zakrzywiong, prosta lub zalamang, przekro6j preta staty lub zmienny.
W rozwazaniach ograniczymy sie do preté6w o przekroju symetrycznym
pelnym lub grubosciennym; wylaczamy zatem z naszych rozwazan pro-
file cienko$cienne stosowane w budownictwie stalowym.

Uktady rusztowe o weztach sztywnych sa ukladami o wysokim stop-
niu statycznej niewyznaczalno$ci. Rozwigzanie ich przy uzyciu metody
sil! nastrecza znaczne trudno$ci i doprowadza do rozwigzania ukiadu
réwnan kanonicznych o wielkiej liczbie wielko$ci nadliczbowych. W ni-
niejszej pracy rozwiazanie tych zlozonych ukladéw nastapi przy uzyciu
metody odksztatcen.

Rys. 1

Zajmijmy sie ukladem, przedstawionym na rys. 1. Pod wplywem
obciazenia zewnetrznego uktad odksztalci sie, a wezly doznaja przesunieé
i obrotow. Wezmy pod uwage wezel i uktadu ramowego. Pod wplywem
obcigzenia wezel ten dozna przesuniecia ¢; prostopadlego do plaszczyzny
ramy oraz obrotu o wektorze lezagcym w plaszczyZznie ukladu. Nieznana
jest wielko$é przesuniecia d;, wielko$¢ obrotu oraz nachylenie wektora
obrotu wzgledem przyjetego ukladu wspoélrzednych.

Obro6t wezta roztozymy na dwie sktadowe: ¢; i ;. Tak wiec wezet
scharakteryzowany jest przez trzy wielkesci d, ¢ i ». Stanowia one wiel-

ko$ci nadliczbowe uktadu lub, jak bedziemy moéwili krocej, «nadlicz-
bowe».

W wezle podporowym, w ktéorym pret jest utwierdzony zupelnie, prze-
suniecie 1 obrét sg réwne zeru. Tak wiec dla ukladu skladajgcego sie z r
weztow swobodnych i t podporowych ilo$¢ nadliczbowych geometrycz-
nych wyniesie 3r.
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W przypadku wezla podporowego przegubowego, np. wezla B, otrzy-
mamy 63 =0, ¢z # 0 i yp+# 0. Zobaczymy pézniej, ze wielkosci ¢p 1 ya
dadza sie latwo wyeliminowa¢ z rozwigzan dzieki warunkowi zerowej
warto§ci momentu zginajacego i skrecajacego w przegubie (Mzp=Dip=0).

Rozwazmy wreszcie wezel swobodny, do Kktérego jeden z pretéow
przymocowany jest za pomoca przegubu, na przykiad wezet | (rys. 1).
Ruch wezla scharakteryzowany jest trzema wielkos$ciami, przesunie-
ciem §; oraz skladowymi obrotu y; i ¢.. Przegub dozna przesuniecia d;
oraz obrotu o sktadowych ¢4 i y4. Te dwie wielkosci mozna jednak wye-
liminowaé z warunkéw zerowej wartosci momentu zginajacego i skreca-
jacego (M;4=0, M;4a=0) w przegubie. Tak wiec w wezle swobodnym,
w ktérym co najmniej dwa prety sg polaczone w sposéb sztywny, ilosc¢
nadliczbowych wyniesie trzy. W wezle, do
ktorego wszystkie prety przytwierdzone My

: : Y Y
sq za pomoca przegubu, ilo$¢ nadliczbo- h_—T"
.wych ograniczy sie do jednej, mianowicie
do przesuniecia o.

Rozwazmy pret i-k, polaczony w spo-
sob sztywny z weztami ¢ oraz k. Dla dal- Vi
szych rozwazan bedzie rzecza wygodna
roztozy¢ sktadowe obrotu wezla i na dwie
sktadowe: sktadowa ¢;» o wektorze, ktore- | Pik
go kierunek pokrywa sie z Kkierunkiem L‘% - ‘
normali, i sktadowa w;z o wektorze zwro-
conym w kierunku stycznej do osi preta

7%

My

w punkcie i. Rys. 2
Z rys. 2 odezytamy proste zaleznoS$ci
L]
(1.1) Qir =— Yi sin a;x + @i COS @ik, Wik = Wi COS Qi — @i sin aig,

Ponadto jest d;x= d..

W przekrojach, ktéorymi wycieto pret, dzialaja sktadowe stanu napre-
zen: momenty zginajace M i Mz, momenty skrecajace Nz i Ny, 0 wek-
torach lezacych w plaszczyznie uktadu, oraz sity tnace T i Tri o wek-
torach prostopadtych do plaszczyzny XY.Wielkosci te nazywaé¢ bedziemy
ogblnie silami brzegowymi preta i-k.

Sity brzegowe wyrazi¢ mozemy (uczynimy to szczegélowo w p. 2)
jako funkcje liniowe obciazenia zewnetrznego oraz nieznanych wielkosci
Qiky Phiy Yiky, Phi, Oir 1 Opi. Dzieki zwigzkom (1.1) mozemy sity brzegowe
preta i-k wyrazi¢ jako funkcje liniowe obcigzenia oraz nieznanych wiel-
ko$ci uktadu, przesunie¢ d; i or oraz obrotow ¢i, vi, @r 1 k.

Ilosci nieznanych wielkosci nadliczbowych przeciwstawi¢ mozemy ty-
lez rownan warunkowych. Otrzymamy je ze zrownowazenia weziow.
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Dla kazdego wezta swobodnego wycietego z uktadu ustawi¢ mozna trzy
réwnania rownowagi. Tak wiec dla wezla i mamy

(1.2) IM, =0, M, =0, 2Ry =0

M% 1 M% oznaczaja tutaj rzuty momentéw przyweztowych (ktore
dziataja na wezet z przeciwnymi zwrotami niz na pret) na kierunki dzia-
lania nadliczbowych ¢; i »;, a R,;,_ oznacza sity tnace, dzialajace na wezel.
Jezeli bezposSrednio na wezel dziata sita skupiona P; oraz moment sku-
piony M; o skladowych M X; i MY/’ to zamiast (1.2) uzyskamy
(1.3) MX[J,—EM%: 0, My + .‘JM,,,I_:O, P,.+ER,)",:0.
Poniewaz sity przyweztowe sg funkcjami liniowymi nadliczbowych i ob-
cigzenia zewnetrznego, to z rownan (1.3) wypisanych dla wezta swobod-
nego otrzymamy uklad trzech réwnan liniowych niejednorodnych o nad-
liczbowych ¢, » i 0. '

Otrzymane z ukladu réwnan 6, ¢ i  pozwalaja na wyznaczenie sit
brzegowych poszczegélnych pretéw, a tym samym na wyznaczenie wiel-
kosci statycznych w dowolnym przekroju preta. Tak naszkicowana me-
tode rozwigzania rusztéw ptaskich rozwiniemy szczegdétowo w dalszych
ustepach niniejszej pracy.

2. Zwiazki mi¢dzy silami brzegowymi i skladowymi stanu przemieszezen

Wezmy pod uwage pret i-k zakrzywiony lub zatamany w planie, 1a-
czacy dwa wezly: wezet i oraz wezel k. Niech pret ten bedzie obcigzony
M ., sitami prostopadiymi do ptaszczyzny pre-

N4 7 L ——" ta i momentami o wektorach lezacych w
\“ Sl tej ptaszczyznie. Pod wplywem obcigzenia
i\ zewnetrznego pret i-k jako pret ukladu
|‘Mkl rusztowego dozna odksztalcenia. Konce
i preta, wezly i oraz k doznaja przesunie¢
1 i obrotéw. Wydzielmy pret dwoma prze-

| il krojami lezgcymi nieskonczenie bliska
| | weztow. W przekrojach tych dziataé¢ be-
| ‘ ] da sktadowe stanu naprezen, mdmenty
Lt ' zginajaoe Mz i Mp;, momenty skrecajace
T L Mir i My oraz sity tnace Tix i Tri. Zwro-
%Z Rys. 3 ty tych wielkoSci przyjete jako dodatnie
przedstawiono na rys. 3. Ré6wniez na tym

rysunku pokazano dodatnie zwroty sktadowych stanu przemieszczen wez-
l?f\b, przesuniecia s i 0w, katy obrotu @i i @ oraz katy skrecanis

>

ES

T

t
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wir 1 yri. Dodatnie zwroty tych wielkosci pokrywaja sie z dodatnimi
zwrotami skladowych stanu naprezen. Zalézmy, ze wielkosci dik, ..., pri,
sa wielko$ciami znanymi, z géry podanymi. Dazy¢ bedziemy do wyrazenia
wielkosci statycznych brzegowych jako funkeji obcigzenia zewnetrznego
i znanych skladowych stanu odksztalcen weziéw. Uklad, jest trzykrotnie
statycznie niewyznaczalny; dla jednoznacznego okreslenia szeSciu sit brze-
gowych mamy do dyspozycji trzy réwnania réwnowagi. Przy zalozeniach
matych ugie¢ w stosunku do liniowych wymiaréw preta, tj. proporcjonal-
nosci miedzy odksztalceniami i naprezeniami — stowem, przy zatozeniach
statyki ukladéw pretowych niewiotkich — zwiazki miedzy brzegowymi si-
lami statycznymi a obcigzeniem zewnetrznym i sktadowymi stanu prze-
mieszezen wezidw bedg zwigzkami liniowymi.

Mozna je w sposob najogolniejszy przedstawi¢ w nastepujacej postaci:

(2.1.1) M, — My +M %, +M g M %y M ¥y + M#*s, +MES,

17
0 o, D Y, (/I 5. 59
— | 7 ! AT “ik “ki i ik 5 | ki

(2.1.2) M, =M, +M,;" ¢, + M @, +M, " 9+ My, M35 6, +M5 D,

0 . 3y
(2.1.3) j))(‘ik:‘)_)(l_ _Lm/ Pi \))(’ Pri +\))( ’/’ -i—‘“ m s _|_~))‘ mék_*_g)([ﬁza

ki?

('2_'1_4) 5\)% — ‘))[2[_+j)){;7a Din L 9_);}1;;,-(] +~m qu +\\)‘ kt Vs q)l Iké _}_q\\ zu
5 0 ?; Py 0%
(2.1.5) T, =T, + ka @i T Tn).fl P T Til Vi, T T ’/’11 + Tz/ 8ip T T ‘5/.-1' )

(216) Tki T T T/\l Pir + T/rlz‘,' Pri 1T T o wilc !

ki ik akz'
ki ‘i Pri + Tk/ é 1_ TA'/ 6/21' *
Zwiazki te nazywamy wzorami transformacyjnymi metody odksztai-
ceh. Ze wzoréw (2.1) wysnué mozna szereg wnioskéw. Jezeli uczynié
@ir = 1, a pozostate skladowe stanu przemieszczen weztéw oraz obciazenie
zewnetrzne przyrownac¢ do zera, to

ik M — Wik ik

M T Mllc ’ . ')(ilv:—_“ )J(i/.’ ’ i 4T1A )

Vi W — Wik ik

M M/’I 2 Al == DL/\*[ ’ Tki_Tki i
Wielkosei M;/*, M, ..., sa sitami przywezlowymi powstaltymi w ukladzie
podstawowym geometrycznie wyznaczalnym (g, =¢,;=...=0,, = 0), wy-

wolanymi stanem ¢;, = 1.
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Jezeli przyrowna¢ do zera wszelkie sktadowe stanu, przemieszczenia

weztow, to

0 0
o M. —M
ik ik ')‘ik M »
g mo=n’
M,,=M,,, M, =M,

Wielkosci My, ...

0
o Tik )
0
=1

, T(,)” sg zatem silami przywezlowymi preta i-k obustron-

nie zupelnie utwierdzonego, wywolanymi obcigzeniem zewnetrznym.

Opierajac sie na twierdzeniu o wzajemnosci
reakcji mozna znacznie uproSci¢ zwigzki (2.1).
Rozwazmy dwa kolejne stany w ukladzie pod-
stawowym geometrycznie wyznaczalnym, stan
®;, = 1 oraz stan y,, =1 (rys. 4).

Ze stanem ),

.» — 1 zwigzane sa wielkoSci sta-

o 0 o o
‘it Tk ik ‘ik
tyczne brzegowe M[k s Mk, WMk, M, T
ik . 2 &od ik ik
i T/a , a ze stanem ¢,, =1 wielko$ci M, M“[ ,
Yik s ik
S ek -) N L

Stosujac twierdzenie o wzajemnosci reakcji
otrzymamy

L oMk —1, .Mk
(2.2.1) 1, ME=1, - M.

ik

W analogiczny sposob uzyskamy, przyjmujgc coraz to inne stany,

dalsze zwigzki

\)‘kl_
)th

9 kz__m\“zk ik
)l ? 1/1 Mki )

T 1k_~“ lzz’

(3 P
ki — S\ ik
My =205 Ty

o 3
CRI——SYYX ik
T, =00

)

D 3 V) DS
i s ik ik W\ ki ki
(2.2.2)y Tk =M%, M, —)J‘m . T M‘[ s
ik — N ki Yih ki ik — N ki
Mm Mz/. , My MJj, ME= Wb
ik ki ik ki
Ti/c T Tz'/( ’ T/\’i T Tkz .

m \w ik, i O ki
T T =D

© ) ® o
N ik Sl —— ki
Tl'k = M/\’i ’ Tkl' T M[A’ )

7 1A~“ lk
M2 L,

\))( tk — x)) kl

Powyzsze zwigzki zmniejszajg ilos¢ wspoleczynnikdéw przy wielkoSciach

Pirs Prio -

w roéwnaniach (2.1) z trzydziestu szeéciu do pietnastu. Stwier-

dzimy pozniej, ze dla poszczegélnych ksztaltéw pretow, na przykitad dla
pretow symetrycznych i prostych, uzyskamy dalsze zmniejszenie iloSci

wspoélezynnikow.
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Dzieki zwigzkom (2.2.2.) napiszemy roéwnanie transformacyjne (2.1)
w nastepujacej postaci:

0 n? g Yik (s L8
(2.3.1) M= Mik+Mzk ’pzk+ M, kl(pkz + M, ’k‘/’ p 0, ik wki+TiI§’ (0 + 0,2

(232) M Mkt+ Mkt Pir + M ¢kl+ “(klkw ik + “(Iez l/) + Tkl ( ik + on'l’),’

A S ‘O \ \ ) s | N
(2.3.3) M, =M, + m; lk‘P Wi 3 ik ‘Pk:‘*’ “‘ W k_*— “‘ ik '/’m‘f'Tzk (0:r + 0:),

\ S \0 i ) ¥ |
234) M N LWy, LW M, m 5+ T8 (8,8,

0 P . .
(235) Tik = Tik + Til:k(pik + Til‘l'” Pri + Tl');k Pir + T '/Yln + le ((S/k + (5}\1)

(236) Tkl T}t + Tkl"(plk +T’(l Pri + Tkt Vi + Tlet P i + Tlez (élk + ék/)

Dalszym wiec zadaniem bedzie wyznaczenie wielkosci M,k y e, le-
zacych ponad linia schodkowa we wzorach (2.3). Rozwiazanie tego trzy-
krotnie statycznie niewyznaczalnego zadania nastagpi metoda sit.

Wychodzimy z zasady prac wirtualnych przy wariacji stanu napre-
zenia.

Rozwazmy dwa stany: stan odksztalcen, wywotany obciazeniem ze-
wnetrznym uktadu, osiadaniami i obrotami podpér oraz wzrostem tempe-
ratury (wzrost liczony w stosunku do temperatury montazowej preta),
oraz stan obcigzen wirtualnych, K, bedacy w rownowadze z reakcjami
podporowymi przezen wywolanymi, D.

Rownanie prac wirtualnych przyjmuje tu postaé

(2.4) ZKé4+2ZDA= j(Md(, Nidy +Tdh).

s

Tutaj 0 oznaczaja rzuty przesunie¢ na kierunek dzialania sit Kw punk-
tach zaczepienia tych sil, 4 rzuty przesunie¢ podpér preta na kierunek
dziatania reakeji 15, d¢ jest obrotem, dy skreceniem, a dh przesunieciem
przekroju preta wywolanym obciazeniem zewnetrznym. Wreszcie M, 0 i T
sq wielkosciami statycznymi wywolanymi obcigzeniem wirtualnym K.

Z wytrzymalo$ci materialéw wiadomo, ze

25 do=(2 4+ at8)d e g
' ‘P“(EI R Y=—GcC —“ga®t

Tutaj M, M i T sa sitami przekroju wywolanymi obciazeniem zewnetrz-
nym, E modulem sprezystosci, G modulem odksztalcenia postaciowego,
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I momentem bezwladnoSci wzgledem = gléwnej poziomej osi bezwladnosci
a-a przekroju, A polem przekroju preta oraz C wielkoscia (w cm?) za-
lezna od ksztattu przekroju.

Iloczyn E1 nazywamy sztywnoscia na zginanie, GC sztywnoscig na
skrecanie, a G A/k sztywnoscia na S$cinanie; wielko$¢é k charakteryzuje
ksztatt przekroju.

Eﬂ

.\
4 -
T— /T

T 1 11 — 1 1
/ = |
(/ > i J_JJL AN | ! AL “
M\/ ‘MT —— | Q! / “‘// ‘ T| Nl
3 a
L Ly B fy S J L1
—-/ds»ll e dls —»d ey . b g5

Rys. 5

Wielkosci M, M i T, skladowe wypadkowej stanu naprezen, zwigzane
s z naprezeniami normalnymi o, i tngcymi 7.. oraz 7., nastepujacymi za- -
lezno$ciami:

M — fax Z d A ,
Y/
(26) M = ‘.{‘(T.YZ Y— Ty z)d A ,
T= "T.vz dA.
Wystepujaca we wzorze (2.5) wielko$é

At jest réznicg temperatur w skrajnych
wloknach preta. Zatem At=t,—t,,
gdzie t, jest temperaturg w gérnym

wioknie, a t; w dolnym wtoknie preta. s 1 X
Ogolnie jest t(z) =t,+(4t/h)z, gdzie l 24

t, jest temperaturg na osi giéwnej bez- [gt Ty
wiladnosci a-a preta. W naszych roz- ' ‘

wazaniach nie bedziemy omawiali wpty- . |
wu jednostajnego wzrostu temperatury
t,y wywoluje on sily tngce i podiuzne
T’ i N’, o wektorach lezgcych w plasz-
czyznie ukladu, oraz momenty M’; o wektorach prostopadtych do plasz-
czyzny ukladu. Mamy tu do czynienia z rama plaska, a nie z rusztem.

Rys. 6
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Oznaczmy nadliczbowe naszego trzykrotnie niewyznaczalnego uktadu
przez X, X, i X,.

Wielko$ci statyczne M, 2 i T sa funkcjami obciazenia zewnetrznego
i nadliczbowych statycznych

(2.7) S = lSl + X8, + X8, + X, S, (S=M, \-w: )

Tutaj [S] jest wielkoscia w ukladzie podstawowym statycznie wyzna-
czalnym, wywolang obcigzeniem zewnetrznym, a S; jest wielkoscig sta-
tyczng, wywolanag w ukladzie podstawowym stanem X;=1(i=1,2,3).

Jezeli jako obcigzenie wirtualne przyjaé kolejne stany X;— 1(i —1,2,3),
to w mysl zwiagzku (2.4) otrzymamy

(2.8) 16+ 2D d— [ (Midg+Midy+T:dh) (i=1,2,3).
\s

ZWazZywszy, ze T,;(SZ 0, gdyz wzgledne przesuniecia przekrojow
w kierunku dziatania X; sg réwne zeru, otrzymamy uktad trzech réwnan

(2.9) SDiA=[(Midg+M;dy+Tidh) (i=1,23).

Wstawiajac do zwigzkow (2.9) zaleznosci (2.5) i (2.7) otrzymamy uktad
rownan

(2.10) 2 D; A= 0i0+X,0i1+ X dio+ X3 i3 (=1l 20,83, o)) &
gdzie
(Mo gy, e =
lélk-J(MtEI\ --llGC T‘kTIG ’dS,
(2.10.1) ; ; (0 1==11,24,8)) -

l M; N T,
e il Wl—— =L
dio f(\IMJEIJF["(IGC—* k[T]G )ds,

Wielkoéci nadliczbowych przyjmowaé¢ bedziemy w ten spos6b, aby
otrzyma¢ uktad trzech réwnan o jednej tylko niewiadomej w kazdym
rownaniu:

(2.11) Li=d0+Xibu, Li=ZDi4 (i=1,2,3).

Taka postaé réwnan otrzymamy umieszczajgc nadliczbowe w. biegu-
nie sprezystym ukiadu. Niech ukladem podstawowym, statycznie wy-
znaczalnym, beda dwa wsporniki (rys. 7). Nadliczbowe, sile pionowa X,
oraz momenty X, i X; zaczepiamy na koncach nieskonczenie sztywnych
ramion, lgczacych biegun sprezysty 0 z przekrojem B. Wspdlrzedne bie-
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guna x,, Y, oraz kat f zawarty miedzy kierunkami dzialania momentow
X, i X; dobieramy tak, aby w uktadzie réwnan (2.10) znikaly wielkosci
019y 013 1 Oas.

AY
ky,
| Ay
|
|
X |
|
!
|
|
x|
l
|
4 kL
1 t
f
Rys. 7
Zadamy zatem, aby
(2.12) EIL 0n— [(M; Meds' + 0 Mpds” + TiTeds™) = 0
@ k=128 « k=50
Tutaj
I_IC II_EIC 1//_EIL‘
dS—IdS, ds —chs, ds —GAkds

Wielko$¢ EI. jest dowolnie przyjetg sztywnosciag zginania. Stanom
X, =1 X,=11 X; =1 odpowiadaja nastepujace wielkoSci statyczne:

M,=—(x,—x)cosa— (y,— y)sina=X cosa + Ysina,

M, ——(x,—x)sina+ (y,— y)cosa= X sina—Y cosa,

(2.13) | M,=cos (a+p), M,=cosa, M, =sin (a+p),
| M, =sina, T,=1, T,=0, - T,=0.

Zauwazmy, ze ostatni czton pod znakiem calki (2.12) znika, gdyz
Wy = = (1)
Z, warunku d,, =0 otrzymamy

[sin2a(ds’—ds")

= 80 = 3 f(cos’ ads’ T sin*ads”)’
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Z warunku d;, = 0 znajdziemy

Jy[sin acos (a4 B) ds’— cos asin (a+ ) ds”|
[|sin a cos (a+pB) ds” — cos a sin (a+p) ds”|

(2.15) Yo =—

__Jx[cosacos(a+p)ds’+sinasin (a+p) ds”|
[[sin acos (a+p) ds’— cos a sin (a+pB) ds”|

Wreszcie z zaleznoSci d;, =0 otrzymamy

J & (cos® ads’+sin® ads”) 43 [y sin 2a(ds’—ds")
® 6 + { r 5 7. /; = 4
(2.16) 2, t+yoctgf= [ (cos? ads’ + sin® ads”)

Znajac parametry x,, y, i f wystepujace w zwigzkach (2.13) tatwo wy-
znaczy¢ wielko$ci 0, oraz d;; ze wzorow

[EL (0= | (M [M]ds’ + M; [M] ds”+ T; [T] ds™'+ M,‘}’1 o)
2.17)

IEL dii = l (Mids'+ Mids” + Tids"”)

W powyzszych wzorach mozna pomingé¢ wpiyw sil tnacych na wielkosci
dio oraz O jako maty w porownaniu z wplywem momentow.

Nalezy jeszcze wyznaczy¢ wplyw przemieszczen wezidw na stan na-
prezenia preta.

Na rysunku 8a przedstawiono stan przemieszczen wezlow, a na rys.
8b, 8c i 8d sily brzegowe wywolane stanami X’ — T e = }?3 =1
w ukladzie podstawowym statycznie wyznaczalnym.

Rozwazmy stan X = 1. Praca wirtualna sit brzegowych, wywotanych
stanem X, =1 na rzeczyw1stych przemieszczeniach weztow daje

Ol =2 D, Al = I((s,-/‘- +0r:) T DiE—— 1c (p;“‘—FT di ik — sk Vhi «
Analogicznie dla stanu X, = 1 znajdziemy

(2.18.2) Lg = ‘ﬁD J—l COS((Z,/ -‘—ﬁ Pik — 1 COoS ak,'+ﬁ Pri —
— 1 sin (a+B) pix+1 sin (ax ,3) WYk -

Wreszcie dla stanu X, = 1 otrzymamy °

(2.18.3) L,=2X D, A=1coS air pir—1 cOS ari pri— 1 Sin a;x pir+1 Sin ari Y .
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Znajomos$¢ elementébw L;, d;; oraz d; pozWwala wyznaczy¢ nadliczbowe X;.
Otrzymujemy je ze wzoru

(2.19) Xi=— (;‘T’_ -+ (I; = Xi0+X1.1 (=1,2,3).

k?vcos(a,“‘ﬂ}

\
\

>
AN T,F‘m‘h_,‘ oﬁ)

\

Rys. 8

Znajgc wartosci nadliczbowych przystagpi¢ mozna do wyprowadzenia
wzoréow transformacyjnych (2.7), ktére-wypisujemy dla przekrojow przy-
weztowych i oraz k.
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Korzystajac z brzegowych wielkosci statycznych, wywolanych sta-
nami X, =1, X, =11 X, =1 (rys. 8a, 8b, 8c), oraz majagc na uwadze
dodatnie kierunki sit przyweztowych wedlug rys. 3 piszemy

Mir =—X, ¢; + X, cos (air + B) + X, cos air + [Mu],

Mpi=—X, c _X-_z cos (ari + /3) — X, COS api + ler,‘l o

M= X, di — X, sin (anx + p) — X, sin air + [Wi], .
(2.20)
\).‘Ek,':—-xl dr + X, sin (ar; + p) + X; sin ar: + [’))(‘k,‘l s

T =X, + |Ti],

Tki - X] —i_ |Tk1'] .

Jezeli do powyzszych wzoréw wstawi¢ wielkoSci X; ze wzoru (2.19), to
po prostych przeksztalceniach uzyskamy wzory (2.20) w postaci analo-
gicznej do (2.3):

Mir = M + Uik Qik + Wik Qri — Vik Yix + viewri — wir (0ie + Ori),
My = M + Wik Pik + ki Qri — Vki Pik + Vri Yri — i (0ir + Ori)
M = MY — vir @ik — Vik Qri + Kir wix — kir Yri + Kir (8ir + Ori) ,
(2.21) iy
\)-Hki:\))i(lli Sie ;’ki Pik + Vri Pri — kir Yik + ki Yri — k;i’l (éik i 6ki) )

Tir = Tir— pibr @i — ki Qri + Kix pie — Khi pri + pit (ie + i),

Tri'="Thi — Wik Qi — Whi Pri + Kin pie— Khi pri + pir (in + Ori) -

Tutaj przyjeto nastepujgce oznaczenia:

o cos® (a,, + p) cos®a,,
R
él 1 622 63{
_ cicr cos (aix + p) cos (ari + p) COS @jr COS ap;
Wik = — — )
) 61] 622 633
cid; | cos(air+p)sin(aix+pf) , oS airsin ai
(2.22) vie= —s—+ 5 ni s )
i)~ 22 33
= crd; COs (ak,- aF [))) sin (aik = ﬁ) COS ag; Sin ajx
Vi ——e " e
()I 1 é;_ 633
oy Cid  cos(antf) sin(awi+p) | cosamsinaw
6“ é*__g 633
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yosl €I
nuik 611 ’
7o Cr
:uki (S“ )
e cos® (a,,; 1+ ) cos® a,,;
ST 32 T
T crde cos(aki+§)§in (ari +B) €S azi Sin agi
ki 611 522 633 )
(2.22) 2
d; sin? (air + B) sin? a;x
kiv=—+ e
k 611 622 633
di sin? (axri + B) sin® ag;
hpp=—2 - )
e Do O
E L d; dr 4 sin (aik—}—ﬂ) sin (ak,-—{—ﬂ) + sin a;x Sin ag;
e e s e e =
611 622 633
: d; s dp g L
klk—g:, kkl—‘ 611 y luik = 61] 5

Wielkosei MY , MY, ..., otrzymamy ze wzoréw (2.20) wstawiajac za-
miast wielko$ci X,, X, i X,, wielkoéci Xi,0, X»,0, X3,0.

Roéwnania transformacyjne (2.21) mieszcza w sobie szereg przypadkow
szczegblnych. Rozwazmy przypadek preta i-k z przegubem w punkcie B,
w ktorym Mp=Np=0. Jedyna nadliczbowa jest sila X, dzialajgca
w punkcie B. W réwnaniach (2.20) nalezy postawi¢ X, = X; = 0. Stuszne
pozostang wzory (2.21), je§li we wspoétczynnikach wyrazonych wzorami
(2.22) przyjac

OS—co O35 — CO .
Rowniez w przypadku preta zakrzywionego w .planie, Z przegubem
w punkcie i, postuzy¢ sie mozna wzorami (2.21) odpowiednio je prze-
ksztatcajac.

W przegubie i jest Mi.=0 oraz N, =0. Z pierwszego i trzeciego
réwnania (2.21) wyznaczymy, rozwigzujagc uklad tych dwu réwnan,
wielkosci @ir 1 yir. Wstawimy je nastepnie do pozostalych wzoréow gru-
py (2.21).
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Otrzymamy uktad réwnan

M =0,
Mp = M+ i Pri - Vii pri— ki (Oir ~+ Ori) >
Wir =
(2.23) =l i
Wi =M% + vii @ri + Kipri— v (Sir + Ord) »
Tir = Tk — phi Pri — K wri + 1ii Bk =+ Ori) »
Tri=Thi— Uki Qri— Kki Wi + pik (0ir + Ori) -
Tutaj MY, M, ..., sa sitami przywezlowymi wezla k w ukladzie
podstawowym jednokrotnie statycznie niewyznaczalnym (pret i-k wedlug
rys. 10); wielkosci pri, vei... posiadaja odmienng posta¢, niz to wynika ze

wzoréw (2.22). Zreszta tatwo je wyznaczyé, jesli punkt B z rys. 9 prze-
nie$¢ do punktu i. W punkcie tym umieszczamy jedyng nadliczbowag X,.
Poniewaz x;=1vy,=0 i ¢;=d;=0, wiec otrzymamy

2

CE cr dr
Mri = - y Vi — g
Oy 014
2
% dr 4l Cr
ki = - g ki =
4 01
ds 1
R
=%, M7

Rys. 9
Ve . Rys. 10

Wielkosei MY, MY, ..., otrzymamy ze wzoréw (2.20) kladac tam
X, = X, = 0 oraz wstawiajac X1 = X1,0 = — 010/01; -

Znaczne uproszczenie wzordow transformacyjnych (2.21) uzyskamy
w przypadku symetrycznej postaci preta i-k (rys. 11). Ze wzoru (2.14)
odczytamy (przy zatozeniu symetrycznego ksztaltu oraz symetrycznej
zmienno$ci przekrojéow preta), ze ctg p= 0. Wynika to stad, ze funkcja
sin 2a jest antymetryczna, a funkcje I.E/GC i I./I sa symetryczne. Zatem

(2.24) J sin2a(ds"—ds”)=0
/3 =G
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Wstawiajac f = w/2 do wzoru (2.16) otrzymamy

_ fmlcosiads o sintads i I
(2.16.1) Y07 [(cos?ads + sinads”) 2

Ze wzoru (2.15) znajdziemy

fy(sinzads'+cos"’ads")+fxsinac03a(d_s'—ds”)

(2.16.2) y,= [(sin?ads’ + cos®>ads”)

Stany X,, X, i X; wywoluja powstanie nastepujacych wielko$ci statycz-
nych:

M, =Xcosa + Ysina, N, =Xsina—Y cosa, =1,
M, = —sina, M, =cos a, Tl ==,
M, = cos a, N, =sin a, 1y == (),

Stany X; =1 i X, = 1 dajag antymetryczne wykresy momentéw zgina-
jacych oraz symetryczne wykresy momentéw skrecajacych. Stan X, = 1
daje symetryczng posta¢ momen-
tow zginajacych, a antymetrycz-
na momentéw skrecajgcych.
Wobec tego, ze dla preta
symetrycznego jest

(%4

(‘,—C/:—C,
Clh==ls=},
ari = 27— Ok,

liczba wspoéiczynnikéw wzoréow
transformacyjnych zmniejsza sie
z pietnastu do dziewieciu.

Mamy tu
c¢® sin®?ai  cos? aix cd 1 . (1 1
ik—ki— = = y Vie=— Vpi— 7 — 5 SIn2 air (*’* = *) >
S s e By o, 2 G Bes
d>  cos®air  sin®am — ¢®  sin®a;  cos® aix
== —r——— e e
# O Gl N O
(2.25) \
_ cd 1 1 1 - d cos® a;x  sin® a;
i—————sin e |, K= T T
g 01 2 (6 22 653) 011 020 035
c 1 2 , d
b =ity ===, A e
b e e : 0

21
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W przypadku preta symetrycznego z przegubem w punkecie @ (M, = I;x=0)
We wzorach tych wstawi¢ nalezy

postuzy¢ .sie mozna wzorami (2.24).
cr—apr—03

Z preta zakrzywionego symetrycz-
nego bez trudu przejdziemy do preta
prostego. W tym przypadku mamy

Xy — 11/2 ’ Yol 0 ’ air=>0 >
Qri— 2 0e — /25 ad=10"
Stany X, =1, X,—=1'i X,=1

wywoluja pojawienie sie' nastepuja-
cych wielko$ci statycznych:

M, =—(/2—x),
M2:01
M3:17

Py
{ i3‘)(2 k¥
X, || Ff
);Xs ‘
P ]m p |
4 Y | Nt kp
v| ‘
L | (LT
o 2 | 2
Rys. 12
\))21:07 Tl 1)
My =1, T,=0,
M, =0, T,=0,

Wspélczynniki réwnan transformacyjnych (2.25) zmniejszaja sie tu

z liczby dziewieciu do pieciu.

Otrzymamy
'V,'k=0, ;,'k=0,
c 1 _ c? 1
bp—r k= Bin= "%
B0 Oa 00 o

1 [ .

c
=l e
ik ik 611
= 1 ’r 1
kir=kir= P Uik = 3
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wypiszemy réwnania transformacyjne w postaci znanej ze statyki ukta-
déw ramowych

2E1 3
M =M + e [2 @ir + (plu'_T((Si}e + Owi)] ,

2E1I 3
M= My; + 1 [@ir + 2 @ri ——T(éik + 8ri)],
My =M% + G_lC (ie — pri),
(2.27) G‘C
My = MY — - (Wi — pri),

6E1 2

Tir =T — N [pir + @ri = (0ir + Ori)l,
6EI 2

Tri= Thi— B [ir + @ri— T (0ir. + Ors)].

W przypadku preta prostego z przegubem w wezle i (M;x =0, M = 0) jedy-
ng nadliczbowa bedzie X; dzialajaca w przegubie i. Mamy tu x,=0 i c=1.
Rownania transformacyjne przyjmujga znana postaé¢

M,’k =0 s
(2.28)

3EI 1 ,
Mp: :Mgi +T [(Pki"—T(éik+ 6Iei>|

i podobnie dalsze réwnania.

Pret prosty i pret kolowy sa
elementami, ktére najczesciej wy-
stepuja w uktadach- rusztowych.
Zajmiemy sie nieco szczeg6lowiej
pretem kolowym o stalym prze-
kroju.

Z rysunku 13 odczytamy

X=rsing, Y =r(cosp—9),

Jd=cosgp,+e, yY,=c¢er,
Rys. 13 c=r(l1—9)=_48r.
Dalej mamy ze wzoréw

[Mi=Xcosp—Ysinp=rdsing,

I*))31=—Xsinzp—Ycos«p=r(z9cos<p~—1),

(2.29) . " - .
|M2251n¢, M, =cosg, I, —cos g, M, =—sing,
| T,=1, T,=—0, T,=0.
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Z warunku
EI

b1 =J (M, M+ M, M) ds =0 ¢=gc’
otrzymamy c=fr,
gdzie
(2.30) p=1— e

2¢0(1+0) +(0e—1)sin2¢,

Ze wzoréw (2.10.1) obliczymy

Elé,, =207 [py— (1 —p)sing,],

r .
(2.31) |Elé”:?”%(l+9>+(9—1>sm2%],

lEIéss*—‘%[Z%(l+9)+(1—9)sin2%]-

Znajomos¢ wielkoscei ;i (i—=1,2,3)
pozwoli na wyznaczenie wspolczyn-
nikOéw pir, tik, ... na podstawie wzo-
row (2.25).

Poniewaz dla symetrycznego ob-
cigzenia preta kolowego w ukladzie
podstawowym momenty zginajgce
maja wykresy symetryczne, a mo-
menty skrecajace wykresy anty- p
metryczne, zatem Xio= X»0==0 { ¢ l & l ‘ l L l i } H i ; £ i ; { 3 i }h“
i X30 0; jedyna nadliczbowa jest % |2
moment skrecajacy na osi symetrii Rys. 14
preta.

Dla jednostajnie rozlozonego obcigzenia p wzdluz tuku preta mamy

|
|
|
l
|
[

(2.32) [M| =—pr*(1 —cosg), [M] =pr? (¢ —sing).
Nadliczbowg X30 wyznaczymy ze wzoru

050

X30=—
533

gdzie
Sa0= | ([M] My + o [ ] M) d's —

=_2pr4f[z9sin(p(l—cos<p)+9(1 —Jcosg) (p—sing)]dg.
0
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Po wykonaniu calkowania i dluzszych uproszczeniach znajdziemy

2 (1 + 0) (4 sin (p()_"zfpo)_él 0 @, COS @, —|“ (Q — l)SlI’IZ(pO
2.33) Xso—pr 2 iy oI G  A
(ad) R 2(1+0)po— (e —1)sin 2 g,

W przypadku szczegblnym ¢, = w/2 (pdtkole) X3 jest niezalezne od p :

Wielkosci statyczne otrzymamy ze wzoréow (2.13):

M = [M] + Xszocosa=[M]| + X3ocos g,
(2.34) li‘)? = [M] + Xs0sin a=[M] — X30sing,

T=—pre.

Rys. 15
Dla ¢, = x/2 znajdziemy

, [ 4
M=—pr*(1—cosg)+pr’ (;—I)COSrp,

v 4 .
M =pr*(p—sing) —pr? (——l)smqa.

4

Dalej ze wzoréw (2.34) otrzymujemy

M}, = — My, = —pr®,
00 T4
(2.35) MY, =3, =pr (2 n)'
o __pra
T?k __T(/)ei"‘T'

Dla sily skupionej P dzialajacej w potowie rozpietoSci preta mamy
X10=0, X50=01 X305#0.
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Otrzymamy tu

— — 1 : 2
(2.36) Xs50=— Pr 20 (cosp,—1)+ (e ) sin® @,

2(0+1)gpy—(e—1)sin2¢, °

Na‘ odcinku C-k luku jest

M —:—%rsin(p + Xzo0cos g,

M = % (1—cos p) — X3posing.

Dla ¢,=7/2 jest

P P
X30= r’ M=—-
7T 2

P 2
(smrp—j{cos ®),

2
= gr(l—cosw—;[—sinqv).

M, =" 3\):21,:%(1_3)’

4

Rys. 16

TO = — PJ2.

ki~

W powyzszych rozwazaniach przyjmowaliSmy w obrebie preta dodatnie
kierunki wielko$ci ‘statycznych zgodnie z umowa stosowang w statyce
_dzwigaréw zalamanych w planie. Dodatnie kierunki tych wielkosci przed-
stawiono na rys. 17.

\\M*dM

N\

Rys. 17 Rys. 18

Przejdzmy teraz do wyznaczenia sit w dowolnym przekroju preta mie-
dzy wezlami i-k.

Zal6zmy, ze z rozwigzania rownan kanonicznych, wypisanych dla rusztu,
uzyskaliSmy skladowe stanu przemieszczen preta i-k. Wyznaczy¢é nalezy
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wielkosci M, M i T w dowolnym przekroju preta i-k miedzy wezlami i-k.
Tok postepowania jest nastepujacy. Wyliczamy ze wzorow (2.18.1)-(2.18.3)
wielkosci L;; a ze wzorow (2.19) nadliczbowe X;. Wreszcie ze wzoru (2.7)
wyznaczamy zadane wielkosci statyczne. Mozna postuzyé sie réwniez inna
droga. Ze wzoréw (2.21) wyznaczymy sity przyweziowe Mix, Mir i Tir.
Traktujemy je jako obcigzenie wspornika i-k, utwierdzonego w wezle k.
Wielkosci statyczne w przekroju a-a, to jest wielkosei M,, M, i T., uzy-
skamy z trzech réwnan réwnowagi wypisanych dla preta i-A (rys. 18).

Przesuniecia, obroty i skrecenia poszczegélnych przekrojow preta w do-
wolnym przekroju a-a znajdziemy ze wzoru (2.4) przyjmujac jako obciaze-
nie wirtualne site K=1, skierowang wzdluz poszukiwanego przemie-
szczenia.

3. Rownania kanoniczne

Rozwazmy wezet i rusztu. W wezle tym zbiega sie m pretow. Stan
przemieszczenia wezla jest scharakteryzowany trzema wielkosciami: prze-
sunieciem 0;, prostopadiym do plaszezyzny ukladu, oraz skladowymi obrotu,
katami ¢; i p;, o wektorach lezacych w plaszczyznie axy. Kierunki dziatania

Vy % Rys. 19

nadliczbowych ¢; oraz y; dobieramy w zalezno$ci od typu ukladu w spo-
s6b najrozmaitszy. Na rysunku 19 podano stan najogélniejszy, kiedy kie-
runki dzialania nadliczbowych ¢; i ¢r oraz y; i . nie sa do siebie rowno-
legle. Brzegowe wartosci przemieszczen preta i-k zwigzane sg z nadliczbo-
wymi nastepujacymi zwigzkami :

@i = i Sin fir + @i cos fir,
(3.1.1) Oir = — 0i,
Wik == i COS fir — @i Sin Pix,

[ ki = i Sin Bri + @k cOS fri,
(35182) Ori = Ok .
Whi == Yk COS Pri — @k SIN Pri .
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Wytnijmy wezel i przekrojem a-a. Na wezet ten dziala¢ beda sily
przywezlowe oraz obcigzenie zewnetrzne dzialajace bezposrednio na wezel.
Na rysunku 20 przedstawiono sily
przywezlowe preta i-k w przekroju do-
konanym nieskonczenie blisko wezla i.
Sity przyweztowe Mir, M i Tix dzia-
taja z odwrotnymi kierunkami na we-
zel. Rzuty tych sil na kierunki wek-
toréw ¢i, yi; 1 z oznaczmy przez M.,

k

My i Tix.

Tutaj
3 {M-yi = — M,, sin Bir — Mix cos Bir
(3:2) M,; =— Mix cos Bir + ir sin Pir.

Niech na wezel dzialaja obcigzenia
bezpo$rednie, moment M; oraz sila
pionowa P;.

Roéwnania réwnowagi wezla i przy
uwzglednieniu sit brzegowych wszyst-
kich pretéw zbiegajacych sie w wezle
i obciazenia bezposrednio dziatajacego
na wezel przyjmuja postac

Rys. 20

M; cos yi— Y (M cos Bir — M sin fir) =0,

(3.3) 1 Misiny;— X (M sin ir + Mir cos fir) =0,
l P;+2T#w=0.

Jezeli do réownan (3.3) wstawimy sily przywezlowe ze wzoréw transfor-
macyjnych (2.21), a dalej postuzymy sie wzorami (3.1.1) i (3.1.2), to uzyskamy
uktad réwnan kanonicznych metody odksztalcen typu

@i Afi + Yo Al + vi Bli + X i Bir + 0:Cli + X 6x Cir + mio =0,
(3.4) l @i Al + Y r Al + i Bl + X pr Bix + 0:Cli + 3 0x Ciie + mio = 0,

@i Qi + X or Air + i Bi + Yyr Bir + 6:Cie + 3 0:Cir + 110 = 0.
We wzorach tych A oznacza sume rzutow wektoréw momentéw przywe-
ztowych wezla i na kierunek wektora ¢;, powstalych w ukladzie podstawowym
geometrycznie wyznaczalnym pod wplywem stanu ¢;=1; Ajx jest suma
rzutow momentéw przyweztowych na kierunek wektora ¢;, wywolanych

stanem ¢r =1, wreszcie m; jest suma rzutéw wektoré6w momentéw przy-
wezlowych wezla i na kierunek dzialania wektora ¢;, wywolanych w ukla-
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dzie podstawowym stanem obcigzen zewnetrznych. Podobne znaczenie majg
inne wielkosci wystepujace we wzorach (3.5).

Z twierdzenia o wzajemnos$ci reakcji wynika, ze

Aii=Bj;, Ci=Ai, Ci=Bj.

Na podstawie tego twierdzenia wykaza¢ mozna, ze uklad réwnan kanoni-
cznych (3.5) wypisanych dla wszystkich wezléw swobodnych bedzie ukladem
réwnan o macierzy symetrycznej (wzgledem gltéwnej przekgtnej).

Réwnania (3.5) podane tu w postaci najogoélniejszej i dla dowolnego
ksztaltu pretow dadzg sie znacznie uprosci¢ w przypadku uktadéw ruszto-

wych regularnych, jak ruszty o siatce pretowej ortogonalnej, belki zalamane
w planie, belki pierscieniowe itd.

4. Belki ciagle zalamane i zakrzywione w planie

Rozpatrzmy uklad pretéw przedstawiony na rys. 21. Prety polgczone
sq ze sobg sztywnymi wezlami stanowigcymi jednoczesnie podpory belki.
Nadliczbowe przyjeto tak, aby kierunki ich dzialania pokrywaly sie z kie-
runkami stycznych i normalnych do osi pretéw w wezlach.

Rys. 21

Na rysunku 21 przedstawiono sity przywezlowe oraz wielkosci M;
i M;, tj. sktadowe momentu skupionego, dzialajacego jako obciazenie ze-
wnetrzne bezpoSrednio na wezel. Zréwnowazenie wezla i prowadzi do réwnan

M;r + Mij COS yi — ‘)JEU sin Yi— M;=0 ,
(4.1) Vi= Qij — Qi .
Mie + Myjsin p; + Myjcos y; — M; =0,
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Jezeli do wzorow (4.1) wstawimy momenty przywezlowe z réwnan trans-
formacyjnych (2.21), a ponadto skorzystamy ze zwiazkow

Qir =— Qi Vit = Yi , Pjii = @j Yji = i,
(4.2) Qri = Qr COS Yk + e SIN Y& ,  Pri = — @r SIN Y + wr COS Yi ,
@ij = @i COS y; +wisiny;, wi =— @: siny; +y; cosy; ,

to otrzymamy uklad réwnan o nadliczbowych geometrycznych ¢ i »:

(4.3.1) ¢;[e;m;—eiv] + o [+ 8 ‘u,/—{—k,,e —2y,ei8,]+
+¢k[ﬁik E-k-—;ik ek] _w]( ij & kjl 81 =V [;pik_vij (;“2—8?)_’_
= (ki/—':“ij) & Ei] — e [V € — My &) + M), + M?j B— m‘z/ g—M,=0,

(43.2) @ (u e, +7v,6)—@ [t ,uu)e g+ v, (e—2&)] +
+ @ (kik & Vir gk)-’/’j(’Z g &) +w; lu; ef + 2v, 6,8 +

jiei 1/ € If 1

+ k, &+ k] — v, (e €, + 75 8,) + MY 5, + MY, + MY, e, — M, =0,

ij “i

W powyzszych wzorach oznaczono dla krotkoéei e, =siny, oraz e,=cosy,.

Réwnania (4.3) mozna znacznie uproéci¢ dla pewnych typéw belek ciagtych.
Zalozmy, ze wszystkie katy y sg réwne zeru; prety majg wtedy wspélne

styczne w wezlach. Z réownan (4.3) otrzymamy

(4.4.1) T‘ij @+ @; (et + :uij) + Wi P — VYW (v, — ”ij) +

+1;l.k1pk+M?k+M?j~Mi=0,

(4.4.2) ;ji b @; (v — ”U) — Vi P Y; /, ¢ + Y; (k =k )~
ek + MO, + ‘J)E?j.— M, =0.

W przypadku szczegélnym jednakowych przeset i pretow o jednako-
wych wlasnoSciach geometrycznych i symetrycznych otrzymamy dalsze
uproszczenia wzoréw (4.4). Poniewaz w tym przypadku wspoétczynniki przy
niewiadomych nie zalezg od wskaznikow weziow, to uzyskamy

(4.5.1) ﬁ(pj -+ 2p9; ol /7¢k _;(1;0/ 1/));) = M[k r M?j_M, =0,

(452) g —g)—ky+2ky,—ky, + M + M) —M,=0.
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Zauwazmy jeszcze, ze w rownaniach (4.4) otrzymamy dalsze uprosz-
czenia w przypadku » = 0. Odpowiada to przypadkowi belki cigglej o pretach
prostych |patrz wzory (2.26)].
Otrzymamy wowczas dwa nie-
zalezne od siebie uklady rownan
trojcztonowych jako znane row-
nania belek ciggtych.

st Vs

Dla belki cigglej zalamanej
w planie uklad réwnan (4.3.1)
Rys. 22 i (4.3.2) przechodzi w

(4.6.1) ¢, 1, + @, [2 (e + 1) + ku &)+ o, wp e, + 1/)] e

— Y [kji — 2] &, + wy By &y + MYy, + MY &, — M 6, — M, =0

(46.2) @, u; ei_‘f’z'(k"_ Zﬁij) g8, gk e, — e, k}l s

+wl(2f“118?+k 1/ ‘Iz) }81 i “l & 'I—\“ +M08 _\“k =) .

Tutaj przyjeto wedtug wzorow (2.27) pir = 2 wir -

Dla belek cigglych zalamanych w planie (jednakowe przesla i przekro;e
belek oraz jednakowe katy y w wezlach) otrzymamy dalsze uproszczenia
polegajace na tym, ze wspolczynniki przy niewiadomych nie zaleza od
numeracji weztow:

ﬁ[j:‘_L;ik, kij:kik,...; i =SIERI=="E ji==ieve ==1C}} Eizék:%——-...ZE.

Poniewaz w réwnaniach (4.3) - (4.6) wielko$ci ¢ i  wystepuja w postaci
trojczlonowej, to sposéb rozwiazania tych ukladéw réwnan najwygodniej
doprowadzié do algorytmu rozwigzania dwu ukladéw réwnan trdjeziono-
wych, zawierajacych jedynie nadliczbowe ¢ lub .

Postugiwac¢ sie bedziemy ukiadem podstawowym geometrycznie niewy-
znaczalnym. Ukladem tym niech bedzie belka ciagla, zakrzywiona lub za-
lamana w planie, o tak skonstruowanych wezlach, aby wielko$ci p we
wszystkich wezlach byly réwne zeru. Przy n wezlach swobodnych uktad
jest m - krotnie geometrycznie niewyznaczalny.

W tym ukladzie podstawowym wykonujemy nastepujace dziatania.

(a) W uktadzie réwnan (4.3.1)-(4.6.1) zakladamy

Y=y =... =y =...=yp=0.

Pozostaje wowcezas uklad réwnan tréj‘czlonowy. Rozwigzanie tego ukla-
du daje katy @io (i=1,2,...,n) wywolane dziataniem obcigzen zewnetrz-
nych na uktad.

170



(b) Niech w uktadzie podstawowym dziata stan y,=1. W rownaniach
(4.3.1) - (4.6.1) nalezy przyrowna¢ do zera czlony pochodzgce od obcigzenia
zewnetrznego, a z wystepujacych w tych rownaniach katéw ¢ zachowaé¢ nale-
zy jedynie kat y,. Rozwigzanie ukladu réwnan daje katy i, (i=1,2,...,n).

Powyzsze dzialanie powtarzamy kolejno dla stanéw y, =1 (r=1,2,...,n).
Przy wyznaczaniu wartoSci ¢;, wygodnie tu bedzie postuzy¢ sie macierza
uktadu réwnan troéjcztonowych,

(¢) Wyznaczamy w ukladzie podstawowym momenty przyweztowe, wy-
wolane obcigzeniem zewnetrznym oraz stanem p,—1 (r=1,2,...,n).

(d) Ustawiamy uklad réwnan

(4.7) alPy, + afy, +aPy, +ap) =0 (= 1,2 s 10

Tutaj af?) oznacza sume rzutéw momentéw przywezlowych wezla i,
obliczonych w p. (c), na kierunek dzialania nadliczbowej »;. Momenty te
wywolane s3 w ukladzie podstawowym niewyznaczalnym stanem y;= 1.

Wielko$¢ al®) jest suma rzutow momentéw przywezlowych wezla i na
kierunek dzialania nadliczbowej u;, wywolanych w ukladzie podstawowym
dzialaniem obciazenia zewnetrznego.

Rozwiazujac uktad réwnan (4.7) otrzymamy nadliczbowe y; (1 =1, 2, ..., 7).
Katy ¢ uzyskamy z nastepujacego wzoru superpozycyjnego

n
Qi = @i0 1 y Qi,r Pi (0= 1L Py xms 1))
7—1

Rozwigzanie ukladu réwnan omoéwionych w p. (a) i (b) oraz roéwnan
(4.7) nastapi¢ moze réwniez metoda kolejnych przyblizen (metodg Crossa),
ktora do tego celu nadaje si¢ bardzo dobrze.

Zajmijmy sie szczegdlnym przypadkiem belki ciaglej zakrzywionej,
mianowicie belka pierScieniowa o jednakowych przestach obciazonych
w sposob jednakowy (cykliczna symetria obcigzen). Zalézmy, ze na wezly
nie dzialaja momenty skrecajace skupione (M;=0). Ze wzgledu na sy-
metrie obcigzen jest ¢gj=¢@i=@r=..=@=0 oraz y, =y, =yr=—... =y.
Z drugiego réwnania (4.5) otrzymamy

(4.8) 2 (k—k)yp + MY, + MY = 0.
Ze wzgledu na symetri¢ obcigzen mamy W, = M), = .. =M, wobec
tego
(4.9) o
' T k—k
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Ze wzorow transformacyjnych (2.21) otrzymamy

M, =M+ (k—k)p =M — M =0,

§ == e
M, =M)—@—v)p=M),+ kT e

Ze wzoréw (2.25) dla symetrycznych pretow
zakrzywionych wynika, ze

- sin2aq,
Y=ty — =
633
_ e
e o 2t 00, g = —
033 n
Tak wiec
‘ 7
Rys. 23 M,, = MY, + ctg R ne.
ZWazywszy, ze
M), = [M,,] + X;,cos 0, MO = [M9,] — X, ,sin g,

ofrzymamy
T \
My = [MY] +ctg— [MG,] .

Wobec tego momenty skrecajace w wezlach sa réwne zeru, a momenty
zginajace sg niezalezne od nadliczbowych Xszj.

Dla obcigzenia p jednostajnie roztozonego we wszystkich przestach
mamy |[wzor (2.32)] ‘

(4.10) M, = pr®(cos ay— 1)+ctg a, pr? (a0 — sin a,) = pr* (a, ctg a, — 1).

OtrzymaliSmy tu wyniki zgodne z wynikami uzyskanymi na innej
drodze; prostota wzoréw koncowych pochodzi stad, ze ukiad jest statycznie
wyznaczalny. Wykresy momentéw zginajacych i skrecajacych oraz sit
tnacych uzyskamy ze wzorow

cos (a,— a)
sin a,

sin (a;—a)

—1],  M=——pr2[a, >
| ( pr?[a, sin a,

(4.11) M,=pr* [« = (gg—a)ls
T.=pr(a,— a).

Zajmijmy sie bardziej zlozonym przypadkiem, mianowicie pierscieniowsg
ramg obcigzong w sposéb jednakowy we wszystkich przestach. Tutaj jest
=0 i p 5 0. Zrownowazenie wezla i daje tu réwnanie

(412) M[1+ S.Dtik + \)‘?,/: 0.
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ZWazywszy, ze

l M, = MY, + (k— k),
(4.13) M, =My + (k—K)p,

M=y,

Rys. 24

gdzie wir=4 EIi/h, otrzymamy wstawiajgc powyzsze wartosci do rownania
(4.12)

(4.14) [2(k — k) + i) p + 2 M0 =0,
gdzie

GO — N0 — )0
Mo, = ))t,./. — ... — o

Ze wzorow (4.13) uzyskamy sity przyweziowe

My — Mo — — 2E=F) gpo gy,
2(k—k ;
\ it
M= pirp =—2M° c ;
2(k—k) + pir
Dalej ze wzoru (2.21) uzyskamy
e y—7y
(4.16) M =M — (v—»)p=M" + 2 MO = :
2(k—k) + 2294

Dla pui;=0, a wiec w braku stupa, otrzymujemy wyrazenie (4.9).

W przypadku ram pietrowych, skladajacych sie ze stupéw pionowych
i rygli kotowych, otrzymamy w zalozeniu weziéw nieprzesuwnych w kie-
runku poziomym nastepujace réwnanie tréjczionowe :

wr—1ﬁr,r—1 + ¥, [2 (kr—zr) + lur,r—-1 + lur,r-: 1] + wr+1 ﬁr,r+1 + 2 <m(r) =0
(==, %5 s D))
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Tutaj

_ _2EI 4Bl
Ur,r—1 =— he Ur,r—1 — ——hr~1 y

a I, jest momentem bezwladnosci stupa wzgledem osi f-f. W' podobnie
prosty sposéb rozwigza¢é mozna zagadnienie belek pierscieniowych wspot-
srodkowych, obcigzonych w sposéb jednakowy we wszystkich przestach
poszczegdlnych pierscieni. W kazdej belce pierScieniowej wystapi jedyna
tylko nadliczbowa, kat ¢ (rys. 26). Otrzymamy i tu réwnanie tréjczionowe

wr—lﬁr,r—l + Yr [2 (kr == ~k?r) + Au‘r,r—l + Hr r i1 ] + wr—rlﬁr,r+1 —I_ 2 Wez
(7 =115 2, oy 1))
Przyklady tego typu mozna by mnozyé. Nalezy jednak stwierdzié, ze

belki proste zalamane w planie znacznie wygodniej rozwigzaé przy uzyciu
metody sil, [2]. Rozwigzanie réwnan

C >” kanonicznych metody sit daje bowiem
bezposrednio warto$ci momentow zgi-
< najacych i skrecajacych przyweztowych.
A*‘q\ r+l
I
Ry
T4 44 r
Nyl
< \ﬁ'f__!
|
e AN
Rys. 25 Rys. 26

Jezeli wezel i belki zalamanej w planie jest weztem nie podpartym
(0: # 0), to rozwigzanie takiego ukladu moze nastgpi¢ w dwojaki sposob.

(a) W réwnaniach (4.1), w wyrazeniach dla momentéw przyweztowych,
nalezy uwzgledni¢ wplyw przesuniecia. We wzorach (4.3.1) i (4.3.2) do-
chodzg wtedy czlony zawierajace wielko$é ;. Dalej skorzysta¢ nalezy
z warunku rownowagi wezta Ti.— T;; + P; =0, gdzie P; jest pionowa silg
skupiong dzialajaca na wezel. Wyrazajac Tix i Ti; wedlug wzoréw (2.21)
otrzymamy brakujace roéwnanie kanoniczne.
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(b) Traktowa¢ mozna prety j-i-k jako jeden pret i ustawi¢ dla niego
wzory transformacyjne (2.21).

W przypadku dzwigaréow zalamanych w planie nalezy w weztach po-
$rednich nie podpartych stosowaé¢ metode sit (p. 2), traktujac uklad pretow
jako jeden pret [14].

5. Ruszty o ortogonalnej siatce pretowej i ruszty nieregularne

Rozwazaé tu bedziemy ruszty skladajace sie z pretéw prostych i za-
krzywionych, ale symetrycznych. Jako nadliczbowe wystepuja w weztach
katy ¢ i y oraz przesuniecie d. Kierunki ¢ i y pokrywaja sie z normalng
i styczng do osi pretow zakrzywionych.

Dla kazdego wezla Swobodnego usta-
wimy trzy réwnania réwnowagi. Dla
wezta i mamy zatem

(511) Mir "}‘M[j‘f‘meim‘f“\))zil_Mi =0 ’
(5.1.2) Mip+Mij+Mim+Mu—M; =0,
(5.1.3) —Tix+Tij+Tim—Tu—P:=0.
Tutaj M; oraz M; sa sktadowymi mo-

mentu M dzialajgcego bezposrednio na
wezel 1. Rys. 27

Wstawiajac do wzoréw (5.1) odpowiednie wartosci ze wzoréw transfor-
macyjnych (2.21) otrzymamy nastepujacy uklad réwnan:

(5.2.1) 0+ @ (g + pyy + Ky K)oty 9 — K @ — Ry @ — v 9, —
— 9 (Ve — V) TV, T /‘;j 0; + (:“;‘k_‘:“:‘j) 0;—

- :“;'k o, + M}, + M?j SR My — M, =0,

(5.2.2) ;ji(pj — @ (rp— ”ij) — VP k;"/’/ + (kij il P o e /‘iz)*lgﬂﬂl’k a5
+ lim Y T+ ﬁil Y, + k;’j ‘3/ i k;‘k 0, —9, (k’ik + k:‘j + :U‘;‘m e ‘“:'1) e

+ i 6, — 4y 6, + MY, + ‘)Ji?j + M, + M —M =0,

(5.2.3) — 9 H}[ + @ (‘“;'k - l‘;j) + @ :“;k 55 k:’j Y, — % (k:‘k el k;'j - A“:‘z + ﬂ:'m) ar
+ K W — Mim W + Mo 01— 1570 — i Oy Wi O = 11 0,

+0; (e + sty + iy + i) + T+ T — T — Tj— P =0.
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Wybitne uproszczenie ukiadu réwnan uzyskamy dla rusztu skiadajacego
sie jedynie z pretéw prostych. Otrzymamy wowczas

(6.3.1) ¢, T[’i[j + @ (y i+ Ki+ ki) + @1 i — i@ — ki @+ 4“:‘/' 5;‘ S
+ (/(;'k i /'L;'j) 6[ _ /‘(;‘k (Sk + M?k -'i— M(z)/ + ‘))t?m + m:?l = Mt' —0 ’

(532) klj 1/' + ¥i ( klk + Him + 1 ) Py kik +ﬁimwm +u“il L ——-lll;lé +
+ (tuil lm)é +lu1m m ‘0 I ’“( + MO' + MO _m( '_0

(6.3.3)  —uyp; + (ip— 1) @; + i Pr—Bim ¥+ (Wm0 0 + 1y 0, — 2037, 6,—
—i“:; (Sj nl im 6111 lull b —I— 6 (nuzj + lulk + Auzl + lulﬂl)
—T9I‘+T10/ 1m+T?l_P —0:

Znamienne jest to, ze wielkosci ¢ i y zwigzane sg tylko trzecim réwnaniem.
W przypadku rusztu podpartego we wszystkich weztach do dyspozycji
pozostajg rownania (5.3.1)1 (5.3.2), czyli rownania trojcztonowe wzgledem g, ».
Uklad réwnan (5.3.1)-(5.3.3) rozwigza¢ mozna najprosciej, rozpatrujgc
uklad podstawowy geometrycznie niewyznaczalny. Ukladem tym bedzie
ruszt o wszystkich wezlach podpartych. Przy r wezlach swobodnych bedzie
to uktad 2r-krotnie geometrycznie niewyznaczalny.

Wyliczmy w tym ukladzie reakcje przywezlowe wywolane obcigzeniem
zewnetrznym. Odpowiednie wartosci katow oznaczmy przez ¢io oraz wio
B=12 ; oy

Dalej obcigzmy uklad podstawowy kolejnymi stanami 6, =1 (k=1,2,...,7)
i wyznaczmy przynalezne sity tngce przyweztowe. Uzyskane katy oznaczmy
przez @ir oraz wir (i, k=12,..,7). Zréwnowazmy nastepnie wezel i
ukladu rusztowego.

Otrzymamy réwnanie

(5.4)

Tutaj al?” oznacza sume sit tngcych przywezlowych wezla i, wywolanych
stanem 6 =1, za$ al}) sume sil tnacych przywezlowych wezla i, spowo-
dowanych stanem obquen zewnetrznych w ukladzie podstawowym 2r-krot-
nie geometrycznie niewyznaczalnym. Z ukladu réwnan (5.4) uzyskamy
wielko$ci 0, a ze wzoréow

r i1l
(5.5) @r=e@io+ Z(Pi,k Ok Wi = yi,0+ Zwt.k O, (i=1,2,...,7);
k=1 e—1
wielkosci @i, pi.
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Dalsze uproszczenia otrzymamy w przypadku ukladéw symetrycznych
wzgledem jednej lub wiecej osi symetrii. Rozwazmy uklad przedstawiony
na rys. 28 o jednej osi symetrii I-I. Mamy tu przy obcigzeniu symetrycz-
nym wzgledem osi I-I

§0r~1:f¢r—;1y (pf:()y
(5.6) Yr—1 = YPr+1, pr 70,
(Sr—lzériiy 6r#0-

Dla obcigzenia antymetrycznego wzgle-
dem osi I-I jest

[‘}7’—1:77"%—17 pr # 0,
(5'7) Yr—1 — — YPr+1, Yr — 0 0
I(Sr—lz—(sr-l, (SrZO. Rys 28

Obcigzenie niesymetryczne nalezy zatem rozlozy¢ na czeéé symetryczng
i cze$¢ antymetryczna.

Niezwykle prosto rozwigzuje sie uklady o symetrii cyklicznej i obcig-
zone w Sposob osiowo symetryczny. Dla przykladu podamy rozwigzanie
dla rusztu przedstawionego na rys. 29. :
Jako jedyne niewiadome wystgpia tu g

nadliczbowe » i 6, wspolne dla wszyst-
kich wezléw.
> a > b/
T T R T -~
ip
Rys. 29 Rys. 30

Z uktadu réwnan (5.2.2) i (5.2.3) otrzymamy
w2k —2k + pmi)— 0 pmi =0,

(5.8)
—w pim + O pim— P =10,

7 rozwigzania tego ukladu réwnan uzyskamy

e 72 (k'— IZ) i Wim = ,U;‘m S

— piim - pim - pim [ppim + 2 (e —K)] 2 (k—T) + pim
Szczegdlnym przypadkiem rusztu prostokatnego skladajacego sie z pretow

prostyth jest rama ciggla, obcigzona prostopadle do swojej ptaszczyzny.

(5.9) o=P
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Obcigzenie to wystepuje przy dziataniu wiatru na rame lub jako dzialanie
ciezaru wilasnego ramy w trakcie jej montazu. Na rysunku 30 przedsta-
wiono dwie ramy tego typu. Piewsza rama jest ukladem dziewieciokrotnie
niewyznaczalnym statycznie i geometrycznie, druga jest niewyznaczalna
dwunastokrotnie geometrycznie i dziewieciokrotnie statycznie. W pierwszym
przypadku postuzymy sie metoda odksztalcen jako prostsza i predzej do celu
prowadzacg, w drugim natomiast nalezy rozwigza¢ uklad metods sit.

e

77 /7 /7
// /// -

a

Rys. 31

Posréd rusztéw Tregularnych na uwage zasluguja ruszty skladajace sie
z dwu lub wiecej gromad:pretéow, krzyzujacych sie pod tym samym katem.
Nalezg tu ruszty]przedstawione na rys. 31.

Czesto spotykanymi rusztami sg ruszty o siatce skladajgcej sie z belek
promienistych i belek pierscieniowych, w postaci wielobokéw umiarowych
(rys. 32a), lub ruszty skladaja-
ce sie z wielobokow foremnych
(rys. 32b).

W rusztach tych stosowa-
nych w budownictwie jako kon-
strukcje stropowe mamy jedng
lub wiecej osi symetrii. Ponie-
waz obcigzenie  tych ukladow

Rys. 32 jest zazwyczaj jednostajnie roz-

tozone, a uklady posiadajg jedng

lub wiecej osi symetrii, to jotrzymamy znaczne zmniejszenie ilosci nad-
liczbowych. '

Wskazaé nalezy wreszcie na to, ze w praktyce konstrukcyjnej spotkaé
sie mozna z rusztami o dowolnej siatce. Nie podajemy tu jednak ogdlnej
postaci réwnan kanonicznych dla tych ukladéw jako zbyt zlozonej.
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6. Ruszty spoczywajace na sprezystym podlozu

Ruszty spoczywajace na sprezystym podiozu wystepuja nader czesto
w budownictwie jako fundamenty pod konstrukcjami ramowymi. Uklady
rusztowe tego typu rozwigzuje sie na ogét z pominieciem sztywnosci skre-
cania belek, co, oczywiScie, nie daje.ekonomicznej konstruke;ji.

Rozwigzanie rusztéw spoczywajacych na sprezystym podlozu przy uzyciu
metody odksztalcenn nie nastrecza znaczniejszych trudnos$ci; tok postepowa-
nia jest identyczny jak dla rusztow nie spoczywajacych na sprezystym
podiozu.

Korzystamy tu ze zwigzkéow wyprowadzonych w p. 1 i 3. Nalezy je-
dynie dodatkowo ulozy¢ rownania transformacyjne, ktérych wspoélczynniki
sa nie tylko funkcjami wielkosci geometrycznych i sprezystych preta, ale
rowniez zaleza od wspolczynnika gruntu.

Zalozymy tu uproszczony model podioza, przyjmujgcy proporcjonalnosé
ugiecia w (x) preta do odporu r(x) podtoza :

(6.1) w(r) =——

Tutaj ¢ jest wspélezynnikiem zaleznym od fizycznych wiasnosci podioza.
Wielkos¢ ¢ waha sie w granicach od 5 kG/cm® (drobny piasek) do 200
kG/em?® (i Scisly). Zalezno$¢ (6.1) odpowiada dostatecznie rzeczywistosci
tylko dla matych ugie¢. Zalézmy dalej, ze zwigzek (6.1) jest stluszny dla
kazdego x w obrebie preta; jest to rownoznaczne z pozostawieniem belki
w stycznosci z podifozem na calej swej dlugosci. Ponadto pomijamy tarcie
wystepujace miedzy podiozem i belka. Mimo ze zwiagzek (6.1) nie obrazuje
dostatecznie dokladnie pracy podloza [w rzeczywistosei w(x) jest zalezne
od odporu podioza nie tylko w punkcie x, ale réwniez od odporu wzdluz
calej belki|, postuzymy sie tym zwigzkiem w dalszych rozwazaniach ze
wzgledu na jego prostotg; poza tym przy zatozeniu (6.1) uzyskano dobre
wyniki w obliczeniach wielu konstrukeji (fundamenty $luz, statyka na-
wierzchni kolejowej itd.) Ograniczymy sie jedynie do belek prostych, spo-
czywajacych na sprezystym podtozu.

Rozwazmy pret i-k spoczywajacy na sprezystym podiozu. Niech wezty
ukiadu doznajg przemieszczenia o sktadowych @ik, pir 1 dix Oraz gri, wri i O
Dla wyznaczenia ugiecia belki postugujemy sie réwnaniem rézniczkowym

4
(6.2) EI%% +ewb=0,
gdzie EI jest sztywno$cia zginania belki, a b jej szérokoScig.
Roéwnanie to doprowadzamy do postaci
d*w

(6.3) e

p =01
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gdzie
L

Rozwigzaniem réwnania (6.3) jest
w ="U, cos & cosh &+ U, cos & sinh & + U, sin & cosh & U, sin & sinh & .

(6.4)
‘ULk
‘L Yk W i Y a,
T e
Pk rlx)=cw(x) i 1%k
Tk ‘
MLk MKL T"“‘
e z 4

Rys. 33

Stale calkowania wyznaczymy z nastepujacych warunkéw brzegowych
w(0) = — b, W (1) = Ori,
(6.5) Bl EI ,
—L_Jz- w (0) =— M ) Lj w (77) = M )
gdzie n= VL.
Otrzymamy wowczas

Uy =—2dir,

U, — Ori cos 1y sinh 5 + dir sinh ycoshy
® " sinh®#%cos®y + cosh®#sin?y
JLF] . .
(Mp: sin 5 cosh 5 + Mz sin 5 cos 1)

2E
sinh® 7 cos® 7 + cosh? 7 sin® 5

(6.6)
__ Ori sin n cosh 1) + dir sin 7 cos 5
cos® 77 sinh? 9 + cosh?# sin® 9

2

3 =—

SET (Mx cosh ysinh 5+ Mp; cos 7 sin)
cos® 57 sinh? 9 + cosh? 7 sin? 5

MaL?®

4= T O EI

&
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Wyrazajac wielkosci @ix i qri za pomocy zwigzkow

[@L"] _dw [dw] _[dﬂ- o
dx o Ld& 7" dzfe |Ldgl,— P

i zastepujac wystepujace tu stale catkowania za posrednictwem wzoréw
(6.6), otrzymamy zwigzki miedzy momentami przyweztowymi i sktadowy-
mi przemieszczen wWeziOwW @ir, Qri, Oir 1 Ori.

Po prostych przeksztalceniach uzyskamy

Mir = pir @ik + Wik ri — pir Oir — Wik Ori
(6.7) _ _, ,
Mpi = pir @ri + tir @ri — Wir Oik — Wik Oki -
Tutaj
2EI sinh 7 cosh #—sincosy
MHik— U s 5 ) 2
l sinh® 7—sin®y
= 2EI coshy siny — cosysinhy
o T sinh? % — sin®y ’
, 2EI , sinh®y-+sin’y
s T e et

7 sinh®y—sinZy '

_, 2EI , , sinhysing
in=—g" 29 " i
l sinh®y—sin®y

Dla =0, a wiec w braku sprezystego podloza, otrzymamy

4E1 i 2EI ; = 6EI
Mik=—7"> pir="—73—"1 pin = pir =~

l-

zgodnie ze wzorami (2.27).
Sity tnace otrzymamy ze wzorow

o [EL @w o _[El dw
L E¥d & ez’ M LP d& e,

Po przeksztalceniach uzyskamy wreszcie

(6.8) { Tir = — pir @it — Pir Qri + Wik Oir + Wik Oki ,

Tri = — Mir Qir — Wir Qri + Pik Oir + ik Ori .
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Tutaj

. 2E1 2 Silpjlcos}] 7 -+ cosysiny

i =y 2 S ,
= F ol sinh® # —sin®

(6.9) : :
i 28 sy Cos iET co Sleh )

e : sinh? 5 — sin® 5

Dla =0 otrzymamy uir==uir=12EI/I’ zgodnie ze wzorami (2.27).
Oporu podioza przy skrecaniu pretéow nie uwzgledniamy, gdyz belki fun-
damentowe betonuje si¢ w deskowaniu bocznym, ktére sie usuwa po
stwardnieniu betonu.

Przywezlowe momenty skrecajagce wyrazimy zwigzkami

e Nize— (pir — pri) ,
TTTTTTTTTTT Wk N GC(? )
TTIT TT g —— ik = Yhki) -
‘ || f ? | ! | f IS 1 f f d/-.« : l i W
T ‘ Lty .
A , Dla obcigzenia zewnetrznego dziala-
( Tl jacego na pret’ oraz przy podanych
2R przemieszczeniach brzegowych réwnania
e transformacyjne przyjmuja postaé
(6.10.1) M, = M}, =+ 14 @i + Pri Mip = Mg Op — i O
(6.10.2) My, = M), + By @i + Pt i — Bin Oip — :“;k Oi»
(6.10.3) M, =M, + K, (W, —vs1)
(6.10.4) M, =M — K (Wi — V) »
(6.10.5) Ty =T — tin Pip— i P T P O T Wi O s
(6.10.6) L= T?u' — Mg P — Mip Pri T ﬁz/ 0 + :“2',/; Op; -

Wielkosci MY, , MY, , ..., T%, sa silami brzegowymi, wywolanymi obciaze-
niem zewnetrznym, dzialajagcym w ukladzie podstawowym geometrycznie
wyznaczalnym. Wartosci te nie trudno wyznaczy¢ znanymi metodami.

Niech w wezle i istnieje przegub tak skonstruowany, ze M, =0
i Mir=0. Z réwnan (6.10.1) i (6.10.3) wyznaczamy ¢;x oraz i i wsta-
wiamy te wielko$ci do wzorow (6.10.2) i (6.10.4).
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Otrzymamy nastepujace wzory transformacyjne :
M,=0,

M, =M}, + 5P — i 05— Fin O »

(6.11)
M, = [M,,],

= T?k - Ek‘}”ki —+ :“;':rz 0 + ﬁi;z Opi s

__mo __ ' —rr =
Ty= T — i Prs T i 01 + Uik O -

Tutaj MY,,.., TY sa sitami przywezlowymi w precie utwierdzonym zu-
pelie w wezle k, a podpartym w sposéb swobodny w wezle i.
We wzorach (6.11) oznaczajg

2E1I \ cosh? 7 — cos? g
o —
Mip 1 " sinh 1) cosh 17 — sin # cos

= 2EI , sinh cosh# + sin# cos#
=1 — : =
Hir 12" “sinh# cosh  — sin y cos

»__2EI _ , sinhycosy + coshy siny
Han ™2 sinh 24 — sin 27

b

(6.12)
. 2EI 9,8 cosh? 7 + cos® g
Hin =7 21 sinh 29—sin 25’

=1 © h
2E1 4y cosh 7 cos

Hin ™"y sinh 25 —sin 2y ’

i 2EL 5 cosh ppin g
Hip = 13 1 Slnh27]——51n277 .

Dla -0 otrzymamy

3EI ; . 3EI v = =5 " 3EI
Hik === Mik == ik == =35> Wl == lils == o= —=5 ¢

ld

zgodnie ze wzorami (2.28).
W przypadku przegubéw w i oraz k mamy

== T?k Ay :“;;e 0ir + Al_’Lz/I,z Opis

(6-13) —_— "
L = T?ci + tp Oy T g, O+
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Tutaj jest
v __2ED5® sinh2y—sin2y

i k= 1" 2 cosh®y—cos’y °’
' s 2EI )3 _sinh 7 cos 7 — cosh 9 sin 1)
ik 12 cosh? 5 — cos®
A Dla belki wspornikowej (rys. 35)
; A k otrzymamy nastepujace wzory trans-
. ATTTTTTTTTTTTTTTI) tomacyine:
Ek '
// = : (6.15) M, = M, + 13 9 — Hig O
- Rys. 35 in = T i Pir, T Ui O
gdzie
__2EI 5 sinh2y—sin2y
Hir ™ 77 "2 “cosh®y + cos?y’
(6.16) o 2EI , sinh®y+ sin®y
. =

< U B o
12 " “cosh?y + cos?y ’

" 2EI , sinh 2%+ sin2y

Hir = "5 " “;osh? n 4+ cos?y

Dla belki wspornikowej nieskonczenie dtugiej (I > co) otrzymamy

2EI 2 E T
M — M?}z S . NPi — I 7" 0y
(6.17)
= Ly 12 P =t e UM

Dla wspornika o skonczonej diugosci,

opatrzonego przegubem w wezle i (rys. 36), Adik
mamy L :
=0 0, : I TT1 TTI
(8l To =T + thi O, ‘HTMHT\HMTM
gdzie 'yk
(6.19) o :‘2€I 9 §inh2 77——s‘in2 no L
b & sinh2n—sin2y Rys. 36

W szczegélnym przypadku nieskonczenie diugiego wspornika znajdziemy

2EI
13

(6.20) T, —T° + 2158, .

Przy obcigzeniu rusztu lezgcego na sprezystym podlozu silami prosto-
padtymi do plaszezyzny rusztu lub momentami o wektorach lezacych
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w plaszczyznie rusztu pozostaja w mocy réwnania warunkowe, omoéwione
wp 11i3.

Po wyznaczeniu nadliczbowych ukladu wyznaczamy sitly przyweziowe
korzystajac z rownan transformacyjnych. Znajomo$¢ wielkosci Mix, Mei, ir
oraz dr; preta i-k pozwoli na wyznaczenie statych Uy,..., U, ze wzoréw
(6.6). Tym samym okreslona jest linia ugiecia preta i-k (wzoér 6.4). Mo-
menty zginajace i sity tnace, w dowolnej

odlegtosci x = &1 od podpory i, otrzymamy ’a
ze znanych zwigzkow
P Pl ld P
d®w d?w, T
- P P P Py
Dla przyktadu podamy rozwigzanie dla J ooy k !
nader prostego przypadku rusztu ortogo- p ,g p PI
nalnego nieograniczonego, skladajacego sie m 1
z pretéw o jednakowych wilasciwosciach » 5 " p;
sprezystych i geometrycznych. Niech ruszt
ten obcigzony bedzie jedynie w weztach *”[_’\}F["L*( e
(rys. 37). =
Poniewaz osie a-a i f-f sa osiami sy- Rys. 37

metrii, jako jedyne réwnanie pozostaje
(6.22) =l A Wipap Wip=— 112 =
Z rownan (6.10) otrzymamy
Ty =u' (—06)+u' i,
— Tip=—p" (—0:) — ¢’ &,

(6.23)
Tim:ﬁ” (-_ 6»1) + u” 0i )

— Ty =—p"'(—06:)—u"d:.

Rownanie (6.22) napiszemy zwazywszy, ze 0;=0;=0r=0;=0mn =20,
w postaci
4 —W')o—P=0.
Stad

Ze wzorow (6.23) obliczymy

/2
Ti=—Tip=Tin=—Tu= '
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Ze wzoru (6.10.1) obliczymy moment

, _r Py = BN
Mir=—p' (— d:;) — =W — e
| e i ) SSEE (S =
(6.24)
lM' Bl (sinh 7 — sin 7)? '
* "8y cosh (sinh  — sin 1) + cos  (sinh 7 + sin »)

Dla 7;>7 traktowa¢ mozna prety jako nieskonczenie dlugie.
Stosujac wzory (6.17) otrzymamy z réwnania (6.22)
P13 P
6“5@77}‘{’ Tt'j"—_Tzk'—Tim——Til_Z’
(6.25)
M{k:—Mij:Milz_Mim:il'
81
Wyprowadzone tu zwiazki znalezé moga réwniez zastosowanie do roz-
wigzywania ukladow ramowych plaskich i przestrzennych, ktérych stupy
zwigzane sg w sposob sztywny lub przegubowy z belkami fundamento-
wymi spoczywajacymi na sprezystym podiozu.
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Peswme

CTATHEA IINIOCEKHX POCTBEPHEOB

Pabora 3zBaHmMaercs mpuMeHeHMEM MeToZa AedOpMaluii, IIMPOKO
MICTIONIB3YEeMOT0 B CTaTMKeE IJJOCKMX pPaM, K PaMHBIM CUCT€MaM, HarpyzKeH-
HBIM CHJIaM¥, IEPIEHAMKYJIAPHBIMM K IIJIOCKOCTM PaMbl, MM MOMEHTaMI,
BEKTOPHI KOTOPBIX JIeXKaT B TIJIOCKOCTY PaMHOM cyucTeMbl. CHCTEMBI TaKOro
THUIIA Ha3bIBAEM IIJIOCKMMM POCTBEPKAMN.

OTu creTeMbl HAXOAAT LIMPOKOe IIPUMEHEHMe B 3KeJile300eTOHHOM CTPOM-
TeJIbCTBE, B BUJle MBOTHYTHIX B IJIaHe DaJIoK, KOJIbLIEBBIX 0aJIoK, TIJIOCKMX
pam, moJ, e CTBMEM BEeTPOBOM HAIPY3KM M T. 1.

B nepBom nyHKTe mpuBeneH oOLIT MeTOM, pellleHA CUCTEM 9TOr0 THUIA;
BO BTOPOM IIYHKTEe BBIBeAeHBI o0IIye hopMyJsbl TpaHCopMaumy 3TOTO Me-
TOZA AJA 3aKPUBJIEHHBIX ¥ M30THYTBHIX B IIJIaHE CTEPIKHEN.

B masnee cnenyrommx myHKTaX BbIBELEHO KAHOHMYECKOE YPaBHEHME 9TOTO
MeTOJa, CIIeNMAM3UPY A €10 Ha TUIIMIHbIE AJIS CTPOUTETHCTBA CUCTEMBL.

Hakoner; B mocsegHeM IIYHKTEe MeTOABI JedopMalMii pacllypeHbl Ha
POCTBEPKM, JIezKallyie Ha YIPYTroM OCHOBaHMMA.

Summary

THE STATICS OF FLAT GRIDWORK SYSTEMS

The subject of this paper is the application of the deformation
method, widely used in the statics of flat frames, for frame systems
loaded with forces perpendicular to the plane of the frame or with
moments, whose vectors lie in the plane of the system. Systems of this
kind are called flat gridwork systems.

These systems are applied extensively in reinforced concrete structures
such as broken line girders, annular beams, flat frames loaded by forces
caused by the wind, etc.

In the first section a general method of solution is given, while the.
second section deals with the formulae of general transformation for
curved and broken line bars. :

In the following sections the canonical equation of the above method
is expanded. This is then reduced to more specialized forms which are
typical for building technique.

Finally, in the last section, the deformation methods are extended to
include gridwork systems resting on an elastic foundation.

ZAKEAD MECHANIKI OSRODKOW CIAGEYCH
IPPT PAN

Praca zostata ztoZona w Redakcji dnia 7 kwietnia 1954 r.
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