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1. Rozwój zastosowań rachunku tensorowegoRachunek tensorowy rozwinął się na pograniczu, a raczej skrzyżowaniu, zainteresowań matematyków, fizyków i techników. Pojęcia typowe dziś dla zastosowań rachunku tensorowego znane już były od dawna, że zacytujemy konstrukcję elipsoidy bezwładności podaną przez Poinsot (1834 r.). Teoria sprężystości i krystalografia, które posługiwały się wówczas prymitywnym aparatem matematycznym, operowały przez przeszło pół wieku elementarnymi obrazami elipsoid dla unaocznienia naprężeń powstających w ośrodkach ciągłych. Dopiero W. V o i g t w 1898 r., [81], zdecydował się na wprowadzenie nowego pojęcia matematycznego i fizycznego nazwanego tensorem, czyli obrazem naprężeń ośrodka. Jak często się zdarza w rozwoju nauki, pojęcie tensora znalazło pogłębienie i rozszerzenie w zupełnie innej dziedzinie wiedzy, mianowicie w «czystej» matematyce. Okazało się, że pozwala ono w sposób dogodny wyrazić własności przestrzeni nieeuklidesowych, n-wymiaro- wych, bodaj po raz pierwszy ujętych w pracach Grassmanna [33], Ricci i Levi-Civita, [72], oraz przestrzeni zakrzywionej, opisanej przez Riemanna, [71], i Christoffela, [15]. Dopiero jednak prace Minkowskiego, [65], Lorentza, [56], a zwłaszcza Ł o b a- czewskiego i Einsteina, [22], nadały temu pojęciu głębokie znaczenie fizyczne. Śmiało można powiedzieć, że bez pomocy rachunku tensorowego ogólna teoria względności nie mogłaby znaleźć tak pełnego i logicznego wyrazu matematycznego. Rachunek tensorowy stał się podstawowym narzędziem badania właściwości kontinuum czaso-przestrzeni, a następnie pozwolił na rozwinięcie mechaniki kwantowej. Podstawowe wielkości tej mechaniki, jak funkcje bra i ket Diraca, [19], są szczególnymi przypadkami tensorów sprzężonych.Rachunek tensorowy wprowadzono z powodzeniem i do innych działów fizyki, głównie elektrodynamiki i mechaniki ośrodków ciągłych; ma on tam przeważnie na celu ustalenie niezmienników oraz opis pewnych złożonych wielkości fizycznych.Metoda tensorowa w fizyce jest jedną z metod najbardziej generalnych, służących do syntetycznego ujęcia zjawisk i ich zmian, przy czym fizycy nie troszczyli się przeważnie o sprowadzenie wyników analizy ten
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sorowej do pojedynczych konkretnych przypadków. Nic dziwnego, że w swym ujęciu klasycznym, jakie spotykamy w podręcznikach, [67], pisanych przez fizyków i matematyków, teoria tensorów obca jest technikom i wydaje się pomysłową wprawdzie, lecz mało praktyczną spekulacją. Przypomina to trochę sytuację sprzed 50 lat, gdy technicy podobnie traktowali rachunek liczb zespolonych, [16], uważając go za bezpłodną abstrakcję matematyczną.Trzeba jednak z drugiej strony stwierdzić, że próby zastosowania rachunku tensorowego lub metod pokrewnych spotykamy w technice od dość dawna; dotyczy to zarówno teorii sprężystości, jak i teorii obwodów elektrycznych. Na przykład, jest rzeczą ciekawą, że Kirchhoff, [40], w swoich pionierskich pracach nad przepływem strumienia elektryczności używał metody zbliżonej do topologii; również geodezji nie były obce niektóre pojęcia tensorowe. Jednakże stałe narastanie szczegółowej wiedzy technicznej i ogromnej liczby faktów, z którymi zapoznać się musi niemal każdy inżynier, a tym bardziej pracownik nauki — technik, spowodowało zacieśnienie i wyspecjalizowanie metod używanych w poszczególnych dyscyplinach, spowodowało następnie zróżnicowanie języka symbolów matematycznych w technice. Na przykład, do opisu podobnych zjawisk z dziedziny mechaniki, elektrotechniki i termodynamiki używamy dziś zupełnie innych symbolów i metod. Rezultatem tego są nie tylko trudności dydaktyczne, lecz i trudności porozumienia się różnych specjalistów pracujących nad rozwiązywaniem problemów granicznych oraz opóźnienia we wzajemnym przekazywaniu doświadczeń.Wprowadzenie rachunku tensorowego do techniki spowodowane jest w dużej mierze chęcią przełamania tego stanu rzeczy, chęcią równoległego używania tych samych metod matematycznych w różnych dziedzinach techniki. Wydaje się to paradoksem, ale właśnie wobec zróżnicowania metod rachunkowych stosowanych w technice, syntetyczność i ogólność opisu zjawisk metodą tensorową staje się rzeczą szczególnie cenną.Burgatti, [10], jeden z pierwszych teoretyków rachunku tensorowego, stwierdził: «Ogólność tej metody, która pozwala mówić i pisać w języku zrozumiałym we wszystkich gałęziach fizyki technicznej, jej jasna i często wymowna zwięzłość, jej zdolność przeniesienia idei w formę i formy w ideę, charakterystyczne dla niej jednoczesne ujęcie przez indukcję i dedukcję, syntezę i analizę — czyni z tej metody naprawdę pierwszorzędne narzędzie pracy naukowej i dydaktycznej».Warunkiem zastosowania rachunku tensorowego w technice jest jednak pewna zmiana metody w porównaniu z klasycznym ujęciem spotykanym w fizyce. Nie chodzi tu tylko o uproszczenie i łatwe podanie zawiłych rozważań matematycznych. Rzecz polega przede wszystkim na uzupełnieniu rozważań fizyków konkretnymi, numerycznymi rozwiązaniami, chociażby najprostszych problemów technicznych. Jest to nie4



odzownym warunkiem, aby technik nabrał zaufania do metody matematycznej, aby miał z niej pożytek, jeżeli nie przy rozwiązywaniu szczegółowego zadania, jakie mu stawia produkcja, to przynajmniej przy zrozumieniu fizycznego sensu zjawiska. Warunek ten spełniony jest zresztą w naszym przypadku pośrednio, mianowicie metoda tensorowa umożliwia stosowanie rozwiązań numerycznych właściwych rachunkowi macierzy.Trzeba się dla porządku zastrzec, że rachunek tensorowy — poza nielicznymi wyjątkami — jest w zastosowaniach technicznych pewnym udogodnieniem dającym się zastąpić bardziej uciążliwymi i mniej prostymi metodami elementarnymi. Wiele poważnych podręczników, że wymienimy teorię sprężystości S. Timoszenki, [78], ogranicza się do metody analizy elementarnej i rachunku całkowego, nie dając interpretacji tensorowej tak typowych wielkości, jak np. elipsoida naprężeń.
2. Podstawowe pojęcia rachunku tensorowegoNowoczesny rachunek tensorowy, zwłaszcza w formie wprowadzanej do zagadnień elektrotechniki, jest dyscypliną, która zaczyna się rozwijać i nie okrzepła jeszcze w ściśle ustalone tradycją oznaczenia i definicje poszczególnych symbolów. Czytanie prac różnych autorów, z których wielu na własną rękę tworzy skomplikowany system oznaczeń, sprawia często znaczne trudności. Dlatego dla wzajemnego zrozumienia się nieodzowne będzie omówienie głównych pojęć rachunku tensorowego. Zaznaczamy, że robimy to jako technicy dla techników w celu pokazania perspektyw przydatności rachunku tensorowego i znalezienia nowych jego zastosowań w technice, bez szukania oryginalnych dowodów i równań matematycznych. Pomijamy również zagadnienia algebry i analizy tensorowej ograniczając się do omówienia pojęć niezbędnych do zrozumienia metod stosowania tego rachunku w technice.W pracy niniejszej została użyta symbolika stosowana w najnowszych podręcznikach radzieckich, [43], [71], i w pracach zajmujących się specjalnie zastosowaniami rachunku tensorowego w fizyce, [8], Rozmiary pracy nie pozwalają jednak na rozwinięcie całego systemu symbolów tensorowych. W tym zakresie dla polskiego czytelnika miarodajna będzie znajdująca się w druku książka S. G o łab a i J. Litwiniszyna Rachu

nek tensorowy.Zacznijmy od zdefiniowania samego pojęcia tensora. Nie jest to rzeczą łatwą, można bowiem podejść do zagadnienia od strony matematyka lub fizyka; w obu przypadkach będzie ono miało nieco odmienne aspekty. Trzeba dalej zwrócić uwagę, że sam termin tensor nie jest używany jednoznacznie. Będziemy się tutaj trzymali definicji stosowanej przez większość autorów, (por. np. [76] i [70]), którzy wyrazem tensor określają 
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najogólniejsze pojęcie matematyczno-fizyczne. Inaczej postępują tacy autorzy jak J. S c h o u t e n, [74], i A. D. M i c h a 1, [64], którzy wprowadzają jako pojęcie ogólne afinor, rezerwując nazwę tensora dla przypadku tensora symetrycznego zwłaszcza drugiego rzędu. Zresztą i termin afinor bywa używany w nieco odmiennym znaczeniu, [76]- W dalszym ciągu pracy posługiwać się będziemy pierwszą, ogólniejszą definicją tensora.Żeby zrozumieć sens fizyczny tensora, należy najpierw omówić jego interpretację matematyczną. Napotykamy tu na pewien kłopot, gdyż poszczególni autorzy dochodzą do matematycznego pojęcia tensora z zupełnie innych punktów wyjścia, zależnie od tego, czy rozpatrują zagadnienie czysto analitycznie, czy też przypisują mu sens geometryczny w przestrzeni metrycznej bądź wektorowej (p. niżej).Wydaje .się, że dla potrzeb techniki łatwiejsze będzie wyjście ze swojskich pojęć trójwymiarowej geometrii euklidesowej, opisując tensor pry- . mitywnym pojęciem obrazu geometrycznego, następnie rozszerzają Ta jąc rozważania na bardziej ogólne zależności w przestrzeni r-wymia- / rowej, aby wreszcie przejść do opisu zjawisk fizycznych ujmowa- 
■ i nych za pomocą geometrii wektorowej./ Otóż w trójwymiarowej przestrzeni euklidesowej tensor, zwanytensorem 2-go rzędu, zdefiniujemy jako operator T, który dowol- RyS- i nemu wektorowi a (rys. 1), przyporządkowuje inny wektor u, będący jego funkcją liniową. Liniowość polega na spełnieniu warunku, [35] i [73],(1) f(ka) = kf(a),zatem(2) u=f(a) = Ta.Można inaczej powiedzieć, [43], że operator nazwany tensorem 2-go rzędu wyznaczony jest 9 wielkościami powstałymi przez pomnożenie parami składowych dwóch dowolnych wektorów e i d

txx = exdx, ^xy — &x dy i txz ---  &X dz

(3) tyx = Cy dx, tyy ——• Q y dy , tyz — ^y dz

. tzx = ez dx, tzy ---  CZ dy , ^zz == ^z dzWarunek sprowadzenia tensora do dwóch wektorów nie jest zresztą konieczny i nie zawsze da się spełnić; wystarczy, że 9 wielkości ty, tworzących kwadratową macierz, zmienia się przy zmianie układu osi współrzędnych, tak jakby to istotnie były składowe iloczynu wektorów. Inaczej 6



można zatem powiedzieć, że tensor 2-go rzędu w przestrzeni 3-wymiaro- wej jest zespołem trzech wektorów pn p2, p3, transformujących się liniowo przy zmianie układu współrzędnych; 9 składowych tych wektorów stanowi składowe tensora.Jeżeli wyżej omówiona operacja tensorowa przeprowadzona będzie w stosunku do dwóch wektorów a i b, którym przyporządkujemy jak poprzednio wektor v, będący ich funkcją liniową(4) v = T(a, b),to odpowiedni operator nazwiemy tensorem 3-go rzędu. Na tej samej zasadzie określić można tensory wyższych rzędów. Trzeba zaznaczyć, że jest to tylko interpretacja geometryczna tensora, który stanowi ogólne pojęcie matematyczne.Liniową zależność między wektorami a i u otrzymamy w szczególnym przypadku także wówczas, gdy tensor jest iloczynem wektora przez skalar, czyli że sam jest także wektorem. Wektor jest więc również tensorem, mianowicie.tensorem 1-go rzędu. Podobnie dowolną wielkość liczbową, tj. skalar, przez którą pomnożymy wektor a, otrzymując jako funkcję liniową u, nazywamy tensorem zerowego rzędu.Widzimy, że w geometrii pojęcie tensora jest ogólne i obejmuje również wektory i skalary. Zastanówmy się jeszcze bliżej nad jego interpretacją geometryczną, związaną z obrotem osi współrzędnych, zasadniczą bowiem cechą rachunku tensorowego jest badanie zachowania się danej wielkości przy zmianie układu odniesienia.Niech wektor a ma w pierwotnym układzie współrzędnych składowe 
ax, ay, az, a osie współrzędnych wyznaczone są wektorami jednostkowy
mi ex, ey, ez.Wektor a wyraża się więc sumą(5) ax ex + ay ey + az ez;rozróżnienie dolnych i górnych indeksów wyjaśnimy dalej.Zmienimy teraz — na przykład przez obrót osi — układ współrzędnych. Nowe osie wyznaczone będą znowu trzema wektorami jednostkowymi Ex, Ey, Ez (rys. 2). Co się stanie ze składowymi wektora a? Jakabędzie ich wartość w nowym układzie współrzędnych? Jaki jest stosunek nowych i starych wektorów jednostkowych? Oto typowe pytania dla metody algebry tensorowej.Przejście do nowych wektorów jednostkowych odbywa się za pomocą zależności (6)

kgdzie za i i k należy kolejno podstawić x, y, z.
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Zestaw dziewięciu wielkości Cf przedstawia zgodnie z definicją składowe tensora ||C||. Dla zaznaczenia, że dana wielkość jest tensorem 2-go rzędu, ujmujemy ją w znaki || ]|, wówczas gdy wielkość macierzową zamykamy nawiasem | ] :
(7) Cx Cx

cyy

Tensor ||C |, tzw. tensor transformujący, jest pojęciem zupełnie ogólnym, z którym często spotykać się będziemy w dalszych rozważaniach.Analogicznie z nowych osi na stare przejdziemy za pomocą zależności
(8)przy czym(9)

e, = Jc.-E,, 
l

dlal==i>(O dla l i.
ó' nazywamy wskaźnikami (symbolami) Kroneckera, [48]; liczbowo(10) 1 A(C') ’ k d(C)gdzie M* oznacza minor algebraiczny macierzy ||C||, tj. wyznacznik, w którym wykreślony został wiersz i i kolumna k, pomnożony przez (—1)'4 *. Przez A oznaczono zwykły wyznacznik tejże macierzy.Wielkości geometryczne, których składowe zmieniają się według tego samego prawa jak wektory jednostkowe osi współrzędnych, nazywamy 
współzmienniczymi (kowariantnymi); składowe te oznaczamy literami zaopatrzonymi w dolne indeksy. Jeżeli z kolei zbadamy jak następuje transformacja w przestrzeni współrzędnych punktu P{ax, ay, a~), lub inaczej mówiąc wektora o tych składowych wyprowadzonego z początku układu współrzędnych, to okaże się, że prawa transformacji są tu przeciwne niż przy zmianie samych osi układu. Mianowicie współrzędna A1 w nowym układzie osi wyniesie(11) A'=^C^ak,

Aa przy powrocie do starych współrzędnych a* otrzymamy zależność
(12) ak = Ck A‘ .
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Tensor transformujący C'^ związany jest z tensorem C'* zależnością (9), stanowi więc jego odwrócenie. Gdy poprzednio tensor C służył do powrotu do starych osi, obecnie transformuje układ na nowe osie współrzędnych.Dla obliczenia całego wektora A trzeba zsumować geometrycznie składowe A1.(13) A=
. iWe wzorze tym znak sumowania według indeksów «k» pominięto, gdyż operacja sumowania wynika już z samego położenia indeksów — jest to tzw. konwencja Einsteina, znacznie upraszczająca pisownię wzorów tensorowych. W dalszym ciągu będziemy się zasadniczo trzymali tej konwencji, jedynie w pewnych przypadkach pozostawiając znak sumy ze względów dydaktycznych. Jak widać z równań (11) i (12), współrzędne wektora są wielkościami przeciwzmienniczymi (kontrawariantnymi), transformującymi się odwrotnie niż wektory jednostkowe układu odniesienia. Aby odróżnić tę właściwość, wielkościom kontrawariantnym przypisujemy górne indeksy. Rozróżnienie wielkości współzmienniczych i przeciwzmienniczych ma podstawowe znaczenie w rachunku tensorowym i może być rozciągnięte na dowolne obiekty geometryczne.Prócz tego będziemy mieli do czynienia z wielkościami niezmienni

czymi (inwariantnymi), które zachowują swą wartość przy dowolnych zmianach układu współrzędnych.Pewne kombinacje składowych tensora mają taki niezmienniczy charakter. Z uwagi na ich znaczenie w problemach fizyki i techniki napisze- my trzy niezależne od siebie niezmienniki J tensora 2-go rzędu w przestrzeni trójwymiarowej i osiach kartezjańskich:
J1 —■ txx t»y “F ^zz ,

^zz

txz

tzx txx txy+
txx_ tyx tyy(14)

txy txz 

tyy tyz 

tzy tzz .Funkcje tych niezmienników pozostają również niezmiennicze. Tensory, w których pierwszy niezmiennik jest równy zeru, nazywa się czasem 
dewiatorami, [43]; mają one duże znaczenie praktyczne w zagadnieniach teorii sprężystości i reologii.
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Skalar jest, oczywiście, niezmiennikiem, wektor zaś, jak stwierdziliśmy, posiada składowe o właściwościach przeciwzmienniczych. Zachodzi pytanie, czy można dać interpretację geometryczną wektora współzmienniczego, ponieważ matematycznie można sobie taki wektor wyobrazić. Otóż wektor kowariantny o składnikach a,-, wyprowadzony z początku układu współrzędnych, wyznaczony jest kierunkiem i płaszczyzną do tego kierunku prostopadłą, która na osiach współrzędnych odcina wielkości xl, spełniające zależność niezmienniczą (rys. 3)(15) k = at x‘ .Składowe tensora 2-go rzędu powstały, jak wiemy, z iloczynów składowych dwóch wektorów, co do których nie robiliśmy dodatkowychzałożeń; mogą to być zatem równie dobrze wektory kowariantne, jak kontrawariantne. Z dwóch wektorów kowariantnych otrzymujemy tensor kowariantny dwukrotnie współzmienniczy, co zaznaczamy dwoma dolnymi indeksami. Odwrotnie zachowuje się tensor podwójnie przeciwzmienniczy, cechowany dwoma górnymi indeksami. Wreszcie przez kombinację wektora kowariantnego i kontrawa- riantnego powstaje tensor mieszany. Odpowiednio zapiszemy następujące typy tensorów 2-go rzędu:(16) Tik, rpikPodobnie dla tensorów trzeciego rzędu o trzech indeksach wystąpią cztery kombinacje(16.1) rp rpi rpik rpikl
1 ikU 1 kH l » 1Tensor posiada w zasadzie co najwyżej p = r — 1 różnych indeksów, jeżeli został wyznaczony w układzie r osi współrzędnych. W przypadku gdy p = r otrzymujemy w przestrzeni euklidesowej wielkość zwaną pseu- do-skalarem, do której omówienia wrócimy później (por. str. 27). W rozważaniach geometrycznych i fizycznych mamy zwykle do czynienia z ten

sorami jednorodnymi, posiadającymi wszystkie górne lub dolne indeksy.Dowolny tensor jednorodny przedstawić można jako sumę dwóch tensorów: symetrycznego właściwego tensora ||S|| i tensora antysymetrycz- 
nego | A || (skośnego), zwanego inaczej multiwektorem. Składowe tych tensorów spełnić muszą równanie k = 1 dla || S || ,k = — 1 dla ||A'|.(17) tij = ktji, gdzie
10



Wyszczególniając wszystkie indeksy przedstawimy odpowiednią zależność w formie
(18) || T = | S | + |pł =

txx

~2~ (ty* + txy)

(tzx 4~ txz)

12 (try + tyx)

hy

(^zy + tyz)

2 (txZ 4" tzx)

^yz ^zy^

tzz

+

0 T itxy~ tyx) "W (^z tzx)

+ 2~ ^xy ^yx ) o 1 .2 ^yz txy)12 (txz tzx) W (^yz4
tzy) 0Widzimy, że w drugim tensorze składowe na głównej przekątnej równe są zeru, a wyrazy poza przekątną główhą są składowymi skalarnymi iloczynu zewnętrznego (wektorowego). W przypadku indeksów kontra- wariantnych obrazem (rys. 4) tensora antysymetrycznego jest zatem 

pole o wewnętrznej orientacji określonej porządkiem indeksów i j k. Inaczej, tensor ten można uważać za biwektor kontrawariantny, który oprócz kierunku i wielkości posiada znak zmieniający się zależnie od porządku osi współrzędnych. Jego wartość liczbowa jest, oczywiście, równa wyróżnikowi macierzy tensora antysymetrycznego. Odpowiednio iloczyn zewnętrzny wektorów kowariantnych przedstawić można (rys. 5) jako walec o określonym kierunku, przekroju i orientacji zewnętrznej; będzie to obraz biwektora kowariantnego. Widzimy, że . tensor, antysymetryczny 11



o dwóch indeksach w przestrzeni trójwymiarowej daje się sprowadzić do nieco prostszego pojęcia geometrycznego.Bardziej złożona jest interpretacja geometryczna tensora symetrycz
nego. W literaturze znajdujemy, [12], [21] i [38], szereg mniej lub więcej udanych sposobów geometrycznego ujęcia tensora 2-go rzędu; często się przy tym zdarza pomieszanie sensu fizycznego, zaczerpniętego z teorii sprężystości, z interpretacją czysto geometryczną. Ponieważ cłiodzi nam o różnorodne zastosowania fizyczne rachunku tensorowego, wygodniej będzie na razie ograniczyć się do ściśle geometrycznego zobrazowania tensora, aby nie zaciemnić jego obrazu fizycznego zbyt ogólną definicją. Ponieważ mówimy obecnie o tensorze symetrycznym, to równanie (2) wypisane z uwzględnieniem zmienniczości ma postać(19) . Ul = T/fta* lub u' = T"*aft, czyli przy operacji tensorowej wektor kowariantny przechodzi w kon- trawariantny lub odwrotnie.Jeżeli sformujemy wyrażenie(20) a'T,kak = K, to jest ono niezmiennicze i określa zachowanie się wektora kowariantne- go ui = Tikak przy zmianie kierunku normalnej płaszczyzny, określającej wektor kontrawariantny a'.Miejscem geometrycznym końców tego wektora będzie powierzchnia drugiego stopnia, która w przypadku, gdy wszystkie Trr 0, staje się elipsoidą (rys. 6), a dla tensora symetrycznego jest elipsoidą symetryczną względem środka. Wektory 

a i u mają na ogół różne kierunki w przestrzeni, 
Z-''" istnieją jednak pewne osie, będące osiami symetriipowierzchni tensorowej, dla których oba wektory mają ten sam kierunek. Osie te nazywamy osiami 

głównymi tensora. Operacja tensorowa na tych Rys. 6 osiach redukuje się do pomnożenia wektora a przezskalar u = 2a.Dla uzyskania możliwości stosowania różnych układów odniesienia rzeczą pożyteczną będzie wprowadzenie pojęcia tzw. podstawowego ten
sora metrycznego ||g||. Składowe tego tensora są współczynnikami, przez które należy pomnożyć iloczyny dwóch wektorów jednostkowych c, ej danego punktu, aby je sprowadzić do wspólnej skali, czyli metryki. Wektory jednostkowe można otrzymać przez transformację wektora przyjętego za podstawę skali długości, zatem posługując się równaniem (6) możemy napisać(2D

i,k12



Mnożąc wektor (lub tensor) przez funkcję podstawowego tensora, zmieniamy w przestrzeni metrycznej charakter zmienniczości tego wektora (lub tensora), czyli poziom indeksów.Ponieważ odległość d s między dwoma sąsiednimi punktami pozostać musi stałą w przestrzeni euklidesowej, niezależną od wyboru współrzędnych, zdefiniujemy ją za pomocą równania(22) (d s)2 = g,k dx‘ dxk.
i.kJeżeli wybraliśmy osie kartezjańskie o jednakowej skali, odległość 

d s wynosi(23) (d s)a = (d x)2 + (d y)2 + (d z)2i podstawowy tensor metryczny ma postać
(24)

0

0 o1 o0 1Przejście na inne współrzędne przestrzeni euklidesowej nie sprawia również specjalnych trudności. W przypadku gdy zachowana jest orto- gonalność (tj. gdy w każdym punkcie osie współrzędnych są do siebie prostopadłe), pociąga to za sobą jedynie zmianę składowych tensora metrycznego na jego głównej przekątnej. Np. dla ortogonalnych współrzędnych cylindrycznych
1(25)

dla współrzędnych sferycznych
(26) 1

0 0r2 00 1
0 0r2 00 r2 sin2 0Przy użyciu współrzędnych prostoliniowych ukośnokątnych zjawiająsię prócz tego różne od zera wyrazy poza główną przekątną. Np. dla dwóch osi współrzędnych prostoliniowych, tworzących kąt tp, podstawowy tensor metryczny na płaszczyźnie jest(27) llsll =

ei 61e2e1 cos <p

cos cp
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Dla potrzeb elektrotechniki pewne znaczenie posiada geometria przestrzeni euklidesowej charakteryzującej się tym, że podstawowy tensor metryczny ma także składowe grr ujemne, a więc niektóre osie są urojone.Rozważania dotyczące trójwymiarowej przestrzeni euklidesowej przenieść można bez trudności na przestrzeń euklidesową o r wymiarach.Wyróżniającą właściwością przestrzeni euklidesowej jest to, że zawsze można w niej dobrać taki układ współrzędnych (np. współrzędne kar- tezjańskie), dla którego podstawowy tensor metryczny ma wartość stałą, niezależną od punktu przestrzeni. Przestrzeń euklidesową jest szczególnym przypadkiem ogólniejszego pojęcia, tzw. przestrzeni Riemanna. W przestrzeni tej tensor metryczny, będący funkcją ciągłą, jest tensorem symetrycznym (gik = gin), a jego wyróżnik nie równa się zeru, [39]. Prócz tego, jeśli przestrzeń ma być rzeczywistą, forma kwadratowa gik x‘ xk musi być określona i dodatnia. Przestrzeń taka jest, ogólnie biorąc, zakrzywiona, tzn. nie potrafimy znaleźć podstawowego tensora, który byłby stały dla całego obszaru. Natomiast zależność (22) jest tutaj nadal spełniona, co oznacza, że odległość dwóch sąsiednich punktów jest w przestrzeni Riemanna określoną jednorodną formą kwadratową. Ponieważ składowe tensora metrycznego zmieniają się od punktu do punktu, dane zależności geometryczne obowiązują jedynie w określonym punkcie przestrzeni. Typową metodą postępowania w zagadnieniach tensorowych tego typu jest usztywnienie tensora ||p|| dla danego punktu, to jest przejście do przestrzeni euklidesowej stycznej w danym punkcie do przestrzeni Riemanna. Zazwyczaj nic nie stoi na przeszkodzie, aby w owej pomocniczej przestrzeni stycznej wybrać najdogodniejszy dla badanego przypadku, np. kartezjański, układ współrzędnych. Składowe wektora lub tensora sprowadzone do tych współrzędnych kartezjań- skich — zamiast do współrzędnych krzywoliniowych — niektórzy autorzy, [17], [49], nazywają współrzędnymi fizycznymi. Termin ten usprawiedliwiony jest faktem, że współrzędne kartezjańskie zostają tu utworzone za pomocą podstawowego tensora metrycznego, a więc uwzględniają właściwości przestrzeni Riemanna w danym punkcie. Klasycznym przykładem zastosowania tej metody jest układ osi odniesienia przyjmowany w szczególnej teorii względności. Takie postępowanie stwarza jednak pewne niedogodności. Otrzymane związki matematyczne dotyczyć będą wówczas (i to z pewnymi zastrzeżeniami) bezpośredniego otoczenia punktu przyjętego za początek układu współrzędnych.Dlatego w rachunku tensorowym stosujemy często inną metodę. Mówiąc o odległości między dwoma nieskończenie bliskimi punktami w przestrzeni Riemanna rozumiemy przez nią długość najkrótszej drogi 14



łączącej te punkty. Droga ta przeprowadzona od punktu do punktu wyznacza tzw. krzywą geodezyjną, której równanie różniczkowe ma postać(28) d2 k d x‘ d x>__  ds2 ds ds ’gdzie r*. jest tzw. symbolem Christoffela drugiego rodzaju

/2q) rk — — 4- d ffd g01 — V ark p ..(29) + dx'\~lg rr'tJ-

rr,tj oznacza symbol Christoffela pierwszego rodzaju.Niektórzy autorzy, [75], wprowadzają odmienne oznaczenia, tzw. na
wiasy Christoffela

Zwróćmy uwagę, że symbol Christoffela drugiego rodzaju nie jest tensorem. Wynika to chociażby z faktu, że w osiach prostolinijnych rfj = 0, a przy innych współrzędnych ma on wartość różną od zera. Symbol^ Christoffela określa poprawkę, jaką trzeba dodać do wektora (lub tensora) Ar przy jego przeniesieniu do sąsiedniego punktu w przestrzeni Riemanna. Obowiązuje tu zależność(30) Ar+ dAr = Ar — TijAidxi.Metoda ta pozwala na wygodne przekształcenie układu współrzędnych i dobranie najdogodniejszych w danych warunkach osi odniesienia.Poprzednio omówiona interpretacja geometryczna tensora w przestrzeni euklidesowej trójwymiarowej służyła do elementarnego wprowadzenia w zagadnienia tensorowe i stanowiła wąski wycinek problemu. Przy przejściu do przestrzeni Riemanna pojęcia geometryczne stają się znacznie ogólniejsze, chociaż bardziej abstrakcyjne. Matematycy przedstawiają tu wielkość tensorową jako obiekt geometryczny (liniowy), tj. utwór matematyczny, posiadający składowe transformujące się liniowo przy przejściu od jednego układu współrzędnych do drugiego za pomocą dowolnych transformacji tworzących grupę. Prawo, jakiemu podlega grupa transformacji, określa typ obiektu geometrycznego, czyli charakter tensora. W tym najogólniejszym ujęciu obiekt geometryczny zostaje opisany nie intuicyjnym obrazem plastycznym, lecz istotnymi cechami zmienniczości danej grupy. Rozumiemy teraz, że omówiona na początku transformacja układu współrzędnych nie jest przypadkową operacją matematyczną, lecz ma podstawowe znaczenie zarówno fizyczne, jak geometryczne. Za pomocą transformacji możemy bowiem wykryć niezmiennicze, a więc najistotniejsze właściwości obiektu. 15



5. Interpretacja fizyczna wielkości tensorowychCelowo zaczęliśmy od rozpatrzenia geometrycznego obrazu tensorów, aby na tej podstawie przejść do określenia ich sensu fizycznego. Wydaje się bowiem, że metoda geometryzacji zjawisk fizycznych, szeroko stosowana w fizyce teoretycznej, jest zbyt mało wykorzystana w technice, mimo swych niewątpliwych walorów logicznych i dydaktycznych. Geometryczne, a ściślej biorąc tensorowe przedstawienie zjawisk fizycznych stwarza bowiem uniwersalny język, pozwalający opisać bardzo odległe od siebie zjawiska przyrody. W niektórych dziedzinach — zwłaszcza w elektrotechnice — rachunek symboliczny dał tak łatwe i przejrzyste metody geometryzacji, że stały się one codziennym narzędziem pracy inżyniera nie tylko w zakładzie naukowym, lecz i w produkcji. W bardziej złożonych przypadkach technika napawa jeszcze lękiem wyobrażenie układu mechanicznego o n stopniach swobody, jako punktu w przestrzeni r-wymiarowej. Tu jednak właśnie tkwią możliwości potencjalne zastosowań rachunku tensorowego, który może być bardziej ogólnym środkiem geometryzacji niż rachunek liczb zespolonych.W celu przejścia od wielkości geometrycznych do zjawisk fizycznych musimy przede wszystkim uogólnić pojęcie przestrzeni, a właściwie geometrii. Dotychczas posługiwaliśmy się przestrzenią metryczną, w której określić można było jednoznacznie odległości i kąty liniowe w przestrzeni, używając podstawowego tensora metrycznego- W fizyce i technice mamy natomiast przeważnie do czynienia z parametrami danego zjawiska, które nie dadzą się mierzyć wspólną miarą, chociaż z powodzeniem można je przedstawić w postaci wykresu geometrycznego płaskiego, przestrzennego czy r-wymiarowego. Takim wykresem jest np. obraz entropii w funkcji ciśnienia, gęstości i temperatury gazu lub obraz napięcia w funkcji zmian oporności rzeczywistej i urojonej obwodu elektrycznego.Pojęcie przestrzeni metrycznej trzeba będzie zastąpić ogólniejszym pojęciem przestrzeni wektorowej. Układem odniesienia jest tu układ «we- ktorów», których długości nie dadzą się porównać ze sobą. Jedna z nich jest, na przykład, miarą czasu, druga oznacza temperaturę stygnącej bryły lub też trzy wektory są mierzone długością i wyznaczają miejsce pomiaru wewnątrz sali, ale czwarty odpowiada głośności dźwięku wyrażonej, oczywiście, nie w cm, lecz w fonach. Pojęcie wektora jest tu bardzo uogólnione i mówi o porównaniu lub przejściu między dwoma stanami fizycznymi danego układu. Takie pojęcia, jak kąty między osiami współrzędnych, skale wspólne dla tych osi i podstawowy tensor metryczny, tracą w tych warunkach określony sens.Analitycznie można zdefiniować taki uogólniony wektor jako ciąg o n wyrazach a = (a^ a2, ..., an), przy czym wyrazy te są elementami pew16



nego zbioru liczb, zwanego niekiedy ciałem matematycznym, [66]. Zbiór takich wektorów określa n-wymiarową przestrzeń wektorową.Należy tutaj przejść na kategorie rozumowania geometrii afinicznej, aby zbadać niezmiennicze właściwości układu, niezależne od przypadkowego wyboru osi współrzędnych. Brzmi to nieco abstrakcyjnie, w rzeczywistości jednak jest tłumaczeniem na język geometrii różniczkowej najprostszych czynności technicznych, jakie spełniamy np. określając moc maszyny parowej na podstawie wykresu indykatorowego.Chcąc więc najogólniej określić znaczenie fizykalne tensora, musimy przenieść to pojęcie do przestrzeni wektorowej. Właściwości tensorowe obiektów, wyrażone w geometrii euklidesowej lub np. geometrii Ł o- baczewskiego, stanowią szczególne przypadki geometrii wektorowej.Otóż trzeba przede wszystkim odpowiedzieć na pytanie, czy rzeczą słuszną będzie traktowanie tensora jako obrazu wielkości fizycznej, a nie tylko pojęcia geometrycznego i analitycznego.Postaramy się pośrednio odpowiedzieć na to pytanie. Każdy z nas zdaje sobie sprawę, że poprawne zależności matematyczne układać można jedynie między wielkościami o tych samych mianach lub, idąc dalej, określonych tymi samymi jednostkami. Ta naczelna zasada ważnej dla potrzeb praktyki dyscypliny matematycznej, jaką jest analiza wymiaro
wa, [13], staje się zrozumiała już dla ucznia szkoły podstawowej.Może się czasem zdarzyć, że dla wielkości wyrażonych w pewnych odpowiednio dobranych, chociaż różnych, jednostkach potrafimy ułożyć równania pozornie sprzeczne z zasadami analizy wymiarowej. Na przykład, w podstawowym dla akustyki wzorze S a b i n e’ a, [60], po lewej stronie figuruje czas pogłosu w sekundach, po prawej mamy iloraz pojemności sali w m3 przez zdolność pochłaniania w m2. Rzecz polega na tym, że występujący we wzorze współczynnik 0,161 ukrywa w sobie odwrotność prędkości rozchodzenia się dźwięku, wyrażoną w sek/m. Jeżeli zamiast w metrach wielkość po prawej stronie wzoru wyrazimy w stopach, wzór przestaje obowiązywać, gdyż zmienia się jego współczynnik liczbowy. Używając języka tensorowego powiemy zatem, że charakter 
niezmienniczy (inwariantny), tj. niezależny od wyboru jednostek, mają tylko równania o tych samych mianach.Zasadę tę można potraktować szerzej odnosząc ją nie tylko do jednostek miar, lecz ogólnie do obiektów geometrycznych, pozostających w określonym stosunku do układu wektorów jednostkowych, wyznaczających współrzędne w geometrii afinicznej. Inaczej mówiąc, cechy inwa- riantne mają jedynie równania wiążące wielkości o tym samym charakterze tensorowym, a więc wielkości identycznie zachowujące się przy zmianie układu współrzędnych. To ogólne prawo ma równie głębokie 17



znaczenie, jak przytoczona zasada zgodności wymiarów. W tym punkcie, jak zresztą i w innych, występuje silne powiązanie analizy wymiarowej z rachunkiem tensorowym. Nawet pewne symbole graficzne, [52], używane w analizie wymiarowej mają swój odpowiednik w rachunku tensorowym i macierzowym.Na przykład, typowe równanie analizy wymiarowej, odnoszące się do zespołu wielkości(31) f (xn x2) ... ,xn) — 0,przy zmianie wielkości i typu jednostek na zespół X; transformuje się za pomocą zależności
L.1 Ł-1k2 ... K,n

Kn len...gdzie k™ = d XnJdxł jest odpowiednikiem tensora (7). W przypadku gdy wymiary wielkości są zachowane, a zmienia się tylko ich wartość, równanie należy pomnożyć przez symbol Kroneckera ó*, otrzymujemy wówczas elementarną zależność(33) X=k'sókrxk.W geometrii elementarnej spotykamy się z dwoma rodzajami wielkości. Pierwsze z nich są to skalary, które, nie reagują na najbardziej wymyślne zmiany układu współrzędnych. Drugie — to wektory, do których określenia obok wartości bezwzględnej potrzebne jest podanie kierunku; inaczej mówiąc, musimy znać r składowych wektora wzdłuż jego osi współrzędnych. Przy zmianie układu odniesienia składowe dowolnych wektorów (mówimy o wektorach geometrii elementarnej) transformują się w ten sam sposób.Ujęcie zjawisk przyrody za pomocą ruchu i sumowania się wektorów nie jest jednak w bardzo wielu przypadkach wystarczające. Zjawiska te podlegają znacznie bardziej skomplikowanym prawom niż proste przekształcenia wektorowe. Okazało się, że istnieje wielka grupa faktów przynależnych do bardzo, zdawałoby się, odległych od siebie dziedzin fizyki i techniki, które to fakty zmieniają się wedle tych samych praw, dających się wyrazić za pomocą odpowiednich tensorów. Ponieważ, jak widzieliśmy poprzednio, zarówno skalary, jak wektory są niczym innym jak tensorami szczególnego rodzaju, fragmentaryczna i przypadkowa interpretacja geometryczna zjawisk przyrody może być ujęta w logicznie 18



zamkniętą całość, w system rozumowania matematycznego dający się wszechstronnie wykorzystać. Rodzaj charakteru tensorowego równań matematycznych pozwala na sklasyfikowanie nie tylko obiektów geometrycznych, ale i zjawisk fizycznych. Daje to nadzwyczaj dogodny sposób zorientowania się, czy obserwowana zależność matematyczna ma charakter przypadkowy, związany z lokalnymi warunkami przeprowadzonego doświadczenia, czy też jest inwariantna i reprezentuje istotne powiązanie parametrów fizycznych.Można tu sformułować ogólne twierdzenie, że charakter niezmienniczy posiadają jedynie zależności między zjawiskami przyrody dającymi się przedstawić tensorami tego samego rzędu i typu zmienniczości. Dla zjawisk, w których występują parametry nie dające się mierzyć wspólną miarą, a więc dla zjawisk wymagających opisu kategoriami geometrii wektorowej, oba warunki są równie istotne. Przy opisie zjawisk, ujmowanych za pomocą geometrii metrycznej, warunek drugi może być pomijany, gdyż posługując się podstawowym tensorem metrycznym mamy, jak wiadomo, prawo zmieniać charakter zmienniczości, co wyraża się zmianą poziomu indeksów. Natomiast w przestrzeni wektorowej nie można na ogół utworzyć tensora metrycznego, a więc charakter zmienniczości (poziom indeksów) staje się istotną cechą opisywanej wielkości.Często się zdarza, że zjawisko fizyczne opisujemy zespołem równań różniczkowych o pochodnych cząstkowych. Rachunek tensorowy jest wówczas szczególnie pożyteczny, gdyż pozwala usunąć wpływ przypadkowego wyboru osi odniesienia na przebieg różniczkowania.Posługujemy się w tym celu metodą różniczkowania bezwzględnego, stanowiącego trzonowy składnik rachunku tensorowego. Metodę różniczkowania bezwzględnego bodaj najjaśniej ujmuje P. K. Raszewski, |71]. Jeżeli badamy dowolne pole tensorowe (M) w bezpośrednim otoczeniu punktu M, wówczas w zwykłym rachunku różniczkowym rozpatrujemy pełne pochodne dT‘̂ m(M)/dxl tej funkcji względem kolejnych współrzędnych. Wielkość ta zawiera wyrazy podobnego typu jak równanie (28), które nie będąc tensorami zaciemniają charakter zmienniczości zjawisk i nie pozwalają na transformację układu współrzędnych. Opisaną trudność przezwyciężamy przy tensorowym różniczkowaniu w ten sposób, że równolegle przesuwamy do punktu M tensor T%lin (M') z punktu M' nieskończenie bliskiego punktu M. Liniowa część różnicy tego tensora z tensorem dla punktu M daje właśnie różniczkę bezwzględną D tensora. Otrzymana tą meiodą pochodna tensora ma np. dla prostego przypadku kowariantnego wektora postać
(34) =
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Jako symbolu różniczkowania bezwzględnego niektórzy autorzy, [43] używają symbolu nabla, |7.W ten sposób przy różniczkowaniu wyeliminowany został wpływ czynnika zawierającego symbol Christoffela. Nastąpiło jakby wyprostowanie i sprowadzenie do stałej skali osi współrzędnych, co przejawia się tym, że przy różniczkowaniu bezwzględnym podstawowy tensor metryczny przechodzi jako wielkość stała:(35) Drgik = 0.Jest to tzw. twierdzenie R i c c i’ e g o.Jak wspomniano poprzednio, ujęcie geometryczne matematyki tensorowej wcale nie jest konieczne; z powodzeniem można by się ograniczyć do operowania zbiorami symboli nie przypisując im elementarnych właściwości geometrycznych, a jedynie pewne prawa transformacji, Nie wynika stąd jednak równoznaczność pojęć tensora i macierzy; podobieństwo graficzne symboli jest tu zwodnicze. W teorii przekształceń liniowych macierz kwadratowa przedstawia, jak wiemy, współczynniki rodziny równań liniowych zachodzących między m wielkościami. Współczynnikom tym, czyli składowym macierzy, nie przypisujemy specjalnych właściwości transformowania. Mogą to być zależności między dwoma wielkościami przestrzeni r-wymiarowej, obowiązujące jedynie dla danego ukłądu współrzędnych. Przy zmianie układu współrzędnych macierz traci na ogół sens i na jej podstawie nie potrafimy wnioskować o niezmienniczych właściwościach obiektu, które głównie nas interesują. Macierz pozwala na zrytmizowanie rachunku, na zrutynizowanie przekształceń pośrednich, sama przez się nie jest jednak wielkością, której można by przypisać sens fizyczny; nie kryje się też za nią synteza zjawisk przyrody. Tymczasem tensor przedstawiony w postaci macierzy posiada specjalne właściwości, które czynią z niego obraz wielkości fizycznej; mianowicie, macierz tensorowa przy zmianie układu współrzędnych wykazuje określone prawa transformacji, a jej składniki są ze sobą w organiczny sposób związane. Trzeba przy tym zwrócić uwagę, że tensory 2-go rzędu, określone wyżej omówionymi prawami transformacji, mogą być rozwinięte zasadniczo jedynie na macierze kwadratowe, gdy odpowiednikami tensorów 1-go rzędu (poliwektorów) są macierze wierszowe lub słupowe. «Tensor to macierz (kwadratowa) plus prawa jej trans- formowania», [9].
4. Znaczenie metody tensorowej w technicePrzejdźmy do głównego interesującego nas zagadnienia, tj. do perspektyw wykorzystania rachunku tensorowego w technice. Zagadnienie należałoby podzielić na odpowiedzi na dwa pytania:20



(1) co może dać rachunek tensorowy w zagadnieniach technicznych, w których występują typowe wielkości tensorowe, a więc w których dają się stosować metody tego rachunku i(2) w jakich dziedzinach techniki występują wielkości tensorowe, a więc gdzie oczekiwać należy konkretnych korzyści z zastosowania tej metody.Pytanie pierwsze wymaga syntetycznej odpowiedzi, opartej na ogólnej znajomości rachunku tensorowego, pytanie drugie pociąga za sobą konieczność analizy związków i zjawisk fizycznych za pomocą rachunku tensorowego.Wydaje się, że istotna cecha użyteczności rachunku tensorowego polega na stopniu uogólnienia wprowadzanym przez ten rachunek. Proces technicznego obliczenia opiera się przecież na zastąpieniu konkretnych liczb odnoszących się, na przykład, do obwodu elektrycznego — symbolami oraz na wykonaniu na tych symbolach działań matematycznych, aby potem od symbolów przejść z powrotem 'do wartości numerycznych.Najprostszym rodzajem uogólnienia będzie uogólnienie algebraicz
ne, w którym symbolami zastępujemy poszczególne liczby. Na podstawie takiego uogólnienia wnioskować możemy o przebiegu pojedynczego zjawiska. Jeżeli zaś rozważania chcemy odnieść do zbioru elementów, nie zajmując się każdym z nich z osobna, to użyjemy metody macierzowej zastępując dany zbiór liczb lub symboli algebraicznych pojedynczym symbolem macierzowym. Geometrycznie' biorąc jest to przejście od układu o r stopniach swobody do pojedynczego punktu w przestrzeni r-wy- miarowej. W postępowaniu takim kryje się jednak poważne niebezpieczeństwo. Ujęcie macierzowe skróciło formę zapisu, ale do poznania zjawiska nie wniosło nowych elementów, gdyż otrzymane wnioski odnoszą się tylko do pewnych warunków, czyli do wybranego układu współrzędnych.Jeżeli chcemy zmienić układ współrzędnych, czyli rozciągnąć dane równanie na całą grupę zjawisk o analogicznych właściwościach lub zbadać wpływ jednego z parametrów (współrzędnych) danego przebiegu, to staje się nieodzowne znalezienie inwariantnych cech tej grupy elementów, a więc metody przejścia z jednego układu współrzędnych na inne. Staje się więc rzeczą konieczną zastosowanie metody tensorowej. Zależnie od charakteru badanego obiektu geometrycznego (zjawiska fizycznego) oraz od stopnia zmian i uogólnień, jakie mamy wprowadzić, zmienia się rodzaj potrzebnej transformacji tensorowej.Schematyczna klasyfikacja metod transformacji przydatnych w technice jest dość ryzykowna i może doprowadzić do zupełnie błędnych wniosków, jak to miało miejsce w pracach G. K r o n a, [45], i [47], Wydaje się natomiast rzeczą logiczną przeprowadzenie podziału opartego na roz21



różnieniu celu, któremu ma służyć' transformacja. W poglądowy sposób można tu rozróżnić trzy grupy problemów technicznych, którym podporządkować można swoiste metody transformacji tensorowych.(1) Najprostszy typ transformacji ogranicza się zazwyczaj do przesunięcia lub obrotu sztywnego układu współrzędnych. Transformacja ta ma na celu zbadanie właściwości danego obiektu geometrycznego bez czynnego wkraczania w przebieg zjawiska. Poglądowo można powiedzieć, że obserwator, znajdujący się na układzie osi współrzędnych luźno związanych z badanym obiektem, a więc nie podlegających zmianom zachodzącym w obiekcie, ogląda ten obiekt z różnych stron.Przykładem tej metody będzie np. obliczenie za pomocą transformacji tensorowej naprężeń panujących w różnych przekrojach bryły przestrzennej. Jeżeli w pierwotnym kartezjańskim układzie współrzędnych wyznaczyliśmy tensor naprężeń ||oj| (rys. 7) o składowych ay, to dla znalezienia sił normalnych 
Fn i stycznych Ft, panujących w pewnej płaszczyźnie P, trzeba w ten sposób obrócić osie wpółrzęd- nych, aby w nowym układzie X‘ np. oś X' była równoległa do kierunku normalnej do płaszczyzny. Posługujemy się w tym celu transformacją analogiczną do (11)(36) a'kt= £ C*C‘a‘J;

i.jskładowe okl dają żądane składowe sił.(2) Bardziej skomplikowana transformacja będzie potrzebna wówczas, gdy będziemy chcieli formalnie przekształcić badany obiekt geometryczny. Przekształcenie takie może mieć na celu uproszczenie rozpatrywanego zjawiska lub sprowadzenie dwóch różnych obiektów do obiektów o tej samej postaci w celu ich porównania. Po rozpatrzeniu takiego uproszczonego obiektu musimy z powrotem transformować wyniki na układ pierwotny, czyli dokonać transformacji, która ma za zadanie wyciągnięcie wnioskow o obiekcie bardziej skomplikowanym na podstawie prostego obiektu. We wszystkich tych przypadkach transformacja wpływa na formalny opis zjawiska nie zmieniając jego istotnego przebiegu. Zależnie od rodzaju obiektu i wymaganego stopnia uproszczenia trzeba przy tego rodzaju problemach posługiwać się transformacją przez przesunięcie lub obrót, bądź też zmianę układu osi współrzędnych, co oznacza zmianę podstawowego tensora metrycznego. Na przykład, chcąc sprowadzić układ trzech symetrycznych cewek sprzężonych do trzech niezależnych obwodów wystarczy transformacja przez obrót w układzie kartezjańskim, jeżeli natomiast przepływ cieczy w przewodzie eliptycznym chcemy spro-22



wadzić do przepływu w rurze okrągłej, to potrzebna jest transformacja osi odniesienia. Dla walca o przekroju kołowym podstawowy tensor metryczny |ip01| wyznaczony był przez równanie (25), gdy dla przekroju eliptycznego przy wprowadzeniu osi ortogonalnych XY (rys. 8)
(37) a ]/ cosh2 X—cos2 Y
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1Współrzędna Z pozostaje niezmieniona, można więc ją opuścić. Transformacji dokonamy posługując się wzorem (22). Transformacje tego typumożemy sobie uzmysłowić jako oglądanie przedmiotu w krzywym zwierciadle, które nadaje obrazowi pożądane przez nas uproszczone zarysy.(3) Wreszcie celem trzeciego typu transformacji jest odwzorowanie rzeczywistych pro

cesów zachodzących w obiekcie przez zmianę układu współrzędnych. Gdy w obu poprzednich problemach osie współrzędnych byłyniejako luźno związane z obiektem, a trans- Rys. 8formacja miała charakter formalny, uzależniony od położenia (pierwszy problem) lub sposobu patrzenia (drugi problem) postronnego widza, to w ostatnim problemie transformacja jest wyrazem istotnego przebiegu zjawiska fizycznego. Obserwator, zamiast patrzeć z boku, został przyczepiony do pewnego elementu układu (np. do cząstki materii i z tego stanowiska widzi zjawiska. Problemy tego typu są nadzwyczaj różnorodne, przeważnie wymagają one transformacji na współrzędne krzywoliniowe i przejścia od przestrzeni euklidesowej do przestrzeni R i e m a n- n a. W wielu jednak przypadkach sprawa ogranicza się do przesunięcia lub obrotu osi współrzędnych. Najprostszym przykładem jest odwzorowanie względnego ruchu dwóch obiektów przez odpowiednie przemieszczenie osi współrzędnych. Często metoda ta jest stosowana przy badaniu odkształceń ośrodka ciągłego, mianowicie ze współrzędnych nieruchomych x‘ przechodzimy na współrzędne X‘ związane z materią odkształconego ośrodka (współrzędne Lagrange’a). W nowych współrzędnych otrzymujemy znacznie prostszą postać niektórych wzorów, opłaca się zatem użycie skomplikowanego układu odniesienia. Na przykład praca d L naprężeń akl powodujących przemieszczenia dui da się przedstawić w osiach odkształconych X1 różniczkami absolutnymi(38) D d ui
DXk dX]dX2dX3,
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co sprawiałoby trudność, gdyby równanie to odnosiło się do osi x‘. Powyższy podział da się streścić w następujący sposób:grupa 1 obejmuje transformacje formalne nie zmieniające postaci obiektu,grupa 2 obejmuje transformacje formalne powodujące zmianę postaci (składowych) obiektu,grupa 3 obejmuje transformacje odwzorowujące rzeczywiste zmiany w obiekcie.W zastosowaniach będziemy mieli czasem dó czynienia z kombinacją różnych grup transformacji, najczęściej będzie to dotyczyło badania za pomocą transformacji grupy pierwszej właściwości obiektu, który uległ transformacji grupy trzeciej.Transformacje takie występują w wielu zagadnieniach fizyki, jeżeli posługujemy się równolegle różnymi typami współrzędnych, np. współrzędnymi Eulera i Langrange'a. Przyjęty tu podział wydaje się znacznie logiczniejszy od koncepcji K r o n a, [45], która nigdy nie znalazła udokumentowania w praktycznych zastosowaniach.Uzyskanie formuły, uogólniającej w formie równania tensorowego szczególne zależności, występujące w jakiejś konstrukcji czy procesie technologicznym, nie zadowoli jednak praktycznych wymagań inżyniera. W celu uzyskania przydatnego technicznie rozwiązania, po wykonaniu generalizacji obiektu metodą tensorową, przejść trzeba drogę powrotną do coraz bardziej szczegółowych przypadków. Należy zatem rozwinąć tensory na odpowiednie macierze, następnie znaleźć wartości algebraiczne tych macierzy i wreszcie podstawić wartości liczbowe, znajdując potrzebne dane techniczne.Nasuwa się wobec tego pytanie, czy istotnie dla potrzeb techniki lub nauk technicznych potrzebne jest to uogólnienie. Równie dobrze można zapytać, czy z doliny (od znanych wartości numerycznych) warto piąć się na górę (ku uogólnieniom), aby potem znów zejść w doliny (do wartości numerycznych poszukiwanych). Czy nie byłoby lepiej wędrować dolinami, to jest stosować stopniowe przeliczanie wartości liczbowych.Otóż przedłużając nasze porównanie można powiedzieć, że na szczyt góry warto wejść w czterech przypadkach: (1) jeżeli chcemy zbadać, z czego składa się wierzchołek góry, (2) jeżeli pragniemy obejrzeć widok ze szczytu, (3) gdy droga przez góry okaże się w wyniku łatwiejsza niż bardzo długa droga dolinami, i, wreszcie, wówczas (4) gdy dolina jest całkowicie otoczona górami, nie ma więc z niej innego wyjścia.Podobnie jest w naszym przypadku. Błędne byłoby twierdzenie, że rachunek tensorowy jest wszędzie i zawsze przydatny; nie ma sensu silić się na jego zastosowanie wówczas, gdy kompletny i jasny opis zjawiska dają prostsze metody, chyba że zależy jedynie na ilustracji zasto24



sowania symboli tensorowych. Tam jednak, gdzie użycie pojęć tensorowych jest uzasadnione, mogą one dać poczwórną korzyść.(1) Proste w swej formie algebraicznej wzory tensorowe ujmują w sposób syntetyczny bardzo skomplikowane przebiegi i pozwalają technikowi zorientować się w generalnych zależnościach, które rządzą projektowanym przez niego urządzeniem. Równanie takie, nawet bez rozwiązania numerycznego, pozwala konstruktorowi na wpółintuicyjne określenie, w jaki sposób należy dobrać parametry układu, aby uzyskać zamierzony efekt, lub też daje możność zorientowania się, jak wpłynie zmiana jednego z elementów na działanie całego urządzenia. Ustalenie typów tensorów opisujących badaną grupę zjawisk pozwala na ich skla
syfikowanie, daje zatem możność określania charakteru zmienniczości i inwariantnych związków, łączących poszczególne części danego urządzenia czy też czynniki procesu technologicznego. W ten sposób głębiej wnikamy w istotę zjawisk fizycznych. Zamiast rzutu oka z jakiejś określonej perspektywy, mogącej wytworzyć złudne skróty obrazu, oglądamy obiekt ze wszystkich stron, wyławiając jego istotne cechy, a odrzucając przypadkowe deformacje obrazu zależne od kierunku patrzenia.(2) Równania tensorowe mają identyczną postać dla bardzo różnych zjawisk fizycznych. Raz ustalone zależności można więc stosować do różnych dziedzin techniki. Ten właśnie aspekt zagadnienia jest dla autora osobiście szczególnie atrakcyjny, pozwala bowiem na bardziej przejrzyste niż w dotychczasowych pracach, [58] i [59], ujęcie analogii elektromechanicznych. Nie będziemy tu powtarzać podanych wówczas motywów decydujących o wadze zagadnienia analogii we współczesnej technice. Podkreślić tylko wypada, że rachunek tensorowy posiada w tym zakresie ogromne walory dydaktyczne.W możliwości operowania tymi samymi związkami w różnych dziedzinach nauk technicznych tkwi jeszcze, oprócz zagadnienia analogii, inna ważna korzyść praktyczna. Chodzi o to, że obecne problemy techniczne, zwłaszcza problemy, które przed nami stawia kompleksowy przemysł gospodarki ludowej, są z reguły wieloparametrowe i bardzo różnorodne, wiążące się z zupełnie odrębnymi dziedzinami wiedzy. Otóż przy metodzie tensorowej możemy, przynajmniej symbolicznie, operować dowolną ilością zmiennych (wektorów podstawowych), a wskaźniki zmienniczości pozwalają na zorientowanie się, jaki jest wpływ poszczególnych czynników.(3) O ile chodzi o rachunkowe zastosowanie metody tensorowej, a więc zejście do rozwiązań numerycznych, to sytuacja wygląda analogicznie jak przy użyciu algebry macierzowej, do niej bowiem sprowadzają się działania arytmetyczne, które trzeba wykonać przy rozwijaniu tensorów. Sprawa ta była w, swoim czasie przedmiotem dyskusji w Zakładzie Elek25



trotechniki Teoretycznej PAN; wartościowe uwagi zawiera praca T. C h o 1 e w i c k i e g o, [14], Zainteresowani znajdą szczegóły w podręcznikach specjalnych, [25]. O przydatności rachunku macierzowego (i tensorowego) decyduje tu stopień skomplikowania zagadnienia i jego powtarzalność. Pojedynczy obwód prądowy lub rozkład naprężeń w mało skomplikowanej bryle na pewno łatwiej rozwiążemy rachunkiem elementarnym (pójdziemy do celu dolinami). Natomiast przy zagadnieniach wymagających żmudnych i często powtarzających się przeliczeń metoda jnacierzowa staje się przewodnikiem i organizatorem rachunku, pozwala bowiem, jak już wspomnieliśmy, na zautomatyzowanie obliczeń. Trudno się jeszcze zorientować, w . jakim stopniu rachunek tensorowy i macierzowy będzie przydatny przy posługiwaniu się maszynami matematycznymi. Wydaje się jednak, że zarówno przy opracowaniu programu, jak i przy ustalaniu analogii będzie on bardzo użyteczny.(4) Trzeba wreszcie stwierdzić, że są pewne problemy, które nie dadzą się W; ogóle praktycznie rozwiązać bez użycia metody tensorowej, co oznacza, że zastosowanie rachunkowe tej metody do istotnego numerycznego rozwiązania zagadnienia sięga dalej niż zastosowanie metody macierzowej. Wynika to z wyżej omówionego faktu, że metoda macierzowa nadaje się tylko do określonego typu współrzędnych, podczas gdy przechodząc na równania tensorowe możemy operować przestrzenią o niemal dowolnych własnościach. Możemy zatem skomplikowane zagadnienia — nie dające się rozwiązać w układzie odwzorowywanym według praw geometrii euklidesowej — sprowadzić do stosunkowo prostych zależności obowiązujących przy odpowiednio dobranych współrzędnych krzywoliniowych [problemy grupy (2) i (3)].Przejdźmy teraz do zbadania, jak te ogólne wytyczne dostosować do różnych gałęzi techniki. Byłoby rzeczą niecelową przypadkowe wymienianie tych dziedzin, w których sporadycznie spotykamy przykłady użycia metody tensorowej. Należy raczej zapytać, jakie są podstawowe pro
blemy techniki dające się wyrazić i rozwiązać symbolami tensorowymi.

5. Wielkości tensorowe w ośrodkach ciągłychNa wstępie stwierdziliśmy, że rachunek tensorowy powstał z potrzeb krystalografii i teorii sprężystości rozwijając się przede wszystkim jako narzędzie badania kontinuum r-wymiarowego. Obecnie jednak znaleziono już, [3], [6], dogodne metody adaptacji tego rachunku do systemów o stałych skupionych. Rachunek tensorowy może zatem przeniknąć do elektrotechniki i mechaniki zarówno przez zagadnienia pola, jak i przez problemy systemów. Używać będziemy nazwy system dla określania obiektu składającego się z elementów skupionych, natomiast termin 
układ rezerwujemy nadal dla zespołu osi odniesienia.26



Zachowamy historyczną kolejność i zaczniemy od zagadnienia pola abstrahując na razie od tego, czy jest to pole sił sprężystych, czy też pole elektromagnetyczne. Należy przede wszystkim zbadać, jaki charakter tensorowy mają występujące w polu wielkości fizyczne, co pozwoli na prawidłowe ułożenie równań tensorowych i ocenę ich przydatności.Przedtem jednak musimy uzupełnić nasze wiadomości dotyczące różnego typu niepełnych tensorów, jakie skonstruować możemy w przestrzeni metrycznej i wektorowej. Użyjemy przy tym możliwie prostych określeń, nie wdając się w subtelności wprowadzone przez niektórych autorów, [55],Poprzednio mówiliśmy, że tensor antysymetryczny może być przedstawiony w formie multiwektora. Ta interpretacja fizykalna ma sens wówczas, gdy rząd tensora n jest mniejszy od ilości współrzędnych p. W przypadku gdy n równa się r, a tensor jest antysymetryczny względem wszystkich indeksów, wartość różną od zera będzie miał tylko wyraz i, j,r tego tensora, mianowicie wyraz nie zawierający dwóch jednakowych indeksów. Pozostałe wyrazy równe są zeru. Tensor tego typu daje się więc przedstawić pojedynczą liczbą, która jednak nie jest ska- larem, lecz tzw. pseudoskalarem, gdyż zmienia swą wartość zależnie od układu współrzędnych. Oznaczymy go literą gotycką 91. Używa się również oznaczenia literami pisanymi półgrubym drukiem, [74],W problemach technicznych i fizycznych nic nie stoi na przeszkodzie, aby przyjąć jako stale obowiązującą pewną kolejność indeksów, podobnie jak to robimy w rachunku wektorowym, oznaczając zwrot wektora względem osi. Wtedy naszemu pseudoskalarowi przypisujemy jeszcze określony zwrot (według Schoutena jest to tzw. W-skalar, [74],W jaki sposób transformuje się pseudoskalar przy zmianie współrzędnych? Na podstawie wzoru (10), zważywszy ponadto znikanie składników o dwóch lub więcej jednakowych indeksach, otrzymamya = 1 dla tensora kontrawariantnego, 
a = — 1 dla tensora kowariantnego.Litery w nawiasach nie mają tu takiego znaczenia jak indeksy w zwykłych równaniach tensorowych, służą jedynie do określenia, do jakiego systemu współrzędnych odnosi się pseudoskalar (litery duże) i czy powstał on z wektora kontrawariantnego (indeks górny), czy też kowariantnego (indeks dolny). Ważną własnością pseudoskalara jest zależność jego transformacji od rodzaju zmienniczości wyjściowego tensora. W geometrii wektorowej oznacza to istotną różnicę cech danego zjawiska. W geometrii metrycznej sprawa daje się z łatwością wyjaśnić, mianowicie ilo

(39) | 91 (
(i) W I
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czyn składników o różnych indeksach będzie miał w tensorze kontrawa- riantnym postać
W(40) 31 = X1 x2 xs,przedstawia zatem pojemność elementu przestrzennego. Odpowiedni iloczyn składników wektora kowariantnego(41) 31 = y^^,

przedstawia odwrotność pojemności, jakie tworzą odpowiednie wektory kontrawariantne- Stąd nazwa gęstość skalarna. Wygodne przy rozważaniach fizycznych rozróżnienia gęstości i pojemności skalarnej wprowadzone zostało przez L. B r i 1 1 o u i n, [8]; inni autorzy mówią ogólnie o gęstości. Iloczyn gęstości przez pojemność
(42) 3t 31 = K

(X)jest wielkością niezmienniczą, która w ośrodku ciągłym odpowiada zawartości materii w danym elemencie.Iloczyn gęstości (pojemności) przez dowolny tensor daje tzw. gęstość 
(pojemność) tensorową. Wielkości te można ogólnie nazwać pseudotenso- 
rami: D u b n o w, [20], używa terminu «tensor względny». W przestrzeni trójwymiarowej pojemność tensorowa jest powierzchnią o określonym kierunku normalnej i określonym zwrocie, stanowi zatem odpowiednik poprzednio wspomnianego biwektora kontrawariantnego. Dla odróżnienia pseudotensory oznaczać będziemy literami gotyckimi.W przestrzeni metrycznej, ze względu na wzory (22) i (39), przejście z tensora A na pseudotensor 31 następuje za pomocą wielkości/ . zi im — — 1 dla 3(d(43) A = (|y|)k/2 3l [k= + l dla 31 zy,gdzie y jest wyróżnikiem podstawowego tensora metrycznego llpll.Zauważymy mimochodem ważną w zastosowaniach technicznych zależność geometryczną, mianowicie rzeczywista objętość elementu d V 
w układzie współrzędnych x‘ równa się(44) d V = (|y|)^ da;1 dx2dx3.Zmiana wartości pseudoskalara następuje, jak widać z równania (39), jedynie wówczas, gdy zmieni się podstawowy tensor metryczny.28



Przejście z tensorów właściwych na pseudotensory w wielu przypadkach bardzo upraszcza rachunek, gdyż tensor antysymetryczny rzędu n w przestrzeni r-wymiarowej, posiadający r\/n\ (r— n!) na ogół różnych od zera i różnych między sobą składowych, redukuje się do pseudotensora o (r - n) składowych. Takim pseudotensorem pierwszego rzędu jest np. multiwektor o określonym zwrocie, który poprzednio rozpatrzyliśmy. W przestrzeni trójwymiarowej objętość tensorowa jest powierzchnią 
o określonym kierunku normalnej i określonym zwrocie; odpowiada ona biwektorowi kontrawariantnemu.Mamy tu doskonałą logikę systemu wielkości tensorowych, pozwalającą na łatwe orientowanie się w skomplikowanych zagadnieniach wielowymiarowych.W problemach elektrotechniki i drgań mechanicznych specjalne znaczenie mają tensory, których składniki są liczbami zespolonymi typu 
a + jb. Tensory takie przy odwróceniu przechodzą na tensory sprzężone o składowych typu a — jb. Tensory zawierające składniki proste i sprzężone, tzw. tensory H e r mi t e’ a czyli spinory, zajmują ważne miejsce w fizyce atomowej. W technice macierze tego typu znajdują zastosowania w zagadnieniach złożonych obwodów elektrycznych.Wróćmy do określenia charakteru tensorowego wielkości pola. Postaramy się wyjść z interpretacji operatorów polowych w geometrii wektorowej, gdyż daje to najogólniejszy obraz zjawisk. Trzeba przy tym pamiętać, że wówczas od punktu do punktu zmieniają się prawa transformacji, a poziom indeksów określających zmienniczość musi pozostać nienaruszalny. Przypadek przestrzeni metrycznej traktować będziemy jako szczególny, jest on zresztą mniej interesujący i wyczerpująco rozważony w literaturze, np. [37].Przejdźmy kolejno podstawowe operacje wektorowe, ograniczając się do sformułowania najważniejszych wzorów tensorowych.

Gradientem nazywamy pewien wektor G przyporządkowany funkcji skalarnej V (potencjałowi):(45) G = grad V ;można to również przedstawić przez formalne pomnożenie potencjału przez operator Hamiltona |7 (nabla), mający jednocześnie charakter wektorowy i będący symbolem różniczkowym (por. np. N. A. G o- workowa, [32]):(46) G = FV.W postaci tensorowej gradient określamy wzorem
dv

(47) Gk — d xk • 29



W przestrzeni metrycznej wzór ten będzie uzupełniony do postaci (48) r . 1 dv
k l dxk ’gdzie l jest długością jednostkową, określoną przez jednostkowe składowe za pomocą wzoru (22). Za pośrednictwem tensora podstawowego przejść możemy w przestrzeni metrycznej na wygodniejszy w analizie geometrycznej wektor kontrawariantny (49) ri = V gik d V

l dxk ’Następnym pojęciem jest rotacja(50) R = rotB,którą można formalnie przedstawić jako iloczyn zewnętrzny (wektorowy) operatora Hamiltona przez wektor B:(51) R=rF*B].Składniki rotacji w formie tensorowej przedstawiają się następująco:
Jest to jednorodny tensor antysymetryczny, który odpowiada biwekto- rowi. Jeżeli wybierzemy jako obowiązujący pewien porządek indeksów tego tensora, to sprowadzimy rotację do gęstości tensorowej.Przy przejściu do współrzędnych metrycznych ortogonalnych znaj- dziemy rzeczywiste długości składników wektora rotacji przez wprowadzenie jednostkowych długości l(*) przyporządkowanych wielkościom 
Bt, B^; przyjmując Bi = B'i!l^ oraz otrzymujemy
(53)

Ciekawe właściwości posiada w ujęciu tensorowym dywergencja. Równanie(54) D = div Cprzedstawia inaczej iloczyn wewnętrzny (skalarny) operatora Hamiltona przez wektor(55) O=17-C.30



Diwergencja w przestrzeni r-wymiarowej ma następującą postać, w której nie sprecyzowaliśmy na razie charakteru tensorowego poszczególnych wielkości:
w E-W-Zauważyć trzeba, że całka diwergencji przedstawia strumień wypływający z danego obszaru. Szukanie rozbieżności jest więc operacją wektorową, którą przeprowadzamy na wektorze kontrawariantnym C' pomnożonym przez gęstość skalarną czyli na gęstości tensorowej pierw- (0szego rzędu (wektorowej) 6'. Łatwo udowodnić, że wówczas diwergencja jest również gęstością skalarną, czyli że wzór (56) należy poprawnie napisać jako(57) ® =

Rozumowanie pozostaje w mocy, jeżeli zamiast gęstości wektorowej wprowadzimy gęstość tensorową wyższego, np. n-rzędu w przestrzeni r-wymiarowej, pod warunkiem, że gęstość ta pozostanie całkowicie anty- symetryczną; w przeciwnym razie pojawią się czynniki wyższego rzędu tensorowego. Możemy teraz podać ważną zależność dla gęstości tensorowej drugiego rzędu:(58) dx‘Diwergencja jest tu wielkością wektorową, a nie jak w rachunku elementarnym skalarną, i dlatego piszemy ją dla odróżnienia z dużej litery.W przestrzeni metrycznej, gdy szukamy rozbieżności pól zwykłych wektorów, rozumowanie jest uproszczone, gdyż przez operację 6' = y | y | C' przechodzimy od wektora do gęstości wektorowej. Dla współrzędnych ortogonalnych w przestrzeni trójwymiarowej, podobnie jak we wzorze (53), możemy przejść do długości rzeczywistych wektorów według wzoru
(59) div c = dc° + d^(l(1) l(3) + d^ c'^

Na uwagę zasługują jeszcze właściwości laplasjanu w ujęciu tensorowym. Możemy go napisać w postaci(60) F2 V = div grad V = ’ 
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jest to, inaczej mówiąc, iloczyn skalarny (kwadrat) operatora Hamiltona:(61) F2 V = (F • F) V.W przestrzeni wektorowej wielkości takiej nie można w prosty sposób utworzyć, gdyż nie mamy przejścia od składowych kowariantnego wektora gradientu G* do kontrawariantnego wektora potencjału o składowych B‘.W przestrzeni metrycznej jest to manipulacja dająca ze skalara skalar, która musi być przeprowadzona przy uwzględnieniu zmiany położenia indeksów: 
(62) dx‘yy dxkJ

Zamiast \/|y| podstawić można odpowiednie długości jednostkowe, co dla osi ortogonalnych w przestrzeni trójwymiarowej daje dobrze znane z analizy wektorowej, [24], wyrażenie laplasjanu(63) F2 V = 1
l(i) 1(2) 1(3) dar

i 1(2) 1(3) dV\ 
' l(i) dxy

.___ d / l(i) 1(3) dV\ d /l(i) 1(2) dV\ 
dx2( 1(2) da:3/ ‘ dx3( 1(3) dx3j

Za pomocą analizy tensorowej pojęcia gradientu, rotacji i diwergencji można rozszerzyć nie tylko na wektory i skalary, ale i na tensory dowolnego rzędu. Wymienione operacje polegają tu na zmianie rzędu tensora, czego szczególnym przypadkiem są przekształcenia analizy wektorowej. Obowiązują przy tym następujące reguły:(1) gradient tensora ma rząd o 1 wyższy od tensora pierwotnego,(2) diwergencja tensora jest o 1 rząd niższa od tensora pierwotnego,(3) rotacja tensora wyraża się tensorem o 1 rząd wyższym, ale zawsze antysymetrycznym.Istotne korzyści w ujęciu tensorowym dynamicznych przebiegów zachodzących w ośrodku ciągłym otrzymamy przez wprowadzenie czasu jako współrzędnej niezależnej lub związanej, co otwiera drogę do zastosowań rachunku tensorowego w zagadnieniach teorii drgań, [9]. Aby zachować fizyczną poprawność określeń, musimy tu zaczerpnąć wzory ze szczególnej teorii względności. Jak wiemy, główną trudnością w przejściu z układu o współrzędnych nieruchomych do układu o współrzędnych ruchomych jest fakt niezmiennej prędkości światła (doświadczenie M i- c h e 1 s o n a). Zagadnienie to zostało rozwiązane w 1905 roku przez E i n- 32



steina za pomocą wprowadzenia pojęcia względności czasu i związanego z tym zasadniczego równania(64) x'2 + y'2 + z'2 — c21'2 — x"2 + y"2 + z"2 — c31"3, z którego wynikają transformacje Lorentza, [7].W technice — przynajmniej na razie — posługujemy się tak małymi prędkościami, że wielkość v2/c2 może być w transformacji Lorentza pominięta. Interesuje nas natomiast podana w 1908 roku przez M i n- kowskiego, [65], interpretacja geometryczna równania E i n s t e i- n a. Ma ona duże znaczenie praktyczne, mimo pozornie abstrakcyjnej formy, którą w dodatku w antynaukowy sposób starano się zaciemnić różnymi idealistycznymi hipotezami. M i n k o w s k i wprowadza pojęcie współrzędnych czasowo-przestrzennych x, y, z, jct oraz pojęcie «wektor a w świecie» wyznaczonego tymi współrzędnymi. Ruch punktu materialnego w przestrzeni przedstawia. «linię w świecie».Wielkości cosinusów kierunkowych są tu określone przez równanie(65) dx dx dt 1 dy dz . dt
ds dt ds ds ds dsZ transformacji Lorentza wynika d t = j 

ds c ]/ 1 — v2/c2 zaś dx/dt, dy/dt, dzjdt są składowymi prędkości v.Jeżeli «linia w świecie» zlewa się z osią jct, at = a2 = a3 ~ 0, a4 = 1, to punkt materialny pozostaje w spoczynku. Zmiany prędkości tłumaczą się jako przesunięcia kątowe. Widzimy, że stwarza to bogate możliwości operowania tak wygodnymi w rachunku tensorowym pojęciami przestrzeni r- wymiarowej, przy czym zaniedbanie czynników wynikających z transformacji Lorentza znacznie przyśpiesza obliczenia.
6. Metody tensorowe w technicznych zagadnieniach polaRachunek tensorowy odniesiony do* ośrodków ciągłych znajduje liczne zastosowania w mechanice i elektrotechnice. Przedmiotem niniejszej pracy nie jest szczegółowe omawianie tych zastosowań, punkt ciężkości położyliśmy bowiem na samej metodzie podejścia do zagadnienia. Niemniej należy wymienić przynajmniej główne kierunki, w jakich rozwijają się lub będą się zapewne rozwijały zastosowania, aby na tym tle uwydatnić specyficzne dla techniki metody posługiwania się rachunkiem tensorowym.Klasyczną dziedziną zastosowania rachunku tensorowego w technice są zagadnienia statyczne teorii sprężystości. Metody tensorowe w tej nau33



ce nie tylko były najdawniej znane i stosowane jeszcze przed właściwym sprecyzowaniem pojęć tensorowych [69], ale i nadal pozostaną zapewne stosunkowo najbardziej popularne. Wynika to z dwóch przyczyn:(1) Tensor pola sił sprężystych jest łatwo dającą się wyobrazić, niemal namacalną, wielkością fizyczną. Specyficzne właściwości geometryczne elipsoidy naprężeń lub odkształceń są tak zrozumiałe, że wprowadzenie pojęcia matematycznego, które jednym symbolem ujęłoby te własności, narzuca się samo przez się.(2) Obliczanie naprężeń i odkształceń w różnych przekrojach ośrodka spotyka się stale w konkretnych zagadnieniach technicznych, a jednocześnie stanowi typowy problem transformacji tensorowej.Ze względu na bogatą i szeroko znaną literaturę przedmiotu (np. [32a]) nie będziemy się tutaj zajmowali teorią tensora sprężystości. Trzeba jednak podkreślić, że stopień przydatności metody tensorowej do istotnego rozwiązania problemów teorii sprężystości, a nie tylko do ich zwięzłego zapisu i wygodnej manipulacji, zależy w dużej mierze od rodzaju zagadnienia. Przy rozpatrywaniu w układzie osi kartezjańskich ośrodka izotropowego o liniowej charakterystyce — zależności matematyczne są stosunkowo proste i dadzą się wyrazić metodami elementarnymi. Niemniej transformacja tensorowa, należąca do problemów grupy (2), może tu oddać cenne usługi. Upraszcza ona kształt rozpatrywanego obszaru i daje wzory uwidoczniające wszystkie interesujące technika właściwości elipsoidy naprężeń i odkształceń.Posługując się poprzednio omówioną metodą Riemanna-Chri- s t o f f e 1 a uzyskuje się znaczną oszczędność przeliczeń i przejrzystą formę zależności. Jako przykład, [49], rozpatrzymy zachowanie się ośrodka sprężystego ograniczonego powierzchnią walcową. Zagadnienie polega na znalezieniu zależności tensora naprężeń || u H od tensora potencjału naprężeń IITII. Użyjemy współrzędnych walcowych q, 0 i z przyjmując, że tensor IITII jest niezależny od kąta 0 . Ograniczymy się do podania toku rozumowań wymagających gruntowniejszej znajomości rachunku tensorowego. Badaną zależność napiszemy w postaci tensorowej w sposób nadzwyczaj prosty:(66) ||<r|| = Rot (Rot |[T||)5,gdzie indeks s oznacza, że drugą rotację wyznaczamy w stosunku dotransponowanego, a nie prostego tensora (Rot T ).Tensor | T | ma postaćtPP 0 1 1.11 0 ^13
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Długość elementu liniowego wynosi(ds)2 = (d e)2 + (ed0)2 + (dz)2;stąd tensor metryczny 11 0 0(67) hil= 0 > * 0
II 0 0 1 Ii symbole Christoffela

y = e2 >

p2 ---- p2 ---- jL
1 12---- 1 21 1'^., = — q, pozostałe F‘k = 0.

Rotacja tensora HTlI jest tensorem 3-go rzędu o składowych(68)
d X O XJ jr lr

Dzieląc te składowe przez | odwracamy charakter ich^mienniczości względem ij, traktowanych jako łączny indeks l. W ten sposób otrzymujemy tensor mieszany !|S|| o składowych Slk, który po transponowaniu daje kowariantny tensor
(68.1) 01 Id t22 .I 5 Q 1 Qg \ d z " 30

.(d t13 dtu\ 
~ ' d q d z /

/d t33 d t13\ 
( d q d z ]

0
Łatwo teraz obliczyć składowe llcrll jako rotację ostatniego tensora:

(69)

_ 1 d2t22 1 d t33 2 d t13
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Równania te można przedstawić w dogodniejszej formie wprowadzając wspomniane wyżej fizyczne składowe tensorów oznaczone * (gwiazdką). Dochodzimy do nich przez transformację

Dalsze przeliczenie nie nastręcza większych trudności. Przykład ten wskazuje dobitnie na zwięzłość przeprowadzonego rachunku i drogę dojścia do numerycznych wyników poprzez uogólnienie tensorowe. Również pożyteczna jest wyżej wspomniana transformacja tensorowa odniesiona do ośrodka odkształconego, należąca do (3) grupy zagadnień. Szereg przykładów zastosowania tej transformacji znajdziemy w pracach specjalnych, [8], [42], Autor wykorzystał tę transformację do obliczenia ciśnienia promieniowania fali ultradźwiękowej, [61],Klasyczna teoria sprężystości operuje odkształceniami nieskończenie małymi. Taki uproszczony obraz zjawisk nie zawsze jednak nas zadowala nie tylko pod względem teoretycznym, ale i w zastowaniach praktycznych. Dlatego poświęcono dużo uwagi zbadaniu odkształceń skończonych, które występują przede wszystkim w szeroko stosowanych w nowoczesnej technice materiałach o dużej podatności, jak guma i plastyki, [2].Otóż do rozwiązywania zagadnień z zakresu odkształceń skończonych rachunek tensorowy staje się niezbędnym narzędziem. Wynika to z dwóch powodów.(1) Teoria odkształceń nieskończenie małych operuje jednym układem współrzędnych, gdy dla odkształceń skończonych posługujemy się dwoma odmiennymi układami związanymi z ośrodkiem współrzędnymi L a- g r a n g e’ a, przy których za punkt wyjścia przyjmuje się pierwotny (nieodkształcony) stan ośrodka, i sztywnymi współrzędnymi Eulera, opartymi na ośrodku już odkształconym. Przy przejściu z jednych współrzędnych do drugich nieodzowne staje się, zazwyczaj, użycie krzywoliniowego układu odniesienia, a więc posługiwanie się pojęciami geometrii Riemanna.(2) Przy odkształceniach nieskończenie małych pominąć można wyrazy rzędu drugiego i wyższych, co bardzo upraszcza rachunek. Dla odkształceń skończonych takie uproszczenie jest, oczywiście, niesłuszne; pociąga to za sobą niewygodne skomplikowanie wzorów elementarnych. Używając natomiast rachunku tensorowego i wprowadzając symbole Christoffela możemy pozostać przy klasycznych zależnościach zawierających jedynie odpowiednie poprawki.36



Dla zilustrowania zalet metody, rozpatrzymy składowe tensora odkształceń skończonych, [51]. Przy odkształcaniu ośrodka odległość między dwoma sąsiednimi jego elementami P i P‘ zmienia się z pierwotnej ds na d s . Ze stosunków geometrycznych wynika(70) (ds-)2 — (ds)2 = 2 dr (dr - F u) + (dr- Fu)2,gdzie r jest promieniem (wektorem poprowadzonym z początku układu) punktu P, r + dr promieniem punktu P' (do chwili odkształcenia dr = ds), a u wektorem przemieszczenia punktu P.Przy odkształceniach skończonych nie możemy, jak to się robi dla odkształceń nieskończenie małych, pominąć ostatniego wyrazu równania (70). Zamiast jednak wykonywać skomplikowany rachunek elementarny, znacznie logiczniejsze i łatwiejsze będzie sprowadzenie tego równania do formy dwuliniowej:(71) (ds)2— (ds)2 = 2 (dr • eyr') (r; d r).Jeżeli eij charakteryzuje odkształcenie w danym punkcie, to e y = eg r‘ rJ są składowymi tensora odkształceń we współrzędnych Lagrange’a. Z równania (70) , 1, , , , 1 du du(72)Z drugiej strony posługując się równaniem (22) otrzymamy(72 .1) £ij 9‘/)>gdzie gy i ~gy są tensorami metrycznymi ośrodka przed i po odkształceniu. Jeżeli wychodzimy ze współrzędnych kartezjańskich, to gy redukuje się do symbolu Kroneckera [równanie (9)].Widzimy, że zagadnienie sprowadza się do równań tensorowych używanych w klasycznej teorii sprężystości. Różnica polega na tym, że składowe odpowiednich tensorów nie są tu wielkościami stałymi.Niezaprzeczone usługi oddaje rachunek tensorowy w badaniach ośrod
ków anizotropowych, [53], i to zarówno kryształów, jak i ośrodków o makroskopowej, sztucznej lub naturalnej, strukturze anizotropowej. Zagadnienia te są interesujące przede wszystkim dla budownictwa, gdzie spotykamy się często z elementami anizotropowymi. Jednak i w innych dziedzinach — nieraz od siebie bardzo odległych — występują przebiegi w ośrodkach anizotropowych, dające się doskonale ująć metodą tensorową. Wymienić tu można badania rozchodzenia się fal ultradźwiękowych w ośrodkach uwarstwionych. Praca nad tym zagadnieniem, [44], była zresztą punktem wyjścia do bliższego zajęcia się przez autora sprawą zastosowań rachunku tensorowego. 37



Rachunek tensorowy stał się niezbędnym narzędziem w pracach nad drganiami elementów piezoelektrycznych, mających podstawowe znaczenie w telekomunikacji. Przypomnijmy, że w krystalografii mamy do czynienia z nader skomplikowanymi zagadnieniami anizotropii (36 współczynników), dotyczącymi 32 klas kryształów, i że anizotropię wykazują nie tylko wielkości mechaniczne, ale również własności elektromagnetyczne kryształów, [63]. Dla zorientowania się w rodzaju zagadnienia wystarczy zestawić występujące przy drganiu kryształów efekty fizyczne; niżej podano, [llj], charakter tensorowy parametrów tych wielkości (S = skalar, V = wektor, T = tensor 2-go rzędu):
Zjawisko Parametry

sprężystości T T
dielektryczne V V
piezooptyczne T . T
piezomagnetyczne T V
piezoelektryczne T T
elektrooptyczne T V
pyroelektryczne S T
rozszerzalności cieplnej S T
tarcia wewnętrznego T TRównież w niektórych zagadnieniach hydro- i aerodynamiki można posługiwać się metodą tensorową. W hydrodynamice klasycznej zakres jej zastosowań jest mniejszy niż w mechanice ciała stałego, gdyż w przeważnej liczbie przypadków nie występują tu siły ścinające i zagadnienie sprowadza się do tensorów kulisto-symetrycznych, które można przedstawić prościej klasycznymi metodami analizy. Natomiast w problemach przepływów cieczy lepkich i przy badaniu przepływów naddźwiękowych rachunek tensorowy może być w pełni wykorzystany. Na przykład, dla przepływów w cieczach lepkich, [17], obowiązuje równanie tensorowe 

gdzie p jest ciśnieniem, f wektorem przyśpieszenia, F siłą masową oraz 
o gęstością ośrodka.W równaniu tym Em jest tensorem lepkości (wiskozy) zależnym od współczynników lepkości i odkształceń ośrodka Wmn:

Odpowiednio dobierając tensor metryczny glt znaleźć możemy dogodny sposób liczbowego wyrażenia interesujących nas zależności p(f) dla skomplikowanych geometrycznie przypadków.Rozszerzenie równań hydrodynamiki na przestrzeń nieeuklidesową zostało podane w pracy J. L ij w i n i s z y n a, [54].38



W ostatnich latach żywe zainteresowanie, zarówno uczonych jak i konstruktorów, wzbudziły zagadnienia reologii, tj. nauki traktującej o zmianach zachodzących w czasie w ośrodku poddanym działaniu sił zewnętrznych. Na przykład, sprawa pełzania metali i betonu stała się poważnym zagadnieniem gospodarczym, oczekującym teoretycznego ujęcia. W zagadnieniach Teologicznych rachunek tensorowy daje najwygodniejsze przedstawienie zależności fizycznych. Mamy tu do czynienia z uogólnieniem pojęcia tensora odkształceń en na skutek wprowadzenia tensora szybkości zmiany odkształceń degldt. Sprawę komplikuje fakt, że pęgy ustalaniu zależności między naprężeniami ag i odkształceniami eg trzeba uwzględnić 
odkształcenia plastyczne, [31], przy których występują nieliniowe zależności między ag i eg. Właśnie przez użycie równań tensorowych sens fizyczny tych złożonych procesów zostaje wyraźnie uwypuklony. Widać to na przykładzie ogólnego równania tensora szybkości odkształceń(74) =-^o (A> >^2> ^3) ^'7 t J2, j.) ag-\- F2(J y, OikOkj ,ai kgdzie Fo, Fx, F2 są niezmienniczymi funkcjami niezmienników Jn J2, J3 tensora naprężeń ag a dg, symbolem Kroneckera. Równanie to po wyznaczeniu niezmienników staje się bardzo przejrzyste i pozwala na obliczenie pełzania materiału w różnych przekrojach. Dlatego również uogólnienia prac doświadczalnych, zmierzające np. do ujęcia zjawiska pełzania 
betonu, [4], przedstawiane bywają w postaci równania tensorowego o empirycznie ustalonych współczynnikach.Zastosowania rachunku tensorowego do badania zagadnień technicznych rozkładu pola elektromagnetycznego i elektrodynamiki pól nie mają takich tradycji i nie są tak rozwinięte, jak zastosowania w mechanice. Zakres przydatności rachunku jest jednak analogiczny. Trzeba zaznaczyć, że niektóre podstawowe równania pola elektromagnetycznego są w formie tensorowej nadzwyczaj proste i łatwe do stosowania w złożonych układach, w których niezbędne jest wprowadzenie współrzędnych krzywoliniowych-W innej pracy, [59], analizując podobieństwa pola sprężystości i pola elektromagnetycznego, autor przechodzi od wielkości tensorowych do operatorów wektorowych. Otrzymane rezultaty, przydatne do prostych układów, nie odznaczają się zbytnią jasnością w rozważaniach ogólnych. Tymczasem posługiwanie się wielkościami tensorowymi daje bardzo przejrzystą i ogólną interpretację matematyczną, która po odpowiednim przystosowaniu z korzyścią służyć może potrzebom techniki.,W związku z powiększeniem napięć i mocy w urządzeniach energetycznych i coraz lepszym wykorzystaniem obwodów magnetycznych, wzrasta znaczenie techniczne przebiegów nieliniowych w polu elektromagnetycz39



nym. Berendiejew, [6], zwrócił uwagę na pewne możliwości, jakie kry je rachunek tensorowy przy rozwiązywaniu nieliniowych zagadnień elektrotechniki. Dotyczą one przede wszystkim zagadnień pola, choć dają się użyć także do obwodów elektrycznych.Jest rzeczą charakterystyczną, że gdy w mechanice punkt ciężkości zastosowania rachunku tensorowego do ośrodków ciągłych leży dotychczas w zagadnieniach statyki, to w elektrotechnice chodzi prawie wyłącznie o przebiegi falowe, a więc dynamiczne. Dlatego w badaniach pola elektromagnetycznego występują przeważnie wzory tensorowe w układzie czterech zmiennych x‘ (czasoprzestrzeń). Dla przykładu podajemy równania Maxwella, [36], przedstawione w postaci tensorowej przez Minko wskiego:
dHik
-3—S- = s , dxk

ds‘ 
d x‘ = 0 ,(75)

dF*‘k
dxk 0 ’ Fik

dcpi dtpk 
dxk dx‘We wzorach tych H‘k, F*‘k i żające się następująco: Fik są to tensory antysymetryczne, wyra-

0 Hz — H" — ]DX

— Hz 0 Hx — jDy(76) Hik =
Hy — Hx 0 -jDz

jDx jo* jDz 0
0 Bz By . ~jEx

— b2 0 Bx — jEy(77) Fik =
By — Bx 0 — jEz

jEx jEy jEz 00 Ex Ey jBx

— Ex 0 Ex jBy(78) F*ik =
Ey — Ex 0 jBz

~jBx — jBy jBz 0
F*‘k nazywamy tensorem dualnym Fik-40



Pozostałe wielkości we wzorach (75) oznaczają: współrzędne przestrzennoczasowe
potencjał • — x, y, z, jct,

(p = Ax,Ay,Az, jK

(A potencjał wektorowy indukcji magnetycznej B, K = potencjał skalarny pola elektrycznego E),wektor gęstości przepływu ładunku (prądu)
= 00^,00^, aovz, jaoc 

4 71

(v jest prędkością ładunku, a0 gęstością ładunku).Równania (75)-(78) odnoszą się do współrzędnych prostoliniowych. Przy ich wyrażeniu we współrzędnych krzywolinijnych pojawiają się wyrazy z symbolami Christoffela. Równania te nadają się szczególnie do rozpatrywania wzajemnych zależności między polami elektromagnetycznymi w układach poruszających się względem siebie, np. w maszynach elektrycznych. Ostatnio w pracach G. Marksa, [62], znajdujemy zastosowanie tych równań do ośrodków anizotropowych poruszających się względem siebie.Również dogodne wyrażenia matematyczne otrzymamy stosując metodę tensorową do ważnego w technice zagadnienia, jakim jest obliczanie naprężeń mechanicznych występujących w polu elektrycznym i magnetycznym (naprężeń Max w e 11 a). Siła działająca na element o jednostkowej pojemności, [1], równa jest diwergencji tensorowej tensora naprężeń, obliczonej z uwzględnieniem wzoru (44). Tensor ten jest analogiczny do tensora naprężenia spotykanego w klasycznej teorii sprężystości. Dla pola elektrostatycznego tensor naprężenia ma postać
(79)

(E* - £2 £2 + x £3) *
O 71 Ą 71 s

P P
— (E E )
4% v y z'

h^EJ ^^-Et-E^E^

gdzie x jest stałą elektrostrykcji, x = (g/e) (d e/d g).Dla pola magnetostatycznego tensor ||<7m|| ma analogiczną formę, ale Ej zostaje zastąpione przez Hi, zaś e przez y. W elektrodynamice ujęcie 
41



matematyczne naprężeń jest bardziej złożone i wymaga wprowadzenia wektora Poytinga-Umowa bądź operowania tensorem energii 
impulsu.Ta ostatnia wielkość ma znaczenie praktyczne nie tylko w mechanice falowej. Interesujące perspektywy rokuje użycie pojęcia dwukrotnie kontra- wariantnego tensora energii-impulsu S,k w zagadnieniach telekomunikacji. Tensor IISII zapisujemy podobnie jak inne wielkości pola w przestrzeni cztero wymiarowej. Składowa S,k tego tensora przedstawia gęstość strumienia energii w kierunku osi k dla rzutu wektora impulsu na oś i. Składowa S00 określa gęstość energii w polu, zaś składowa SOk (podzielona przez c) gęstość strumienia energii w kierunku osi k. Tensor energii impulsu jest pojęciem ogólnym, odnoszącym się zarówno do fal elektromagnetycznych, jak i do fal mechanicznych; można go również z powodzeniem wykorzystać w teorii fal ultradźwiękowych. Dla pola elektromagnetycznego tensor ten wyraża się wzorem(80) Sik = ^[FirH/tr — ^-gikFrsHrs]

[oznaczenia wielkości jak we wzorach (75)]. Jest to tensor asymetryczny, tzw. tensor Minkowskiego. Odpowiedni tensor symetryczny (Abrahama), [26], ma budowę bardziej skomplikowaną i nie nadającą się do praktycznych przeliczeń. Tensor Minkowskiego charakteryzuje rozkład pola i przepływ energii występujący w wielu problemach telekomunikacji, związanych z nowoczesną techniką impulsową.Do zagadnień związanych z zastosowaniami rachunku tensorowego do ośrodków ciągłych można zaliczyć niektóre problemy geodezji. Zmianę współrzędnych geodezyjnych lub rodzaju siatki geograficznej traktować można jako typowe przekształcenie tensorowe na płaszczyźnie lub zakrzywionej powierzchni. Praktyczne zastosowanie znalazł rachunek tensorowy w aerotriangulacji przestrzennej, polegającej na kolejnym dołączeniu sąsiadujących ze sobą zdjęć lotniczych, przedstawiających różne wiązki perspektywiczne.Pojedyncze zdjęcie daje obraz w pewnym układzie współrzędnych określonych osią zdjęcia, osią perspektywy i osią głównego pionu. Przy łączeniu tych zdjęć we wspólny obraz przestrzenny dokonać trzeba obrotu osi współrzędnych i zrównania skali poszczególnych obrazów. Przekształcenia tego dokonuje się za pomocą tensora obrotu, [79], będącego podwójnym tensorem mieszanym (7) w kartezjańskim układzie współrzędnych. Ogólne pojęcie tensora obrotu używane jest zresztą w algebrze tensorowej, niezależnie od zastosowań w geodezji, i nosi czasem nazwę wersora, [51], Osobliwość przyjętej w geodezji metody polega na tym, 42



że kąty obrotu dla sąsiednich obrazów (wiązek perspektywicznych) są bardzo małe, można zatem pominąć wyrazy rzędu trzeciego i wyższych i przedstawić składowe tensora w formie algebraicznych, a nie trygonometrycznych kombinacji funkcji ax, ay, az kątów obrotu współrzędnych:
1---- -- — — a22 x 2 z 1y «.v ay ax

(81) ||C|| = 1
— az——axay

1 1 2
1------ — a —2 y

1 2— a 2 z ay

— ax+aya2 ~ay~ ax ay. 1---- -- a2----— a22 x 2 yOperując jeszcze większym przybliżeniem — przez pominięcie wyrazów drugiego rzędu — tensor (81) przekształcamy w sumę tensora ||p|| i tensora antysymetrycznego. Składowe tego ostatniego można przedstawić za pomocą wektora, zwanego wektorem elementarnego obrotu. Iloczyn zewnętrzny dowolnego wektora R przez wektor a daje zmianę wektora R przy elementarnym obrocie(82) ó R = [a • R] .
Jak widać, w omawianych zagadnieniach przejście na metodę tensorową oznacza ściślejsze ujęcie niektórych wzorów traktowanych w pierwszym przybliżeniu jako wzory wektorowe.Istnieje, wreszcie, szereg problemów fizyki teoretycznej i doświadczalnej, w których, jak na początku wspomniano, metody tensorowe odgrywają ważną rolę. Zagadnienia te są jeszcze na razie obce technice, jednak perspektywy coraz szerszego wykorzystania energii atomowej zbliżą je w przyszłości do techników-pracowników nauki.

7. Wielkości tensorowe występujące w systemach o wielu stopniach swobodyW dotychczasowych zastosowaniach technicznych rachunek tensorowy odnoszono głównie do ośrodków ciągłych. Wynika to z faktu, że wielkości tensorowe bezpośrednio odzwierciedlają zjawiska zachodzące w obszarze zajętym przez ośrodek ciągły. Sens fizyczny tensora, jako wielkości obrazującej zachowanie się systemu mechanicznego lub elektrycznego o stałych skupionych, jest mniej popularny niż przy analizie ośrodków ciągłych [30], jednak i tutaj, jak między innymi wykazała dyskusja na łamach Elektriczestwa, [34], [57], wprowadzenie tego pojęcia może dać duże korzyści. 43



W najogólniejszej formie zagadnienie przedstawić możemy w sposób następujący. Mamy system przestrzenny N elementów powiązanych między sobą określonymi zależnościami, przy czym może to być system w dowolnej metrycznej lub wektorowej przestrzeni r-wymiarowej. Pod nazwą elementu rozumiemy część układu, która przy dalszych rozważaniach traktowana jest jako jedna całość, posiadająca pewną ograniczoną ilość stopni swobody, mniejszą niż cały system. Elementem może być zatem nie tylko punkt, ale również obwód prądowy lub magnetyczny. Zależnie od natury elementów połączenia między nimi mogą mieć różny charakter: sprzężeń magnetycznych, połączeń galwanicznych, połączeń za pomocą sprężyn lub urządzeń tarciowych.Otóż przy użyciu analizy elementarnej rozpatrujemy zachowanie się pojedynczego elementu, odcinając go od pozostałych. Odwrotnie postępujemy przy metodzie tensorowej, a częściowo i macierzowej. Cały system traktujemy jako pewną wielkość fizyczną, dającą się przedstawić jednym symbolem lub sprzężoną grupą symbolów, i badamy prawa rządzące tą wielkością. Na przykład, zamiast mówić o poszczególnych prądach w sieci, macierz zawierającą te prądy składowe oznaczamy jedną literą; podobnie postępujemy przy określaniu szybkości układu mechanicznego o wielu stopniach swobody.Przy zastosowaniu rachunku tensorowego do problemów ośrodków ciągłych transformacja oznaczała przeważnie przesunięcie, obrót lub zakrzywienie przestrzennych osi odniesienia, zatem operacje te można było przedstawić za pomocą realnego modelu geometryczno-fizycznego.
W przypadku systemu o stałych skupionych składowymi tensora są poszczególne rzeczywiste wielkości fizyczne, np. prędkości lub prądy związane z oddzielnymi elementami układu, transformacja nie ma więc bezpośredniego odbicia przestrzennego. Podstawowy tensor metryczny na ogół posiada tu określony sens fizyczny, mamy bowiem do czynienia z kilku współmiernymi wielkościami fizycznymi; nie możemy natomiast przypisać temu tensorowi prostego znaczenia geometrycznego. Mówiąc więc o własnościach tensorowych systemu, traktujemy go jako obiekt geometryczny w ogólniejszym rozumieniu tego terminu, czyli, jak wyjaśniliśmy wyżej, opisujemy dany obiekt przez sposoby jego transformowania, a nie przez rzeczywiste stosunki przestrzenne. Nasuwa się pytanie, czy tensor obrazujący system przedstawia istotnie pewną wielkość fizyczną, czy też mamy tu do czynienia ze zwykłymi macierzami, a wprowadzenie pojęć tensorowych stanowi niepotrzebną komplikację. Otóż jest rzeczą bezsporną, że rachunkowe przeliczenie równań tensorowych sprowadza się do algebry macierzowej, a tensor jest macierzą o określonych prawach transformacji.44



Jeżeli mamy dowolny układ równań liniowych o stałych parametrach obrazujących zachowanie się wielkości fizycznych
(83) a, t X1 + a12 x2 + ... + ain xn = C, , a21 X1 + a22 + ... + a2n xn = C2 ,+ a„2 x2 + — + ann&n = Cn ,to przy jego rozwiązaniu nie potrzeba wprowadzać tensorów, a metody macierzowej można użyć jako pewnego ułatwienia rachunkowego, pod warunkiem, że wyznacznik charakterystyczny układu równań jest różny od zera. W technice rzadko jednak mamy do czynienia z tak prostym zagadnieniem. Zazwyczaj albo ilość równań jest mniejsza od ilości współrzędnych xl i zadanie polega na wybraniu optymalnych wartości tych współrzędnych, albo też zbadać należy wpływ zmiany parametrów na przebieg zjawiska, gdy wiadomo, że związek między tymi parametrami jest funkcją liniową (lub nieliniową):(84) f(an,a12,...,ann) = 0.W obu przypadkach spotykamy typowy problem transformacji tensorowej. Krok w uogólnieniu od macierzy do tensora rozszerza więc możliwości analizy zmierzającej do znalezienia optymalnego rozwiązania problemu technicznego. Samo ujęcie skomplikowanego zespołu zjawisk jako jednej wielkości o bardzo bogatych właściwościach fizycznych stanowi cenną syntezę, mającą swój odpowiednik w dialektycznej współzależności różnorodnych czynników, charakteryzujących przebieg procesu technicznego jako zjawiska przyrodniczo-ekonomicznego. Przy posługiwaniu się metodą tensorową wymagana jest jednak pewna ostrożność; wyeliminować trzeba, mianowicie, pozorne transformacje tensorowe, które są w istocie przekształceniami macierzy, a ich geometryzacja wprowadza jedynie zamęt. Do sprawy tej wrócimy jeszcze przy omawianiu możliwości użycia rachunku tensorowego do analizy obwodów elektrycznych.Metoda tensorowa, którą zastosujemy przy analizie systemów o wielu stopniach swobody, jest nieco odmienna od tej, z jaką zapoznaliśmy się przy badaniu ośrodków ciągłych. W zagadnieniach ośrodków ciągłych tensor zapisujemy zwykle we współrzędnych przestrzeni trój- lub cztero- wymiarowej; dodatkowe osie współrzędnych, np. temperatury, mają charakter pomocniczy. Natomiast w przypadku systemu o stałych skupionych konieczne jest operowanie przestrzenią o liczbie wymiarów zależnej od rodzaju systemu, na tym bowiem polega istota geometryzacji obiektu fizycznego i otwarcia drogi do prawidłowego stosowania transformacji tensorowych. 45



Metoda jest zupełnie ogólna i może być zastosowana zarówno do systemów mechanicznych, jak i elektrycznych, magnetycznych lub termodynamicznych. Załóżmy, że badany system składa się z N elementów. Chwilowy stan elementu (m) określony jest przez K współrzędnych x^, x^,..., .Każdy z elementów można więc przedstawić w przestrzeni K-wymiarowej.Jeżeli badamy mechanikę systemu punktów materialnych, to element określony jest współrzędnymi przestrzennymi punktu, K = 3 i czasem t. Własności fizyczne elementu mogą być jednak wyrażone inną liczbą współrzędnych, np. pojedynczemu obwodowi prądowemu przypisujemy dwie współrzędne: chwilowe wartości napięcia i prądu.Do opisu całego systemu — w przypadku gdy wszystkie elementy są niezależne — użyć trzeba p = NK współrzędnych przestrzennych plus czas, czyli rozpatrywać problem jako badanie ruchu umyślnego punktu P w przestrzeni p-wymiarowej. Współrzędne tego punktu, wystarczające do jednoznacznego określenia stanu systemu nazywamy współrzędnymi 
uogólnionymi ql. W systemie o elementach od siebie niezależnych liczba stopni swobody systemu M jest równa liczbie współrzędnych p i punkt P może zajmować dowolne położenie w przestrzeni p-wymiarowej, a system rozpada się na IV prostych elementów.W praktyce interesować nas będą systemy o elementach współzależnych. W takim systemie ułożyć można R niezależnych od siebie równań typu(85) f‘ (xo)> xft)’ > ^(i)’ ^N)< ~ 0 (i — 1> 2,..., R)rco we współrzędnych uogólnionych napiszemy(86) f'(q1,..., qp) = 0 .System taki posiada M = NK — R stopni swobody. W przestrzeni p = lVK-wymiarowej punkt P może teraz poruszać się jedynie po pewnej powierzchni (p — R)-wymiarowej. Ruch punktu jest natomiast swobodny w podprzestrzeni p' = M-wymiarowej. Dla takiej przestrzeni nie będziemy mogli ułożyć niezależnego równania (85), zatem punkt P może znowu zajmować w podprzestrzeni dowolne położenie. Zależnie od rodzaju zagadnienia posługujemy się obydwoma metodami, bądź sprowadzając system do niezbędnej liczby współrzędnych, bądź też dla zachowania symetrii współrzędnych pozostawiając p-wymiarowy układ odniesienia.Zwróćmy uwagę, że współrzędne punktu P określają pewien wektor w przestrzeni p-wymiarowej. W dalszym ciągu wektor taki dla odróżnienia od wektora w przestrzeni trójwymiarowej nazywać będziemy poli- 
wektorem, nie dając zresztą temu terminowi znaczenia używanego czasem w podręcznikach rachunku wektorowego. Tensory wyższych rzędów wy46



stąpią bądź jako parametry stałe poszczególnych elementów, bądź też jako liniowe kombinacje różnych współrzędnych tych elementów.Do wyjaśnienia pozostaje sprawa omówionych w p. (4) trzech grup transformacji tensorowych. Zgodnie z tym co powiedziano przy równaniu (83), transformacja dotyczy zmiany układu współrzędnych bieżących poszczególnych elementów x‘ lub zmiany parametrów stałych tych elementów ars związanych równaniem (84). Na przykład, zmieniamy położenie punktu materialnego (x') bądź jego masę (a™) lub też regulujemy napięcie 
(x‘) albo indukcyjność obwodu (a„).Przy przejściu do współrzędnych uogólnionych q' rozróżnienie to z punktu widzenia matematycznego nie ma zasadniczego znaczenia, gdyż zmienne parametry ars traktujemy jako dodatkowe współrzędne qJ, qk,....(1) Transformacja formalna bez zmiany postaci obiektu służy do zbadania, w jaki sposób powiązane są ze sobą współrzędne poszczególnych elementów i jakie są niezmiennicze właściwości systemu. Tą metodą można np. ustalić, jaki kierunek powinna mieć oś obrotu systemu, aby uzyskać maksymalny moment bezwładności lub tak dobrać częstotliwość sprzężonych obwodów elektrycznych, aby w danym przewodzie prąd był jak najmniejszy.Często spotykaną transformacją jest przejście z układu nieruchomego do ruchomego. Można przy tym posługiwać się poprzednio omówioną metodą wprowadzenia czasu jako dodatkowej współrzędnej. Wprawienie systemu w ruch odwzorowuje się jako obrót osi współrzędnych względem osi t.W wielu jednak przypadkach dogodniejsze będzie posługiwanie się nieco odmiennym przekształceniem. Zamiast wprowadzać czas jako nowy wymiar, prostsze rachunkowo okazać się może użycie czasu jako wielkości transformującej przestrzenny układ współrzędnych. Sposób ten można zastosować równie dobrze w geometrii metrycznej, jak i wektorowej. Prędkość postępowa tłumaczy się wówczas jako przesunięcie układu współrzędnych, obrót układu przedstawiamy jako odpowiedni obrót osi odniesienia.Oczywiście, metoda tego rodzaju jest znacznie łatwiejsza do zastosowania w układach skleronomicznych, tj. takich, w których współrzędne x‘ zależą od n czynników typu p1, natomiast nie zależą wyraźnie od czasu. Sprawa komplikuje się w układach reonomicznych, w których układ współrzędnych zmienia się nie tylko w funkcji czynników pJ, lecz i czasu t:(87) x‘ = x‘ (p;, t).Czas jest tu parametrem niezależnym, co odpowiada ujęciu problemu w fizyce klasycznej. 47



W zagadnieniach technicznych ruch jednostajny postępowy można traktować jako przekształcenie czysto formalne. Z chwilą gdy występują przyśpieszenia, w systemie mogą powstać zmiany wewnętrzne, np. wzajemne przesunięcia elementów powodujące zakłócenie przebiegu zjawiska fizycznego. Transformacja taka wiąże się ze stanem fizycznym układu i prze- staje być tylko formalna.(2) Transformacja formalna zmieniająca typ systemu ma przeważnie na celu dogodne ujęcie sprzężeń między elementami. Przez odpowiedni wybór układu odniesienia możemy np. sprowadzić do zera niektóre sprzężenia i w ten sposób rozbić system na kilka prostszych podsystemów, co jest szczególnie przydatne w elektrotechnice.Transformacji tego typu możemy dokonać przez odpowiedni wybór podstawowego tensora metrycznego, bądź obrót i przesunięcie sztywnego układu współrzędnych. Możemy również od razu uwzględnić transformację przez odpowiedni wybór związku między współrzędnymi elementu i współrzędnymi uogólnionymi qr:(88)Wtedy składowe prędkości uogólnianej dq/dt wyrażą składowe prędkości punktu M przy pomocy równania często spotykanego przy rozwiązywaniu systemów(89) ££ ^1.
dt d qr dt dtPrzykładem pożytecznej transformacji upraszczającej system jest sprowadzenie tensora do jego osi głównych. Dokonujemy tego przez rozwiązanie tzw. równania sekularnego (wiekowego), stosowanego między innymi w astronomii do wyznaczania względnych ruchów planet,

(90) txx A txy ^xz

tyx tyy ż tyz

tzx ^zy ^zz ż.Pierwiastki ź2, ż3 tego równania wyznaczają kierunki, dla których transformacja tensorowa jest równoważna mnożeniu przez skalar.(3)Transformacja odwzorowująca rzeczywiste zmiany obiektu może mieć różnorodny charakter i polega zwykle na związaniu osi odniesienia z wybranym elementem systemu (współrzędne L.a g r a n g e’a), gdy chodzi np. o zbadanie, co się dzieje z tym elementem przy dowolnych ruchach.Konieczność posługiwania się krzywoliniowym układem odniesienia napotykamy tu przede wszystkim w zagadnieniach zniekształceń nielinio48



wych. Wynika to z faktu, że umyślony punkt P porusza się po płaszczyźnie (p — R)-go stopnia w przestrzeni p-wymiarowej jedynie wówczas, gdy równania (85) są liniowe. Jeżeli równania (85) są nieliniowe, to punkt P związany jest z powierzchnią przestrzenną; podprzestrzeń p — (NK—R)- wymiarowa nie zawsze jest euklidesowa, lecz staje się zakrzywioną. Wobec tego zagadnienia nieliniowe sprowadzają się często do badania systemów w przestrzeni R i e m a n n a, co jest dotychczas problemem bardzo słabo opracowanym i stanowiącym wdzięczne pole do pracy naukowej.
8. Metoda tensorowa badania systemów mechanicznychPoprzednio stwierdziliśmy, że tensor jest macierzą podlegającą określonemu prawu transformacji. Rozpatrując zakres zastosowań rachunku tensorowego w technice dorzucić trzeba jeszcze trzeci warunek, mianowicie transformacja wielkości tensorowej powinna mieć określony sens 

fizyczny, wiążący się z procesami technicznymi, zachodzącymi w systemie. Motyw ten decyduje o przydatności transformacji tensorowej do zbadania właściwości systemu.W przeciwnym razie wystarczy przedstawić zespoły wielkości fizycznych symbolami pojedynczymi lub macierzami. W problemach technicznych ogranicżamy się wówczas d.o metod algebraicznych i macierzowych, nie potrzebując uciekać się do metody tensorowej. Trzeba się zastrzec, że chodzi tu o zakres użyteczności metody tensorowej, a nie o charakter wielkości fizycznych. To, czy wykorzystujemy lub nie właściwości tensorowe w obliczeniu technicznym, nie zmienia, oczywiście, w niczym faktu ich obiektywnego istnienia. Na przykład, typowa transformacja elektrycznej oporności pozornej (p. niżej) obrazuje wpływ zmiany częstotliwości i może być pożyteczna np. w radiotechnice. Natomiast w energetyce, gdzie prawie wyłącznie operujemy częstotliwością 50 c/s, transformacja taka jest, oczywiście, możliwa, ale nie posiada technicznego uzasadnienia.Sprawy tej nie poruszaliśmy przy rozpatrywaniu ośrodków ciągłych, tam bowiem transformacja • przestrzenna metrycznego układu odniesienia stanowiła klucz do rozwiązania problemów technicznych i nie było powodów do kwestionowania jej przydatności technicznej. W systemach o wielu zmiennych zagadnienie jest bardziej skomplikowane. Tutaj również nie budzą zastrzeżeń transformacje odwzorowujące fizyczne przesunięcia lub ruchy przestrzenne systemu bądź osi odniesienia. Wprawdzie samo pojęcie tensora staje się przy tym nieco bardziej abstrakcyjne niż w mechanice ośrodków ciągłych, ale transformacja przestrzenna układu odniesienia pozostaje nadal głównym sposobem badania systemu. Obrót i przesunięcie sztywnych osi współrzędnych lub przejście do współrzęd49



nych krzywoliniowych ma w tym przypadku oczywisty sens fizyczny. Fakt, że operacje te — przy użyciu współrzędnych uogólnionych — odbywają się w przestrzeni p-wymiarowej, nie ma większego znaczenia. Jeżeli natomiast transformacja tensorowa ma dotyczyć zmian niektórych wielkości fizycznych — nie zaś współrzędnych przestrzennych elementu— to zalecana jest daleko idąca ostrożność, możemy bowiem albo niepotrzebnie skomplikować zagadnienie, albo też dojść do błędnych wniosków, używając transformacji fizycznie nieprawidłowych.W zagadnieniach mechaniki brył lub punktów materialnych przeważają transformacje przestrzenne, dlatego właśnie zakres zastosowania rachunku tensorowego do tych problemów jest jasno wytyczony. Tymczasem w zagadnieniach obwodów elektrycznych mamy prawie wyłącznie do czynienia z transformacjami fizycznymi, które często bywają stosowane zbyt szeroko i schematycznie. W rezultacie rola rachunku tensorowego w elektrotechnice nie jest do dziś całkowicie wyjaśniona i wywołuje żywe dyskusje.Z tych względów użycie rachunku tensorowego w zastosowaniach technicznych mechaniki systemów o wielu stopniach swobody nie wymaga szczegółowych komentarzy. Metoda tensorowa pozwala na bardzo proste i przejrzyste zapisanie praw mechaniki klasycznej we współrzędnych uogólnionych ql, co już stanowi duże udogodnienie dla technika. Jako przykład możemy podać równanie Lag rangę’a wiążące uogólnioną siłę 0 i energię kinetyczną T systemu punktów materialnych,
To proste równanie w rozwinięciu analitycznym staje się długie i zawi- kłane, gdy tymczasem w ujęciu tensorowym otrzymamy nieskomplikowane zależności(92) T = ^-aiJqiqjoraz(92.1) ^=ZFrdd~ = aij{ąi+ Dkl^ąly,

tutaj a,j jest tensorem transformującym system we współrzędnych uogólnionych
c) 'Tr () Ts

ay = Z grs mr (r, s = 1, 2, 3).k dq‘ dq

We wzorach powyższych przyjęto następujące oznaczenia:
xl współrzędne przestrzenne punktu materialnego,
mr masa punktu materialnego,50



Fr składowe siły działającej na punkt, q pochodna q względem czasu.Wychodząc z równania Langrange’a rozwiązać można metodą tensorową wiele szczegółowych zagadnień mechaniki. Dla przykładu obliczymy, [75], równanie podwójnego wahadła płaskiego (rys. 9). Jako współrzędne uogólnione wybieramy kąty odchylenia q1 = q) i q2—y>. Współrzędne prostokątne x‘ zawieszonych mas m1 i m2 będą
xj = lt sin q1, sin q1 + l2 sin q2,cos q', x2 = cos q1 + l2 cos q2,Obliczamy energię kinetyczną (94) m 1 D

oraz siłę uogólnioną (posługując się metodą pracy wirtualnej)(95) &i =—g lj sin q' V m, 
Rys. 9gdzie g jest przyśpieszeniem ziemskim.-Stąd na zasadzie równania L a g r a n g e’ a znajdujemy żądane równanie ruchu.Innym przykładem dobitnie podkreślającym zalety metody tensorowej są jej zastosowania do równań H amilton a - J a c o bieg o, [8].Specjalnym polem zastosowania rachunku tensorowego jest obliczanie ramownic przestrzennych. W najprostszym przypadku siły działające w prętach ramownicy można uważać za składowe siły uogólnionej, która przy zmianie sił zewnętrznych ulega pewnej transformacji tensorowej. Tego rodzaju ujęcie może być w pewnych przypadkach pożyteczne, z punktu widzenia rozwinięcia metody tensorowej nie wnosi jednak nowych momentów.Interesujące perspektywy otwiera natomiast zastosowanie rachunku tensorowego do kratownic o dźwigarach powierzchniowych, gdy konieczne staje się bliższe zbadanie odkształceń i naprężeń w poprzecznym przekroju pręta. Kompletny obraz naprężeń występujących w danym przekroju lub węźle ramownicy daje zespół sił i momentów. Zespół ten traktować można jako pewną wielkość fizyczną, którą Gorbunow, [28], [29], nazywa motorem sił; analogicznie wyznacza on motor przemieszczeń. Motor sił F określony jest siedmioma składowymi, z którychqt, q2, q3 są rzutami na osie współrzędnych sił działających w przekroju (lub węźle), 51



q4 odpowiada bimomentowi,q5, q6,q7 są składowymi momentu działającego w badanym przekroju. Współrzędne te związane są w różny sposób z kartezjańskim układem przestrzennych osi odniesienia x, y, z. Współrzędne qn q2, q3 i q4 nie zależą od równoległego przesunięcia układu odniesienia, podczas gdy q5, q6 q7 ulegają zmianie przy przesunięciu osi. Jeżeli jedną z osi (np. o?) ustawimy wzdłuż dźwigara (rys. 10), a początek układu odniesienia umieścimy w środku ciężkości przekroju, to q4 określać będzie siłę podłużną w dźwigarze, q2 i q3 siły poprzeczne, q5 i q6 odpowiadają momentom zginającym dźwigar, wreszcie q7 jest momentem skręcającym, ale jedynie wówczas, gdy środek ciężkości przekroju pokrywa się ze środkiem zginania.Podobnie motor przemieszczeń U wyznaczony jest siedmioma składowymi, z którychpSp2, p3 są kątami obrotu przekroju w stosunku do osi, p4 jest miarą deplanacji przekroju,p5,p6,p7 są składowymi przesunięcia liniowego początku osi współrzędnych.Analogicznie jak w «motorze» sił jedynie składowe p5, p6, p7 zależą od przesunięcia osi odniesienia. Zespół wielkości nazwanych motoremnie jest wielkością tensorową, gdyż, jak widzimy, jego składowe w rozmaity sposób reagują na zmianę układu odniesienia. Natomiast operator R, za pomocą którego przechodzimy od motoru 
U do motoru F, nosi cechy tensora w myśl elementarnego określenia podanego na początku niniejszej pracy [wzór (2)], jeżeli zamiast wektorów operować będziemy «motorami».Równanie ogólne ma zatem postać (96)Ponieważ zmienność sił i przemieszczeń posiada odmienny charakter, tensor ||R|| jest tensorem jednorodnym drugiego rzędu. Jeżeli za punkt wyjścia przyj mierny przesunięcia p przypisując im charakter kontr awariant- ny, to tensor ||R|| ma składowe Rik. Transformacja dokonana za pomocą tego tensora nie jest w sensie fizycznym transformacją przestrzenną, gdyż ze względu na specyficzne właściwości motoru przestrzenna zmiana układu odniesienia nie będzie odpowiadała przekształceniu tensorowemu.52



W rozpatrywanym przypadku mamy typową transformację «fizycz- ną». Zobaczymy później, że podobny charakter ma transformacja poli- wrektora prądów na poliwektor napięć poprzez tensor oporności o składowych Zik. Analogia między wielkościami elektrycznymi i mechanicznymi jest utrzymana według klasycznego systemu analogii, [58].Dla przykładu napiszemy, [28], składowe tensora dla dźwigara przedstawionego na rysunku 10:ES 0 0 0 0 ESj E Stjl l l0 12 EJZ 0 0 0 0 6EJZ(l)2
A a 12EJy n a 6EJV AU 0 (l)2(97) ||R||= 0 0 0 GJxa GJxfi 0 00 0 0 GJxfi GJxy 0 0ESf 
l 0 6EJy G)2 °4 [4 Jy + S (Ą2] —— t

ESt] &ej2 0 0 0 ES^r) ^[4JZ+S«|
(l)2 lWe wzorze tym przyjęto następujące oznaczenia:

E moduł sprężystości objętościowej,
G moduł sprężystości postaciowej,S przekrój poprzeczny dźwigara,
Ji momenty bezwładności,

ri, S współrzędne środka ciężkości przekroju, odniesione do układu, którego początek znajduje się w środku zginania przekroju.
a, fi, y współczynniki będące funkcjami (algebraiczno-hyperbolicznymi) zmiennej w = l\/gjx/e j0.Zespół wielkości określonych wzorem (97) jest macierzą kwadratową o wyróżniku nierównym zeru.Przy zmianie układu współrzędnych składowe tej macierzy transformują się jako funkcje momentów bezwładności.Nasuwa się zastrzeżenie, czy wobec ograniczonych możliwości transformacji i jej «fizycznego» charakteru usprawiedliwione jest tutaj wprowadzenie pojęcia tensora. Wydaje się, że — przynajmniej w obecnym stanie rozwoju techniki — używanie wielkości tensorowych w praktycz53



nych obliczeniach ramownic przestrzennych byłoby zbytnią komplikacją. Natomiast w pewnych pracach naukowych, zwłaszcza w połączeniu z teorią «motorów», metoda tensorowa może dać dogodny sposób zapisu i przejrzyste ujęcie skomplikowanych zależności między siłami i przemieszczeniami w ramownicy.Dla uzupełnienia obrazu zasięgu metody tensorowej w mechanice trzeba wspomnieć o ogromnym znaczeniu tej metody dla rozwoju mechaniki relatywistycznej. Obliczenie ruchu peryhelium planety Merkury, ugięcia światła w sferze przyciągania słońca i przesunięcia linii spektralnych widma gwiazd stanowią klasyczne już dziś, [82], przykłady poznania tą drogą zjawisk przyrody. Oczywiście rząd wielkości obserwowanych zjawisk wybiega daleko poza aktualne potrzeby techniki, zagadnienie wykracza zatem poza ramy zakreślone niniejszym opracowaniem.
9. Metoda tensorowa badania systemów elektrycznychWyżej omówiliśmy powody, dla których sprawa użycia rachunku tensorowego w elektrotechnice wymaga szczególnie starannej i krytycznej analizy. Sytuację zaciemnia jeszcze fakt rozreklamowania przez amerykański koncern General Electric Co «metody G. K r o- na». Metoda «zastosowania tensorów do obliczeń sieci i maszyn elektrycznych® została przedstawiona przez Kr on a w szeregu artykułów, poczynając od 1935 r., [47], i w dwóch książkach, |45] i |46], Metoda ta zyskała pewien rozgłos i naśladowców, [77], nie można więc nad nią przejść do porządku dziennego, tym bardziej, ze niezorientowany czytelnik może w niej widzieć istotnie nowe perspektywy zastosowań rachunku tensorowego. Kilku autorów, [6], [21], [34], [57], przeprowadziło analizę błędów popełnionych przez K r o n a, toteż tutaj ograniczamy się do wyjaśnienia,

Rys. 11 w toku ogólnego rozumowania, podstawowego nieporozumienia, które tkwi w ujęciu «tensorowym» K r o n a.W obwodach elektrycznych mamy do czynienia z dwoma rodzajami wielkości zmiennych: prądami i i napięciami e, oraz z parametrami stanowiącymi składowe oporności pozornej (impedancji) Z: indukcyjnością L, pojemnością C i opornością rzeczywistą R. Chcąc wprowadzić rachunek tensorowy musimy posługiwać się wyżej omówioną metodą przedstawienia systemu we współrzędnych uogólnionych. W tym celu trzeba rozbić rozpatrywaną sieć na obwody elementarne, będące odpowiednikiem punktów materialnych systemu mechanicznego. Na przykład sieć uwidocznioną na rys. 11, [14], przedstawimy w postaci sześciu obwodów elementar-54



nych (rys. 12), powiązanych opornościami kojarzącymi Zi;. Oporności te tworzą macierz kwadratową, która w rozpatrywanym przypadku ma postać
(98)

Zn 0 Z13 0 0 00 Z22 0 0 Z25 0Z3| 0 Z33 0 0 0Z] = 0 0 0 Z44 Z45 00 Z52 0 Z54 Z55 00 0 0 0 0 Ze 6Prądy w obwodach elementarnych wyznaczymy bez trudu jako kombinacje rozpływu prądów sieci pierwotnej. Prądy te można przedstawić w postaci macierzy jedno wskaźnikowych (kolumnowych) [i] i [i']. Zależ-

Rys. 12

ność między tymi dwoma macierzami wyraża się przez zespół równań algebraicznych i może być zapisana w formie macierzy łączącej1 — 1 00 1 01 0 — 1(99) [C] = 0 0 10 1 — 11 0 0Kolumny macierzy odnoszą się do prądów w obwodach elementarnych, wiersze — do prądów w oczkach sieci pierwotnej. Otóż cała filozofia systemu K r o n a ogranicza się do tego przekształcenia, które jest typowym przekształceniem algebry macierzowej, znanym zresztą przed 55



K r o n e m. Macierz łączącą (99) K r o n nazywa tensorem transformującym bez żadnego przekonywującego uzasadnienia, gdyż nie mamy tu do czynienia z transformacją w danym układzie współrzędnych, a jedynie z przebudową sztywnych osi odniesienia. Obiekt geometryczny, odwzorowujący badany system elektryczny, otaczamy jakby rusztowaniami różnych systemów, ale samego obiektu jeszcze nie poruszyliśmy i nie dokonaliśmy żadnej z typowych transformacji tensorowych. Podział na obwody elementarne trzeba zatem traktować jako swoistą metodę wyłącznie macierzową, która stanowi dopiero punkt wyjścia do ewentualnych zastosowań rachunku tensorowego. Trzeba przy tym pamiętać, że macierz odwrotna w stosunku do macierzy łączącej, niezbędna do dalszych wywodów K r o n a, nie zawsze istnieje, [57], co ogranicza zakres stosowalności metody rozczłonkowania systemu. Podobnie jak przy rozpatrywaniu zagadnień pola trzeba przede wszystkim stwierdzić, jaki charakter tensorowy mają napięcia, prądy i oporności i jak je przedstawić wę współrzędnych uogólnionych. Rozpatrzymy wartości chwilowe napięć i prądów. Ponieważ prądy odwzorowujemy w postaci macierzy wierszowej, więc nic nie stoi na przeszkodzie, aby każdemu prądowi w obwodzie elementarnym podporządkować współrzędną uogólnioną q*. Wówczas obrazem zespołu prądów płynących w obwodach elementarnych jest poliwektor kontrawariantny o składowych i*. Gdyby obwody elementarne były nieskojarzone, to koniec poliwektora ik mógłby poruszać się w przestrzeni p-wymiarowej w dowolny sposób. Jeżeli jednak sieć składa się z połączonych ze sobą obwodów, to dla każdego z R węzłów napisać można równanie K i r c h h o f f a, co we współrzędnych uogólnionych wyrazimy wzorem(100) V ^Crsir = 0.

Równania te oznaczają zmniejszenie liczby stopni swobody o R, w następstwie czego wszystkie prądy są jednoznacznie określone przez napięcia zasilające system. Przy zmianie jednego z tych napięć punkt P porusza się po torze wyznaczonym parametrami systemu.Mnożąc składowe ik przez odpowiednie składowe macierzy oporności (98) znajdujemy składowe innego poliwektora, mianowicie poliwektora napięcia. Poliwektor ten posiada przeciwny charakter zmienniczości niż i, jest więc poliwektorem kowariantnym o składowych e/.Widzimy, że za pomocą macierzy [Z] poliwektor ik przekształciliśmy na poliwektor e(, wobec czego dokonaliśmy przekształcenia, które na początku przyjęliśmy za transformację tensorową [równania (2) i (19)]. Fakt, że przy transformacji zmienił się charakter fizyczny wielkości — z prądów przeszliśmy na napięcia — nie ma znaczenia z punktu widzenia geo- 56



metryzacji przebiegu. Dochodzimy więc do wniosku, że macierz oporności traktować można jako podwójnie kowariantny tensor transformacji i równanie wiążące prądy i napięcia napisać należy w postaci tensorowej(101) ez= Zklik.*Rozumowanie można równie dobrze przeprowadzić biorąc za punkt wyjścia poliwektor napięć; tensorem transformującym jest wtedy macierz przewodności (admitacji) systemu [Y]:(103) ir=^Y"e,.
W ośrodkach ciągłych mieliśmy do czynienia z transformacjami, które przez zmianę układu odniesienia pozwalały zbadać przebieg zjawiska. Podobnie możemy postępować w obwodach elektrycznych, z tym, oczywiście, że transformacja dotyczyć będzie zmian pewnych właściwości fizycznych układu.Zauważmy, że dla każdej składowej napięcia w obwodzie eki w ogólnym przypadku obowiązuje zależność(103) eki = R i1 + L —p-ęj^dt.

Wprowadzając operator różniczkowania (H e a v i s i d e’ a) 
p = d/dt możemy napisać(104) Cfcz^R + Lp + C^p-1)^.Jeżeli założymy przez analogię z systemami mechanicznymi, że w najprostszym przypadku R, L i C są parametrami stałymi, to wielkością, którą możemy zmieniać, jest p. Oznacza to, że transformacja tensorowa pozwala na zbadanie wpływu przebiegów czasowych na zachowanie się systemu. Jeżeli wprowadzilibyśmy dodatkową oś współrzędnych t, to zmiana d/dt oznaczałaby obrót układu odniesienia względem osi. To samo zagadnienie można ująć bardziej poglądowo, gdy mamy do czynienia z prądami sinusoidalnymi o stałych amplitudach. Każdemu z prądów w obwodzie elementarnym przyporządkowujemy wówczas dwie współrzędne, qrk i q'k, odpowiadające składowym rzeczywistej i urojonej prądu ik. Odpowiednikiem zmiany d/dt jest zmiana częstotliwości napięć zasilających układ. Zmiana częstotliwości pociąga za sobą obrót wektorów prądowych we współrzędnych qrk, qJk.System elektryczny o stałych R, L i C jest przypadkiem szczególnym, który nie wyczerpuje zagadnień stojących przed techniką w dziedzinie energetyki, zwłaszcza w telekomunikacji. Dlatego nieodzowne jest roz57



ciągnięcie przekształcenia tensorowego na systemy o zmiennych R, L i C. Sprawa ta jest bardzo skomplikowana i jeszcze mało zbadana.Dla scharakteryzowania metody, jakiej należy użyć, rozpatrzymy system elektryczny złożony z obwodów elementarnych o samych indukcyj- nościach własnych La lub wzajemnych Lij(i^j), [6]. Najogólniejsza zależność między napięciem i prądem jestV r di1 , V -idLki di1(105 ek = Lm ? * “j;----- Adt dt ' m dtgdzie <Pm oznacza strumień magnetyczny skojarzony z indukcyjnością, a symbol Christoffela, który wyznaczamy z równaniaZł r pm__  1 / d Lkh । d Lift d Lkl \
+ dik 4 caTrzy wyrazy prawej strony równania (105) mają ważny sens fizyczny:(a) wyraz pierwszy charakteryzuje zmiany e (i) w systemie liniowym o parametrach stałych;(b) wyraz drugi oznacza zmiany parametryczne systemu, które w przypadku napięć sinusoidalnych o stałych amplitudach są odpowiednikiem zniekształceń liniowych;(c) wyraz trzeci charakteryzuje nieliniowość systemu, jedynie bowiem w systemach nieliniowych lewa strona równania (106) nie jest toż- samościowo równa zeru. Tu właśnie tkwi drugi zasadniczy błąd K r o n a, który szafuje symbolami Christoffela w układach liniowych, nie sprawdziwszy, że wszystkie człony zawierające ten symbol równe są zeru.Z równania (105) widać, że, obok transformacji odpowiadającej zmianie częstotliwości w układzie o stałych parametrach, możliwe są inne przekształcenia układu odniesienia. Transformacja parametryczna wynikająca ze zmiany wartości R, L i C może mieć dwojaki charakter:(a) w przypadkach gdy badamy zachowanie się systemu w funkcji częstotliwości, przy czym jest R(m), L(m), C(w), to mamy do czynienia z transformacją, która odwzorowuje rzeczywiste zmiany systemu [problemy grupy (3)], co nie wymaga dodatkowych wyjaśnień;(b) możemy jednak zastosować zmianę R, L i C jako transformację formalną, mającą na celu uproszczenie systemu [problemy grupy (2)].Takiej metody używamy w pewnych zagadnieniach energetycznych przeważnie dla usunięcia sprzężeń wzajemnych między obwodami, tj. składowych Zjj (i yt j) w tensorze oporności, gdy częstotliwość napięć zasilających pozostaje stała. Transformację realizujemy przez odpowiednie dobranie podstawowego tensora metrycznego. Przykładem tego typu transformacji jest znane od dawna przekształcenie Fortescue, [23], za 58



pomocą którego symetryzuje się i pozbawia sprzężeń np. układ cewek silnika.Układ trzech cewek silnika asynchronicznego posiada oporność
(107) llz

Z
M,

M2

M2

ZZ
Zastępujemy prądy (wartości skuteczne) w obwodach rzeczywistych J', J2 i J3 prądami umyślonymi J11, J12 i J13 stosując tensor metryczny
(108)
gdzie h = eJ 120°.

1 1
h2 h
h h2Oporność zastępcza dla prądów umyślonych wynosi

(109) Z + Mt + M3 0 0
llz'll = v 0 Z + hWi+hMa 0O ; 0 0 Z + h^ + ^MaW nowym układzie prądów sprzężenia zostały wyeliminowane i tensor ||Z'|| przybrał postać macierzy diagonalnej. Metoda diagonalizacji macierzy posiada zresztą szereg poważnych opracowań, [68], i jest szczególnie przydatna do rozwiązywania sprzężonych obwodów trójfazowych.Powyżej przytoczyliśmy przykład, w którym tensor ||Z|| był symetryczny. Tego typu tensory spotykamy z reguły w obwodach energetycznych, gdzie kierunek sprzężenia nie wpływa na rozpływ prądów Zy = Zji. Natomiast w urządzeniach z elementami czynnymi (lampami elektronowymi) tensor ||Z|| jest na ogół niesymetryczny; np. w lampie trójelektro- dowej podporządkowanie prądu anodowego prądowi siatki nie jest równoznaczne z zależnością odwrotną.W przemyśle spotykamy wiele urządzeń elektrycznych, w których obok przebiegów elektrycznych następują przesunięcia przestrzenne elementów systemu. W pojedynczych silnikach czy prądnicach zastosowanie metody tensorowej byłoby zbyteczną komplikacją. Natomiast w systemach bardziej złożonych, np. przy obliczaniu współpracy kilku prądnic lub projektowaniu urządzeń sterujących, zwięzłość i przejrzystość zapisu tensorowego może być bardzo pożyteczna. Na przykład dla zespołu selsyn (rys. 13), [45], w którym szczotki maszyny sterującej ustawione są pod kątem a silnika sterowanego pod kątem ^2, otrzymamy macierz oporności dla prądów chwilowych w postaci 59



(110) Ru + pLsi 
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Indeksy r odnoszą się do wirnika, indeksy s do stojana pierwszej lubdrugiej maszyny. Obracając przestrzenny układ współrzędnych o kąt — y>totrzymamy tensor transformujący o zmiennym parametrze który w dogodnysposób obrazuje wpływ przesunięcia szczotek na pracę układu.Można by podać wiele przykładów obliczania podobnych urządzeń złożonych z maszyn komutatorowych. Powyższa metoda może się również nadawać do badania przebiegu prądów w silniku w czasie rozruchu, gdy prędkość kątowa pola wirnika jest parametrem zmiennym.
10. Główne problemy zastosowań metody tensorowej w techniceW niniejszej pracy starano się znaleźć sposoby właściwego wykorzystania rachunku tensorowego dla potrzeb techniki. Widzieliśmy, że potencjalne możliwości tych zastosowań w różnych dziedzinach techniki są bardzo rozległe. Z drugiej jednak strony zakres aktualnego wprowadzenia metody tensorowej jest bardzo nierównomierny, gdyż w jednych gałęziach techniki — jak np. w teorii sprężystości — stała się ona ważnym narzędziem pracy naukowców, natomiast w innych jest prawie nieznana i wymaga pionierskich badań matematyków i techników.Droga tych badań jest ułatwiona dzięki temu, że , jak wykazano w niniejszej pracy, metody przystosowania rachunku tensorowego do różnych dziedzin techniki noszą wiele cech wspólnych. Przy atakowaniu problemów technicznych, związanych z ośrodkami ciągłymi lub z systemami o stałych skupionych, kierować się należy następującymi wytycznymi, wynikającymi z poprzednio przeprowadzonej analizy:(1) Rachunek tensorowy stosować można jedynie do obiektów, które dadzą się przedstawić za pomocą tensorów i których właściwości tensorowe występują w badanym przez nas problemie technicznym. Dlatego podstawą prawidłowego posługiwania się metodą tensorową w technice jest zbadanie sensu fizycznego zależności matematycznych.(2) Wyniki obliczeń tensorowych szczególnie łatwo dają się przenosić z jednej dziedziny techniki do innej. Dlatego stając przed nowym problemem trzeba przede wszystkim stwierdzić, czy w innych dyscyplinach technicznych nie opracowano już zagadnienia o zbliżonym charakterze matematycznym.60



(3) Geometryzacja zjawiska powinna być przeprowadzona w ten sposób, aby we wzorach tensorowych uwydatniły się najistotniejsze dla technika współzależności między parametrami, będącymi przedmiotem projektowania, bądź też między wielkościami zmiennymi, decydującymi o ekonomice danego procesu technologicznego.(4) Układ odniesienia trzeba tak dobrać, aby uzyskać najwygodniejsze zależności matematyczne. W zagadnieniach ośrodków ciągłych posługujemy się zasadniczo trój- lub czterowymiarowym układem odniesienia; dalsze osie współrzędnych noszą przeważnie charakter pomocniczy. W systemach o stałych skupionych stosuje się współrzędne uogólnione, których liczba jest funkcją łicżby stopni swobody układu. Zależnie od charakteru badanego zjawiska czas można traktować jako niezależną współrzędną lub też odwzorowywać zmiany w czasie przez transformację układu odniesienia.(5) Nie wolno sugerować się efektownym ujęciem wzorów tensorowych we współrzędnych krzywoliniowych; rzeczą konieczną jest sprawdzenie, czy wyrażenia w tych wzorach lub ich częściach nie stają się tożsamościowe równe zeru.(6) Pożądane jest, aby transformacje tensorowe upraszczały badane zjawisko, sprowadzając je do typowego, lepiej znanego obiektu. Należy sprawdzić prawidłowość transformacji przez określenie niezmienników i zbadanie ich znaczenia fizycznego.(7) Należy ściśle rozgraniczać metodę tensorową od zastosowań technicznych algebry macierzowej. Sprawdzianem jest tutaj sposób transformacji i jej użyteczność przy obliczeniach technicznych.Posługiwanie się metodą tensorową jako narzędziem badawczym wymaga opanowania zasad algebry tensorowej oraz zdobycia pewnej rutyny w obliczeniach. Dlatego stosowanie metody tensorowej do fragmentarycznych, rzadko spotykanych zagadnień technicznych jest nieuzasadnione, chyba że inne prostsze metody obliczeniowe całkowicie zawiodą. Główny nacisk należy zatem położyć na gruntowne zbadanie przydatności metody tensorowej do rozwiązywania problemów podstawowych, występujących w wielu dziedzinach techniki lub mających zasadnicze znaczenie dla jakiejś ważnej dyscypliny tećhnicznej. Jedynie wówczas opłaci się trud opanowania specjalnego aparatu matematycznego.Trudno na podstawie dotychczasowego stanu nauki podać ścisłą i kompletną liczbę zagadnień, które należałoby badać metodą tensorową. Nasuwają się jednak następujące zagadnienia, które ze względu na ich doniosłość dla nauki i gospodarki narodowej zasługują przede wszystkim na zbadanie metodą tensorową:(1) obliczenia rozkładu pól statycznych oraz przebiegów falowych i impulsowych w ośrodkach anizotropowych,(2) badania zmian reologicznych w ośrodkach ciągłych, 61



(3) ogólna teoria przebiegów nieliniowych w ośrodkach ciągłych i systemach,(4) określanie optymalnych parametrów złożonych obwodów elektrycznych.Wymienione zagadnienia są bardzo obszerne i stosunkowo mało zbadane, wobec czego opracowanie ich może dać cenne rezultaty jedynie przy zespołowej i planowej współpracy matematyków i techników.
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P e 3 io m e

METOflbI nPHMEHEHHfl TEH3OPHOPO HCHHCJIEHHH B TEXHHKEHejibjo HacTOHiu;eii paóoTBi hbjihctch onpeflejieHne creneHn noJiesHOCTM TCH30pH0r0 MCHMCJieHMH B pa3AHHHBIX OTpaCAHX T6XHMKM M MCCJieAOBaHMS KJiaccMHecKnx mctoaob npncnocoBAeHMH TeH3opHbix mctoaob ajih peme- 
hhh TexHMHecKMX npoójieM.KpaTKoe ncTopnnecKoe BBe^eHne ynastiBaeT ny™ nepeneceHMa Terf- 3opHbix mbtoaob M3 MaTeMaTMKM m TeapemnecKoił 4om3mkm b oójiacrb Me- xaHMKM m 3JieKTpoTexHMKM. B Bupy Toro, hto paSoTa npeAnasHanena rjiaB- 
hbim o6pa30M a^h TexHMKOB, hco6xoammo 5bijio npjiBecTn ocHOBHbie ren- 30pHŁ>ie nOHHTMH. HcXOAHbIM nyHKTOM npMHHTO reOMeTpHHeCKyiO MHTep- nperapMio TeH3opHbix Tpancc^opMapnił b ^eKapTOBbix KoopAWHaTax, c5- oGipaa 3aT6M 9TM HOHHTHH Ha KpWBOJIJlHeMHBie KOOp^MHaTbl M npOCTpaH- CTBO PMMaHa.OCHOBoił AJIH T6XHMHeCKMX npMMeHeHMW MeTO^a HBAHeTCH 4>ri3MKe~ CKaa KHTepnpeTapMH TeH3opa. PaccMOTpeHo TeH3opm>iił xapaKTep dpmn- neCKHX 3aBMCMMOCTen M TCHSOpHblM MeTOA Onpe^ejieHMH MHBapHaHTHBIX 
cbóhctb oSneKTOB, IIpoBepeHO aHajiorrao Me^Kpy MeTo^aMM, npMMeHHe- 
mbimm b aHajin3e Mep m TeH3opHoił ajireópe. flajiee, Mccjie^OBaHbi, pasjiMHMH 4>M3MHecKoro xapaxTepa MeiK^y noHawsMK Tensopa m MaTpnpbi.IIoflTBepjKaeHO, hto b TexHwnecKMx npo6jieMax cyipecTByiOT Tpn rana TeH3opHbix TpaHCf^opMapMił:(a) 4>opMajibHbie TpaHC(|3opMauMM, He M3MeHHK>inwe Tima o5-b6KTa,(6) (^oopMajibHbie Tpancc^opMapuM, Bbi3biBaiomMe HSMeneHue TJtna o6b- ei<Ta,

(b) Tpancc|)opManMM, oToSpaHiaioipMe ^eMCTBMTejibHbie M3MeHeHMH, npo- MCXOAHIipie B oStCKTC.IIpiiBe^eHa xapaKTepMc™Ka m npuMepbi KaJKAoro M3 3tmx tmhob TpaHC- cbopMaipiM.HpoaHajiH3MpDBaHO BbrroAbi npMMeHCHMH TCHSopnoro MCHUCJieHMH b Tex- HMKe, BbITeKaK>mJ4e M3 ero yHMBepCaJIbHOCTM, CMHTeTMHHOCTW W npnrOAHO- 
ctm AJiH pacneTOB.CoBOKynHOCTb npMMeHeHMii Tensopnoro MCHucjieHMH b TexHMKe pasAe- , jieHo na Bonpocbi, KacaiorpnecH enjroiiiHbix cpeA w cmct6m co MHornMH cre- neHHMM cboBoabi.WccJieAOBaHO TeHsopHbiił xapaKTep 4)M3KHecKMX Be.nw-iMH, hohbahio- 
iumxch b ynpyroM n ajieKTpoMarHMTHOM nonę, m ocoóeHHbie Tirribi TeH3O- poB„ ynoTpe6nHeMbix npw MCCJieAOBaHMM cnAoniHbix cpeA.^a^ee yKasbiBaeTCH, hto cooTBeTCTBeHHO MOAMt^MpwpoBaHHbie Tensop- Hbie MeTOABi Moryr 6biTb noJie3Hbi b CAeAyiom,MX oTpacnax t€xhhkm, cbh- 3aHHbix c BonpocaMM ciuioiiiHbix cpeA:
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(a) K.rraccnHecKOM Teopmi ynpyrocra, a b oco66hhoctm aHM3OTponHBix cpe«,(6) TeopnM KOHeHHbix Ae4>opMaipiił,
(b) rMApOAMHBMMKe BH3KWX JKMpKOCTeił,(r) Teopnn njiacnnHOCTn u peoAorMM,
(a) HejiMHeifHbix HB.neHiiax b ajieKTpoMarHMTHOM nojie,(e) MMnyjiBCHoił nepe^ane 3Ji&KTpoMarHMTHBix bojih,
(jk) iipocTpaHCTBeHHOM aspoTpMaHryjiHpMM.
^jih KajKAoił M3 3tmx oCuacTeił onpeAejieHBi nawSojiee cooTBeTCTByio- m«e TeHsopHŁie’ mbtoabi w npnBeAeHBi npnMepbi.CjieAyeT nopHepKHyTB, hto b paóoTe paccMOTpeHbi: TexHMHecKan npn- MewiMOCTb TeHsopa aneprnM MMnyjibca, TeH3opHaa 4>opMa ypaśneuMM M a k c b e ji ji a, a TaKsse u Tensop c nepeMeHHbiMn cocTaBjiHiomnMM, bbi- cTynaTOTTrMił b Bonpocax peojiornw m KOnenHbix AcejpopMapnii.„UpoBefleHO cpaBHeHue ^jnsmecKoro CMBicjia TeHsopa b CMcreMax c co- cpe^OToneHHbrMM itoctohhhbimh m b cnjioniHBix cpepax. KpoMe Toro nccjie- AOBa^Ho oójiacTb nptoieHeiniH MeTOAa o6o6meHHBix KoopAUHaT.Ha 3T0M OCHOBaHMM yCTaHOBJIEHO, HTO T6H3OpH0e MCHMCJieHMe npMTOAHO AJiH MCCJieAOBaHMH cncTeM, BbiCTynaioinMx b:(a) HeKOTopbix Bonpocax KJiaccMHecKoił MexaHHKM (HanpnMep b ypaB- HeHMHX JI a r p a h aca m F a m m ji b to h a),(6) npocTpaHCTBemiBix 4>epMax,
(b) CJ1OJKHBIS 9JieKTpMHeCKJlX CeTHX,(r) cjio>khbix cncTeMax TejiecBH3M, pa5oTaioiij]Mx Ha nepeMeHHoił na- CTOTe.OcoSeHHoe BHUMaHwe oSpaipeno na cooTBeTCTByK>npie pasrpaHMHeHMe MejKAy TeH3opHBiM MCHMCJieHMeM m wcHJicjieHM&M MaTpnp. OrcioAa; cjieAyeT OTHomeHne k Teoprai F. K p o h a u 3aKjiK>HaioinMxcH b Heił norpeniHOCTeif. HccjieAOBaH tchsophbim: xapaxTep MHMMoro 3jieKTpnHecKoro conpoTMBJie- 

hmh m npMTOAHBie A-HH TexHHKii MeTOABi ero TpaHCc^opMMpOBaHMH. ^ajiee yKasaHBI B03M0H<H0CTn, CKpBIBajOmneCH B npMMCHCHMM KpMBOJIMHCilHBIX KOOpAMHaT M TeopMM „MOTOpOB” FopSyHOBa npn MCCJieAOBaHMM Me- XaHHHeCKMX CMCTeM.CaMBiMM aKTyajiBHBiMM npoS.neMaMM npMMeHeHHH T©H30pHoro ncnncjie- HMH B TeXHHKe, HO MHeHMIO aBTOpa, hbjihiotch:(a) onpeAejieHue CTaTMHecKnx nojieił, bojihobbix m MMnyjiBCHBix HBjie- HJlił B aHM30Tp0IIHBIX Cp6AaX,(6) wccjieAOBaHMe peojiorMHecKMX M3MeHeHHM b ciijioiiihbiXi cpeAax,
(b) oSnjęaH Teopna HejnfHeiłHBix npopeccoB b CMCTeMax m ciijioiiihbix cpeAax,(r) nccjieAOBaHMe cjio>khbix 3jieKTpMHecKMx peneił.
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S u m m a r y

METHODS OF APPLICATION OF TENSOR CALCULUS
TO TECHNICAL PROBLEMSThe author’s aim is to determine the degree of utility of the tensor calculus in various branches of technical Sciences and to discuss the application of the classical methods of tensor analysis to technical pro- blems.A short historical introduction indicates the ways in which the methods of tensor calculus have been applied to problems of mechanics and electrotechnics. Since the paper is destined for technicians, it has been considered desirable to explain some fundamental notions relating •to terisors. The geometrical interpretation of tensor transformations in Cartesian co-ordinates was taken as the starting point, generalizing the notion to curvilinear co-ordinates and to Riemannian space.The basis of technical applications of tensor analysis is the physical interpretation of the tensor. The tensorial character of physical relations and the use of tensors for detecting invariable features of the investi- gated object are discussed. The methods of dimensional analysis are com- pared with those of tensor algebra. Next, the physical differences be- tween the notion of the tensor and that of the matrix are investigated.It was found that in technical problems there are three types of tensor transformations:(a) formal transformations, in which the type of the object is not changed,(b) formal transformations changing the type of the object,(c) transformations representing real changes in the object.Each type of transformation is characterised and examples given.The advantages of tensor calculus in technical problems resulting from its generał and synthetic character and its suitability for calculations are analysed. The whole of the applications discussed is divided into two groups of problems, the first concerning continuous media, and the other — Systems of many degrees of freedom.The tensorial character of physical ąuantities relative to the elastic and the electromagnetic fields are discussed, as well as special types of tensors used for investigation of continuous media.It was found that the methods of tensor calculus, when suitably mo- dified, can be applied in the following branches of technics, concerning continuous media:(a) classical theory of elasticity, especially the theory of anisotropic bodies,(b) theory of finite deformations, 67



(c) hydrodynamics of viscous liąuids,(d) theory of plasticity and rheology,(e) non-linear phenomena in an electromagnetic field,(f) impulse processes in electromagnetic waves,(g) aerotriangulation in three dimensions.For each of these problems suitable methods of tensor analysis are determined and examples given.In particular, the author discusses the technical applicability of the tensor of impulse energy, the tensorial form of M a x w el 1’ s eąuations and the tensor of variable components, appearing in the problems of rheology and finite deformations.Physical interpretations of the tensor in systems with concentrated constants and in continuous mediums are compared and the applicability of generalized co-ordinates discussed.In conclusion it is stated that the tensor calculus is suitable for inve- stigation of the following problems:(a) certain problems of classical mechanics (e.g. the eąuations of L a~ g r a n g e and Hamilton),(b) three-dimensional trusses,(c) multi-circuit electrical power systems,(d) complicated telecommunication systems operating with variable freąuency.Special attention has been paid to a correct delimitation between the tensor calculus and that of matrices. In conclusion the theory of G. K r o n is discussed and its errors pointed out. The tensorial character of the apparent resistance is investigated, as well as the corresponding methods of transformation, suitable for technical problems. Next, the possibilities of application of curvilinear co-ordinantes and the Gorbunov theory of «motors» for investigation of mechanical systems are discussed.The following problems are considered by the author to be most inte- resting from the point of view of tensorial calculus:(a) computation of distribution of static fields and wave and impulse processes in anisotropic mediums,(b) investigation of rheological changes in continuous mediums,(c) generał theory of non-linear processes in continuous mediums and systems,(d) investigation of complicated electrical circuits.
ZAKŁAD BADANIA DRGAŃ 
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WYKŁAD I*)

*) Przedstawiony tutaj zarys teorii małych odkształceń ciał sprężysto-plastycz- 
nych stanowił treść wykładów wygłoszonych w pierwszych miesiącach 1953 r. na 
seminarium Grupy Technicznej B Instytutu Matematycznego Polskiej Akademii 
Nauk. Za materiał do wykładów posłużyły głównie znane podręczniki B i e z u c h o- 
wa, I 1 j u s z i n a, N a d a i a, Sokołowskiego, Fiłonienki- 
Bórodicza, Goldienbłata i innych**). Autor składa podziękowanie 
kierownikowi Grupy, profesorowi dr. Stanisławowi Turskiemu, za ini
cjatywę dotyczącą opublikowania wykładów oraz pracownikowi Grupy, mgr Ire
nie G 1 a s s, za wydatną pomoc przy uporządkowaniu i opracowaniu notatek. 
Drugą część niniejszych Siedmiu Wykładów stanowić będą wykłady seminaryjne 
prof. dr. Wacława Olszaka, które ukażą się w druku jako Podstawy teorii 
plastyczności (II).

**) Por. wykaz literatury na końcu pracy. W celu nierozpraszania uwągi czytel
nika zaniechano w tekście powoływania się na źródła, jednakże uważny czytelnik 
z łatwością dostrzeże wpływ dzieł, z których autor wykładów czerpał materiały 
szczególnie obszernie.

Chociaż w obecnym stanie wiedzy trudno byłoby określić ściśle, co stanowi istotę plastyczności materiałów, przedmiotem rozważań teorii plastyczności są, niewątpliwie, odkształcenia trwałe, tzn. odkształcenia nie znikające całkowicie lub częściowo po usunięciu sił obciążających. Tym samym w zakres rozważań teorii plastyczności wchodzą przemiany całkowicie lub częściowo nieodwracalne. Pod tym względem teoria plastyczności stanowi przeciwieństwo teorii sprężystości, która zajmuje się jedynie przemianami odwracalnymi i w której w związku z tym zakłada się jedno-jednoznaczną odpowiedniość pomiędzy stanami odkształcenia i naprężenia (jeżeli pominąć tzw. «samonaprężenia», czyli naprężenia «wstęp- ne» lub «własne» w stanie nieobciążonym ciała). Teoria plastyczności opiera się na ujęciu fenomenologicznym rozpatrywanych zjawisk i nie wnika w ich istotę fizykalną. Posługuje się ona różnymi modelami ciał, jak ciało sprężysto-plastyczne, idealne ciało plastyczne, ciało plastyczne ulegające tzw. wzmocnieniu wraz ze wzrostem odkształcenia (tzn. wykazujące «hartowność mechaniczną») itp. Jeżeli wprowadzamy dodatkowo pojęcie czasu, to teoria plastyczności przeobraża się w tzw. reologię, czyli naukę o przepływie plastycznym (rheos oznacza «prąd»). Reologia zaj
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muje się takimi zjawiskami, jak pełzanie (wzrost odkształceń przy stałym naprężeniu, głównie w wysokich temperaturach), relaksacja czyli rozluźnienie (spadek naprężeń wraz z upływem czasu, przy stałym odkształceniu) itp. Modelami ciał w reologii są ciała sprężysto-lepkie, plastyczno- lepkie itp.Wykłady nasze nie obejmują reologii ani teorii tzw. stanów granicznych związanych z uplastycznieniem materiału. Celem ich nie jest również wyłożenie całokształtu teoretycznych i doświadczalnych podstaw teorii plastyczności, lecz tylko podanie podstawowych wiadomości, które umożliwią orientowanie się w zasadniczych zagadnieniach tej nauki i, ewentualnie, ułatwią dalsze studia.Na początku zajmiemy się rozpatrzeniem stanów naprężenia i odkształcenia, znanych dobrze z teorii sprężystości, jednakże w ujęciu innym niż to, do którego przywykliśmy przy studiowaniu tej ostatniej nauki, kierować się bowiem będziemy myślą zastosowania wyprowadzonych wzorów do rozważań innej nauki, którą jest właśnie teoria plastyczności.
§ 1. Stany naprężenia i odkształceniaZauważmy, że przy rozważaniu stanu naprężenia materii w spoczynku nie ma potrzeby uwzględniania rodzaju materii, jeżeli tylko nie czyni się dodatkowych założeń co do szczególnych własności tego stanu (np. że nie istnieją siły tarcia). Może to być zarówno ciało stałe, jak i ciecz lepka (dla cieczy idealnej przyjmujemy już szczególne założenie: t = 0), gdzie t oznacza naprężenie ścinające.Podobnie rzecz ma się ze stanem odkształcenia. Jeżeli ograniczymy się, jak to się zwykło czynić, do rozważania małych odkształceń, to stan ten obejmuje małe odkształcenia dowolnej substancji, byleby była ona uważana za kontinuum materialne.Jak już wspomnieliśmy, teoria plastyczności wymaga odrębnego pod względem formalnym potraktowania pojęć znanych z teorii sprężystości. Rozważmy zatem naprężenia i odkształcenia właśnie pod kątem potrzeb teorii plastyczności.Weźmy pod uwagę składowe ńaprężenia panującego na dowolnej płaszczyźnie o normalnej v, o cosinusach kierunkowych l, m. n (rys. 1 Składowe te będą się wyrażały następującymi wzorami:

Px = 0x1 + Tyx m + Tzxn ,(1.1) Py ---  tXy 1 ”I- Oy TO H Tzy Tl ,

Pz = Txzl + Tyzm + azn .72



Stan naprężenia w punkcie określony jest przez tzw. tensor naprężenia To:
Tyz

Tzx

Uzy

Oz(Klamry obejmują tutaj tabliczkę ułożoną ze składowych stanu naprężenia i mają za zadanie przypomnieć, że chodzi o pewną macierz).Z warunku równowagi momentów sił działających na element objętości ciała otrzymuje się równość składowych stycznych naprężenia:
Rys. 1

Txy — Tyx , Tyz — Tzy , Tzx — Txz ■Z określenia tensora symetrycznego wynika zatem, że tensor T- jest tensorem symetrycznym.Ogólny stan odkształcenia elementu można rozłożyć na:(1) czyste odkształcenie objętości,(2) czyste odkształcenie postaci,(3) ruchy bryły sztywnej (przesunięcie i obrót).(1) Czyste odkształcenie objętości, zwane również «rozszerzeniem® objętościowym (rys. 2), przedstawia następujący wzór:, i du , dx + dx dx
0

, < dw , \ , , ,dz + r- az —dx dy dzdz y 
dx dy dz= (1 + 8x) (1 + By) (1 + «z) — 1 Sx + By + Gz •

Przyjęliśmy tutaj oznaczenie

Rys. 2

i podobnie
—dx , 

dx / __ du
dx dx

dv dworaz ez = -5— >dy dz 73



gdzie u, v i w przedstawiają składowe przemieszczenia. Jest rzeczą zrozumiałą, że wielkość 0 nie zależy od układu odniesienia; podobnie suma 
7^1 ----  Sx + Sy + Cz ,przedstawiająca z pewnym przybliżeniem wielkość 0, jest niezmiennikiem; niezmiennik ten nosi nazwę pierwszego niezmiennika stanu odkształcenia (por. dalej § 5).(2) Czyste odkształcenie postaci można przedstawić za pomocą jednego z rysunków 3a, 3b lub 3c.

Rys. 3Przedstawiają one te same stany odkształcenia, różniące się między sobą jedynie o obrót danego elementu traktowanego jako ciało sztywne.Tensor odkształcenia (w znaczeniu ogólnym) można przedstawić w postaci następującej tabliczki (macierzy):
du du du
dx dy <Tz

dv dv dv
dx dy dz

dw dw dw
dx dy dzMożna udowodnić (jak to uczynił Helmholtz), że podczas przemieszczenia o składowych u, v, w kąty obrotu elementu, rozpatrywanego jako bryła sztywna, dokoła osi układu odniesienia są równe odpowiednio1 /dw dv\a)x 2 \ dy dz / ’

lidu dw\ 2 \ dz dx/’1 Idv du\
Z n i J —— —— I2 \ dcc dyl74



Biorąc pod uwagę znane związki Cauchy’ego
du dv dw

&X dx By dy ’ ^Z dz

du , dv _ dw , dv du dw
yxy dy dx ' yyz dy dz yzx dz dxmożemy przedstawić tensor odkształcenia w postaci następującej:

T =

8x 2 (yxy Mz)

l (yzx ---  My)

i(yXz + wj)
i Mx) j =

. I2 (yzy 4“ Mx)

Bx i ?xy 2 ?XZ 0 — 2 My

2 Vyx By i?yz + ■ ł Mz 0 2 Mx

1 i ?zy ^z . — i My 0

2 (/r* “ł- Wz)

gdyż np.
du __  1 / du 

\dy
1 {dv du\ 1 ;

dx /

Pierwszy składnik wyrażenia dla T jest tensorem odkształcenia czystego (rys. 4a); będziemy go oznaczali przez Tz . Drugi składnik przedstawia tensor obrotu ciała sztywnego (tzn. obrotu zachodzącego bez jakiegokolwiek odkształcenia właściwego). 75



Rozważać będziemy w dalszym ciągu jedynie tensor T..Można wykazać, że jeżeli liczba Poissona v jest równa zeru, to dla ciała izotropowego sprężystego każdy wyraz tensora T. jest proporcjonalny do odpowiedniego wyrazu tensora To, przy czym współczynnik proporcjonalności jest równy 1/E (tutaj E oznacza moduł Y o u n g a).Odkształceniem średnim nazwiemy wielkość
Sśr = “ (sx + Sy + Sz ) = ~ 6 , 

O Ogdzie 0 jest odkształceniem objętościowym.Jest rzeczą oczywistą, że w przypadku (b) — rys. 4 — odkształcenie jest czysto objętościowe.Że w przypadku (c) nie ma odkształcenia objętości, które oznaczamy przez 0' (rys. 4c), stwierdzamy za pomocą następującego rachunku:& = (ex---Csr) + (Ey-----Sśr) + (fiz--- Sśr) = Sx + Ey + Sz-----3 Sśr = 0.Odkształcenie w przypadku (b) określa tensor
Sśr 00(1.2) <p0 Sśr0 0

o o Sśr .Jest to tzw. kulisty tensor odkształcenia, gdyż
— Sy — Sz — Sśr ,w związku z czym powierzchnia odkształceń Cauchy'ego przedstawia powierzchnię kuli.Odkształcenie w przypadku (c) określa tensor

Sx----Sśr 2 yXy 1 v2 yxz(1.3) D = i Yy* ey &śr 2 Yyzi i2 2 yzy Sz SśrJest to tzw. dewiator odkształcenia. (W dewiatorze suma wyrazów położonych wzdłuż głównej przekątni jest — z określenia — równa zeru; por. wyżej podany warunek dla 0').Oczywiście jest
T =T° + D .Wykażemy teraz, że stan naprężenia w dowolnym punkcie ciała można również rozłożyć na dwa stany składowe, mianowicie na równomierne 76



wszechstronne ciśnienie (ściskanie lub rozciąganie) o wielkości ośr, dążące do zmiany objętości elementu ciała, oraz na tzw. dewiacyjny stan naprężenia, dążący do zmiany postaci elementu bez zmiany jego objętości.W jakim celu przeprowadzamy ten podział stanów odkształcenia i naprężenia? Otóż doświadczenia wykazują, że osiągnięcie granicy plastyczności lub wytrzymałości materiału zależy nie tylko od wielkości naprężeń, ale i od charakteru stanu naprężenia. Mianowicie, ciśnienie hydrostatyczne, powodujące w ciałach jednorodnych izotropowych odkształcenie czysto objętościowe, praktycznie nie jest w stanie spowodować uplastycznienia materiału (świadczą o tym m. inn. doświadczenia B r i d g- m a n a z ciśnieniem hydrostatycznym dochodzącym do 30 000 atm; nie dotyczy to jednak ciał posiadających pory). Natomiast siły wywołujące zmianę postaci, np. siły ścinające, stosunkowo łatwo powodują powstanie stanu plastycznego materiału. Stąd wypływa celowość podziału odkształceń na część czysto objętościową (jak się okazuje z doświadczeń, nieomal całkowicie sprężystą, aż do bardzo wysokich ciśnień włącznie) i na część dewiacyjną, miarodajną dla uplastycznienia (lub zniszczenia) materiału.Podobnie jak to robiliśmy poprzednio dla tensora odkształcenia, rozkładamy teraz tensor naprężenia.Oznaczmy naprężenie średnie (hydrostatyczne) przez
Ośr — q (Ux 4“ Oy 4“ Oz) • UDowolny stan naprężenia 

(oxt Oy, Ozj txyt ty z, tzx)> określony tensorem naprężenia T, , możemy rozłożyć na dwa nakładające się na siebie stany naprężenia, przedstawione na rys. 5a i 5b.Stanowi odkształcenia czysto objętościowego (rys. 5a) odpowiada kulisty tensor naprężenia
(1.4) Ośr 0 0

yO__
0 0 Ośr 00 0 OśrStanowi odkształcenia czysto postaciowego (rys. 5b) odpowiada dewiator naprężenia

(1.5)
Tzx Tzy Oz--- Osr 77



Jest więc ogólnie
T =T° + D .o a 1 oRóżniczkując względem czasu wszystkie wyrazy wchodzące w skład wielkości T_, T^, T®, T®, D_ i D_ otrzymamy tensory szybkości wzrostu naprężeń, tensory szybkości wzrostu odkształceń, dewiatory szybkości wzrostu naprężeń, dewiatory szybkości wzrostu odkształceń itd.

§ 2. Stan naprężenia w punkcie. Naprężenia główneCałkowite naprężenie pn na płaszczyźnie dowolnie nachylonej względem osi współrzędnych przedstawia wzór(2-1) +w którym on jest naprężeniem normalnym, a rn naprężeniem stycznym w płaszczyźnie rozpatrywanej.Jeżeli kierunek normalnej do płaszczyzny, na której badamy naprężenia, określają cosinusy kierunkowe l, m, i n, to jest
= px l + py m + pzn.Korzystając ze związków (1.1) i uwzględniając równości rxy = ryx 

Tyz = tzy, Tzx =TXy, mamy w dalszym ciągu(2.2) an = oxl2 + Oy m2 + oz n2 + 2rx^lm+ 2ryzmn + 2rzxnl.Załóżmy, że na pewną płaszczyznę działa wyłącznie naprężenie nor- 
on (wtedy rn = 0); nazwiemy je naprężeniem głównym. Jest wówczas pn = an . Oznaczmy naprężenie główne przez a (rys. 6). Otrzymujemy w tym przypadku(2.3) al — px, am = py, an=pz.Z równań (1.1) wynika, że

o l = ox l + Txy m + tXz n,

o m = Tyx 1 + aym + Tyzn, 

o n = rzxl-j- azn ,

(ax — o) l + m + txz n = 0 ,
ryx l + (py — o) m + tyz n = 0 ,
tzx l + Tzy m + (az — o) n = 0 .

Rys. 6czyli
(2.4)
78



Ponadto jest (2.5) l2 + m2 + n2 = 1.Z układu równań (2.4) można wyznaczyć współczynniki kierunkowe ł, min. Równania te są liniowe i jednorodne. Wobec istnienia związku (2.5) wielkości l, m i n nie mogą być jednocześnie równe zeru. Zatem wyznacznik układu powinien zniknąć:
Ox-----O ^xy ^xz(2-6) Tyx Gy ---  G XyZ ’= 0

Tzx ^zy , GZ----GRozwijając ten wyznacznik otrzymujemy równanie trzeciego stopnia względem niewiadomej u:(2.7) a3 — o2 u, + o u2 — u3 — 0 ,w którym przyjęto następujące oznaczenia:
(2.8) Ul — 4“ &y 4“ Oz ,

= ox oy + oyuz + az ax — \

U3 = °y O z + 2 Txy Tyz Tzx — 0X T2yz — Oy T2zx — O, .Można udowodnić, że wszystkie trzy pierwiastki równania (2.7) (tymi pierwiastkami są naprężenia główne) są rzeczywiste (w podobny sposób w geometrii analitycznej przeprowadza się dowód istnienia rzeczywistych osi dla powierzchni środkowych drugiego stopnia). Ponieważ pierwiastki te jako naprężenia główne nie zależą od obranego układu odniesienia, to współczynniki równania przedstawione wzorami (2.8) również nie zależą od wyboru układu.Wielkości u2 i u3 są zatem niezmiennikami stanu naprężenia, przy czym pierwszy niezmiennik, ult jest tzw. niezmiennikiem liniowym, drugi, u2 — kwadratowym, a trzeci, u3 — sześciennym. Oznaczmy pierwiastki równania (2.7) przez alt a2 i a3 numerując je tak, aby było zawsze
Rys, 7

Ol > °2 > •Można wyróżnić w przestrzeni tzw. sześcian główny, o ścianach prostopadłych do kierunków głównych, daje się bowiem wykazać, że naprężenia główne tworzą układ prostokątny (rys. 7). 79



W uzależnieniu od naprężeń głównych (dla przekrojów odpowiadających kierunkom głównym jest, oczywiście, zgodnie z określeniem 
rxy = ryz = tzx = 0) niezmienniki stanu naprężenia wyrażają się następującymi wzorami:

ux = + O, + >(2.9) ----  & 1 &2 @2 O3 "4" Og Oi j

Wg ---- ^2 ^3 *

§ 5. Naprężenia ośmiościenne (tzn. na ścianach ośmiościanu foremnego)Znajdźmy naprężenia na ścianach ośmiościanu foremnego, którego ściany są jednakowo nachylone względem osi współrzędnych. Osie obierzmy w kierunku naprężeń głównych (rys. 8). Cosinusy kierunkowe l, m i n normalnych do tych ścian spełniają następujące równości:
11 = | m | = | n | , l2 + m2 + n2 = 1;zatem |l| = |m| = |nl = -7= •

V'3Na podstawie wzoru (1.1) otrzymujemy (dla kierunków głównych)
p1 = ail, p2 = a2m, p3 = a3n,

(3.1) P2 — Pl+pl+pl = i-(°2i+°l+<ty-
OWedług wzoru (2.2) jest teraz(3.2) On = W (<?! + Cz + C3) — Ośr • 

ODalej mamy według (2.1)(3.3) t2 = p2 — a2 = y (o2 + a2 + oj) — y (oj + o2 + o3)2, wobec czego(3-4) Tn = V /fal — O2)2 + (o2 — <T3)2 + fa3 — Ol)2 • 
ONaprężenie in nosi nazwę naprężenia stycznego «ośmiościennego» (oktaedrycznego).80



Wprowadźmy teraz następujące oznaczenia:
gl _2(3.5) t12 >

g2 °3 _ °3 gl ___2 — T23’ 2 — Tsl'Wykażemy dalej, że t12 , r23 i r31 przedstawiają tzw. główne naprężenia styczne (tzn. naprężenia styczne ekstremalne).Na wszystkich płaszczyznach ośmiościanu panują jednakowe naprężenia normalne o wielkości [por. (3.2)](3.6) On — Ośr .Te naprężenia normalne «ośmiościenne» odpowiadają stanowi ciśnienia hydrostatycznego (rys. 9).Naprężenia styczne «ośmiościenne» noszą również nazwę intensywności naprężeń stycznych J) według propozycji H. H e n c k y’ e g o.Uwzględniając oznaczenia (3.5) możemy zapisać równość (3.4) w postaci(3.7) rn ==-|-|/tj2 + t|3 + .

Sens mechaniczny intensywności naprężeń stycznych jako naprężenia stycznego na ścianach ośmiościanupodali uczeni szwajcarscy Roś Rys. 9i Eichinger.Naprężenia styczne ośmiościenne przedstawimy jeszcze w innej formie. Weźmy w tym celu pod uwagę wyrażenie 2(uj—3u2)/9 napisane w naprężeniach głównych [korzystamy tutaj ze wzorów (2.9)]: 
y (u2 — 3 u2) = — [ oj + o2 + o2+2 o1 a2+2o2 o3 + 2<t3 o — 3 (o-t a2 + o2 a3 + o3 ox) ] =112= — (a2+ o2+ a2) — — (a? + o2+ o^ — — (a^ + <r2a3 + a aj = o y y

= y (gi +gl+gP— y^ + ^ + tfj)2 •

1) Należałoby je, właściwie, nazywać w literaturze polskiej «wytężeniem», we
dług znanej propozycji twórcy tego pojęcia M. T. H u b e r a — por. dalszy ciąg 
niniejszego wykładu, zwłaszcza związek (3.10) — jednakże aby ułatwić czytelni
kowi studiowanie literatury obcej poprzestaniemy tutaj na nazwie «intensywność».81



Wynika stąd, że na podstawie (3.3) jest według (3.7.1)
9

Przyjmując zapis i u2 zgodnie ze wzorami (2.8) otrzymujemy następujące wyrażenie dla intensywności naprężeń stycznych:(38) =y |/k~ opa + — az)2 + (az — af + 6 (^ + r2z +[por. wyrażenie dla tn w naprężeniach głównych, wzór (3.4)].Jedną z hipotez wytrzymałościowych, tzn. jedną z hipotez określających stan naprężenia, przy którym w danym miejscu ciała następuje jego uplastycznienie, jest hipoteza H u b e r a-M i s e s a-H e n c k y’e g o, czyli tzw. hipoteza największej stałej energii czystego odkształcenia postaciowego. Według tej hipotezy uplastycznienie materiału w pewnym jego miejscu następuje wówczas, gdy wielkość tzw. naprężenia zredukowanego, określonego wzorem(3. 9) Ozred = ~7= |/(CT1--- ff2)2 + (^2----^s)2 + (^3--- ^l)2 ,F 2przekroczy pewną wartość krytyczną (charakterystyczną dla danego materiału).Wykażemy, że wyrażenie (3.9) jest niezmiennicze, a więc że nadaje się do formułowania praw fizycznych.Według (1.5) dewiator naprężenia napisany w naprężeniach głównych

Ośr = y (at + a., + aś) ■

przedstawia następująca macierz:
— aśr 0 0

Da= ■ o ero — aśr 00 0 a3 — aśrgdzie, jak poprzednio,
Drugi niezmiennik, u2, dewiatora D, jest według wzoru (2.9) równy 
^2= (<h — aśr^ ^—aś} + ^2 — ^3 — + (^3 — aś) (al — °ś) =•

= ^1 ff2 — °1 aśr ~aśr a2 + Ąr + °2 ff3 “ °2 a śr ~ a śr a3 + Ąr + °3 a\ ~ a3 aśr~ 

— ai & śr + = 3 Ąr ~ 2 a śr (°1 + a2 + aj + Uj O2 + a2 O3 + == —3 a2r + (71cr2 + a,<T3+o'3o-1 =---- --  (tfj + <t2+ct3)2+o-1o-2+ O2 a3 + O3 <7,.82



Po przekształceniu wyrażenia występującego pod pierwiastkiem we wzorze (3.9) otrzymujemy dla naprężenia zredukowanego wzór
Ozred = ----2 <7t O2 + <7^ + -----2 O2 C73 + + ffj---2 <7g <7j + <7^ =

y 2 . -

= /a| + <72 + — O i <7, — a2 <73 —a3 <7t .Porównując to wyrażenie z wyrażeniem u2 dla dewiatora widzimy, że
Ozred — | 3 Wg .Wynika stąd, że, istotnie, oZred daje się przedstawić przez niezmiennik.Z porównania (3.4) lub (3.8) z (3.9) otrzymujemy

o Ozred — Tn •Zauważyć tu możemy ścisły związek zachodzący pomiędzy niebezpieczeństwem uplastycznienia (według hipotezy H u b e r a) oraz naprężeniem ośmiościennym ścinającym. W teorii plastyczności ozred wyprowadzone zostaje niezależnie od hipotez wytrzymałościowych i nazywa się intensywnością naprężeń, a,. Intensywność (natężenie) naprężeń jest równa
, „X 3(3.10) O i — Ozred—

r 2

WYKŁAD IIW pierwszym wykładzie omówiliśmy nieco szczegółowiej stan naprężenia w punkcie i określiliśmy pojęcia głównego sześcianu i głównego ośmiościanu. Przypomnijmy inne ważniejsze wnioski. Wprowadziliśmy więc pojęcia:(1) intensywności naprężeń ścinających, wyrażającej się w naprężeniach głównych jako, (3.4),
oraz(2) intensywności naprężeń, czyli naprężenia zredukowanego, (3.9),

O i — Ozred
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Oczywiście jest, jak już o tym mówiliśmy, (3.10),
O i — &zred

Wyjaśniliśmy również, że naprężenie tn jest naprężeniem ścinającym na ścianach ośmiościanu głównego.Znaleźliśmy poza tym trzy niezmienniki stanu naprężenia, wyrażające się w naprężeniach głównych w postaci następującej, (2.9),U-j = G^ G2 “1“ <Ł == 3 Gśr ,Wg = Gj G2 G2 G3 “h G3 <T| ,Ua = Gi G2 G3 .Przypomnijmy, że dewiator naprężenia charakteryzujący czyste odkształcenie postaciowe wyraża się w naprężeniach głównych jako, (1.5),
Ot — Gśr 00 (72 Gśr

oo
O3 Csr0 oMacierz powyższa przedstawia rzeczywiście dewiator, gdyż suma wyrazów leżących na głównej przekątnej jest równa zeru.Łatwo sprawdzić, że zachodzą następujące związki: dla niezmienników całego tensora naprężenia, (3.7.1),

rn = J ul — 3 u2,czyli, (3.7.2),
o i = ^u\ — 3 u2 ;dla niezmienników dewiatora naprężenia, (3.7.3),

Gi = 3 U2 ,gdzie
U2 = (04 Gśr) (g2 Gśr) “F (<72 Gśr) (Cg Gśr) 4“ (Gs Gśr) (<7i Grś) •Ostatni związek, (3.7.3), wynika wprost ze wzoru (3.7.2), gdyż dla dewiatora pierwszy niezmiennik stanu naprężenia znika (u, = 0).Wielkości rn i ot są niezmiennicze, wobec czego można się nimi posługiwać dla formułowania praw fizycznych.84



§ 4. Krańcowe wartości naprężeń stycznych (główny dwunastościan rombowy)Obierzmy kierunki główne za osie układu odniesienia. Naprężenie normalne an panujące na płaszczyźnie, której normalna ma kierunek określony współczynnikami l, m i n, wyraża się w tym układzie następującym wzorem [por. (2.2)]:(4.1) on = Oi l2 + o2 m2 + <r3 n2.Ze wzoru (1.1) mamy(4.2) p2=p2x + p2+p2 = oll2 + o2m2 + o23n2,zatem [por. (2.1)](4.3) t2 = p2 — o2 = o212 + o2 m2 + <r2 n2 — (c^ l2 + o2 m2 + o3 n2)2.Zastąpmy w (4.3) n2 przez 1—l2 — m2. Znajdźmy następnie pochodne tn względem l oraz m i przyrównajmy je do zera. Otrzymamy wówczas dla wyznaczenia współczynników kierunkowych lim dwa równania, określające kierunek płaszczyzny ukośnej, na której zn przybiera wartości ekstremalne:
11 [(o, — a3) l2 + (og — o3) m2 — (ot — o3)j = 0 , (4.4) ;[ m [(ff! — o3) l2 + (o2 — O3) m2 — y (o2 — o3)] = 0 .

Równania (4.4) posiadają następujące rozwiązania:

Jeżeli wyrugowalibyśmy ze związku (4.3) nie n lecz l lub m, to otrzymalibyśmy inne, pozostałe jeszcze rozwiązania.Wszystkie uzyskane rozwiązania zebrane są w tablicy 1. 85



Pierwsze trzy kolumny tablicy — zawierające cyfry — określają płaszczyzny główne (na nich xn ma wartość ekstremalną, równą zeru). Trzy dalsze kolumny określają płaszczyzny przechodzące przez jedną z głównych osi i dzielące na połowy kąt między dwoma pozostałymi osiami głównymi. Zespół wszystkich płaszczyzn, odpowiednio równolegle przesuniętych w przestrzeni, tworzy dwunastościan rombowy (rys. 12).
Tablica 1

Oznaczając przez naprężenia ścinające główne na ścianach tego dwunastościanu, przecinających się z osiami /z i v (p, v = 1, 2, 3; //^r), otrzymamy po podstawieniu odpowiednich cosinusów kierunkowych do. y^zoru (4.3)(4.5) T12 = ±^—T23 = ±^_^, T2i = ±
Z zźO wzorach (4.5) mówiliśmy już poprzednio [por. (3.5)].Zauważmy, że po dodaniu związków (4.5) stronami otrzymamy

T12 4" T23 “F^Sl --- 0 .Dla płaskiego stanu naprężenia możemy teraz wyprowadzić z łatwością dobrze znany wniosek, że największe naprężenie styczne działa pod kątem 45° względem kierunków głównych i jest równe połowie różnicy naprężeń głównych.Reasumując to, co powiedzieliśmy o stanie naprężenia, wypada stwierdzić, że wyróżniliśmy następujące wielościany, nazwane głównymi:(1) sześcian główny (rys. 10); na ścianach sześcianu głównego występują jedynie naprężenia normalne, zwane naprężeniami normalnymi głównymi;86



(2) ośmiościan główny (rys. 11); na ściany ośmiościanu głównego działają naprężenia normalne, odpowiadające stanowi ciśnienia hydrostatycznego
Ośr ---- - -3- (<?! + o2 + o3),oraz naprężenia ścinające «ośmiościenne»_ <2 _

tn — $ Ozred —
v 2 13 ~ 3 ^(04 — aj2 + (u2 — + (04 — aj2;

Rys. 12Rys. 11(3) dwunastościan główny (rys. 12); na ściany dwunastościanu głównego działają naprężenia ścinające główne
2 t23 = ± £2 aA2 2oraz naprężenia normalne

o‘i + O3
<r28— 2 2012 “ 2

§ 5. Stan odkształcenia w punkciePomiędzy stanami odkształcenia i naprężenia istnieje ścisła analogia.Wydłużenie odcinka, którego kierunek określają współczynniki l, m, i n, jest równe(5.1) 6 = ex l2 + eym2 + ez n2 + yxy Im + yyz mn + y?x nl. 87



Wyrażenie to jest podobne do wyrażenia (2.2) dla naprężenia normalnego. We wzorze (5.1) nie występują atoli dwójki, gdyż do tensora odkształcenia wprowadzone zostały wielkości yxy!2,..., zamiast odpowiednio txy,... (por. str. 75). Na podstawie analogii możemy wnioskować, że w każdym punkcie ciała istnieją trzy główne osie odkształcenia; włókna skierowane wzdłuż tych osi doznają tylko samych wydłużeń, a kąty proste pomiędzy kierunkami tych włókien nie ulegają zmianie.Wydłużenia główne £t, £2 i es wyznaczyć można z równania sześciennego [analogicznego do (2.7)].(5.2) e3 — e2 + e — ^3 = 0,gdzie tid i ^3 są niezmiennikami stanu odkształcenia (określonymi przez wyrazy tensora odkształcenia, przy czym symbol — sśr = 0; por. str. 76).
(5-3)

= Ex + Ey + Ez ,

^2 = ex sy + eyez + Ez£X — ^ Wy + Tyz + >

^3 = £x ey Bz + y ^y yy*— T W + ey & + e* •

W ciele izotropowym główne osie odkształcenia i naprężenia pokrywają się ze sobą.Stosując dalej wzmiankowaną analogię otrzymamy wartość wydłużenia en w kierunku normalnym do płaszczyzn ośmiościanu głównego [por. wzór (3.6)] równą(5.4) e„ = —(C1 4-e2 4-e3) = e^_Posunięcia dla płaszczyzn ośmiościanu [por. wzór (3.4), w którym rn zastąpić trzeba przez yn/2] są równe
9 _____________________________________________________________________(5.5) yn = — e2)a + (e2 — e3)2 + (e3 — ej2.Wyrażenie powyższe nazwał H e n c k y intensywnością odkształceń stycznych.Wzór (5.5) można przedstawić również w postaci podobnej do (3.8), mianowicie o / 9(5-6) yn = y ]/ (EX - SyY + - e? + (ez - £ J2 + y (fxy + y}z + ^) .
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Wyrażenia dla posuwów2) głównych [analogiczne do wyrażeń (4.5) dla naprężeń głównych] przybierają postać następującą:
(5.7) 712 = ± (ei — e2), 

?23 = ± (e2 — e3) > 
73i^=±(e3 — ej.W teorii plastyczności dużą rolę odgrywa wielkość proporcjonalna do tzw. posuwu «ośmiościennego», zwana intensywnością odkształceń i definiowana w sposób następujący:(5.8) £i = *--------yn =2/ 2 (1 + r)

9
sy — + Oh — ej2 + y (r2,, + 72z + •Dla liczby Poissona v równej 1/2 otrzymuje się1

§ 6. Prawo sprężystościJak wiadomo, dla ciała izotropowego podlegającego prawu H o o k e’ a przy założeniu małych odkształceń można zapisać prawo sprężystości w następującej postaci Lamego:
(6.1) Ox = 2 G ex d- A 0 ,

Oy = 2 G By -f- A 0 ,
Oz == 2 G + A 0 ,

1xy — G yXy , 

Tyz == G ^yz , 

Tzx == G yzx •Tutaj A jest jedną z dwóch stałych Lamego, wyrażającą się przez moduł odkształcenia postaciowego G i liczbę Poissona v w następujący sposób: 2Gr
0 jest odkształceniem objętościowym, co oznacza, jak wiemy, że0 = Bx + By + Bz = 3 Bśr .

2) Używamy tutaj również terminu «posuw» zamiast dwuznacznego «posunięcia» 
lub długiego «kąta odkształcenia postaciowego®. 89



Odejmując od siebie parami pierwsze trzy równości (6.1) otrzymamy
(6.2)
skąd (6-3)

Ox 6y — 2 G £y) j

Oy--- OZ = 2G (cy--- £z) ,Oz o* = 2 G (ez Sx) ,

Ox Oy   &x &y
Oy OZ £y &z

Oy Oz £y £z
Oz — Ox Sz SxPrzypomnijmy (por. rys. 13 i 14), jak wyglądają koła Mohra dla trójwymiarowych stanów naprężenia i odkształcenia (w założeniu, że, jak to już wspomnieliśmy, jest ot > a2 > a3 i ponadto £j>e2>e)3.

Rys. 13 Rys. 14Równania (6.3) dowodzą, że koła Mohra dla naprężeń są w sposób ciągły geometrycznie podobne do kół Mohra dla odkształceń.Podobieństwo kół Mohra dla naprężeń i odkształceń bywa często przyjmowane w teorii plastyczności jako jeden z aksjomatów.Zapiszmy równania (6.2) w naprężeniach głównych, czyli dla «głów- nego sześcianu»:
(6.4) Oj Og  2 G (fij 83), o2 o3 = 2 G (e2 £3), o8 —Oi = 2G(83 — ej.Według zależności (4.5) jest (z pominięciem znaków)<71 a2 = 2 t12 , o2 o3 = 2 r23, Og Oj = 2 t31, a według zależności (5.7)

81 82 = y12, e2 83 = y23, 63 8j = y31.90



Wobec tego zamiast wzorów (6.4) otrzymujemy
Ti2 — G y12,(6.5) T23 ----  G 723 >

Rn = Gy31.Wynik ten można otrzymać z bezpośredniego zastosowania prawa H o o k e’a, jeżeli rozpatrywać sześcian, którego ściany są równoległe do trzech ścian głównego dwunastościanu rombowego. Na ściany tego sześcianu będą działały główne naprężenia ścinające, określone właśnie wzorami (6.5).Rozważmy z kolei sześcian zorientowany względem kierunków głównych tak, aby para ścian równoległych była przynależna do «głównego ośmiościanu», to znaczy, aby na te ściany i na drugą parę ścian, prostopadłych do nich, działały naprężenia ścinające «ośmiościenne» Niech te naprężenia będą prostopadłe do odpowiednich krawędzi tych ścian. Wówczas na podstawie prawa H o o k e’ a otrzymujemy(6.6) Tn — Gyn.Zgodnie ze wzorami (3.8) i (5.5) mamy 'teraz dla kierunków głównych
(6.7) = W /(?! — + (ff2 — ^s)2 + (ffs — <h)2 =

O
' =Gyn = G^ ]/(£1 - ea)2 + (e3 - e3)a + (e3 - ej2

Nazwijmy, jak poprzednio, «intensywnością naprężeń» lub «napręże- niem uogólnionym® (jest to również naprężenie zwane sprowadzonym lub zredukowanym) wielkość [por. wzory (3.8) i (3.10)]3
(7/ — ,— Tn ,^2a «intensywnością odkształceń® lub «odkształceniem uogólnionym® wielkość [por. wzory (5.6) i (5.8)], (3.10), 3 

et = " ż—z------r 7» •2/2 (l-MBiorąc pod uwagę związek
E<6-71’ G=ra+W 91



otrzymujemy3 3 3 E „3 „
—rn — —/=■ G yn — o /i i \yn — E /  yn — E Si/ 2 / 2 ]/ 2 2 (! + ^ . 2 / 2 (1 + v)

1 — 2v
jest

Wobec tego ze wzoru (7.1), po podzieleniu obu jego stron przez 3, otrzymujemy(7.2) Ośr=E°Sśr;tutaj przyjęto oznaczenie
(E° można uważać za objętościowy moduł sprężystości; symbolem K oznacza się często E°/3).Ponieważ jest 0 = 3 Sir ,więc możemy również napisać

------ ---------0.3 (1 — 2 r)

Korzystając z zależności (3.10) otrzymujemy ostatecznie(6.8) ot = E Si.G W teorii plastyczności równanie powyższe po------ siada doniosłe znaczenie, jednakże symbol E nie przedstawia sensu stricto modułu Y o u n g a/ (rys. 15), lecz współczynnik zmieniający się wrazTT ze zmianą stanu odkształcenia i ponadto zmienny od miejsca do miejsca (gdy stan naprężenia jestRys. 15 niejednorodny).
§ 7. Prawo zmiany objętości i prawo zmiany postaciDodajmy do siebie stronami trzy pierwsze równości (6.1). Otrzymamy wówczas(7.1) Ox + ciy + Qz — (2 G + 3 2) (e* + sy + ez),gdzie wobec istnienia związku (por. str. 89), 2Gr

E
E° = , „ = 3 K1 — 2 v

(7.3)92



Wzory (7.2) lub (7.3) wyrażają tzw. prawo zmiany objętości. Według tego prawa naprężenie średnie jest proporcjonalne do odkształcenia średniego lub też do odkształcenia objętościowego.Doświadczenia wskazują, że prawo (7.3) nie traci ważności również przy bardzo dużych aśr (o wiele większych od granicy sprężystości przy prostym rozciąganiu) i wobec tego 0 obliczane ze wzoru (7.3) jest praktycznie, w bardzo szerokim zakresie zmienności a^r, sprężyste. Czysta zmiana objętości jest więc niemal zawsze sprężysta, lub też inaczej: tensorowi kulistemu T® odpowiada, praktycznie, sprężysty stan materii.Wróćmy teraz do związków (6.1). Odejmijmy od nich stronami równość (7.2). Otrzymujemy w ten sposób pierwszą zależność w postaci
E

Ox Ośr 2 Gex d" A0 “ - £śr1 — 2 v
— orto-L. v •? o i 2G(l + v) __ r .— 2 G r n o 3 8śr) Z o Eśr — 2 G (8x ^śr) 1 — 2 r 1 — 2 vi podobnie dwie dalsze zależności. Ostatecznie mamy

ox— Ośr == 2 G (sx Sśr) ?
7^

^ = 20 ’̂(7.4) °y — Ośr == 2 G — 8śr) , Tyz = 2G^-,

Oz---- Gśr == 2 G (Sz &śr) , rzX=2 G^.
Związki powyższe można również przedstawić w następującym symbolicznym zapisie tensorowym:

Korzystając z oznaczeń (1.3) i (1.5) mamy
Ox ^śr Txy rXz &x £śr 2 7xy 1 a,

2 Vxz(7-5) • Tyx Oy--- Ośr T^yz = 2G 1 A,
2 Vyx 8y 8śr 1 A,

2 7yz

Tzx ^zy Oz Ośr. i..2 7** 1 A, 2 7^ Sz £śr .

(7.6) D, = 2GDS.Wzór (7.6) wyraża prawo zmiany postaci. Prawo to stwierdza, że dewiator naprężenia jest proporcjonalny do dewiatora odkształcenia, lub że czyste odkształcenie postaci jest wywołane przez dewiator naprężenia.93



Jeżeli wrócimy do prawa zmiany objętości (7.2), to po zastosowaniu oznaczeń (1.4) i 4.2) możemy je zapisać również w postaci tensorowej (7-7) gpo__  jgoa e ’gdzie E° = E/(l—2 r) jest-objętościowym modułem sprężystości. Dla v=l/2, tzn. dla ciał, których objętość uważamy za nie ulegającą zmianie w trakcie odkształcenia, otrzymujemy wniosek o znaczeniu czysto formalnym 
E° = co.

WYKŁAD III

S 8. Warunki plastyczności (hipotezy -wytrzymałościowe)Hipotezy wytrzymałościowe nazywa się dzisiaj raczej warunkami plastyczności. Ta nazwa jest o tyle słuszniejsza, że w istocie chodzi tutaj o uplastycznienie materiału, a nie o jego zniszczenie przez rozdzielenie, przesuw lub zmiażdżenie. O hipotezach wytrzymałościowych należałoby raczej mówić przy rozważaniu granicznej nośności ciał kruchych, czyli pękających bez uprzednich, widocznych, trwałych odkształceń. Takie zaś ciała są właściwie dotychczas nie zbadane. W ‘dalszych naszych rozważaniach zajmiemy się wyłącznie ciałami ciągliwymi, tzn. ciałami odkształcającymi się w sposób trwały przed wystąpieniem zniszczenia (np. stal niezbyt twarda), czyli tzw. ciałami sprężysto-plastycznymi. Zagadnienie, które chcemy teraz rozważyć, sprowadza się do pytania, jakie czynniki sprawiają, że pewne miejsce ciała ulega uplastycznieniu: czy tymi czynnikami są naprężenia występujące w danym miejscu, czy też odkształcę-1 nia, czy jedne i drugie, czy wreszcie niektóre z ich składowych. Przy rozciąganiu, tzn. przy naprężeniu jednoosiowym, sprawa jest jasna: ekstremalnym naprężeniem wywołującym uplastycznienie jest naprężenie opi, równe tzw. granicy plastyczności (obserwowanej na wykresie próby na rozciąganie). Przy złożonym, przestrzennym stanie naprężenia sprawa się komplikuje. Wiemy, że wtedy stan naprężenia w danym miejscu charakteryzuje sześć wielkości lub właściwie trzy, tzn. naprężenia główne, gdyż kierunki tych ostatnich dla rozpatrywanych tutaj ciał izotropowych uznać wypada za obojętne. Jeżeli za osie układu odniesienia obierzemy naprężenia główne, to można zbudować powierzchnię, zwaną graniczną powierzchnią uplastycznienia, określoną równaniem(8.1) f (cr1,ff2,<T3) = 0.Zbiór trójek liczb , <r2 i as odpowiadających tej powierzchni ma przedstawiać wszystkie stany naprężenia, które powodują w danym miejscu przejście materiału w stan plastyczny.94



Znamy różne hipotezy co do przyczyn powstawania stanu plastycznego materiałów.Pierwszą hipotezę podał Galileusz w XVII w. Twierdził on, że uplastycznienie wywołane jest przez największe naprężenie główne; gdy to ostatnie osiąga pewną wartość aPi, następuje uplastycznienie materiału. Hipoteza ta należy do przeszłości, gdyż obala ją doświadczenie z wszechstronnym ściskaniem; ciśnienie może być w tym przypadku znacznie większe od apl przy rozciąganiu, a mimo to materiał nie ulega zniszczeniu lub uplastycznieniu (doświadczenia A. Fóppla i następnie P. B r i d g m a n a). Gdyby tę hipotezę ograniczyć tylko do maksymalnego naprężenia rozciągającego, to i tak nie potwierdza się ona dla ciał ciągliwych.Według drugiej hipotezy przyczyną uplastycznienia materiałów jest największe wydłużenie jednostkowe (główne). Doświadczenia obaliły również i tę hipotezę; mimo to była ona jako oparta na autorytecie Saint- V e n a n t a długo uznawana we Francji i w NiemczechTrzecią hipotezę, hipotezę największego naprężenia stycznego, podał Coulomb w XVIII w.'Jeżeli przyjąć, jak to poprzednio czyniliśmy, że
> ^2 > °3 }to ze wzorów (4.5) otrzymuje się pomijając znak(8.2) Tmox = T13 = ^q--^.Według hipotezy Coulomba uplastycznienie materiału następuje wówczas, gdy Tmax przekroczy pewną wielkość tpiast.Dla czystego rozciągania w kierunku jest

^2 = = 0 >więc w momencie uplastycznienia jest tutaj(8.3) _ &pi
Tmax — Tpiast — •Zauważmy od razu, że współczynnik 1/2 w tym wzorze nie odpowiada wynikom doświadczeń, które określają jego wartość na bliską 0,58.Dla hipotezy Coulomba równania określające powierzchnię graniczną, (8.1), zapisane w układzie osi głównych, przyjmują następującą postać: )CTt = °pi >(8.4) 1^2 CT3 I ----  aPl >
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Nie trudno zauważyć, że warunki (8.4) określają graniastosłup heksagonalny, jednakowo nachylony względem trzech osi współrzędnych o^, a2 i (rys. 16).

Ze wzorów (8.4) dla <ts = 0 otrzymuje się (por. sześciobok po prawej stronie rys. 16)
cI = zt 6 pl!

= ± a pi,

Ci — zb dpi •Doświadczenia G u e s t a potwierdzają słuszność tej hipotezy (objęły one rozciąganie i skręcanie rur poddanych równocześnie działaniu ciśnienia wewnętrznego).Mohr, twórca czwartej hipotezy, uogólnia hipotezę C o u 1 o m- ba-Guesta zarówno na ciałakruche (zniszczenie ich następuje na skutek pęknięcia czyli rozdzielenia), jako też i na ciała ciągli- we (zniszczenie ich następuje w ogólności na skutek przesuwów, czyli poślizgów plastycznych). Twierdzi on, że uplastycznienie lub zniszczenie materiału zależy od właściwości samego materiału: mianowicie, te stany następują albo przy pewnej granicznej wartości naprężenia stycznego t, zależnej jeszcze od wartości napręże96



nia normalnego o w tych płaszczyznach, w których działa i, albo przy pewnej wartości naprężenia rozciągającego.Przedstawmy przestrzenny stan naprężenia w danym punkcie, (tutaj Uj < <r2 < za pomocą kół Mohra (rys. 17).Największe koło Mohra, wyznaczone przez naprężenia u, i c3, przedstawia stan naprężenia dla płaszczyzn równoległych do osi o kierunku a2. Części zacienione wykresu przedstawiają naprężenia w przekrojach skierowanych dowolnie.Ponieważ zarównb w teorii Coulomba, jak iw teorii Mohra chodzi o największe naprężenia ścinające Tmax [por. wzór (8.2)], to znaczenie istotne posiada właściwie okrąg największy, natomiast wartość a2 staje się obojętna (nie potwierdzają takiej opinii doświadczenia L o d e g o i analiza ważniejszych nowych doświadczeń, przeprowadzona przezII j u s z in a). Niech punkt P (a, t) reprezentuje naprężenia o i t w płaszczyźnie najniebezpieczniejszej — gotowej do poślizgu plastycznego (jak wiemy, po przekroczeniu granicy plastyczności na powierzchniach ciała pojawiają się delikatne ślady układów linii poślizgowych materiału). Zbiór tego rodzaju punktów P tworzy linie stanów granicznych, które muszą być obwiedniami rodziny kół Mohra, bo z założenia P jest najniebezpieczniejszym stanem dla danego koła, a więc niemoże być innych przecięć tego koła z liniami stanów granicznych poza punktami P. Gdy naprężenia główne z rozciągających przechodzą w ściskające, to koła Mohra przesuwają się coraz bardziej w lewo. Obwiednia ich musi albo rozbiegać się z lewej strony osi r, albo być równoległa do osi o. 
W przeciwnym razie miej- Rys. 18sce jej przecięcia z osią <7 wyznaczałoby wartość niebezpieczną wszechstronnego ściskania, dla którego koło Mohra redukowałoby się do punktu, i byłoby (— ^2) — P (P> 0).A przecież stanowi wszechstronnego ściskania nie odpowiada, jak mówiliśmy, żaden stan niebezpieczny (przynajmniej praktycznie). Natomiast punkt B (por. rys. 18) odpowiada stanowi wszechstronnego rozciągania:

O1 = O2 = ^3=P-

dl



Zagadnieniom tym poświęcona jest bogata literatura, jakkolwiek brak jest dotychczas dostatecznie ścisłego ich rozstrzygnięcia. Warto wymienić tu m. inn. ostatnie prace uczonych wiedeńskich związanych ze szkołą A. Leona.Zdecydowanym przeciwnikiem teorii Mohra był twórca ogólnie dziś przyjętej (piątej) hipotezy energetycznej, M. T. H u b e r. Szkoła radziecka (I 1 j u s z i n, Kaczanów, Sokołowski i inni) zdecydowanie popiera teorię H uber a jako najbardziej zgodną z doświadczeniem (warto wspomnieć przy tej okazji, że istnieje również nowa 

Rys. 19

rosyjska teoria Dawidienkowa-Frid- m a n a). Część uczonych zachodnich opowiada się jednak w dalszym ciągu za teorią Mohra.Teoria Kubera oparta jest, jak wiadomo, na pojęciu energii sprężystej, tzn. na pojęciu energii potencjalnej, nagromadzonej w ciele sprężystym odkształconym (rys. 19).Jeżeli ciało podlega prawu H o o k e’ a, to praca elementarna, wykonana przez naprężenia normalne c, działające na dwie przeciwległe ściany sześcianu »jednostkowego«, przy jego odkształceniu o wielkości de jest równa
a d e.Całkowita praca wykonana przez te naprężenia do momentu odpowiadającego stanowią, ex jest równa axex!2.Ostatecznie zatem energię sprężystą jednostkową (właściwą) przedstawia (w naprężeniach głównych) wzór(8.5) 2 9 = Ci + a2 e2 + a3 e3lub w zapisie tensorowym(8.6) 29 =T=T. .Wobec istnienia związków (por. str. 76 i 78)(8.7) T_ = T°+DZ, 

t = t°+d^,po ich przemnożeniu otrzymujemy(8.8) 29 = TaT° + D_D= + T°D, + T»D + DDs, gdyż można wykazać, że jestT° D + T° D = 0 . o e e o98



Wynika stąd, że energia sprężysta jest równa sumie energii sprężystej odkształcenia objętości i odkształcenia postaci. Przedstawimy to jednak wyraźniej przekształcając odpowiednio wzór (8.5)Przyjmijmy, że naprężenia i odkształcenia główne zostają rozłożone na dwie składowe:
(8.9) Cl = Cj + Ośr , C2 = O2 -}- Ośr , Cg == Cg Ośr ,gdzie, jak zwykle,

Ośr = “ (c, + C2 + O3) , o

e1 = e1+eśr,Sg == d Eśr ,83 = C3 + Eśr ,

eśr = ^(eJ +s2 + e3) .

Podstawmy powyższe wyrażenia do wzoru (8.5), a otrzymamy po przekształceniu(8.10) 2,9 = 3 Ośr Eśr + Ct £t + O2 + C3 S3 .Jak wiemy, jest 3 Eśr = + e2 + e3 = <9 ,gdzie symbol 0 oznacza odkształcenie objętościowe jednostkowe. Gdy na tę samą objętość jednostkową działa naprężenie hydrostatyczne Ośr, to(8.11) 3 Ośr Eśr = ,gdzie 9V oznacza pracę (energię) odkształcenia objętości. Wobec tego reszta wyrazów we wzorze (8.10) przedstawia energię odkształcenia postaci (9/). Jest zatem(8.12) 2 9/ = o j d- c2 £2 4~ c3 e3.Otóż według hipotezy H u b e r a warunkiem uplastycznienia materiału jest osiągnięcie przez 9/ (czy też przez 2,9/) wartości maksymalnej; gdy nastąpi już uplastycznienie, wielkość ta pozostaje stała (dlatego hipoteza ta była nazywana hipotezą stałej największej energii czystego odkształcenia postaciowego). Mamy zatem dla materiału przeprowadzonego w stan plastyczny(8.13) Ci £, | Co £2 | c3 e3 —~ const.Według prawa H o o k e’a jest
ok = Esk (k = l,2, 3).99



Zamiast zatem wzoru (8.13) napisać można(8.14) g2 + g2 + Uj — const.Odejmijmy teraz od powyższego wzoru stronami równość(gj +g2 + g3)2 =3Po przekształceniu i powtórnym wprowadzeniu składowych g1; g2 i gs otrzymujemy(8.15) (gx — g2)2 + (<r3 — o3)2 + — <7i)2 = c2(symbol c oznacza tutaj wielkość stałą).Dochodzimy z kolei do ważnego wniosku porównując ten wzór z wyrażeniem (3.4) dla Okazuje się, mianowicie, że jest
(8.16) =

Wynika stąd, że hipoteza Kubera równoważna jest hipotezie największego (stałego) naprężenia ścinającego ośmiościennego.Zastanówmy się teraz, czemu jest równa stała c. Dla czystego rozciągania w momencie uplastycznienia materiału mamy g, = api, g2 = g3 = 0 . Z (8.15) otrzymujemy wówczas(8.17) c = 2 dpi.Oznacza to, że warunkiem uplastycznienia, zgodnie ze wzorem (8.16), jest osiągnięcie przez naprężenia ścinające ośmiościenne, tzn. przez tzw. intensywność naprężeń ścinających, wartości krańcowej
Tn — g aP' 'Ponieważ wykazaliśmy poprzednio, (3.10), że3 
di — ,---  Tn ,]/2więc warunek uplastycznienia materiału, w uzależnieniu od intensywności naprężeń, przyjmuje następującą postać:

di = dpi .Powyższy warunek można również wyprowadzić w nieco odmienny sposób.100



Jak wiadomo, energia odkształcenia postaci [por. także wzór (8.15)] jest równa
5/ = ^^- [(aj —o2)2 + (g2 —<t3)24 (o3 —o,)2] .

Dla prostego rozciągania otrzymujemy
/ rozc

9 1 +r 22 6E arozcwobec czego wprowadzając pojęcie a^red, tzn. «sprowadzając» złożony stan naprężenia do prostego rozciągania, mamy
9f— 2 ^zred = — ~ + (c^ — o,)2] ■Możemy zatem napisać [por. (3.9)]

Podobnie więc jak istnieje warunek prostym rozciąganiu, uplastycznienia materiału przy
O rozc — Opl ,tak też otrzymuje się warunek uplastycznienia w przypadku ogólnym
Gzred — ®pl •Warunek (8.15) określa tzw. walec (kołowy) H u b e r a nachylony jednakowo względem osi współrzędnych, które obrano w kierunkach naprężeń głównych. Zarówno widok samego walca H u b e r a, jak i jego przecięcie z płaszczyzną współrzędnych a1; <t2 przedstawione zostały na rys. 20.101



Z dokładniejszych rozważań wynika, że walec H u b e r a opisany jest na tzw. graniastosłupie Coulomba. Stąd wniosek, że powierzchnie graniczne, przedstawione równaniem f (0^ a2, a3) = 0, nie wykazują w ujęciu Hubera i Coulomba znaczniejszych od siebie odstępstw; obie zatem hipotezy, a więc hipoteza energetyczna i hipoteza największych naprężeń ścinających, są niemal równoważne. Doświadczenia (przeprowadzane głównie na rurach poddanych ciśnieniu wewnętrznemu: Lode, Nada i, Roś i Eichinger, Taylor i Q u i n n e y, Schmidt i ostatnio w 1945 r. D a v i e s) wykazały wyraźnie lepszą zgodność z wynikami pomiarów warunku H u b e- r a niż innych hipotez.Zatrzymajmy się więc ostatecznie na warunku plastyczności H u- b e r a, który stwierdza, że uplastycznienie materiału następuje w chwili, gdy wyrażenie (3.9)3 1 _______________________________________ __
Oi — Ozred — Tn — j/ (a, — + (^ — g-JS + (^ — „J2osiąga wartość równą api (tzn. równą granicy plastyczności określonej dla prostego rozciągania), i to niezależnie od tego, jaki (liniowy, płaski czy

Rys. 21

przestrzenny) stan naprężenia panuje w danym miejscu. Dla materiału idealnie plastycznego ozred = o i po- zostaje stałe w całym okresie plastycznym. Na rys. 21a przedstawiony jest wykres (u, e) dla ciała idealnie plastycznego, na rys- 2Ib dla ciała plastycznego ze wzmocnieniem liniowym, a na rys. 21 c dla materiałurzeczywistego (stali).Obecnie, dla skonkretyzowania naszych dotychczasowych wywodów, pokażemy, jak rozwiązać stosunkowo proste (zresztą dość ważne) zadanie teorii plastyczności «w napręże- niach».
Przykład. Płaski pierścień z materiału plastycznego (rys. 22).Załóżmy, że mamy pierścień poddany kołowo-symetrycznemu stanowi naprężenia. Niech odkształcenia w kierunku prostopadłym do płaszczyzny pierścienia nie natrafiają na opór (tzn. niech <tz = 0).102



Jest z założenia
or = dr (r) oraz ot = ct (r).Wobec symetrii obciążenia i układu jest również xrt = 0, zatem or i ct są naprężeniami głównymi. Załóżmy, że odkształcenia są małe (robimy to w tym celu, aby równania równowagi elementu móc ułożyć dla elementu nieodkształconego). Z równowagi rzutów naprężeń na promień r otrzymujemy równanie, znane ogólnie z tzw. zagadnienia L a m e g o, , . da(8.18) r — ot— Cr.arWarunkiem idealnej plastyczności materiału (zauważmy, że chodzi o idealną plastyczność w każdym miejscu rozpatrywanej konstrukcji) jest

Ozred == Cpl = k , gdzie k jest pewną stałą.Stąd dla = oz — 0, cx = or oraz o2 — ot otrzymujemy(8.19) o2r — ar ot -f- of — k2.Jak wynika z równań (8.18) i (8.19), zadanie można rozwiązać na podstawie tych równań bez rozważania odkształceń (oczywiście, tutaj — tylko trwałych odkształceń).Równanie (8.19) przedstawia elipsę plastyczności H u b e r a. Wprowadzimy nowe zmienne. W tym celu obróćmy współrzędne Cr i ot o kąt 45°; przyj- mą one wówczas położenia odpowiednio o i o' i pokryją się z osiami elipsy (rys. 23).Można dowieść, że półosie tej elipsy są równe odpowiednio
(8.20) a = l'2k a więc równanie kanoniczne elipsy w postaci parametrycznej jest

o = a sin 0 = y 2 k sin 0 ,(8.21)
o' = b cos 0 = k cos 0 .2
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W wyniku dokonanego obrotu otrzymujemy (rys. 24)

Naprężenia or i at określone związkami (8.23) spełniają, oczywiście, warunek (8.19)3).'Pozostała więc tylko jedna zmiana zależna, mianowicie kąt 0=6(r), [jest, naturalnie, 0 = 0 (r), gdyż, jako kąt pomocniczy w układzie współrzędnych Cr i ot w danym miejscu, zmienia się on w zależności od zmiany r]. Podstawiamy (8.23) do (8.18) i otrzymujemy równanie dla 0(r):
(8.24) d 

dr sin = cos 0.
3) Sprawdźmy to twierdzenie:

°2 — °r01 + °2 = y fc2 sin2 (® l) — 4 k2 sin (© — g ) sin (© + y ) + y sin8 ( © + g) = 

= y k2[l — cos (20 — ~ ) — (cos — — cos 20^ —1 — cos (20+ 3 = 

= |k2(2 —cos 20 cos™ — sin20sin— — cos +cos 20—cos20 cos-^-)-sin20 sin™) = 
o \ 3 o 3 2 I

= 4“ (2 — 2 cos 20 ■ * — — + cos 20) = k2 , c . b. d. d.
o \ 2 2 I104



Całką tego równania jest
(8.25) C2 = e 

r2 COS0 ,
gdzie C jest stałą całkowania.Widzimy, że w przeciwieństwie do stosunków zachodzących w teorii sprężystości warunek brzegowy może tutaj być tylko jeden (odpowiednie równanie różniczkowe jest pierwszego rzędu); np. może być dane albo ciśnienie wewnętrzne, albo ciśnienie zewnętrzne itp. Zadanie jest więc w swej istocie rozwiązane. Szczegółową dyskusję uzyskanych wyników pominiemy na tym miejscu jako mało istotną.

WYKŁAD IVZanim przejdziemy do ogólnego rozpatrzenia teorii plastyczności, zapoznamy się krótko z nową pracą W. W. N o w o ż i ł o w a, [10]. Praca ta rzuca ciekawe światło na poprzednie nasze wywody wykazując wyraźnie, że teoria plastyczności znajduje się jeszcze wciąż in statu nascendi. Z drugiej strony na podstawie pracy Nowożiłowa możemy stwierdzić, że skromne wiadomości, które posiedliśmy z poprzednich wykładów, umożliwiają już rozumienie prac oryginalnych.N o w o ż i ł o w zastanawia się nad fizycznym sensem intensywności naprężeń stycznych rn = k]/(a1— ff2)2 + (a2 — a^2 + (ff3 — , gdzie k=l/3.Twierdzi on, że o ile sens fizyczny niezmiennika asr — 1/3 (<R + c2 + as) jako średniego naprężenia normalnego jest wyraźny, to interpretacja Rosa i Eichingera tn jako naprężenia stycznego ośmiościen- nego jest wątpliwa. Nie wiadomo bowiem, dlaczego właśnie temu naprężeniu ma być nadane tak wielkie znaczenie w teorii plastyczności (można tutaj osłabić ten zarzut przypominając, że na ścianach ośmiościanu naprężenia normalne odpowiadają stanowi ciśnienia hydrostatycznego, a więc pozostają bez wpływu na zjawiska plastyczne). Również interpretacja energetyczna tn jako wielkości związanej z pracą odkształcenia postaciowego jest wątpliwa, gdyż praca ta zostaje obliczona tylko dla ciała izotropowego i podlegającego prawu H o o k e’ a; tn staje się zatem jak gdyby funkcją cech ośrodka, a nie czystą charakterystyką stanu naprężenia. Jakiż będzie wobec tego sens tn, gdy materiał jest anizotropowy i nie podlega prawu H o o k e’ a?Aby usunąć te trudności pojęciowe, Nowożiłow rozumuje w sposób następujący. 105



Weźmy pod uwagę naprężenia ścinające na elemencie dF powierzchni ograniczającej małą objętość w okolicy danego punktu. Na elemencie tym panuje naprężenie ścinające, przedstawione poprzednio wzorem (4.3),
t2 = a212 + a2 m2 + a| n2 — (at l2 + a, m2 4- a3 n2)2 ,gdzie l, m i n są to cosinusy kierunkowe normalnej do powierzchni w układzie odniesienia, którego osie są równoległe do kierunków naprężeń głównych. Obliczmy średnie naprężenie styczne określone w sposób. następujący: /1 r i1

Tśr = lim I — I r2dFj2 .r->o ' fGraniczna wartość zależy tu od kształtu powierzchni i od jej orientacji względem naprężeń głównych; np. dla sześcianu głównego (na które-

Rys. 25

go ścianach r = 0) jest 7^=0. Przyczyna takiego wyniku tkwi w tym, że ściany sześcianu wiążą się jedynie z sześcioma różnymi zwrotami normalnej. «Wobec tego, cytujemy słowa autora, nie będzie właściwy również inny kształt elementu objętościowego poza kulą, gdyż tylko na kuli — wobec jej pełnej symetrii — przedstawione są w równej mierze wszystkie bez wyjątku kierunki pól elementarnych». Przenosząc środek kuli do danego punktu i używając współrzędnych kulistych (rys. 25) otrzymujemy:l = sin 0 sin <p , 
m = sin 0 cos y, 
n = cos 0 ,

dF = r2 sin0 d<p d& , 
F = 4nr2.Wobec tego po scałkowaniu mamy

Fśr = 1 |/ (a, — a2)2 + (a2 — a3)2 + (a3 yl5skąd k = 1/| 15 .Wynika stąd, że rn i Tśr różnią się od siebie tylko czynnikiem stałym. Podobnie jak asr jest naprężeniem normalnym średnim, również tn można (przy k = 1/) 15) interpretować jako średnie naprężenie styczne.106



Zrozumiałą rzeczą jest z tego punktu widzenia różnica pomiędzy założeniem Coulomba (uplastycznienie materiału warunkuje naprężenie Tmax pojawiające się w danym miejscu) i założeniem Hubera-Mi- sesa-Hencky (uplastycznienie warunkuje wielkość średniego naprężenia ścinającego). Takie ujęcie podaje również ten sam warunek plastyczności dla ciał anizotropowych i dla ciał nie podlegających prawu H o o k e’ a.Z drugiej atoli strony nie wydaje się rzeczą możliwą, aby kryterium plastyczności mogło być zależne tylko od stanu naprężenia, a nie od rodzaju materiału. Pogląd taki narzuca się zwłaszcza przy rozważaniu materiału niejednorodnego. Dla przykładu przeprowadźmy odpowiednie obliczenie dla ośrodka, w którym moduł Y o u n g a jest funkcją miejsca, 
E = E(x, y, z). Energia jednostkowa czystego odkształcenia postaciowego jest, jak już mówiliśmy poprzednio (str. 101), równa(8.26) 1 ~ł~ V9f = 6 E (x^z) 1 (<T1 “ + (ff2 ” a3)2 + (ff3 ~ ff’)2] 'Dla czystego rozciągania pręta jednorodnego o module Y o u n g a E„ otrzymujemy(8.27) 1 -|- v „ 1 -1- vQ rozc __ ____ L L 9 „2 _ YdYl „2

f R p 9 p "red0 ^0 ó niejedn.Do porównania wybraliśmy tutaj najprostsze kryterium porównawcze. jednorodny pręt, aby uzyskać jak Przyrównując (8.26) i (8.27) mamy1 -p v6 E (x, y, z)
| (o-j — a2)2 + (a2 — aj2 + (a3 — aj2] = 1 a2ed

& ^0 niejedn.skąd dla ciała niejednorodnego byłoby
gdzie at jest to znane już dobrze azred H u b e r a [por. wzory (3.9) i (3.10)]. Otrzymujemy tu jak gdyby pewną pozorną sprzeczność z hipotezą energetyczną H u b e r a; azred H u b e r a zależy bowiem, jak widać (chociaż pozornie — po skróceniu wielkości E — nie zależy) od modułu E (tj. od rodzaju materiału), podczas gdy według interpretacji Rosa i Eichingera tej wielkości jako naprężenia ośmiościennego azred zależałoby tylko od stanu naprężenia.Przejdźmy obecnie do krótkiego przedstawienia podstawowych pojęć teorii plastyczności. Jak się z tego przedstawienia okaże, z teorią tą zapoznaliśmy się już w dużej mierze w poprzednich naszych rozważaniach.107



§ 9. Teoria plastycznościPrzyjmijmy, że dla danego materiału jest znany doświalczalny wykres rozciągania (rys. 26).Dopóki wydłużenie jednostkowe e < espr (sspr oznacza tutaj graniczne wydłużenie sprężyste), to związek pomiędzy a i e jest na ogół liniowy (czyli zgodny z prawem H o o k e’ a): (9-1) o = E e.Dla e > espr związek między naprężeniem i odkształceniem jest na ogół nieliniowy i oczywiście nieodwracalny (w tym sensie, że powrót- do stanu bez naprężeń zachodzi według innego prawa niż proces pierwot-

Rys. 26 Rys. 27nego obciążenia, por. rys. 27 i 28a). Zależy on praktycznie tylko od właściwości materiału, a nie od kształtu próbki, przynajmniej dla elementów o niezbyt małych wymiarach. Jest zatem(9.2) a = 0(e).Dla uzyskania analogii do (9.1) zapiszmy ostatni związek w nieco innej, formie, mianowicie (9.3) a — E'e ,gdzie E' jest pewną wielkością zmienną. Z rysunku 27 widzimy, że(9.4) E' = tg/i = -^ = ^e)=y>(£),
co oznacza, że E' jest znaną funkcją odkształcenia, jeżeli znany jest wykres rozciągania. E' nazywamy sprowadzonym modułem sprężystości pierwszego rodzaju.Zachodzi pytanie, w jakiej postaci należy zapisać związek między naprężeniami i odkształceniami, gdy rzecz nie dotyczy prostego rozcią108



gania, ale skomplikowanego, przestrzennego układu naprężeń, którego oddzielne składowe przekroczyły granicę sprężystości. Przypomnijmy, że w granicach sprężystości istniał dla takiego złożonego stanu zapis bardzo praktyczny z punktu widzenia swej zwartości [por. (68)],(9.5) <7/ — E 8 i (dla Si S^pr) tzastępujący sześć związków w postaci L a m e g o (lub w innej formie).Jak widać, wzór (9.5) odpowiada całkowicie znanemu związkowi (9.1) z tym tylko zastrzeżeniem, że wzór (9.1) dotyczy określonych składowych naprężenia i odkształcenia, a wzór (9.5) naprężeń i odkształceń «uogólnionych» (tzn. intensywności naprężeń). Powstaje zatem pytanie, czy w przypadku, gdy odkształcenia są niesprężyste i gdy panuje przestrzenny stan naprężenia, zachodzi również związek analogiczny do (9.5), tzn. czy(9.6) at — E'si (dla ei>espr).Chcielibyśmy, rzecz jasna, by E' w tym związku było tożsame z E' ze związku (9.3), czyli pragnęlibyśmy, abym -7\ u i - $(e‘)(9.7) E =----- było równe---------
8 BiDoświadczenia wykazują, że taka właśnie równość zachodzi i że, istotnie, <P(e;) zależy w istocie swej tylko od rodzaju materiału, a nie od stanu naprężenia. Oznacza to, że funkcja 0(e,jma tę samą postać, co (e) przy prostym rozciąganiu. Stąd wynika ogromna waga pojęć intensywności naprężeń, Oi, i intensywności odkształceń, e<; wielkości te sprowadzają bowiem jakby stan przestrzenny naprężenia do stanu prostego rozciągania. Zauważmy poza tym, że prawo (9.6) obowiązuje niezależnie od tego, czy rozpatrywany obszar jest obszarem sprężystym, czy też niespręży- stym.Wobec pełnej analogii pomiędzy związkami (9.5) i (9.6) wszystkie zależności zachodzące w stanie sprężystym przenieść można na stan plastyczny, o ile wielkość E zastąpić wielkością E'. Muszą zatem istnieć związki podobne do poprzednio przez nas podanych dla sprężystej fazy odkształcenia:

(9.8) --- Ośr == 2 G (ex 8śr) , TXy = G yXy

6y--- Ośr = 2 G (8y 8śr) , Tyz = G Yyz

Oz — &śr == 2 G (8z — £śr) , Tzx G yzx 109



Tutaj, jak poprzednio [por. (6.7.1)],(9.8.1) G' = E' 2(1+/)gdzie G' oznacza sprowadzony moduł drugiego rodzaju, zaś v' rodzaj «współczynnika P o i s s o n a».Ponieważ w obszarze plastycznym objętość materiału praktycznie można uważać za stałą, więc dla prostego rozciągania
0 = ex — 2 v sx = 0 ,czyli(9.9.1)a zatem(9.9.2) 

, 1V “ 2
G' = — 3(Przyjmuje się, że przy przechodzeniu do coraz to dalszych faz stanu plastycznego -> 1/2, poczynając od wartości odpowiadającej fazie sprężystej, np. dla stali od wartości / = r = 0,3).Z (9.6) wynika, że
E' = --Eia więc (9.10) G' =

E' oi

Ośr

3 3 e,
Csr) , O i

i dalej 2 a,-= "Ę--- —3 Ei
Txy -L 3 £i Vxy(9-H) <iy — Ośr

2 o i .
■ i,. Eśr) , tyz

Oi

Oz — Ośr
2 o i= -Ę--- —3 Ei esr) , Oi

Tzx 3 ei yzxTutaj intensywności, jak poprzednio, wyrażają się wzorami 
(9.12) —az)2+(crz —<tx)2 + 6(t^ +t^+t^) ,

(9.13) = —£# + («>> —ez)2 + (ez — e^^ (yxy + vyz+ yD •110



Rzeczywiste wykresy wytrzymałościowe wskazują na istnienie tzw. «wzmocnienia»4 materiału (rys. 27). Oznacza to, że nowe granice pla- styczności, po uprzednim uplastycznieniu materiału, stają się coraz wyż

4) Jak słusznie zwrócił uwagę autora J. Naleszkiewicz, zamiast 
zapożyczonego z dawniejszej literatury terminu «wzmocnienie» (ros. uprocznienje, 
ang. strain-hardening, niem. Verfestigung) należałoby raczej używać właściwszego 
terminu «konsolidacja» (lub podobnego), wprowadzonego przez G. Laurenta 
i wierniej oddającego treść fizykalną zjawiska.

sze (oczywiście, do pewnej granicy) Jedynie dla uproszczenia zjawiska wprowadziliśmy poprzednio pojęcie materiału idealnie plastycznego (nie przejawiającego wzmocnienia).W związku z tym dla uzyskania większej dokładności wyników rzeczywisty wykres wytrzymałościowy zastępuje się często dwoma liniami prostymi o różnych nachyleniach (rys. 28b).Dla najogólniejszego przypadku sposób, aby (stały) współczynnik 1 ku 26 odczytujemy wówczas, że
Rys. 28

można wzór (9.6) przekształcić w ten ' wystąpił jako mnożnik. Z rysun-
(9.14) 07 = Ei tg a — ac.Oczywiście, ac jest funkcją et i na ogół rośnie wraz z e,:(9.15) ac = <p(ei).Ponieważ tg a = E, więc z (9.14) mamy

a i = E et — cp (ei)
lub też(9-16) a; = Eel^l — ^^ = ESi |1 —»(«,)] ,
gdzie

co (et) — 0 dla r Sspr
oraz

cp(et)co (et) — —= dla e X> £spr ■E etPorównując (9.16) z (9.6) otrzymujemy następujący wzór dla (zmiennego) modułu pierwszego rodzaju:(9.17) E' = E[1— a>(e()].
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W skróconym zapisie opuszcza się na ogół argument funkcji co.Moduł sprowadzony drugiego rodzaju dla ciała nieściśliwego wyraża się wzorem następującym:(9.18) G' = G(1 —co).Wzór ten uważać można za konsekwencję wzoru (9.17), jeżeli wykorzystać związki (6.7.1) i (9.8.1) i przyjąć / = r5).

5) Por. treść odsyłacza 7).

Prawo (9.6) i jego rozwinięcie (9.8) uzyskaliśmy opierając się na analogii istniejącej pomiędzy stanem sprężystym i stanem plastycznym ciała. Obecnie postaramy się to prawo wyprowadzić z danych doświadczalnych. Przeprowadzone doświadczenia nad stanem plastycznym ciał pozwalają sformułować następujące wnioski w przypadku obciążenia prostego (obciążenie proste oznacza takie obciążenie, w którym wszystkie siły rosną proporcjonalnie wraz ze wzrostem pewnego parametru, np. czasu):(1) kierunki głównych wydłużeń pokrywają się z kierunkami głównych naprężeń normalnych,(2) gęstość (lub objętość) ciała nie zmienia się dostrzegalnie,(3) wykres Mohra dla odkształceń (we współrzędnych y i e) jest zawsze geometrycznie podobny do wykresu Mohra dla naprężeń (we współrzędnych a i r).Wniosek drugi możemy zapisać następująco:(9.19) + e2 + e3 = 0 ,a wniosek trzeci jako20) 17a = 61 ^3  £2 ^8

Ot -----O8 a3 e3 el(Analogiczne zależności — mowa o zależnościach (9.20) — poznaliśmy poprzednio dla stanu sprężystego, por. str. 90).Na podstawie wzorów (9.19) i (9.20 mamy teraz
6i = c[Ot--------^(O2 + O3)]

(9.21) e2 = c [o2 — y (o8 + ot)]

63 = C |o3 — y (ot + O2)]gdzie c jest pewną wielkością stałą.Widzimy zatem, że przy ustalonym procesie płynięcia plastycznego zachodzą związki podobne do związków w stanie sprężystym ciała. Jedy
112



nie zamiast współczynnika E występuje stała 1/c, a zamiast v liczba 1/2. Przeprowadziwszy wszystkie poprzednie rozumowania otrzymamy w sposób czysto formalny związek
1

Oi — ~- Bi club, przyjmując
E' = — 

crównież
Oi — E' Si .Jest to właśnie prawo, które zamierzaliśmy wyprowadzić z danych uzyskanych doświadczalnie.Powyższa zależność odkształcenia od naprężenia w fazie plastycznej ma postać podobną do postaci prawa obowiązującego w stanie sprężystym ciała. Należy jednak przypomnieć, że tutaj, tzn. w fazie plastycznej, współczynnik E' (moduł odkształcenia) ulega zmianie w zależności od wielkości odkształcenia i maleje tym bardziej, im dalej posuwamy się w fazie odkształcenia plastycznego (rys. 29).

Rys. 29Zauważmy, że dla ciała sprężystego (nawet nie podlegającego prawu H o o k e’ a) obowiązują te same prawa, zarówno w procesie obciążania, jak i w procesie odciążania; natomiast dla ciała plastycznego rzecz się ma inaczej: przemiany zachodzące w ciele plastycznym są bowiem w większości swej nieodwracalne (rys. 30).Przy czystym rozciąganiu uważa się, że ciało ulega uplastycznieniu, gdy arOzc > (Jspr oPr, oSpr oznacza tutaj graniczne naprężenie sprężyste. Dla złożonego stanu naprężenia, według energetycznej hipotezy H u b e r a, ciało przechodzi w stan plastyczny, gdy a, > api. Przy opisie zachodzących zjawisk trzeba jednak jeszcze uwzględnić naszą poprzednią uwagę o nieodwracalności przemian w okresie plastycznym. W tym celu posłużymy się pojęciami wprowadzonymi przez Iljuszina, 113



mianowicie pojęciami odkształcenia aktywnego (czynnego) i odkształcenia biernego.Odkształcenie czynne ma miejsce wtedy, gdy intensywność naprężeń jest funkcją nie malejącą procesu obciążenia, tzn. taką'1), dla której (ai)nast > (a)poprz- Natomiast podczas odkształcenia biernego jest 
(ot/nast < (oi)poprz •Zauważmy, że wszystko, o czym mówiliśmy dotychczas, nie dotyczyło jawnie odwracalności lub nieodwracalności przemian. Kaczanów przeprowadzając termodynamiczną analizę procesu czynnego odkształcenia plastycznego udowodnił, że w przypadku takiego odkształcenia wszystkie wielkości i związki dla stanu plastycznego (tzn. naprężenia, odkształcenia i przemieszczenia oraz związki pomiędzy tymi wielkościami) nie powinny się niczym różnić od odpowiednich wielkości i związków dla ciała sprężystego nieliniowego, z identycznym wykresem przy rozciąganiu. Tylko podczas odkształcenia biernego (odciążenia) ciało nieliniowo sprężyste różni się od ciała plastycznego. W przypadku odkształcenia czynnego nieodwracalność procesu staje się jak gdyby niewyczuwalna. Wszystko zatem, o czym mówiliśmy dotychczas, dotyczy zarówno ciała nieliniowo sprężystego, jak i ciała plastycznego (oczywiście, w fazie czynnego odkształcenia).

WYKŁAD V

§ 10. Twierdzenia IljuszinaW ciągu ostatniego ćwierćwiecza powstało wiele teorii plastyczności, ale znaczna ich liczba uległa obaleniu przez coraz to nowe doświadczenia. Do wyjaśnienia sytuacji przyczynił się w znacznej mierze Iljuszin. Udowodnił on, że dla czynnego odkształcenia powstającego przy prostym obciążeniu znane teorie plastyczności są przypadkami szczególnymi jednej, ogólnej teorii (którą tu właśnie przedstawiliśmy), zgodnej z doświadczeniem, o ile ograniczymy się do małych sprężystych i plastycznych (sprężysto-plastycznych) odkształceń. Należy jednak w tym celu pominąć wpływ czasu (czyli pominąć takie zjawiska, jak np. pełzanie, relaksacja itp.), a przemiany zachodzące uważać za nieodwracalne, lecz przebiegające poprzez kolejne stany równowagi. Jest to tzw. twierdzenie II j u- s z i n a o prostym obciążeniu. Przy prostym obciążeniu odkształcenie jest wszędzie czynne — nawet wówczas, gdy stan naprężenia nie jest jednorodny — a a, wszędzie rośnie. To właśnie pozwala na stosowanie poprzednio poznanych praw, które obowiązują tylko w przypadku czynnych odkształceń.
6) Wskaźniki przy symbolu Oj oznaczają stan poprzedzający i następujący w pro

cesie obciążenia.114



Prawo dotyczące odciążania (dla odkształcenia biernego) uzyskano na podstawie doświadczeń. Wyniki badań eksperymentalnych przedstawia wykres na rys. 31.Ciało poddano najpierw obciążeniu ox przy czym
Gpl .Następnie obciążenie zmniejszono do wartości <t3 : a3 < .Z wykresu widzimy, że pozostałe jeszcze odkształcenie wynosi 

^2 5gdzie (10.1) e2 = E (n, — a,) = E a';«2 jest to sprężysta część odkształcenia całkowitego.Wynika stąd, że dla znalezienia elasto-plastycznego odkształcenia, pozostałego po odciążeniu, trzeba od całego odkształcenia rt odjąć jego część sprężystą e2 •Rozumowanie to, oczywiste dla prostego rozciągania, daje się zastosować również do stanu naprężenia przestrzennego i niejednorodnego, jeżeli odciążenie jest proste, tzn. jeżeli w stanie biernego odkształcenia siły zmieniają się proporcjonalnie do pewnego parametru. Jest to twierdzenie II j uszina o odciążeniu.Prawa dotyczące małych odkształceń sprężysto-plastycznych można wypowiedzieć jeszcze w nieco inny sposób. Podkreślamy jednak, że w podanym sformułowaniu nie są one od siebie niezależne (ale, oczywiście, są niesprzeczne).(I) Prawo zmiany objętości:
E(10 .2) Ośr — 1 „ Cśr .

1 — Z VW tym wzorze v oznacza liczbę P o i s s o n a '), a E moduł Y o u n g a.
7) Oczywiście, ponieważ odkształcenie powstałe przy czystej zmianie objętości — 

według prawa (10.2) — jest całkowicie sprężyste, to wartość liczby Poissona 
wypada tutaj przyjąć równą jej wartości w fazie sprężystej. Powstaje zatem od
mienność w stosunku do założenia (9.9.1). Zwróćmy jeszcze uwagę, że jeżeli dodać 
stronami równości (9.21) przyjmując c = 1/E' i P = 1/2 — to otrzymamy air = 
= (E71—2 v') sśr, wobec czego na podstawie (10.2) jest E71 — 2 P = E/l — 2 v. 
Pewne uwagi na temat wewnętrznej zgodności założeń teorii plastyczności znaleźć 
można np. w [9], Na tym miejscu zagadnienia tego, jako dotyczącego formalnej 
strony teorii plastyczności, nie będziemy bliżej omawiali. 115



Prawo to jest ważne dla odkształceń czynnych i biernych przed i poza granicą sprężystości.(II) Prawo zmiany postaci przy odkształceniu czynnym:(10.3) D:=2G' D,.Prawo to w innym zapisie wyrażają wzory (9.8) i (9.11); G' oznacza tutaj, jak zwykle, sprowadzony moduł odkształcenia drugiego rodzaju, zależny od wielkości intensywności odkształceń w danym miejscu [por. wzór (9.18)].(III) Prawo zależności zachodzącej pomiędzy 07 oraz e, dla aktywnego odkształcenia sprężysto-plastycznego.Według tego prawa intensywność naprężeń cr, w danym punkcie jest określoną funkcją intensywności odkształceń e, w tym punkcie, niezależnie od rodzaju stanu odkształcenia i od drogi, na jakiej dany stan odkształcenia osiągnięto. Jest zatem(10.4) a, = 0(e,).Postać funkcji 0(e,) zależy wyłącznie od materiału ciała. Postać tę określamy doświadczalnie, przy czym na mocy poznanego właśnie prawa wystarczy przeprowadzić próbę rozciągania.(IV) Prawo odkształcenia biernego.Według tego prawa przy prostym (całkowitym lub częściowym) odciążeniu w założeniu liniowej zależności odkształceń od naprężeń (rys. 32), zachodzi następująca zależność:
Rys. 32

(10.5) D;=2G'D, — 2GD, ,gdzie D. jest tzw. sprężystym dewiatorem odkształcenia odpowiadającym naprężeniuBiorąc pod uwagę składowe odpowiednich wielkości w kierunku osi współrzędnych otrzymamy zamiast (10.5)
(10.6)

Ox — Ośr — 2 G (ex Sśr) 2 G {sx Sśr),

Oy Ośr 2 G (sy Sśr) 2 G (sy Sśr) ,

Oz — Ośr = 2 G' (eZ---Sśr)---  2 G (sz--- Sśr) ,

Txy == G yxy G yXy , 

Tyz --- G yyz G yyz , 

tzx = G yzx — G yzx •116



§11. Podstawowe równania mechaniki ciał sprężysto-plastycznychObecnie możemy już dokonać syntezy naszych wiadomości i przedstawić matematyczny aparat teorii plastyczności. W skład jego wchodzą:(1) Trzy równania równowagi N a v i e r a (bez uwzględnienia siłmasowych)
(U.l)

&x । txy ■ ^xz • q
d x d y d zd txy । d Sy diśyz _
d x d y d z

(2) Sześć związków
0 TXZ . d Tyz d Sz
dx dy 1 dz U’Cauchy’ego pomiędzy składowymi o<f-kształcenia i przemieszczenia

8X =
d u du , d v
d x ’ dy 1 d x

d v d v d w(11.2) ey =
dy ’ dy

d w d w , du
dz ’ d x d z(3) Sześć związków fizycznych między naprężeniami i odkształceniami, np. w postaci (9.11),

GX Sśr
2 Si .

\£x 
£i

— Sśr) , txy
Si3 A YxyO ci(11.3) 2 Si ,

---  Sśr),
Si

°y Sśr («y
£l ^y^ ■ 3 £i 7yz

Ośr
2 Si , ‘

— Sśr) ,
Si

^Z
£i

Tzx 3 et yzx(4) Wyrażenia dla intensywności naprężeń (9.12) i dla intensywności odkształceń (9.13) oraz związek pomiędzy nimi:(11.4) (sx—sy)2+(sy — Sz)2+{sz — uJ2+6(4y+tyZ+^x) ,

(11.5) ei = ^V(sx — ey)2 + i£y — ez)2+(Ez — ex)2+^2y+y2z+y2zx) , O(11.6) at=±E'st. 117



Mamy zatem ogółem 3 + 6 + 6 + 3 = 18 równań oraz tyleż niewiadomych (6 składowych naprężenia, 6 składowych odkształcenia, 3 składowe przemieszczenia oraz oi, ez i E'). Rozwiązania zadań teorii plastyczności muszą spełniać 18 wyżej podanych równań oraz odpowiednie warunki brzegowe, np. dla składowych sił zewnętrznych znane równania typu
(17.7) Px = Ox l + Txy m + txz n, 

py — ryx l + oym TyZn, 

Pz — Tzxl + Tzy m + Oz nlub też odpowiednie warunki dla przemieszczeń.Jeżeli rozpatrujemy sprężysto-plastyczny stan równowagi i nie interesują nas przemieszczenia, to zamiast sześciu związków Cauchy’ego można przyjąć jedną grupę równań nierozdzielności Saint-Ve- n a n t a (np. związki między składowymi odkształcenia w jednej płaszczyźnie):
(11.8)

d2ex
-4-

d2 ey _ d2 yxy
dy2 i dx2 dxdy ’

d2 sy 
d z2 +

d2 Ez 
dy2

= d2yyz 
dyd z’

Ó” 8z _1_ d2 Ex _ d2 yzx
d x2 1 dz2 dzdx'Dysponujemy zatem ostatecznie w tym przypadku(a) trzema równaniami statyki, (11.1);(b) trzema równaniami nierozdzielności, (11.8);(c) sześcioma .związkami, (11.3), pomiędzy naprężeniami i odkształceniami; związki te według (9.8) można zapisać również w postaci następującej:

(11.9) Ox---Ośr == 2 G (Ex £śr) ,

Oy---Ośr == 2 G (&y Eśr) ,

Oz Ośr — 2 G (a^ Eśr) ,

Txy — G yXy , 

Tyz == G Yyz , 

tzx = G' yzx ;(d) jednym równieniem, (11.5), dla e,;(e) jednym związkiem przedstawiającym G' w zależności od ez (9.18)
G' = G 11 — to (e,)] .Razem otrzymujemy więc 14 równań i tyleż niewiadomych (12 składowych stanu naprężenia i odkształcenia, ez oraz G'), czyli z punktu 118



widzenia formalno-matematycznego zadanie jest rozwiązane. Efektywne jednak rozwiązanie tak ogólnie postawionego zadania jest niemożliwe, między innymi również ze względu na nieliniowość równań (występują w nich tego rodzaju iloczyny, jak np. G'ex itp.). W związku z tym znane są dotychczas efektywne rozwiązania jedynie niewielkiej liczby prostych zadań.
WYKŁAD VI

§ 12. Zadanie Lamego 

(rura grubościenna poddana ciśnieniu wewnętrznemu i zewnętrznemu)Zbliżone zadanie rozważaliśmy w § 8. Wówczas mieliśmy na uwadze dysk w płaskim stanie naprężenia (co matematycznie wyrażało się założeniem az = 0) z materiału całkowicie uplastycznionego. Obecnie założymy, że stan odkształcenia jest płaski (rura nieskończenie długa), czyli że sz = 0. Równanie równowagi przybiera znaną postać(12.1) or — ot + r^ = Q.

Skorzystajmy teraz z równań (9.21) pamiętając, że
Mamy
(12.2)

Z ostatniego z równań (12.2) otrzymujemy w danym razie(12.3) Oz — lAor + ot). 
£Warunkiem plastyczności Kubera jest1(12.4) Oi ---O/)2 + (o?--- Oz)2 + (Oz-----Or)2 = Opl = k .
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Po podniesieniu obu stron (12.4) do kwadratu i uwzględnieniu związku (12.3) otrzymujemy

Ostatecznie więc jest , 2 k
Ot ---  Or—~\-----I 3(12.4.1)

Założyliśmy tutaj, że ciśnienie wewnętrzne pa jest znacznie większe od ciśnienia zewnętrznego p*, tzn. że pa^>pb, i że wobec tego 07>0, czyli 
ct jest naprężeniem rozciągającym; natomiast or jest ujemne, gdyż ścianki rury poddane są ciśnieniu.Po podstawieniu (12.4.1) do (12.1) otrzymujemy kolejno

der _ 2k

T dr 1A3
(12.5) 9 k

Gr = /---  In T + c .| 3Niech dla r — b będzie ar = — p*. Stąd mamy2 k . , , _ 
— pb= —1= In b + C F 3i wobec tego(12.6)Zatem(12.7)
C = — pb---- 2 — Inb.]/3

2k , rGr — /--- In , Pb .]/ 3 bZałóżmy, że dla r = a jest<7r = — pa; otrzymamy stąd następujący związek pomiędzy ciśnieniami pa i p* (równanie różniczkowe dla określenia 
or było równaniem pierwszego rzędu, a więc dysponujemy tylko jedną stałą całkowania):(12.8) 2k , b

Pa — Pb = - , In ■ .1/3 a120



Wzór (12.8) przedstawia warunek plastyczności. Aby każde miejsce rury przeszło w stan plastyczny (idealny), trzeba, by ciśnienie wewnętrzne przewyższało ciśnienie zewnętrzne o wartość wyrażoną wzorem (12.8).Gdy p*=0, to graniczna plastyczna nośność rury odpowiada ciśnieniu2 k h(12.9) 0^=-—ln —.| 3 aGdy ciśnienie przekroczy tę wartość, to dla materiału nie podlegającego wzmocnieniu opór plastyczny rury nie będzie wzrastał; rura zacznie się wobec tego gwałtownie odkształcać (płynąć) i w rezultacie pęknie.

Rozpatrzmy teraz przypadek, gdy ciśnienie wewnętrzne w rurze jest mniejsze od ciśnienia odpowiadającego nośności plastycznej, p"'ax, ale większe od granicy nośności sprężystej. Wówczas w rurze powstają dwie strefy: wewnętrzna—plastyczna i zewnętrzna—sprężysta. Wynika to z rozkładu naprężeń powstających w rurze jeszcze w jej stanie sprężystym.Na rysunku 33 z lewej strony podano wykresy odpowiednich naprężeń, gdy cały materiał rury znajduje się w stadium sprężystym; przyjęto tutaj, że p» = 0 (pb jest bowiem częstokroć małe).Ponieważ zwykle ot^Cr, to można przyjąć, że wartość różnicy ot—or, miarodajna dla uplastycznienia materiału [por. (12.4.1)], jest największa tam, gdzie jest największe, czyli na wewnętrznej powierzchni rury. Moment pojawienia się odkształceń plastycznych we wnętrzu rury jest jednak na ogół daleki od momentu pełnego wyczerpania nośności rury. To ostatnie następuje dopiero wówczas, gdy strefa plastyczna dojdzie do powierzchni zewnętrznej. Rozpatrzmy pewną fazę pośrednią (rys. 33 i 34), tzn. taką fazę, w której pierścień plastyczny o promieniu zewnętrznym c jest otoczony pierścieniem sprężystym o tym samym wewnętrznym promieniu (przy czym a < b < c). 121



Niech oba te pierścienie oddziaływają na siebie za pomocą ciśnień q. Wobec tego dla strefy plastycznej, dla której powinien być spełniony warunek plastyczności (12.8), mamy(12.10) 2 k , c 
Pa — q = -7= m - .| 3 aWprowadźmy oznaczenie

Wówczas(12.11)

Dla strefy sprężystej stanem granicznym jest osiągnięcie granicy sprężystości, co następuje wówczas (oczywiście, najpierw na konturze wewnętrznym pierścienia sprężystego), gdy naprężenie przekroczy granice sprężystości aSpr- Jako warunek graniczny (12.4) mamy zatem
O i = Ospr Opl == klub to samo w postaci (12.4.1) 2k

Ot Or — /— • 1/3Rozwiązanie zadania L a m e g o w teorii sprężystości ma, jak to można łatwo stwierdzić, następującą postać:
(12.12) = ____ — P*)ba c2b2 — c2 r2 (b2 — c2) ’_ q c2 — pb b2 (q — pb) b2 c2 .b2 —c2 r2 (b2 — c2) ’122



stąd(12.13) Of--- Or =
2 (q — pbk&c2 

r2 (b2— c2)

(1) Gdy c =b (tzn. gdy cały przekrój rury jest w stanie plastycznym), to
Bpi —--- i Pspr — 1;

W miejscu r = c (tzn. na granicy pierścienia sprężystego i plastycznego) ma nastąpić uplastycznienie materiału; wobec tego biorąc pod uwagę związki (12.4.1) i (12.13) otrzymujemy
(12.14)Stąd(12.15)

2 (q — pb) b2 c2 _ 2 k c2 (b2 — c2) ~ 1/3
k b2 —c2q — Pb = -7=- ----- -—3 b2lub, przyjmując oznaczenie

^spr = — ,również(12.16) V 3 fiprDodając stronami równości (12.16) i (12.11) otrzymujemy następujący związek pomiędzy pa i pb-(12.17) Pa--- Pb
2k

I 3
In + — 12 d2 <spr

wówczas mamy(12.18) 2k . b p.-p»=.p= In-.
Warunek ten jest identyczny z poznanym już poprzednio warunkiem (12.8).(2) Gdy c = a (początek procesu uplastycznienia na wewnętrznej powierzchni rury), to foz = 1 oraz ftSpr =b/a; wówczas jest(12.19) k b2 — a2

Pa~Pb = ^~^ 123



Załóżmy, że ciśnienie zewnętrzne p* = 0. W tym przypadku początek uplastycznienia materiału następuje w chwili, gdy ciśnienie wewnętrzne osiąga wartość(12.20) (Pa)poc2pl = - a ,V 3 •co wynika ze wzoru (12.19).Cały przekrój przechodzi w stan plastyczny wówczas, gdy [na podstawie związku (12.18)] jest(12.21)Oznaczmy przez
, . _ 2k b
(Pa^kon.pl.-- In ~ .

j3 «x stosunek granicznej plastycznej nośności rury dojej granicznej wytrzymałości, określonej według teorii sprężystości.Mamy wówczas
(12.22) x = 2 ^b> 2 In -

{Pajpocz.pl O ----d~ a

(Stosując twierdzenie L’Hospitale

lub, oznaczając stosunek b/a przez A , również (rys. 35)x 2 In ź.Oczywiście, gdy 2 -» 1 , to również x -> 1 .
otrzymujemy bowiem

lim
X->1

ln2-ż! .. J24~ln/l-2J
__ = hm-------—-------= hm 1 + 2 In 2 _ 1

2 ~ 2Na przykład, gdy ż = b/a=2, to x^l,85.Jak widzimy, faktyczna nośność (odpowiadająca pełnemu uplastycznieniu) jest znacznie większa od granicznej nośności sprężystej (przy grubych rurach nawet dwu- i trzykrotnie).
§ 13. Zginanie czysteZagadnienie czystego zginania należy również do tzw. prostych zadań teorii plastyczności, w których nie ma potrzeby operowania wszystkimi równaniami tej teorii; część tych równań spełniona jest tożsamościowo,124
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pozostałe zaś sprowadzają się do układu rozwiązalnego za pomocą prostych środków matematycznych.Stwierdzono doświadczalnie, że hipoteza płaskich przekrojów B e r- n o u 11 i e g o dla czystego zginania ciał sprężystych jest ważna również

Rys. 36w obszarze plastycznym (rys. 36). Wobec tego i tutaj, podobnie jak w elementarnej wytrzymałości materiałów, otrzymuje się związek(13.1) y ,
ogdzie y oznacza odległość włókien od osi obojętnej, a o promień krzywizny osi obojętnej.Przy czystym zginaniu nie ma sił poprzecznych; można zatem przyjąć, że nie ma naprężeń ścinających i że wzajemne oddziaływanie na siebie włókien nie istnieje. Oznacza to, że

Txy := Tyz — Tzx == 0 ,

Oy = Oz = 0 ,i jedynie
ox0 •Ze związku (11.4) wynika więc, że(13.2) 07= M;poza tym (przyjmując dla uproszczenia v = 1/2 dla całego bez wyjątku przekroju) jest

By = Ez = — | ex ■Ostatecznie więc na podstawie (11.5) mamy(13.3) e(. = LA-i/2eMi + ±)2,
OJ \ £ J 125



Z (11.6) mamy dalej(13.4) ax — E'ex.Ponieważ ox nie jest funkcją x, jak wynika ze wzorów (13.1) i (13.4), więc równania równowagi (11.1) są spełnione tożsamościowo. Podobnie są również spełnione równania Saint-Venanta.Ze związków pomiędzy naprężeniami i odkształceniami pozostaje tylko jedno równanie, (13.4), z którego wynika, że rozkład naprężeń ax w przekroju odpowiada wykresowi otrzymanemu w próbie rozciągania i ściskania. Jeżeli znamy wykres dla rozciągania i ściskania, czyli związek(13.5) ax = (ex),to można wówczas znaleźć z tzw. równań całkowych równowagi położenie warstwy obojętnej i zakrzywienie belki.Zakładając, że zginanie następuje w płaszczyźnie symetrii xy, otrzymujemy następujące dwa równania:(13.6) JaxdF = 0,
F(13.7) JaxydF = M.
FZ warunku (13.6) określić można położenie osi obojętnej. Zauważmy, że jest [dla b(y) oznaczającego zmienną szerokość belki]

dF — b(y)dy .Z (13.1) mamy dla g = const
d y = o d ex , wobec czego

d F = gb(g e.v) d ex .Zatem
Ej

I g 0 (ex) b (o ex) d ex = 0 , =2
czyli

El(13.8) I 0 (ex) b (g ex) d ex = 0 .
=2Ponadto jest
El(13.9) g2fo(ex)b(gex)exdex = M.
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Tutaj wszędzie et i e2 są wydłużeniami skrajnych włókien (Si jest dodatnie, a e2 ujemne).Dla b = const, tzn. dla przekroju prostokątnego, mamy na podstawie wzoru (13.8)(13.10) f$(ex)dex = 0.

Wyrażenie podcałkowe przedstawia tutaj element powierzchni wykresu z próby na rozciąganie, a sama całka przedstawia sumę pól zakreskowa-

Rys. 37 Rys. 38Wynika stąd, że pole oznaczone znakiem + jest równe polu oznaczonemu znakiem —. Jeżeli wykres przebiega jednakowo dla rozciągania i ściskania, to równość pola dodatniego i ujemnego na wykresie (ex, Ox) oznacza w danym razie równość yx = y2, czyli dla przekroju prostokątnego jest ex = e2 oraz o-i= a2 0° samo jest dla każdego przekroju o dwu osiach symetrii, np. dla przekroju dwuteowego).W fazie czysto sprężystej granicą nośności jest pojawienie się odkształceń plastycznych w warstwach skrajnych, gdyż tam wystąpią one najwcześniej (rys. 38). Oznacża to, że wówczas jest [por. (13.1)].(13.11) hE1 — £2 — Ept —Według prawa H o o k e’ a mamy(13.12) e*
---  ^pl

&plPodstawmy wyrażenia (13.11) i (13.12) do (13.9). Otrzymamy wówczas
h

2 P Ao2 2 I opl bExdEx=2Q^b\~\ '

2 Opl/= -w- b \ EP‘3 Spi\4:Q~

J £pl Epl i 3 |0
bh2 _ 

= oPi = M. b 127



Zatem nośność sprężysta jest równa
„ b h2
MSpr — Gpl n 

O(bh2/6 jest to znany wskaźnik wytrzymałości przekroju oznaczany zazwyczaj przez W).Jeżeli ciało poddamy dalszemu odkształceniu aż do momentu, gdy uplastyczni się cały przekrój (rys. 39), to dla materiału idealnie plastycz

Z (13.9) wynika wówczas, że

nego będzie
= o pii, jak poprzednio, 

hE}=E2 = Epl=^- 
mamy wobec tego wszędzie

&x ==1 Gpl •

h
2f^Plo2 2 aPi b ó

h
I 2 12 p
I exex d e v = p2 2 aPi b । - ■
I J |o

, h2 bh2
— °pi b 4 ?2 — °p‘ ’ 4 M,

czyli że nośność plastyczna (bez uwzględnienia wzmocnienia materiału) jest równa bh2
Mpi — api ■ ■Nośność ta jest, jak widać, półtora razy większa od nośności sprężystej.Gdy cały przekrój przeszedł w stan plastyczny, to mówimy, że utworzył się przegub plastyczny. Nazwa ta wynika stąd, że dla belki prostej, obciążonej siłą skupioną, strefa plastyzacji wygląda tak, jak na rys. 40.

Rys. 40Belka może się wówczas odkształcać bez żadnych ograniczeń, tzn. staje się kinematycznie zmienna (ruchliwa), jak gdyby posiadała faktyczny 128



przegub. Belka taka nabywa jeden stopień swobody, tzn. ma o jedną więź wewnętrzną mniej niż przed uplastycznieniem. Upraszcza to znacznie obliczenia statyczne bardziej skomplikowanych układów. Metoda odnośna nosi nazwę metody obliczania nośności granicznej (czyli określania stanów granicznych konstrukcji).
WYKŁAD VII

S 14. Związek pomiędzy zjawiskami wytrzymałościowymi i budową materiiWspominaliśmy o tym, że teoria plastyczności jest teorią fenomenologiczną. Obecnie zwrócimy uwagę na związek jej z teorią budowy materii. Wyjaśnienie zachowania się materiałów poddanych działaniu sił i ulegających pod ich wpływem odkształceniu, nie jest powodowane samą ciekowością poznawczą. Być może, rozpatrzenie zjawisk wytrzymałościowych pod kątem widzenia budowy materii pozwoli kiedyś na wykorzystanie ogromnych, jak się wydaj e, rezerw wytrzymałościowych, które tkwią w ciałach stałych. Na istnienie tych rezerw wskazują następujące znane fakty.(1) Z obliczeń fizyków (np. Polanyiegoi Zwickyego) wynika, że wytrzymałość ciał stałych powinna być wielokrotnie wyższa od wytrzymałości obserwowanej. Przytoczmy dla przykładu jedno z takich obliczeń dotyczące kryształu o sieci jonowej, dla której energia elektrostatyczna stanowi nieomal całą energię wiązania sieci (rys. 41).Siła Coulomba przyciągania jonów jest równa
e2
R2 ’Każdy atom «zajmuje» pole o powierzchni równej około
R2, czyli na jednostkę powierzchni rozdzielającej ciało działa siła 
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Dopiero więc takie naprężenie powinno spowodować pęknięcie ciała. Jeżeli przyjąć, że
e

R

5-10 10cm dyn2 i2- 10 "8 cm ,to otrzymujemy
95-10~20p dyn/cm2 1,5 • 1012 dyn/cm2 1,5 • 106 kG/cm2Pomiary wykazują, że faktyczna wytrzymałość jest znacznie mniejsza od obliczonej w ten sposób. Według teorii atomistycznej (P o 1 a n y i, Z w i c k y) molekularna (idealna) wytrzymałość powinna wynosić np. dla soli E/10, tzn. 20 000 do 40 000 kG/cm2 wobec istotnie obserwowanej ok. 50 kG/cm2, czyli 400-800 razy mniejszej.(2) Doświadczenia Joffego i Lewickiej z kryształami NaCl. Joffe i Lewicka badali wytrzymałość kryształów NaCl rozmywając ich powierzchnię pod wodą. Wytrzymałość kryształów soli w tych warunkach wyniosła około 20 000 kG/cm2, podczas gdy pomiary dokonywane w zwykłych warunkach dają, jak wzmiankowaliśmy, 50 kG/cm2. Wymienieni badacze przypisywali to zmniejszenie wytrzymałości rysom, występującym na powierzchni ciał, i związanej z nimi koncentracji naprężeń. (3) Tzw. efekt skali, czyli efekt cienkich nici. Doświadczenia Griffitha, Taylor a i innych (najwcześniejsze pochodzą jeszcze z XIX w., Quincke i Karma r s c h) z nićmi szklanymi i kwarcowymi wykazały następującą zależność wytrzymałości nici z od ich średnicy d (rys. 42):

2=«+4-dMiędzy innymi uzyskano następujące dane doświadczalne:
stali)

średnica nici w fi wytrzymałość w kG/cm2
22 2 200
16 10 700
12,5 14 600 (wytrzymałość

8 20 700
2,5 56 000Według pomiarów Anderegga przeprowadzonych nad nićmi szklanymi i silikatowymi (pomiary dokonane były w innych warunkach niż pomiary, których wyniki podane są w poprzedniej tablicy) wytrżymałość 130



ich wynosi 121 000 kG/cm2 dla nici o średnicy 6,6// oraz 367 000 kG/cm2 dla nici o średnicy 3,1 //.(4) Efekt Podaszewskiego. Podaszewski badał wpływ barwienia fotochemicznego promieniami ultrafioletowymi i rentgenowskimi na wytrzymałość kryształów NaCl. Wyniki jego badań były następujące.(a) Granica plastyczności i wytrzymałości kryształów zabarwionych jest podwyższona w stosunku do wytrzymałości kryształów niezabar- wionych; przy sile zabarwienia odpowiadającej współczynnikowi absorb- cji kmax = 55 • KT3 mm 1 granica sprężystości podniosła się maksymalnie o 230%, średnio o 144%, a granica wytrzymałości podniosła się maksymalnie o 104%, średnio o 76%.(b) Badania kryształów zabarwionych tylko w pewnych strefach wykazały, że płaszczyzny poślizgowe występują wyłącznie w częściach nie- zabarwionych, dochodząc do kilkuset na milimetr, przy absolutnym braku przesunięć w częściach zabarwionych. Pęknięcia takich kryształów następują w częściach niezabarwionych.(c) Kryształy zabarwione zachowywały się po odbarwieniu jak zabarwione. Podobnych efektów można by podać jeszcze wiele. Gdyby np. udało się zamiast zbrojenia stalowego betonu zastosować zbrojenie nićmi szklanymi o wytrzymałości równej wytrzymałości stali, to mogłoby tó mieć doniosłe znaczenie gospodarcze (w chwili obecnej wyrób takich nici jest jeszcze bardzo kosztowny). Widzimy więc, że aczkolwiek rozważanie związków zachodzących pomiędzy nauką o wytrzymałości materiałów i teorią budowy materii nie dało jeszcze żadnych wyników konkretnych, które można by zastosować w procesach technologicznych i w produkcji, to jednak nie jest rzeczą wykluczoną, że zastosowania takie mogą nastąpić w przyszłości.W dalszym ciągu poprzestaniemy na kilku uwagach o fizykalnym wytłumaczeniu zjawisk wytrzymałościowych związanych z plastycznością materiałów. Dokładniejsze ujęcie tych zagadnień byłoby trudne, głównie z tego względu, że brak dotychczas jakichś wyraźnych myśli przewodnich, które pozwoliłyby na uporządkowanie i wyjaśnienie ogromnego materiału doświadczalnego w tej dziedzinie. Obecny stan rzeczy można by nawet przyrównać do stanu spektroskopii przed powstaniem modelu atomu Bohra.Jak wiadomo, ciała stałe dzielą się na bezpostaciowe i krystaliczne. Niektórzy uważają za ciała stałe tylko kryształy, a ciała bezpostaciowe zaliczają do cieczy przechłodzonych. W kryształach atomy względnie cząsteczki tworzą pewien regularny i periodyczny układ przestrzenny, czyli tzw. sieć krystaliczną (rys. 43). Na rysunku 44 widzimy komórki elementarne kilku typów sieci krystalicznych [44a — sieć regularna (np. sól ka131



mienna), 44b — sieć regularna scentrowana przestrzennie (np. żelazo a i 0), 44c —• sieć regularna scentrowana na ścianach (np. żelazo/)].Odległości atomów względnie cząstek w sieci krystalicznej są rzędu Angstrómów. Ciałami krystalicznymi są między innymi metale

i ich stopy (rys. 45). W ciałach bezpostaciowych (jak np. w szkle, kalafonii, paku) atomy tworzą również pewien określony układ przestrzenny, ale jest on nieregularny (rys. 46).Regularność sieci krystalicznej odbija się nawet na wyglądzie makroskopowym ciał krystalicznych: swobodnie tworzący się kryształ ma postać bryły regularnej. Można sztucznie hodować pojedyncze wielkie kryształy, np. metali (Cz ochralski wyhodował kilkunastocentymetrowe kryształy miedzi), ale na ogół roztopiona masa zaczyna krystali

Rys. 45 Rys. 47zować jednocześnie w wielu miejscach, przy czym tworzy się tzw. poli- krystalit, składający się z wielu przylegających do siebie krystalitów. Średnica krystąlitów w metalach waha się od 0,01 mm do kilku milimetrów. Metale zatem i ich stopy są agregatami krystalitów (rys. 45).Krystality nie są idealnymi kryształami, jakby się to mogło wydawać; każde ziarno składa się z oddzielnych bloków o wymiarach 10-6 do 10"4 cm, (czyli o wymiarach 10 do 100 tysięcy elementarnych komórek), tworzących tzw. mozaikę (rys. 47). Każdy blok można uważać za idealny kryształ. Krawędzie tych kryształów na ogół nie przylegają do siebie, ale tworzą niewielkie kąty (do kilku stopni).132



Niektórzy przypuszczają, że właśnie budowa mozaikowa powoduje koncentrację naprężeń i zmniejsza wytrzymałość ciał makroskopowych, stanowiących zbiorowiska kryształów. Są także inne próby wyjaśnienia tych zjawisk, jak np. teorie Prandtla, Taylora, Beckera, S m e- kala, Orowana. Jedni (Smekal, Zwicky, Griffith) twierdzą, że kryształ posiada w swym wnętrzu miejsca rozluźnienia (tzw. 
Lockerstellen) oraz zanieczyszczenia lub inne nieregularności, które działają jak karby. Griffith rozwiązał nawet zadanie o koncentracji naprężeń dokoła bardzo cienkiego nacięcia w formie elipsy. Inni (J o f f e, O r o w a n) uważają, że przyczyną koncentracji naprężeń są uszkodzenia powierzchni zewnętrznej. Frenkiel znowu jest zwolennikiem teorii dyslokacji atomów; o teorii tej powiemy teraz kilka słów.Pomiędzy dwiema częsteczkami należącymi do sieci krystalicznej działają jednocześnie siły przyciągające i odpychające (każda molekuła zachowuje się jak dipol). Niech siła przyciągania będzie 
a siła odpychania

JreP— rn ’ przy czym 
m < n.Oznacza to, że siły odpychania zmieniają się szybciej i przy dostatecznie dużych odległościach przewyższają siły przyciągania (rys. 48).Wypadkowa sił wzajemnego działania na siebie dwu cząstek będzie równa

F (r) = jatr + jrep ■Przy r = r0 mamy do czynienia ze stanem równowagi, o ile
FW=0,wtedy bowiem energia potencjalna (energia wiązania) osiąga ekstremum (minimum), ponieważ
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Uważamy, że energia cieplna, jaką posiada dane ciało stałe, jest energią drgań cząsteczek lub atomów wokół położeń równowagi, czyli węzłów sieci. Wynika stąd, że dopóki ciało nie osiągnęło temperatury 0°K, cząsteczki jego nie tkwią nieruchomo w węzłach sieci. Abstrahując zresztą od ruchu cieplnego cząsteczek położenie ich w węzłach sieci trzeba uważać, według praw mechaniki statystycznej, jedynie za położenie najprawdopodobniejsze i cząstki mogą również znajdować się w innych położeniach, w których
Epot 7^ minimum .Ten fakt, że zawsze część cząsteczek zajmuje położenie poza węzłami sieci, narusza regularność sieci (rys. 49), przy czym struktura jej jest tym silniej zaburzona, im wyższa jest temperatura. Nieregularność sieci może dochodzić nawet do zupełnego braku atomów w niektórych węzłach (tzw. «dziury») i do wklinowywania się innych w międzywęźla (tzw. atomy dyslokowane).

Mekt Frenkla 

O
defekt ScMlky

Rys. 49Dziury i atomy dyslokowane nie mają stałych położeń, lecz wędrują, przeskakując pod wpływem energii cieplnej z położenia w położenie. Przy gwałtownym obniżeniu się temperatury następuje «koagulacja» dziur w postaci mikropęknięć.Należy podkreślić, że to, co wyżej opowiedzieliśmy, przedstawia mniej lub więcej pewne przypuszczenia. Być może, że do wyjaśnienia tych zagadnień przyczyni się zastosowanie mikroskopu elektronowego, którego zdolność rozdzielcza dochodzi już do rzędu A. Jednak dotychczasowy brak syntetycznej teorii ciała stałego powoduje, że nawet uzyskanie bezpośrednich obrazów struktury cząsteczkowej ciał stałych nie wyjaśni chyba w pełni ich cech mechanicznych.Po tych wstępnych uwagach przejdziemy do krótkiego wyjaśnienia istoty odkształceń plastycznych.A. Monokrystality. Na ogół sądzimy obecnie, że odkształcenie plastyczne kryształów polega na poślizgach wzdłuż określonych płaszczyzn 134



krystalograficznych, a właściwie w pewnych kierunkach na tych płaszczyznach. Poszczególne bloki przesuwają się przy tym wzajemnie względem siebie jak karty w talii kart. Rysunek 50 przedstawia wyniki doświadczeń Marka, Polanyiego i Schmida oraz Taylora i miss E 1 a m.Okazuje się, że poślizg następuje zazwyczaj wzdłuż płaszczyzn najgęściej obsadzonych przez atomy. Proces ten jest nieodwracalny, a po ustąpieniu poślizgu pozostają w jego płaszczyźnie znaczne naprężenia. Na powierzchniach kryształu widać wyraźnie linie poślizgu.Widoczne linie poślizgów są właściwie «pakietami» linii odległych od siebie o około 2 000 odległości atomowych. Pakiety, czyli pasy poślizgowe odpowiadają przesunięciom równym setkom i tysiącom odległości ato

mowych. Aby nastąpił poślizg, naprężenie ścinające musi osiągnąć pewną wartość krytyczną (stąd znaczenie maksymalnego naprężenia ścinającego i intensywności naprężeń w hipotezach wytrzymałościowych); wartość ta jest charakterystyczna dla materiału i dla danej płaszczyzny krystalograficznej materiału. Jednakże również przy naprężeniach mniejszych od krytycznych następują bardzo powolne odkształcenia plastyczne (tzn. poślizgi). Są to zjawiska pełzania monokrystalitów. Poślizgi takie zachodzą bardzo powoli i dopiero, gdy naprężenie osiąga wartość krytyczną, poślizgi następują tak szybko, że można je obserwować nawet za pomocą mało dokładnych metod laboratoryjnych.Z doświadczeń wynika, że wraz ze wzrostem odkształcenia rośnie wartość naprężeń stycznych, koniecznych do przedłużenia procesu odkształcenia (np. dla kryształu cynku ten wzrost wynosi 600°/o). Zjawisko takie odpowiada poznanemu już poprzednio wzmocnieniu materiału.Z przeprowadzonych doświadczeń wynika, że odkształcenie plastyczne w monokrystalicie może nastąpić nie tylko przez poślizg, ale również przez tzw. przesuwy bliźniacze. W tym procesie część siatki przechodzi w położenie będące odbiciem zwierciadlanym sąsiedniej części. Kryształ tak uzyskany nosi nazwę bliźniaka. Za przykład może tu służyć rozcią- 135



ganię bizmutu w temperaturze pokojowej: odkształcenie plastyczne polega tutaj całkowicie na przesuwach bliźniaczych. Rysunek 51 ilustruje opisane wyżej zjawiska poślizgów i przesuwów bliźniaczych.B. Ciała bezpostaciowe. Odkształcenie plastyczne ciał bezpostaciowych zbliżone jest do płynięcia cieczy lepkich; jest to proces całkowicie izotropowy, a nie, jak to było w monokrystalitach, związany z określonymi płaszczyznami i kierunkami krystalograficznymi. Poza tym nie występuje tu zjawisko wzmocnienia, natomiast obserwuje się silny wpływ temperatury. Dawniej przypuszczano, że ciecze i ciała bezpostaciowe odznaczają się brakiem uporządkowania atomów względnie cząsteczek. Doświadczenia ostatnich lat przeczą temu całkowicie, wskazując na fakt, że

Rys. 51w ciałach bezpostaciowych istnieje lokalne uporządkowanie atomów (cząsteczek), zanikające przy rozpatrywaniu większych obszarów na skutek narastania drobnych odchyleń. Również i tutaj, podobnie jak w kryształach, atomy i cząsteczki prowadzą «życie osiadłe», tzn. wykonują drgania około położeń określonych najmniejszą ilością energii potencjalnej. Jednakże drgania takie dokoła określonego położenia równowagi trwają tutaj krótko (np. w niektórych cieczach okres ten wynosi 10~13 sek) i cząsteczka lub atom przeskakuje następnie w położenie sąsiadujące z innym położeniem równowagi. Zauważmy, że czas przebywania cząsteczki w sąsiedztwie jednego położenia równowagi odpowiada czasowi relaksacji, tzn. okresowi, w ciągu jakiego siły obciążające mogą zmaleć e (»» 2,718) razy przy niezmiennym odkształceniu. Dla wody np. czas relaksacji jest rzędu 10~łl sek. Warto zauważyć, że w ciągu tego mgnienia woda zachowuje się jak ciało sztywne sprężyste; ale już w okresie trwającym np. 1 sekundę nie 136



można zaobserwować — powiedzmy — oporu sprężystego wody na ścinanie, gdyż obserwację tego oporu uniemożliwia wysuwająca się na pierwszy plan cecha płynności.Czas «osiadłego życia», czyli czas relaksacji szkła wynosi 100 lat, wobec czego w doświadczeniach trwających minuty zachowuje się ono jak ciało stałe sprężyste. Natomiast w okresach czasu rzędu tysiącleci i więcej szkło zachowuje się jak płyn, przejawiający swą własność «ciekłości». Podobnie warstwy skorupy ziemskiej w geologicznych okresach czasu (setki tysięcy lat) zachowują się jak płyny.Krótki czas «życia osiadłego» atomów cieczy sprawia, że są one bardzo ruchliwe i stąd pochodzi zdolność płynięcia cieczy. Gdy przyłożymy np. siłę ścinającą, to przeskoki atomów, z sąsiedztwa jednych położeń równowagi do innych, stają się częstsze; następuje częściowe uporządkowanie kierunku tych przeskoków, tak że w rezultacie stwierdzamy zjawisko «płynięcia». W tej fazie opór przeciw siłom ścinającym zależy wyłącznie od gradientu szybkości płynięcia. Jest to właśnie przepływ lepki. Widzimy więc, że u ciał bezpostaciowych surogatem odkształcenia plastycznego jest właśnie płynięcie lepkie.Należy zauważyć, że również w ciałach krystalicznych podczas występowania poślizgów mają miejsce przeskoki atomów, dyslokacje i naruszenia prawidłowości sieci. Zbliża to odkształcenia plastyczne tych ciał do płynięcia lepkiego ciał bezpostaciowych.C. Polikrystality. Procesy plastyczne w polikrystalitach są bardzo skomplikowane. Wobec w pełni chaotycznego układu pojedynczych mo- nokrystalitów siły zewnętrzne powodują odkształcenia plastyczne, tzn.

poślizgi, jedynie w odpowiednio zorientowanych kryształach; inne kryształy doznają wyłącznie odkształceń sprężystych. Dlatego polikrystalit stawia znacznie większy opór uplastycznieniu niż monokrystalit (rys. 52). Szczególnie wyraźnie jest to widoczne na polikrystalitach metali krystalizujących w układzie heksagonalnym, gdyż przesunięcia w tego typu kryształach mogą zachodzić jedynie w płaszczyznach równoległych do podstawy komórki elementarnej (cynk). 137



Podczas procesu uplastycznienia w pojedynczych kryształach tworzących polikrystalit powstają często poślizgi w różnych kierunkach. Jednakże w dalszych fazach uplastycznienia tworzy się grubowłóknista struktura, powstała na skutek wydłużenia się poszczególnych kryształów w kierunku zachodzących odkształceń (rys. 53).
pierwsze stadium dalsze stadium

Rys. 53Tego rodzaju budowy wynikające z procesów plastycznych, o własnościach odpowiadających dość silnej anizotropii wymuszonej, noszą nazwę 
tekstur. Ich szczególne własności przedstawiają wykresy podane na rys. 54.Na ogół odkształcenie plastyczne jest cechą wewnętrzną poszczególnych ziaren i płaszczyzny poślizgowe nie przechodzą przez granice krystalitów. Lepiszcze międzykry- staliczne, czyli otoczki ziaren, wydają się szczególnie wytrzymałe i trudne do uplastycznienia. Wnioski takie potwierdzone zostały przez dokładne badania eksperymentalne. Jednakże w zjawiskach pełzania stwierdzamy sytuację odwrotną; główną rolę odgrywa tutaj przesuwanie się wzajemne krystalitów po sobie. Według ostatnio przeprowadzonych badań zjawisko pełzania w niskich temperaturach polega całkowicie na wzajemnym przesuwaniu się krystalitów i dopiero w wyższych temperaturach występują poślizgi wewnątrz kryształów.Z krótkiego przeglądu, jakiego dokonaliśmy w kilku wykładach, wyciągnijmy pewną syntezę, stanowiącą w pełni osobisty pogląd autora.Fizyka teoretyczna, w szczególności fizyka ciała stałego, stawia sobie jako cel objaśnienie własności substancji na podstawie własności cząstek elementarnych. Poznawszy budowę ciał pragnęlibyśmy przewidzieć np. 138



ich własności mechaniczne, a wszystkie zjawiska makroskopowe zachodzące pod działaniam sił chcielibyśmy wyjaśnić na podstawie znajomości budowy samych ciał. Dla kryształów jonowych, w szczególności dla kryształów typu metal alkaliczny-chlorowiec (np. NaCl), próby takiej dokonał B o r n otrzymując teorię ilościową zgodną z wynikami doświadczeń. Jakże jednak daleko od tych prostych kryształów do skomplikowanych po- likrystalitów! Wierząc w potęgę nauki mamy prawo, oczywiście, twierdzić, że zagadnienie własności mechanicznych polikrystalitów znajdzie w przyszłości rozwiązanie w formie pozwalającej na praktyczne zastosowania. Jednakże z punktu widzenia aktualnych potrzeb techniki wydaje się, że droga ta jest na długo jeszcze zamknięta. Musimy jeść obiad, jak powiedział Heaviside, nie rozumiejąc w pełni procesów trawienia. Interesuje nas bowiem zachowanie się zbiorowisk cząstek niezależnie od tego, ile wiemy o zachowaniu się poszczególnych cząsteczek tych zbiorowisk. Wydaje się więc, że poznanie ogólnych, fenomenologicznych, praw przyrody jest obecnie bardziej ważne dla dalszego, istotnego, rozwoju teorii plastyczności i jej praktycznych zastosowań, niż badanie cech makroskopowych ciała stałego z punktu widzenia jego struktury.
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P e 3 ro m e

OCHOBbJ TEOPIIH nJIACTHHHOCTll (1).
CEMb JIEKIJHKHacTOflipne JieKimn óbijui npouMTaHBi na ceMcmapnn b MaTeMamno- 

ckom HncTMTyTe Uojibckom AKa^eMioi HayK b 1953 ropy. Ohm ocHOBanbi Ha M3BecTHtix HayHHtix noco6wHX Be3yxosa, HjibiomMHa, 
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H a a a'M h, C ok o ji o b c koto, <& m jiohch k o - B o p o suną, I'ojiłsen6jiaTa w Aipymx (cm. nepeneHb jiMTepaTypbi).JleKu.na I oxBaTbiBaeT ocHOBHŁie hohhtmh HanpHX<eHHŁix m AetJjop- MMpOBaHHbIX COCTOHHHił, paCCMOTpeHHbIX C TOHKM 3peHMH HOTpeÓHOCTeM TeopnM njiacTMHHOCTM. MajiożKCHbi TaKace HanpajKeHHoe cocTOHHwe b tomko J4 nOHHTMH rJiaBHbIX M OKTa3ApMHeCKMX HanpHJKCHMM.
B .neKpMM II paccMOTpeHbi npeflejibHbie SHaneHna KacaTejibHbix Ha- npajKeHjiił na nJiocKOCTHx rjiaBHoro poMbnHecKoro ^ofleKaoppa, ^ec^opMM- poBaHHoe coctomhmo b tomko, 3aK0H jiMHeiiHoił ynpyrocTM, b 4)opMe 3a- BMcameii ot mhtchcmbhoctm HanpaJKCHnli m flec^opMapnn, a TaioKC saKOHbi M3MeHeHMH obneMa n M3M6H6HMH 4)opMbi.JleKpMa III paccMaTpnBaeT ycjiOBwa ruiacmMHOCTM (t. e. tbk HasbiBa- eMbie rwnoTesbi npoHHOCTn).
B nepBoił Mac™ IV JieKpnn npMBe^euo coAepjKaHne hobom HayniiOM paÓOTbi B. B. HoBOKMJiOBa [IIpMKJi. Man Mex. 5 (1952)], b KOTOpoił aBTop npep,CTaBMji opwrMHajibnoe onpenejiCHMe MHTeHCMBHOCTM HanpałKe- HHii. B p;ajibHeiłmnx paccy>K^CHMax AaHbi ochobbi TeopuM mbjibtx ynpyro- njiacTMHecKns Ae^opMapnił, no MeropaM cobctckom niKOJiBi.JleKpna V paccMaTpnBaeT TeopeMy UjibjomifHa o Tax HasbisaeMOM npo- 

ctom narpy>KeHMM m pasrpysKe, a TaKate ocHOBHbie ypaBHeHua MexatHMKM ynpyro-njiacTMHecKMx tcji.
B jieKpMM VI paccMOTpeHbi npuMepbi npMMeHeHMM TeopMM, hbjihio- mefica TeMoii npep,bi^,ym,MX jieKpnii, a mmckho Bonpoc TOJicTOCTeHHofi Tpy- 6bi, noflBepraeMOM BHyTpeHHeMy aasjiCHino, a raKJKe hmctbim M3rn6.JICKpiiH VII paccMaTpnBaeT cbmsm, cymecTByioipife MeHcąy aBjieHMHMM COnpOTMBJieHMH M CTpoeHJieM BCipCCTBa. B 3roił JICKUMM paCCMOTpeHO nocjie^oBaTejiBHo, na ocuoBaHMM [6] —- MOHOKpMCTaji.nMTbi,, aMop4>Hbie Tejia w nojiwKpMCTajiJibi. B saKjnoneHne Bbipa>Ke-Ho MHeHMe, hto, npM na- CToaiijeM coctomhmm HayKM, ^aJibHeiłmee pa3BJfTMe Teopua njiacTMHHOCTM 

mojkot, rjiaBHbiM oópasoM, cocTOHTb b (JłeHOMeHOJiorMHecKOM npeAcraBjie- 
hmji paecMaTpMBaeMbix hbji©hmm, 6e3 6ojiee TipaTejibHoro anajinsa nx cy6- MMKpOCKOnMHeCKOił CTpyKTypbl.

S u m m a r y

BASIC PRINCIPLES OF THE THEORY OF PLASTICITY (I) 
SEVEN LECTURESThese lectures were held by the author at the Institute of Mathematics of the Polish Academy of Sciences in 1953. They are based on the well known manuals byBezukhov, I 1 i u s h i n, Nada i, Sokołowski, Filonenko-Boroditsh, G o 1 d e n b 1 a t and others (see list of references).
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Lecture I contains fundamenta! notions of the State of stress and strain from the point view of the reąuirements of the theory of plasticity. The state of stress at a point is discussed, as well as the principal and the octahedral stresses.In lecture II the principal values of shear stresses (on the walls of the principal rhombic dodecahedron) are discussed, as well as the state of deformation at a point, the law of linear elasticity in the form depending on the intensity of stress and deformation and the laws of change of vo- lume and shape. 'In Lecture III the conditions of plasticity (strength theories) are discussed.Lecture IV brings a short account of a new paper by W. W. N o- v o z hi 1 o v (Prikl. Math. Mech. 5, 1952) in which a definition of stress intensity is given. Next, the basie principles of the theory of smali defor- mations are explained in the form developed by Soviet scientists.In Lecture V a discusion of the theorem of I 1 i u s h i n, concerning the so-called simple loading and unloading, and the basie equations of elastic-plastic bodies are given.Lecture VI is illustrated by examples of application of the theory, discussed in the foregoing lectures.The problems considered are: a thick-walled tubę subjected to inter- nal and external pressures and the problem of pure bending.In Lecture VII relations between the strength phenomena and the structure of matter are considered.Monocrystalline, amorphous and polycrystalline bodies are discussed on the basis of [6]. Finally, the author expresses the opinion that further development of the theory of plasticity should be based chiefly on the phenomenological approach to the considered problems, without deeper consideration of submicroscopic structure.
INSTYTUT MATEMATYCZNY 
POLSKIEJ AKADEMII NAUK

Praca została złożona w Redakcji dnia 14 stycznia 1954 r.
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Ruszty płaskie stanowią istotny element konstrukcyjny wielu budowli inżynierskich. Występują one w rozmaitej postaci, jako stropy żebrowe, dźwigary załamane w planie, wreszcie jako układy ramowe obciążone siłami prostopadłymi do płaszczyzny układu ramowego.Rozwiązanie tych układów metodą sił napotyka na znaczne trudności, spowodowane dużą ilością wielkości nadliczbowych, zwłaszcza w przypadku sztywnego połączenia prętów z węzłami. Dla stosunkowo prostego układu rusztowego, jakim jest ruszt o siatce ortogonalnej, podaje się w metodzie sił rozwiązanie przybliżone, pomijające sztywne połączenie belek w węzłach, a tym samym pomijające udział momentów skręcających w pracy rusztu.Do rozwiązania tych złożonych układów posłużono się w niniejszej pracy metodą odkształceń. Stanowi ona dziś dualną formę rozwiązywania płaskich układów ramowych i znajduje szerokie zastosowanie w statyce ram wielokrotnie hyperstatycznych. Zaletą tej metody jest łatwość prawie że schematycznego ustawiania równań kanonicznych, w których współczynniki przy wielkościach nadliczbowych występują w postaci scałko- wanej. Metoda omawiana posiada ponadto cechy poglądowości i zezwala na prostą interpretację mechaniczną przy rozwiązywaniu układów równań metodą iteracji.Praca niniejsza jest próbą zastosowania metody odkształceń do złożonych układów rusztowych o węzłach sztywnych; jest zarazem rozszerzeniem dawniejszej pracy autora, [4], dotychczas nieopublikowanej.W ustępie pierwszym podano ogólną metodę rozwiązywania układów, w ustępie drugim wyprowadzono ogólne wzory transformacyjne metody odkształceń dla prętów zakrzywionych i załamanych w planie.W dalszych ustępach wyprowadzono równania kanoniczne metody odkształceń dla typowych układów rusztowych.
1. Ogólna metoda rozwiązywania układówRozważmy dowolną ramę płaską, składającą się z prętów prostych i zakrzywionych, połączonych ze sobą węzłami sztywnymi lub przegubami. Niech rama ta leży w płaszczyźnie XY. Niech rama będzie obciążona siłami skupionymi (P) lub obciążeniem ciągłym (p) o wektorach prostopadłych do płaszczyzny ramy oraz momentami skupionymi (M) i w spo145



sób ciągły rozłożonymi (m), o wektorach leżących w płaszczyźnie XY. Układ taki nazywać będziemy rusztem płaskim.Przez «pręt» rusztu płaskiego, łączący dwa węzły, rozumiemy pręt pryzmatyczny przenoszący momenty zginające M, momenty skręcające 3R oraz siły tnące T. Wektory momentów M, Wt leżą w płaszczyźnie układu, wektory sił tnących są prostopadłe do tej płaszczyzny. Oś pręta może być linią zakrzywioną, prostą lub załamaną, przekrój pręta stały lub zmienny. W rozważaniach ograniczymy się do prętów o przekroju symetrycznym pełnym lub grubościennym; wyłączamy zatem z naszych rozważań profile cienkościenne stosowane w budownictwie stalowym.Układy rusztowe o węzłach sztywnych są układami o wysokim stopniu statycznej niewyznaczalności. Rozwiązanie ich przy użyciu metody sił nastręcza znaczne trudności i doprowadza do rozwiązania układu równań kanonicznych o wielkiej liczbie wielkości nadliczbowych. W niniejszej pracy rozwiązanie tych złożonych układów nastąpi przy użyciu metody odkształceń.

Zajmijmy się układem, przedstawionym na rys. 1. Pod wpływem obciążenia zewnętrznego układ odkształci się, a węzły doznają przesunięć i obrotów. Weźmy pod uwagę węzeł i układu ramowego. Pod wpływem obciążenia węzeł ten dozna przesunięcia dz prostopadłego do płaszczyzny ramy oraz obrotu o wektorze leżącym w płaszczyźnie układu. Nieznana jest wielkość przesunięcia ói, wielkość obrotu oraz nachylenie wektora obrotu względem przyjętego układu współrzędnych.Obrót węzła rozłożymy na dwie składowe: tp, i yn. Tak więc węzeł scharakteryzowany jest przez trzy wielkości ó, <p i y>. Stanowią one wielkości nadliczbowe układu lub, jak będziemy mówili krócej, «nadlicz- bowe».W węźle podporowym, w którym pręt jest utwierdzony zupełnie, przesunięcie i obrót są równe zeru. Tak więc dla układu składającego się z r węzłów swobodnych i t podporowych ilość nadliczbowych geometrycznych wyniesie 3 r.146



W przypadku węzła podporowego przegubowego, np. węzła B, otrzymamy ób = 0, <pb^Q i y>B ¥= 0. Zobaczymy później, że wielkości <pb i ipe dadzą się łatwo wyeliminować z rozwiązań dzięki warunkowi zerowej wartości momentu zginającego i skręcającego w przegubie (Mb = SDib = 0).Rozważmy wreszcie węzeł swobodny, do którego jeden z prętów przymocowany jest za pomocą przegubu, na przykład węzeł l (rys. 1). Ruch węzła scharakteryzowany jest trzema wielkościami, przesunięciem <5/ oraz składowymi obrotu i (pi. Przegub dozna przesunięcia Si oraz obrotu o składowych i wia- Te dwie wielkości można jednak wyeliminować z warunków zerowej wartości momentu zginającego i skręcającego (Mia = 0, W?z.4 = 0) w przegubie. Tak więc w węźle swobodnym, w którym co najmniej dwa pręty są połączone w sposób sztywny, ilośćnadliczbowych wyniesie trzy. W węźle, do którego wszystkie pręty przytwierdzone są za pomocą przegubu, ilość nadliczbowych ograniczy się do jednej, mianowicie do przesunięcia <5.Rozważmy pręt i-k, połączony w sposób sztywny z węzłami i oraz k. Dla dalszych rozważań będzie rzeczą wygodną rozłożyć składowe obrotu węzła i na dwie składowe: składową <pik o wektorze, którego kierunek pokrywa się z kierunkiem normali, i składową ipik o wektorze zwróconym w kierunku stycznej do osi pręta w punkcie i. Rys. 2Z rys. 2 odczytamy proste zależności(1.1) (pik = w sin a/k + (pi cos a,*, ipik = ipt cos atk — (pt sin a,*.Ponadto jest Sik — Si.W przekrojach, którymi wycięto pręt, działają składowe stanu naprężeń: momenty zginające Mik i Mki, momenty skręcające tyRik i 3Jtki, o wektorach leżących w płaszczyźnie układu, oraz siły tnące Tik i Tki o wektorach prostopadłych do płaszczyzny XY. Wielkości te nazywać będziemy ogólnie siłami brzegowymi pręta i-k.Siły brzegowe wyrazić możemy (uczynimy to szczegółowo w p. 2) jako funkcje liniowe obciążenia zewnętrznego oraz nieznanych wielkości 
(ptk, (pM, ynk, y>ki, Sik i Ski- Dzięki związkom (1.1) możemy siły brzegowe pręta i-k wyrazić jako funkcje liniowe obciążenia oraz nieznanych wielkości układu, przesunięć Si i Sk oraz obrotów (pi, tp,, (pk i y>k.Ilości nieznanych wielkości nadliczbowych przeciwstawić możemy tyleż równań warunkowych. Otrzymamy je ze zrównoważenia węzłów.147



Dla każdego węzła swobodnego wyciętego z układu ustawić można trzy równania równowagi. Tak więc dla węzła i mamy(1.2) 2Ą. = 0, 2’M^O, 2^ = 0.
M^ i My. oznaczają tutaj rzuty momentów przywęzłowych (które działają na węzeł z przeciwnymi zwrotami niż na pręt) na kierunki działania nadliczbowych <pf i a oznacza siły tnące, działające na węzeł. Jeżeli bezpośrednio na węzeł działa siła skupiona Pt oraz moment skupiony Mj o składowych Mx. i Mr , to zamiast (1.2) uzyskamy(1.3) + = Mx. + 2’Mv,. = 0, Pz + 2R4. = 0.Ponieważ siły przy  węzłowe są funkcjami liniowymi nadliczbowych i obciążenia zewnętrznego, to z równań (1.3) wypisanych dla węzła swobodnego otrzymamy układ trzech równań liniowych niejednorodnych o nadliczbowych cp, ip i ó.Otrzymane z układu równań ó, <p i pozwalają na wyznaczenie sił brzegowych poszczególnych prętów, a tym samym na wyznaczenie wielkości statycznych w dowolnym przekroju pręta. Tak naszkicowaną metodę rozwiązania rusztów płaskich rozwiniemy szczegółowo w dalszych ustępach niniejszej pracy.
2. Związki między siłami brzegowymi i składowymi stanu przemieszczeńWeźmy pod uwagę pręt i-k zakrzywiony lub załamany w planie, łączący dwa węzły: węzeł i oraz węzeł k. Niech pręt ten będzie obciążonysiłami prostopadłymi do płaszczyzny pręta i momentami o wektorach leżących w tej płaszczyźnie. Pod wpływem obciążenia zewnętrznego pręt i-k jako pręt układu rusztowego dozna odkształcenia. Końce pręta, węzły i oraz k doznają przesunięć i obrotów. Wydzielmy pręt dwoma przekrojami leżącymi nieskończenie blisko węzłów. W przekrojach tych działać będą składowe stanu naprężeń, momenty zginające Mik i Mki, momenty skręcające i oraz siły tnące T,* i Tki. Zwroty tych wielkości przyjęte jako dodatnie przedstawiono na rys. 3. Również na tyir rysunku pokazano dodatnie zwroty składowych stanu przemieszczeń węzłów, przesunięcia 8tk i dki, kąty obrotu y,* i <pki oraz kąty skręcania 148



y>/k i y>ki- Dodatnie zwroty tych wielkości pokrywają się z dodatnimi zwrotami składowych stanu naprężeń. Załóżmy, że wielkości ó,*,..., y>ki, są wielkościami znanymi, z góry podanymi. Dążyć będziemy do wyrażenia wielkości statycznych brzegowych jako funkcji obciążenia zewnętrznego i znanych składowych stanu odkształceń węzłów. Układ jest trzykrotnie statycznie niewyznaczalny; dla jednoznacznego określenia sześciu sił brzegowych mamy do dyspozycji trzy równania równowagi. Przy założeniach małych ugięć w stosunku do liniowych wymiarów pręta, tj. proporcjonalności między odkształceniami i naprężeniami — słowem, przy założeniach statyki układów prętowych niewiotkich — związki między brzegowymi siłami statycznymi a obciążeniem zewnętrznym i składowymi stanu przemieszczeń węzłów będą związkami liniowymi.Można je w sposób najogólniejszy przedstawić w następującej postaci:
(2.1.1) Mik = + M* dik +M% dki,

(2.1.2)
(2.1.3)
(2.1.4) =

0 ® ę ó ó o o(2-1.5) +(2-1.6) TM = T°ki + Vik + y>ki + óik + ÓM.

Związki te nazywamy wzorami transformacyjnymi metody odkształceń. Ze wzorów (2.1) wysnuć można szereg wniosków. Jeżeli uczynić 
<pik = l, a pozostałe składowe stanu przemieszczeń węzłów oraz obciążenie zewnętrzne przyrównać do zera, to

= Tik^,

Wielkości są siłami przywęzłowymi powstałymi w układziepodstawowym geometrycznie wyznaczalnym (<pik =<pki = ... = dki = Oi, wywołanymi stanem <pik = 1. 149



Rys. 4

Jeżeli przyrównać do zera wszelkie składowe stanu , przemieszczenia węzłów, to
M =M° W = 9K° T = T°mki ^ki1 -'■ki ~lki’ 1 ki 1 ki •Wielkości M°ik, T°ki są zatem siłami przywęzłowymi pręta i-k obustronnie zupełnie utwierdzonego, wywołanymi obciążeniem zewnętrznym.Opierając się na twierdzeniu o wzajemności reakcji można znacznie uprościć związki (2.1). Rozważmy dwa kolejne stany w układzie podstawowym geometrycznie wyznaczalnym, stan 

<pik — 1 oraz stan tpik = 1 (rys. 4).Ze stanem ipik = 1 związane są wielkości statyczne brzegowe M^k , T^ki , a ze stanem == 1 wielkości M,‘bk’ , Rl 1 lii IR nl

T2k i Tlik- ik ’ kl ik klStosując twierdzenie o wzajemności reakcji otrzymamy(2.2.1) coraz to inne stany,dalsze związkiW analogiczny sposób uzyskamy, przyjmując
^ik: ^ikt==^ik^ ^‘ki 

± ki kl

ó
1Y1ik ■

T ' ‘k - 
* ki

T^k—^fik 
ik " '"ki

^ik 
1 ki = M^‘(2.2.2) rp‘ik---

2 ik
■o.. 8, .T ki —Mii 

1 ki lvlki ’
^i = ^ik

Jli8'* =
ik ik ’ kl kl

»,t a,. aa,.’ IR   H1 kl H1 IR -  O1 kl
ik * ik ’ ± ki 1 ki •Powyższe związki zmniejszają ilość współczynników przy wielkościach 

Vik’ Wki’— w równaniach (2.1) z trzydziestu sześciu do piętnastu. Stwierdzimy później, że dla poszczególnych kształtów prętów, na przykład dla prętów symetrycznych i prostych, uzyskamy dalsze zmniejszenie ilości współczynników.150



Dzięki związkom (2.2.2.) napiszemy równanie transformacyjne (2.1) w następującej postaci:
(2.3.1) Mik=

0 
Mik + + ^vik+^y>ki+T-‘k + <V(2.3.2) Mki = M°ki + 4-i M^+ ^y>ik+ K^ki+ (^ + U(2.3.3) ^ik=
c

+ hi(2.3.4) (^ + 6 Ki(2.3.5) Tik =
0 

T.k + ± Vik + T^Vki+ + Óki(2.3.6) Tki =
0

T1 ki + ^vik +Tkr^ki + Vik + + (^ + 6ki

Dalszym więc zadaniem będzie wyznaczenie wielkości , leżących ponad linią schodkową we wzorach (2.3). Rozwiązanie tego trzykrotnie statycznie niewyznaczalnego zadania nastąpi metodą sił.Wychodzimy z zasady prac wirtualnych przy wariacji stanu naprężenia.Rozważmy dwa stany: stan odkształceń, wywołany obciążeniem zewnętrznym układu, osiadaniami i obrotami podpór oraz wzrostem temperatury (wzrost liczony w stosunku do temperatury montażowej pręta), oraz stan obciążeń wirtualnych, K, będący w równowadze z reakcjami podporowymi przezeń wywołanymi, D.Równanie prac wirtualnych przyjmuje tu postać(2.4) XKÓ + ZbA = f (Md<p + Wdv + Tdh).
sTutaj ó oznaczają rzuty przesunięć na kierunek działania sił K w punktach zaczepienia, tych sił, zł rzuty przesunięć podpór pręta na kierunek działania reakcji D, dcp jest obrotem, d^ skręceniem, a dh przesunięciem przekroju pręta wywołanym obciążeniem zewnętrznym. Wreszcie M, 9K i T są wielkościami statycznymi wywołanymi obciążeniem wirtualnym K.Z wytrzymałości materiałów wiadomo, że

(2.5) M et\EI+dth}dS’
9)1

dtp = ^ds,
T dh = k- -ds . GATutaj M, 9)1 i T są siłami przekroju wywołanymi obciążeniem zewnętrznym, E modułem sprężystości, G modułem odkształcenia postaciowego,151



1 momentem bezwładności względem głównej poziomej osi bezwładności 
a - a przekroju, A polem przekroju pręta oraz C wielkością (w cm4) zależną od kształtu przekroju.Iloczyn E1 nazywamy sztywnością na zginanie, G C sztywnością na skręcanie, a G Alk sztywnością na ścinanie; wielkość k charakteryzuje kształt przekroju.

Wielkości M, 911 i T, składowe wypadkowej stanu naprężeń, związane są z naprężeniami normalnymi ax i tnącymi oraz rxy następującymi zależnościami;
M — J ax z d A , 

A(2.6) = f (Txz y — Txy z^dA’
A

T = \ xXz d A .
AWystępująca we wzorze (2.5) wielkość 

A t jest różnicą temperatur w skrajnych włóknach pręta. Zatem At = tt—t,, gdzie t2 jest temperaturą w górnym włóknie, a w dolnym włóknie pręta.Ogólnie jest t(z) = t0+(At/h)z, gdzie t0 jest temperaturą na osi głównej bezwładności a - a pręta. W naszych rozważaniach nie będziemy omawiali wpływu jednostajnego wzrostu temperatury t0; wywołuje on siły tnące i podłużne 
T' i N', o wektorach leżących w płaszczyźnie układu, oraz momenty M’; o wektorach prostopadłych do płaszczyzny układu. Mamy tu do czynienia z ramą płaską, a nie z rusztem.152



Oznaczmy nadliczbowe naszego trzykrotnie niewyznaczalnego układu przez Xn X2 i X3.Wielkości statyczne M, Dli i T są funkcjami obciążenia zewnętrznego i nadliczbowych statycznych(2.7) S = |S| +x1s1 + x2s2 + x3s3 (S = M,iH,T).Tutaj [S] jest wielkością w układzie podstawowym statycznie wyzna- czalnym, wywołaną obciążeniem zewnętrznym, a S; jest wielkością statyczną, wywołaną w układzie podstawowym stanem X/= 1 (i = 1, 2, 3).Jeżeli jako obciążenie wirtualne przyjąć kolejne stany X,- 1 (i 1,2,3),to w myśl związku (2.4) otrzymamy(2.8) 1,<5 + SD, A =j (M/d? + W/dy + tidh) (i = l,2,3).
Zważywszy, że 1/ <5=0, gdyż względne przesunięcia przekrojów w kierunku działania X; są równe zeru, otrzymamy układ trzech równań

(2.9) 2’D, d =J (M/dyd-W,d^ + T,dh) (i = 1,2,3).
Wstawiając do związków (2.9) zależności (2.5) i (2.7) otrzymamy układ równań(2.10) gdzie

(2.10.1)
2 D, d — d/o+Xió/i + Xa <5/2d~Xb <5/3 (i—1, 2, 3,...),

J \ Ł 1 Cr U Cr Z1 /

(i, k = l,2,3).
( ([M] d- [9)1] + k[T] d s,
/ \ Ł 1 Cr C Cr Zi /Wielkości nadliczbowych przyjmować będziemy w ten sposób, aby otrzymać układ trzech równań o jednej tylko niewiadomej w każdym równaniu:(2.11) Li = <5/o + X, da, Li = 2’ D, d (1=1,2, 3).Taką postać równań otrzymamy umieszczając nadliczbowe w biegunie sprężystym układu. Niech układem podstawowym, statycznie wy- znaczalnym, będą dwa wsporniki (rys. 7). Nadliczbowe, siłę pionową X, oraz momenty X2 i X3 zaczepiamy na końcach nieskończenie sztywnych ramion, łączących biegun sprężysty 0 z przekrojem B. Współrzędne bie-153



guna x0, y0 oraz kąt /' zawarty między kierunkami działania momentów X2 i X3 dobieramy tak, aby w układzie równań (2.10) znikały wielkości

Rys. 7 Żądamy zatem, aby(2.12) E Ic óik = f(M, Mk ds' + 'WWs" + T,Tkds"') = 0 (i,k = l,2,3; k#i).Tutaj
, , Ic , J " E Ic 1 Ele, ,ds = T ds , ds = „ „ ds, ds = - —- kds.

1 LrC- Lr AWielkość Ele jest dowolnie przyjętą sztywnością zginania. StanomXj = 1, X2 1 i X3 — 1 odpowiadają następujące wielkości statyczne:= — (a?0—x)cosa—(y0— y) sin a = X cos a + Y sina,Slj = — (x0— x) sin a + (y0 — y) cos a = X sin a—Y cos a, (2.13) M2=cos(a + /9), M3=cosa, 3Ji2 = sin (a + 0),^3=sina, Ti = 1 , T„ = 0 , T3 = 0 .Zauważmy, że ostatni człon pod znakiem całki (2.12) znika, gdyż T2 = T3 = 0.Z warunku ó23 = 0 otrzymamy
(2.14) __ Jsin 2 a (ds' — ds")__C ® P 2 /(cos2 a d s' + sin2 a d s")154



Z warunku ó12 = O znajdziemy. __ /?/ [sin a cos (a + ^) ds' — cos a sin (g 4- /?) d s"]/[sin a cos (a+/?) ds' — cos a sin (a+jS) ds"] 
/ x [cos a cos (a+/3) ds'+sin a sin (a+jd) ds" | /[sin a cos (a+/9) ds' — cos a sin (a+|8) ds"]Wreszcie z zależności ó13 = 0 otrzymamy

(2.16) xo + yoctgjS = / x (cos3 ads' + sin2 ads") + | / y sin 2 a(ds'-—ds")/ (cos3 a ds 4- sin2 a ds")Znając parametry x0, y0 i występujące w związkach (2.13) łatwo wyznaczyć wielkości ó/o oraz da ze wzorów
(2.17) Eh ói0 = f (Mi [M] ds' + Ti,- [T] ds"+ Ti [T] ds'" + Mi ~ et ds),

EIcda = f(Mids'+ T?ds"+ T^ds")(i = 1,2, 3)W powyższych wzorach można pominąć wpływ sił tnących na wielkości ó,o oraz da jako mały w porównaniu z wpływem momentów.Należy jeszcze wyznaczyć wpływ przemieszczeń węzłów na stan naprężenia pręta.Na rysunku 8a przedstawiono stan przemieszczeń węzłów, a na rys. 8b, 8c i 8d siły brzegowe wywołane stanami X1 = 1, X2 = 1 i X3 = 1 w układzie podstawowym statycznie wyznaczalnym.Rozważmy stan Xj = 1. Praca wirtualna sił brzegowych, wywołanych stanem X± = 1, na rzeczywistych przemieszczeniach węzłów daje(2.18.1) Li= X Dt A = 1 (dtk4-dki) — 1 capik — 1 c* q>ki+l dnpik — 1 d* y*,-.Analogicznie dla stanu X2 — 1 znajdziemy
(2.18.2) L2 = XD2 d = l cos (a,*4-/?) <?% — 1 cos (aki+P)(pki —— 1 sin (atk + fi) ipik+1 sin (aki+P) ^ki •Wreszcie dla stanu X3 = 1 otrzymamy
(2.18.3) L3 = X D3 A = 1 cos aik<pik—1 cos aktcpki— 1 sin a,* ^4-1 sin aki^ki-155



Znajomość elementów Li, Sn oraz <5/o pozWala wyznaczyć nadliczbowe X,.Otrzymujemy je ze wzoru
(2.19)

Znając wartości nadliczbowych przystąpić można do wyprowadzenia wzorów transformacyjnych (2.7), które-wypisujemy dla przekrojów przy- węzłowych i oraz k.156



Korzystając z brzegowych wielkości statycznych, wywołanych stanami Xt = l, X2 = 1 i X3 = 1 (rys. 8a, 8b, 8c), oraz mając na uwadze dodatnie kierunki sił przywęzłowych według rys. 3 piszemy

(2.20)
M,k = — Xj et + X2 cos (a,* + ?) + X3 cos a,* + |M,*| , 
Mki = — X, c* — X2 cos (a*2- + /3) — X3 cos aki + [Mki| , = X, di — X„ sin (aik + — X3 sin aik + [iK,*|, iKft, = — Xj dk + X2 sin (a*,- + /S) + X3 sin akt + ,

Tik = Xt + [T,*],
Tki = X, + [T*f ].Jeżeli do powyższych wzorów wstawić wielkości X, ze wzoru (2.19), to po prostych przekształceniach uzyskamy wzory (2.20) w postaci analogicznej do (2.3):

(2.21)
Mik = Mik + pik (pn< + piik <pki — vtk y>ik + vik ipki — piik (bik + dki),

Mki = Mki + plik (pik + piki (pki-Vki ipik 4* Vki ipki — piki (Óik + dki) ,

^Tiik^^k — vik (fik — vnt ą>ki + kik ipik — ku, ipki + k'ik (dik + <5w) , 
'liiki = ^iki + Vki(pik + Vki (pki ----kik ipik + kki ipki--- k'ki (Óik + dki) ,

Tik = T^k----piik (pik----piki (pki + kiik ipik — kki ipki + p'ik (Óik + dki) ,

Tki = T^i — p'ik q>ik — p'ki(pki + k'ik y>ik— k'ti ipki + pik (&*'+ bkd.

Tutaj przyjęto następujące oznaczenia:

(2.22)

c] ! cos3 (a+/?) ! COS2'aik
t^ik = "I । I 1“ ~S “ ’

011 ^22 ^33- __ c‘ Ck__  cos (a‘k + cos (a*‘ + & cos cos a*'
* $11 ^22 ^33

Ci di cos(aik +^sin(aik+p) , cos a,* sin az* 
Vik — ------ 1--------------- 7------------------ 1----------T---- ;---- ,

^11 e ^22 ^33

ckdi cos (aki+ P) sin (aik+ P) cos aki sin a,k
V lk   ę S £

ddk . cos (aik + /8) sin (aki + /S) . cos aik sin aki
Vki--- “T 1 7--------------;------------------1----------- :-----7  

^11--------------------^22---------------------------------------------- ^33 157



Ci= 1“
Ck

Ą cos2 (aki + fi) COS2 aki
^11 ^22 ^33

ckdk cos (akt + /3) sin (aftl-+ fi) cos as, sin a*;
Vki --- £ £(2.22) sin2 (aik + fi) , sin2 ajk

^22 ^33, dl . sin2 (aki + fi) , sin2 aki
Kki — -r—i--------- v------------ r ■—r------

Oli $22 $33

— di dk . sin (atk + fi) sin (au + fi) . sin aik sin a*,
fcik= A ■ n--------‘: I------- e

$11 $22 $33

kik
di

kki
dk^ 1

^ = ln •

Wielkości M°jk, M°kiotrzymamy ze wzorów (2.20) wstawiając zamiast wielkości Xu X2 i X3, wielkości Xi,o, X2.o, Xs,o.Równania transformacyjne (2.21) mieszczą w sobie szereg przypadków szczególnych. Rozważmy przypadek pręta i-k z przegubem w punkcie B, w którym Mb = 9)ib = 0. Jedyną nadliczbową jest siła działająca w punkcie B. W równaniach (2.20) należy postawić X2 = X3 = 0. Słuszne pozostaną wzory (2.21), jeśli we współczynnikach wyrażonych wzorami (2.22) przyjąć
Ó22 = OO , Ó38 = oo .

Również w przypadku pręta zakrzywionego w planie, z przegubem w punkcie i, posłużyć się można wzorami (2.21) odpowiednio je przekształcając.W przegubie i jest Mik = 0 oraz 'Pi,* = 0. Z pierwszego i trzeciego równania (2.21) wyznaczymy, rozwiązując układ tych dwu równań, wielkości <p/k i y>ik ■ Wstawimy je następnie do pozostałych wzorów grupy (2.21).158



Otrzymamy układ równań
(2.23)

Mik = 0,
Mki — Mki + yki q>ki + vm tpki— ^'ki (ó,* + óki> > 

^ik = 0 ,
Wikt — tytki + Vki q>M + kkiipki— k'ki(dik + dki) > 

Tik — Tik [Tki tyki-- k'ki ipki + /Mk (^ik + bki) ’

Tki = T°ki---[Jtki tyki k'ki tyki + [Mk (fiik + Ski) •Tutaj M°ki, są siłami przywęzłowymi węzła k w układziepodstawowym jednokrotnie statycznie niewyznaczalnym (pręt i-k według rys. 10); wielkości/z*,, vm — posiadają odmienną postać, niż to wynika ze wzorów (2.22). Zresztą łatwo je wyznaczyć, jeśli punkt B z rys. 9 przenieść do punktu i. W punkcie tym umieszczamy jedyną nadliczbowąPonieważ xo = yo = 0 i Cz=d1 = 0, więc otrzymamy

Wielkości otrzymamy ze wzorów (2.20) kładąc tamX2 = X3 = 0 oraz wstawiając Xi = Xi,o = —■Znaczne uproszczenie wzorów transformacyjnych (2.21) uzyskamy w przypadku symetrycznej postaci pręta i-k (rys. 11). Ze wzoru (2.14) odczytamy (przy założeniu symetrycznego kształtu oraz symetrycznej zmienności przekrojów pręta), że ctg = 0. Wynika to stąd, że funkcja sin 2a jest antymetryczna, a funkcje IcE/GC i Idl są symetryczne. Zatem(2.24) J sin 2 a (d s — d s") = 0 . 159



Wstawiając ^ — n/2 do wzoru (2.16) otrzymamy. __ Jx (cos2 ads' + sin2 ads")   lX° f (cos2 ads'+ sin2 ads") 2Ze wzoru (2.15) znajdziemy
__ Jy (sin2 a d s' + cos2 a d s") + fx sin a cos a (ds—ds'')J (sin2 a d s + cos2 a d s")Stany X±, X2 i X3 wywołują powstanie następujących wielkości statycznych: = Xcos a + Y sin a , 3)1, = X sin a — Y cos a , T, = 1,M2 = — sin a, 3R2 = cos a, T2 = 0,M3 = cos a, 3)i3 = sin a, T3 = 0,Stany Xi = 1 i X8= 1 dają antymetryczne wykresy momentów zginających oraz symetryczne wykresy momentów skręcających. Stan X3 = 1

W
daje symetryczną postać momentów zginających, a antymetrycz- ną momentów skręcających.Wobec tego, że dla pręta symetrycznego jest

Ci = ck = c,
di = dk = d ,

aki — 2 Tc aik,liczba współczynników wzorów transformacyjnych zmniejsza się z piętnastu do dziewięciu.
cd 1 . „ /I 1 \

Vik Vki— o n Sin 2 CLik I I,
Oli 2 \o22 ^33/— __  c2 sin2 aik cos2 a,*

[Alk c I o ę ,
O U ^22 .33__  d2 cos2 aik sin2 a,*

^ik ę I ę O ,
Oli $22 O33

, , __  c „__  1
[^ik [Aki---, [Aik — kik — kki — « , 

On160



W przypadku pręta symetrycznego z przegubem w punkcie i (Mik = 0)posłużyć się można wzorami (2.24).
Ck=d/t = 0.Z pręta zakrzywionego symetrycznego bez trudu przejdziemy do pręta prostego. W tym przypadku mamy

x0 = 1/2 , y0 = 0, aik = 0,
akt = 2 , c = 1/2, d — 0.Stany X, 1, X2 = 1 i X3 = 1 wywołują pojawienie się następujących wielkości statycznych: Rys. 12

Mj = — (1/2 — x), $1, = 0, Ti = 1,M2 = 0, = 1, T2 = 0,
M3 = 1, = 0, = 0,

We wzorach tych wstawić należy

Współczynniki równań transformacyjnych (2.25) zmniejszają się tu z liczby dziewięciu do pięciu.Otrzymamy
rtk = 0 , vtk = 0, k'ik — 0,c2 1 _ c2 1 — 1
l^ik 7 F 7 , y ik == 7 e , kik== kik === 7 ,

On O33 On o33 o22

, - c 
= 011

„ 1
y/A ----  s 

Oli

Zważywszy, że dla pręta o stałym przekroju jest

(2.26)
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wypiszemy równania transformacyjne w postaci znanej ze statyki układów ramowych
H------- — [2 (pik + q>M

3 ----
Mki^Ml + ^^k + 2^ -----j“ (dik + óki)] ,

,GC 1
+ -y — ^m),(2.27)

Gd
j (wtk vm),

6EI 2
ik — -ł ik j2 VPik + tyki -j- (dik + dw)],

Tm = Tm - &EI r , 
72

9
(dik + •W przypadku pręta prostego z przegubem w węźle i (Mik = 0, = 0) jedyną nadliczbową będzie Xx działająca w przegubie i. Mamy tu xo = 0 i c = Z.Równania transformacyjne przyjmują znaną postać

Mik = 0,

Mm = Ml + [ <pki - A ^ik + O

Rys. 13Dalej mamy ze wzorów
Mr = X cos (p — Y sin (p — r

= — X sin rp — Y cos (p =(2.29)
m2 = sin <p, Mx = cos c
Ti = 1, t2 = 0 ,

i podobnie dalsze równania.Pręt prosty i pręt kołowy są elementami, które najczęściej występują w układach rusztowych. Zajmiemy się nieco szczegółowiej prętem kołowym o stałym przekroju.Z rysunku 13 odczytamy
X = r sin <p , Y — r (cos <p — d),& = cos<p0 + e , y0 = er, c = r (1 — &) = fir.

sin<p,
r (dcostp— 1),, ®t2 — cos <P , = — sin y,T3 = 0.162



Z warunku
<512 = fw, m2 + e W ds = o El 

GC’otrzymamy c — ,gdzie(2.30) ^ = 1 4 q sin <p02 <p0 (1 + q) + (? “ 1) sin 2 <p0Ze wzorów (2.10.1) obliczymy
(2.31)

E1ó11 = 2qt3 [% —(! — ^sin^o] ,
El<522 =4“ t2 (-1 + — l)sin2<p0] ,

+&) + (! — e) Sin 2 <p0] .ZjZnajomość wielkości da (i =1,2,3) pozwoli na wyznaczenie współczynników puk, Jtik, — na podstawie wzorów (2.25).Ponieważ dla symetrycznego obciążenia pręta kołowego w układzie podstawowym momenty zginające mają wykresy symetryczne, a momenty skręcające wykresy anty- metryczne, zatem Xi,o = X2,o = 0 i Xb,o 0; jedyną nadliczbową jest moment skręcający na osi symetrii pręta. Rys. 14Dla jednostajnie rozłożonego obciążenia p wzdłuż łuku pręta mamy(2.32) [M]= — pr3(l — cos 99), [ 9)1 ] = p r2 (99— sin 99).Nadliczbową Xs,o wyznaczymy ze wzoru
y ____ ^30
X.3,0 — — t— >

<5.38gdzied3o= M3-H[®Wds =
To— — 2 pr4 J [d sin <p (1 — cos cp) + o (1 — d cos cp) (cp — sin 99)] dtp. o 163



Po wykonaniu całkowania i dłuższych uproszczeniach znajdziemy
(2.33) X = r2 H + g) (4 sinyo — 2 Po) — 4 o (p0 cos <p0 + (q — 1 (sin 2y0 3,0 P 2(l + e)y0 — (q — l)sin2y„W przypadku szczególnym cp0 = n/2 (półkole) X3,o jest niezależne od q : / 4Xs,o = p r3 ------ 1

\ 71Wielkości statyczne otrzymamy ze wzorów (2.13):
(2.34) M = [M] + Xs,o cos a = [M] + Xs.o cos cp, 3)1 = [3)1] + Xs,o sin a = [3H] — Xs,osin <p , 

T = — pr (p .

Dla <p0 — n/2 znajdziemy
M = — p r2 (1 — cos y) + p r3-------1 cos <p, 
3)1 — p r3 (cp — sin (p) — p r2 siny.

Dalej ze wzorów (2.34) otrzymujemy
(2.35) yo =__ yo _ Pr

1 ik ki 2Dla siły skupionej P działającej w połowie rozpiętości pręta mamy Xi,o = O, X2,o.= 0 i Xs,o 7^ 0.164



Otrzymamy tu(2.36) X3,o = — Pr
2 o (cos y0 — 1) + (g — 1) sin3 y02 (g + 1) — (g — 1) sin 2 <p.}Na odcinku C-k łuku jest

P
M =-------  r sin ę? + X3,o cos y,Cl

W powyższych rozważaniach przyjmowaliśmy w obrębie pręta dodatnie kierunki wielkości statycznych zgodnie z umową stosowaną w statyce dźwigarów załamanych w planie. Dodatnie kierunki tych wielkości przed-

Rys. 17 Rys. 18Przejdźmy teraz do wyznaczenia sił w dowolnym przekroju pręta między węzłami i-k.Załóżmy, że z rozwiązania równań kanonicznych, wypisanych dla rusztu, uzyskaliśmy składowe stanu przemieszczeń pręta i-k. Wyznaczyć należy 165



wielkości M, Wi i T w dowolnym przekroju pręta i-k między węzłami i-k. Tok postępowania jest następujący. Wyliczamy ze wzorów (2.18.1)-(2.18.3) wielkości L;, a ze wzorów (2.19) nadliczbowe Xt. Wreszcie ze wzoru (2.7) wyznaczamy żądane wielkości statyczne. Można posłużyć się również inną drogą. Ze wzorów (2.21) wyznaczymy siły przywęzłowe ©i,*, M,* i T,*. Traktujemy je jako obciążenie wspornika i-k, utwierdzonego w węźle k. Wielkości statyczne w przekroju a-a, to jest wielkości 9Jta i T«, uzyskamy z trzech równań równowagi wypisanych dla pręta i-A (rys. 18).Przesunięcia, obroty i skręcenia poszczególnych przekrojów pręta w dowolnym przekroju a-a znajdziemy ze wzoru (2.4) przyjmując jako obciążenie wirtualne siłę K=l, skierowaną wzdłuż poszukiwanego przemieszczenia.
3. Równania kanoniczneRozważmy węzeł i rusztu. W węźle tym zbiega się n prętów. Stan przemieszczenia węzła jest scharakteryzowany trzema wielkościami: przesunięciem di, prostopadłym do płaszczyzny układu, oraz składowymi obrotu, kątami (p, i y>i, o wektorach leżących w płaszczyźnie xy. Kierunki działania

nadliczbowych gu oraz dobieramy w zależności od typu układu w sposób najrozmaitszy. Na rysunku 19 podano stan najogólniejszy, kiedy kierunki działania nadliczbowych w i <pk oraz ipi i ipk nie są do siebie równoległe. Brzegowe wartości przemieszczeń pręta i-k związane są z nadliczbowymi następującymi związkami:
(3.1.1)
(3.1.2)

q>ik = yi sin [kk + (pt cos Pik, 
(pik — (pi COS Pik (pi sin Pik , 
(pki = (pk sin Pki + (pk cos pki, 
tpkt = cos Pki — <pk sin Pki •

dik = ~di,

dki = dk ■
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Wytnijmy węzeł i przekrojem a-a. Na węzeł ten działać będą siły przywęzłowe oraz obciążenie zewnętrzne działające bezpośrednio na węzeł.Na rysunku 20 przedstawiono siły przywęzłowe pręta i-k w przekroju dokonanym nieskończenie blisko węzła i. Siły przywęzłowe Mik, ^tk i Tik działają z odwrotnymi kierunkami na węzeł. Rzuty tych sił na kierunki wektorów (pi, y>t i z oznaczmy przez M^i, 
M^t i Tik.Tutaj

| M.^ = — Mik sin [lik — Wiz* cos Pik , 
3-2 \m}i = — Mik cos ^ik + Wiz* sin pik-Niech na węzeł działają obciążenia bezpośrednie, moment Mi oraz siła pionowa Pi.Równania równowagi węzła i przy uwzględnieniu sił brzegowych wszystkich prętów zbiegających się w węźle i obciążenia bezpośrednio działającego na węzeł przyjmują postać Rys. 20

(3.3) Mi cos y, — £ (Mik cos Pik — Wiz* sin Pik) = 0 , 
Mt sin yt — S (Mik sin Pik + W?,* cos Pik) — 0, 
Pi + STik = 0.Jeżeli do równań (3.3) wstawimy siły przywęzłowe ze wzorów transformacyjnych (2.21), a dalej posłużymy się wzorami (3.1.1) i (3.1.2), to uzyskamy układ równań kanonicznych metody odkształceń typu 

(3.4) yz Ali -j- (pk Alk + ipi Bh + yj Bik + di Cii -p X dk Cik + mzo = 0, 
(pi Aii + ^(pk Alk ipi Bit 4- £ y>k Bik 4~ di Cli -p dk Cik 4- ni,o = 0, 
(pi Aa + Aik + (pi Ba + y, ipk Bik + di Ca -p S dk Cik + Tm — 0.We wzorach tych Ali oznacza sumę rzutów wektorów momentów przy węzłowych węzła i na kierunek wektora (pi, powstałych w układzie podstawowym geometrycznie wyznaczalnym pod wpływem stanu (pi = 1; Alk jest sumą rzutów momentów przywęzłowych na kierunek wektora ga, wywołanych stanem = 1, wreszcie m/o jest sumą rzutów wektorów momentów przywęzłowych węzła i na kierunek działania wektora (pi, wywołanych w ukła167



dzie podstawowym stanem obciążeń zewnętrznych. Podobne znaczenie mają inne wielkości występujące we wzorach (3.5).Z twierdzenia o wzajemności reakcji wynika, że
Ai^Bh, ck = Ai,Na podstawie tego twierdzenia wykazać można, że układ równań kanonicznych (3.5) wypisanych dla wszystkich węzłów swobodnych będzie układem równań o macierzy symetrycznej (względem głównej przekątnej).Równania (3.5) podane tu w postaci najogólniejszej i dla dowolnego kształtu prętów dadzą się znacznie uprościć w przypadku układów rusztowych regularnych, jak ruszty o siatce prętowej ortogonalnej, belki załamane w planie, belki pierścieniowe itd.

4. Belki ciągle załamane i zakrzywione w planieRozpatrzmy układ prętów przedstawiony na rys. 21. Pręty połączone są ze sobą sztywnymi węzłami stanowiącymi jednocześnie podpory belki. Nadliczbowe przyjęto tak, aby kierunki ich działania pokrywały się z kierunkami stycznych i normalnych do osi prętów w węzłach.

Na rysunku 21 przedstawiono siły przy węzłowe oraz wielkości M, i 9)1,, tj. składowe momentu skupionego, działającego jako obciążenie zewnętrzne bezpośrednio na węzeł. Zrównoważenie węzła i prowadzi do równań
(4.1) Mik + Mij cos y, — Sity sin Yi — M, = 0 ,

Wik + Mij sin yt + 9Jly cos yi — 9)1, = 0 , yi — aij — aik ■
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Jeżeli do wzorów (4.1) wstawimy momenty przywęzłowe z równań transformacyjnych (2.21), a ponadto skorzystamy ze związków
(4.2) (pik = q>i, tpik = tpi, 

(pki = (pk cos yk + (pk sin yk , 
(fij = (pi COS yi + ipi sin yi ,

<PU = (pj , VI = W , 
ipki = — (pk sin yk + xpk cos yk 
tpij = — (pt sin yi (pi cos yito otrzymamy układ równań o nadliczbowych geometrycznych g> i tp:(4.3.1) (pj\eijIJ.ij — ei'vji\ +(pt [nik + ^tj + kij eii — 2vijeiei\ +

+ <Pk t tik Ek — ^ik 6 J — Vj ~ ki— ^i [vik — ^y (e" — e?) +

+ Wij — ei ej — W [Vik £k ~ tik 6J + M°k + M°j ^i — ^ij — Mz = 0 ,(4.3.2) tp^et + 7yz — W; [vik + (klf — et + vzy — ej] +
+ Vk (kk £k ~ ^ik — Vj (ki t — ?ij + ^i ^ij e? + 2 va Ei Et ++ k,y e] + kzJ — ipk (kik ek + vik ej + 9R0 = 0.

W powyższych wzorach oznaczono dla krótkości ez = sinyz oraz ez = cosyz. Równania (4.3) można znacznie uprościć dla pewnych typów belek ciągłych.Załóżmy, że wszystkie kąty y są równe zeru; pręty mają wtedy wspólne styczne w węzłach. Z równań (4.3) otrzymamy(4.4.1) 7<,y (pj + (Pi (nik + + ~Żiik q>k — V,y (vik — +

+ vik Vk + M°k + — Mz = 0 ,i n * n> lit tj *

(4.4.2) Vyz?5y—95z(vz* —vó) —Vzft<pft —+ + kzJ —-^k/ft + ^«ft + W«-^z = 0.
W przypadku szczególnym jednakowych przęseł i prętów o jednakowych własnościach geometrycznych i symetrycznych otrzymamy dalsze uproszczenia wzorów (4.4). Ponieważ w tym przypadku współczynniki przy niewiadomych nie zależą od wskaźników węzłów, to uzyskamy(4.5.1) ^(pj- + 2n(pi + p.(pk — v(jpj — ipk) + M°k + — M' = 0 ,

(4.5.2) v((pj. — ę>ft) —ky>y + 2k^z —ky)ft + 3)i?ft + ®i?y—®tz = 0 . 169



Zauważmy jeszcze, że w równaniach (4.4) otrzymamy dalsze uproszczenia w przypadku 7=0. Odpowiada to przypadkowi belki ciągłej o prętach 
Vi k v prostych [patrz wzory (2.26)|.T Otrzymamy wówczas dwa nie-\ zależne od siebie układy równań

j/' \ , trójczłonowych jako znane rów-_ * % nania belek ciągłych.\ Dla belki ciągłej załamanejw planie układ równhń (4.3.1)Rys. 22 j (4.3.2) przechodzi w(4.6.1) <pjli + <pi [2 faj e? + ą.a) + Ęy e* ] + 97 ^ik ek + kj. Bj —— Vt — -2 8^ + Vk Ttik sk + + M®. 7 — e. — Mt — 0 .(4.6.2) <pj et — cp.(k^ — 2^y) e;. Si + <pk kik ek — y>je. kjt +

+ + kik + e?) — kik ek + 9)i° ii + et — 9Jt. = 0 .Tutaj przyjęto według wzorów (2.27) pnk = 2jnk.Dla belek ciągłych załamanych w planie (jednakowe przęsła i przekroje belek oraz jednakowe kąty y w węzłach) otrzymamy dalsze uproszczenia polegające na tym, że współczynniki przy niewiadomych nie zależą od numeracji węzłów:
— [Lik , kij—kik , ... J £i— Sk—Ej—... — ^i — Ek— Ej— ••• — £•Ponieważ w równaniach (4.3) - (4.6) wielkości cp i y> występują w postaci trójczłonowej, to sposób rozwiązania tych układów równań najwygodniej doprowadzić do algorytmu rozwiązania dwu układów równań trójczłonowych, zawierających jedynie nadliczbowe cp lub y>.Posługiwać się będziemy układem podstawowym geometrycznie niewy- znaczalnym. Układem tym niech będzie belka ciągła, zakrzywiona lub załamana w planie, o tak skonstruowanych węzłach, aby wielkości y> we wszystkich węzłach były równe zeru. Przy n węzłach swobodnych układ jest n- krotnie geometrycznie niewyznaczalny.W tym układzie podstawowym wykonujemy następujące działania.(a) W układzie równań (4.3.1) - (4.6.1) zakładamy— % — ••• = = 0 .Pozostaje wówczas układ równań trójczłonowy. Rozwiązanie tego układu daje kąty cpi.o (i = 1, 2,..., n) wywołane działaniem obciążeń zewnętrznych ha układ.170



(b) Niech w układzie podstawowym działa stan 1. W równaniach (4.3.1) - (4.6.1) należy przyrównać do zera człony pochodzące od obciążenia zewnętrznego, a z występujących w tych równaniach kątów y> zachować należy jedynie kąt y>r. Rozwiązanie układu równań daje kąty y>i,r (i = 1,2,... ,n).Powyższe działanie powtarzamy kolejno dla stanów y>r = 1 (r = 1,2,..., n). Przy wyznaczaniu wartości cpi,r wygodnie tu będzie posłużyć się macierzą układu równań trójczłonowych.(c) Wyznaczamy w układzie podstawowym momenty przy węzłowe, wywołane obciążeniem zewnętrznym oraz stanem y>r=l (r = 1, 2,..., n).(d) Ustawiamy układ równań(4.7) a^^ + a^^ + a^hp, + a$ = 0 (i = 1, 2,... ,n).
Tutaj aW oznacza sumę rzutów momentów przywęzłowych węzła i, obliczonych w p. (c), na kierunek działania nadliczbowej tp/. Momenty te wywołane są w układzie podstawowym niewyznaczalnym stanem yy = l.Wielkość jest sumą rzutów momentów przywęzłowych węzła i na kierunek działania nadliczbowej yn, wywołanych w układzie podstawowym działaniem obciążenia zewnętrznego.Rozwiązując układ równań (4.7) otrzymamy nadliczbowe yu (i = 1, 2,..., r). Kąty <pi uzyskamy z następującego wzoru superpozycyjnego

n
W = cpi,o + \ ypi.ryu (i = 1,2,... ,n).

r=lRozwiązanie układu równań omówionych w p. (a) i (b) oraz równań (4.7) nastąpić może również metodą kolejnych przybliżeń (metodą Crossa),. która do tego celu nadaje się bardzo dobrze.Zajmijmy się szczególnym przypadkiem belki ciągłej zakrzywionej, mianowicie belką pierścieniową o jednakowych przęsłach obciążonych w sposób jednakowy (cykliczna symetria obciążeń). Załóżmy, że na węzły nie działają momenty skręcające skupione (9)7/ = 0). Ze względu na symetrię obciążeń jest q>j = ypi — <pk = ... = = 0 oraz y>j = y>i = y>k = ••• = ¥’. Z drugiego równania (4.5) otrzymamy(4.8) 2 (k — k) y> + = 0.Ze względu na symetrię obciążeń mamy 9)1^ = 9JJ9. = ... = 9)1° , wobec tego
91(0(4.9) V = —:-----= •k —k 171



Ze wzorów transformacyjnych (2.21) otrzymamyik = 3Jl° + (k — k) = ®i° — ®i° = 0 ,
Mik =M°ik-(r - r) V = M°k + Wl° . 

k — k

Tak więc

Ze wzorów (2.25) dla symetrycznych prętów zakrzywionych wynika, żesin 2 a0 v — v = —ri----- >

Zważywszy, że<=K.J+X3,0cosa0, otrzymamy ®i°=[^]-X3,0sina0,

M;ft=RJ+ctg^TO.Wobec tego momenty skręcające w węzłach są równe zeru, a momenty zginające są niezależne od nadliczbowych Xb,o.Dla obciążenia p jednostajnie rozłożonego we wszystkich przęsłach mamy [wzór (2.32)](4.10) = pr2 (cos a0—l)+ctg a0 pr2 (ao —sin a0) = pr3 (a0 ctg a0 — 1).Otrzymaliśmy tu wyniki zgodne z wynikami uzyskanymi na innej drodze; prostota wzorów końcowych pochodzi stąd, że układ jest statycznie wyznaczalny. Wykresy momentów zginających i skręcających oraz sił tnących uzyskamy ze wzorów(4.11) M^pr3[aoC°S^ ®L = -pr2 K^^-K-a)],
sin cl^ sin cz0Ta = pr(a0—a).Zajmijmy się bardziej złożonym przypadkiem, mianowicie pierścieniową ramą obciążoną w sposób jednakowy we wszystkich przęsłach. Tutaj jest 

cp = O i ^7^0. Zrównoważenie węzła i daje tu równanie(4.12) +172



Zważywszy, że
(4.13) Wik = Ws + (k — k) , 

^1^=^ + (k — k)y>, 
Mn=^iiV>’

gdzie Hu—^EIufh, otrzymamy wstawiając powyższe wartości do równania (4.12)(4.14) [2 (k — k) + ^/] v> + 2 9K° = 0,
gdzie

= 9119. = ... = 9)1°.* lk IJZe wzorów (4.13) uzyskamy siły przywęzłowe
(4-15)

Mu = hu^ = — ^°
______ Hu_______2 (k — k) + huDalej ze wzoru (2.21) uzyskamy(4.16) V — V

Mik = M° — (p—= M° + 2 SR0---------- =---------- .2 (k — k) + huDla ^/ = 0, a więc w braku słupa, otrzymujemy wyrażenie (4.9).W przypadku ram piętrowych, składających się ze słupów pionowych i rygli kołowych, otrzymamy w założeniu węzłów nieprzesuwnych w kierunku poziomym następujące równanie trój członowe:
Hr.r-l + W t2 (kr — kr) + Hr,r-1 + ^r,r+ J + W+l^r.r+l + 2 = 0

2<fe_ k)—- 91(0 =2 (k — k) + hu

(r = 1, 2,..., n). 173



Tutaj
2EIr 4EIr-l[Ar, r—1 — Ł > l^r, r— 1 —- 7 ,hr hr-ia lr jest momentem bezwładności słupa względem osi /S-/9. W podobnie prosty sposób rozwiązać można zagadnienie belek pierścieniowych współ- środkowych, obciążonych w sposób jednakowy we wszystkich przęsłach poszczególnych pierścieni. W każdej belce pierścieniowej wystąpi jedyna tylko nadliczbowa, kąt y> (rys. 26). Otrzymamy i tu równanie trójczłonowe

Vr^r.r-t + W [2 (kr — kJ + Pr. r-1 + Pr.r+1 1 + %^r.r+l + 2 = 0(r = 1, 2,Przykłady tego typu można by mnożyć. Należy jednak stwierdzić, że belki proste załamane w planie znacznie wygodniej rozwiązać przy użyciu

Rys. 25

metody sił, [2]. Rozwiązanie równań kanonicznych metody sił daje bowiem bezpośrednio wartości momentów zginających i skręcających przywęzłowych.

Rys. 26Jeżeli węzeł i belki załamanej w planie jest węzłem nie podpartym (<5Z 0), to rozwiązanie takiego układu może nastąpić w dwojaki sposób.(a) W równaniach (4.1), w wyrażeniach dla momentów przywęzłowych, należy uwzględnić wpływ przesunięcia. We wzorach (4.3.1) i (4.3.2) dochodzą wtedy człony zawierające wielkość di. Dalej skorzystać należy z warunku równowagi węzła Tik — Ty + Pt =0, gdzie Pt jest pionową siłą skupioną działającą na węzeł. Wyrażając T,* i Tij według wzorów (2.21) otrzymamy brakujące równanie kanoniczne.174



(b) Traktować można pręty j-i-k jako jeden pręt i ustawić dla niego wzory transformacyjne (2.21).W przypadku dźwigarów załamanych w planie należy w węzłach pośrednich nie podpartych stosować metodę sił (p. 2), traktując układ prętów jako jeden pręt [14],
5. Ruszty o ortogonalnej siatce prętowej i ruszty nieregularneRozważać tu będziemy ruszty składające się z prętów prostych i zakrzywionych, ale symetrycznych. Jako nadliczbowe występują w węzłach kąty cp i ip oraz przesunięcie ó. Kierunki cp i ip pokrywają się z normalną i styczną do osi prętów zakrzywionych.Dla każdego węzła Swobodnego ustawimy trzy równania równowagi. Dla węzła i mamy zatem(5.1.1) + — = 0,(5.1.2) = 0,(5.1.3) -Tik + Tij+Tim—Tit— Pt = 0.Tutaj Mt oraz 9NZ są składowymi momentu M działającego bezpośrednio na węzeł i.Wstawiając do wzorów (5.1) odpowiednie wartości ze wzorów transformacyjnych (2.21) otrzymamy następujący układ równań:(5.2.1) <pj + (Pi(pik + p^ + ka + klm) + pik q>k — kim<pm — ktl tp, —7^ yy- 

— iPi{vik — + vihvk + Sj + (pik~pj d —

~ - Mi = 0 ,(5.2.2) ji^Pj— ęPi^ik~~viJ^~ vikWk—^ji Vj+ ^(^7 + kik + Pim+ Pii)~kikWk +

+ ~Pim + ~Pil 'Pi + k'ij 6j + k'ik dk — Ó, (k'ik + k'ij + Pim “ Pil> + 

+ Pim - Pu +' + <„ + M°z - = 0,(5.2.3) — (pj + (pi (pik — pj + <pk Pik + k^ ip. — y>i (k'ik + kh — pu + p'im) +

+ k'ik V* — Pim + Pu —Ptj ój ~ Pik ók — Pim d,n ~ Pu ói +

+ ^i (Pik + Pu + Pu + Pim) + ^ij + ^im -^ik-n -P^-175



Wybitne uproszczenie układu równań uzyskamy dla rusztu składającego się jedynie z prętów prostych. Otrzymamy wówczas(5.3.1) (nik'+ + ka + kim) + <pk Jiik — kim<pm — ku ój +

+ ^ik ~ Ń) <5/ - - Mt = 0,(5.3.2) —k^yij- + + kik + nim + /zj—% kik + pimy>m+ <5/ + = 0,(5.3.3) — +^1 — ^(Pi + ^ik<Pk—Wm + ^inT^ Vi + ^1^1— ^k~

óz + a. +^;k++ X'J—-n+n-TL+n-p,=o.Znamienne jest to, że wielkości cp i cp związane są tylko trzecim równaniem. W przypadku rusztu podpartego we wszystkich węzłach do dyspozycji pozostają równania (5.3.1) i (5.3.2), czyli równania trójczłonowe względem cp, cp.Układ równań (5.3.1)-(5.3.3) rozwiązać można najprościej, rozpatrując układ podstawowy geometrycznie niewyznaczalny. Układem tym będzie ruszt o wszystkich węzłach podpartych. Przy r węzłach swobodnych będzie to układ 2r-krotnie geometrycznie niewyznaczalny.Wyliczmy w tym układzie reakcje przy węzłowe wywołane obciążeniem zewnętrznym. Odpowiednie wartości kątów oznaczmy przez <pt,o oraz ipt.o (i = 1,2 , ..., r).Dalej obciążmy układ podstawowy kolejnymi stanami dk = 1 (k = 1,2, ...,r) i wyznaczmy przynależne siły tnące przywęzłowe. Uzyskane kąty oznaczmy przez cpi,k oraz cp;,k (i, k = 1,2 , ...,r). Zrównoważmy następnie węzeł i układu rusztowego.Otrzymamy równanie 
r , „ V (2r) (2r)(5-4) 2^ óft + a,0 =0.

*=1Tutaj a1̂  oznacza sumę sił tnących przywęzłowych węzła i, wywołanych stanem ó* = l, zaś a^'1 sumę sił tnących przywęzłowych węzła i, spowodowanych stanem obciążeń zewnętrznych w układzie podstawowym 2 r-krot- nie geometrycznie niewyznaczalnym. Z układu równań (5.4) uzyskamy wielkości <5, a ze wzorów
r r(5.5) <p( ' = tpt.o + Ą1 <pt,k ók , yi =y>i.o +^ipt.kdk , (i = 1,2,... ,r), fe=i *=iwielkości cp/, yn.176



Dalsze uproszczenia otrzymamy w przypadku układów symetrycznych względem jednej lub więcej osi symetrii. Rozważmy układ przedstawiony na rys. 28 o jednej osi symetrii I-I. Mamy tu przy obciążeniu symetrycznym względem osi I-I
(Pr-1 = — (Pr + i ,(5.6) ^-1 =^+1,

[ Ór—1 = <5r + l ,

O5/- = 0 ,0, Ór 7^ 0 .Dla obciążenia antymetrycznego względem osi I-I jest
(5.7) 7^1 = (fr + t ,

y>r— 1 = — ipr + 1,

Ór-1 = ---Ór+i, Rys. 28

(fr H ,

= 0 .Obciążenie niesymetryczne należy zatem rozłożyć na część symetryczną i część antymetryczną.Niezwykle prosto Rozwiązuje się układy o symetrii cyklicznej i obciążone w sposób osiowo symetryczny, dla rusztu przedstawionego na rys. 29. Jako jedyne niewiadome wystąpią tu nadliczbowe i 8, wspólne dla wszystkich węzłów.
Dla przykładu podamy rozwiązanie

Rys. 30Z układu równań (5.2.2) i (5.2.3) otrzymamy(5.8) rp (2 k — 2 k + umi) — <5 = 0,---V’ ---P = 0 .Z rozwiązania tego układu równań uzyskamy„ n 2(k’ —k) + [lim [lim .(5.9) <5 = P----- ,2-------------- -——---=—, V1 = —;------=-----------o.
---[lim + [lim + [lim {[lim + 2 (k — k)] 2 (k k) + [limSzczególnym przypadkiem rusztu prostokątnego składającego się z prętów prostyćh jest rama ciągła, obciążona prostopadle do swojej płaszczyzny.177



Obciążenie to występuje przy działaniu wiatru na ramę lub jako działanie ciężaru własnego ramy w trakcie jej montażu. Na rysunku 30 przedstawiono dwie ramy tego typu. Piewsza rama jest układem dziewięciokrotnie niewyznaczalnym statycznie i geometrycznie, druga jest niewyznaczalna dwunastokrotnie geometrycznie i dziewięciokrotnie statycznie. W pierwszym przypadku posłużymy się metodą odkształceń jako prostszą i prędzej do celu prowadzącą, w drugim natomiast należy rozwiązać układ metodą sił.

Rys. 31

Pośród rusztów regularnych na uwagę zasługują ruszty składające się z dwu lub więcej gromad'prętów, krzyżujących się pod tym samym kątem. Należą tu ruszty7przedstawione na rys. 31.Często spotykanymi rusztami są ruszty o siatce składającej się z belek pierścieniowych, w postaci wieloboków umiarowych promienistych i belek

Rys. 32

(rys. 32 a), lub ruszty składające się z wieloboków foremnych (rys. 32 b).W rusztach tych stosowanych w budownictwie jako konstrukcje stropowe mamy jedną lub więcej osi symetrii. Ponieważ obciążenie tych układów jest zazwyczaj jednostajnie rozłożone, a układy posiadają jedną lub więcej osi symetrii, to Potrzymamy znaczne zmniejszenie ilości nadliczbowych.Wskazać należy wreszcie na to, że w praktyce konstrukcyjnej spotkać się można z rusztami o dowolnej siatce. Nie podajemy tu jednak ogólnej postaci równań kanonicznych dla tych układów jako zbyt złożonej.
178



6. Ruszty spoczywające na sprężystym podłożuRuszty spoczywające na sprężystym podłożu występują nader często w budownictwie jako fundamenty pod konstrukcjami ramowymi. Układy rusztowe tego typu rozwiązuje się na ogół z pominięciem sztywności skręcania belek, co, oczywiście, nie daje ekonomicznej konstrukcji.Rozwiązanie rusztów spoczywających na sprężystym podłożu przy użyciu metody odkształceń nie nastręcza znaczniejszych trudności; tok postępowania jest identyczny jak dla rusztów nie spoczywających na sprężystym podłożu.Korzystamy tu ze związków wyprowadzonych w p. 1 i 3. Należy jedynie dodatkowo ułożyć równania transformacyjne, których współczynniki są nie tylko funkcjami wielkości geometrycznych i sprężystych pręta, ale również zależą od współczynnika gruntu.Założymy tu uproszczony model podłoża, przyjmujący proporcjonalność ugięcia w (x) pręta do odporu r (a?) podłoża:(6.1) w(x) = lM.cTutaj c jest współczynnikiem zależnym od fizycznych własności podłoża. Wielkość c waha się w granicach od 5 kG/cm3 (drobny piasek) do 200 kG/cm3 (ił ścisły). Zależność (6.1) odpowiada dostatecznie rzeczywistości tylko dla małych ugięć. Załóżmy dalej, że związek (6.1) jest słuszny dla każdego a? w obrębie pręta; jest to równoznaczne z pozostawieniem belki w styczności z podłożem na całej swej długości. Ponadto pomijamy tarcie występujące między podłożem i belką. Mimo że związek (6.1) nie obrazuje dostatecznie dokładnie pracy podłoża [w rzeczywistości w (a?) jest zależne od odporu podłoża nie tylko w punkcie x, ale również od odporu wzdłuż całej belki], posłużymy się tym związkiem w dalszych rozważaniach ze względu na jego prostotę; poza tym przy założeniu (6.1) uzyskano dobre wyniki w obliczeniach wielu konstrukcji (fundamenty śluz, statyka nawierzchni kolejowej itd.) Ograniczymy się jedynie do belek prostych, spoczywających na sprężystym podłożu.Rozważmy pręt i-k spoczywający na sprężystym podłożu. Niech węzły układu doznają przemieszczenia o składowych ę?,*, i dik oraz q>ki, ipki i dki- Dla wyznaczenia ugięcia belki posługujemy się równaniem różniczkowym
Ćł^ 1/7(6.2) EI-^ +cwb = 0 ,
axgdzie EI jest sztywnością zginania belki, a b jej szerokością. Równanie to doprowadzamy do postaci(6.3) ^ + 4w = 0,
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gdzie ._x T *^4EI
^~~l’ L-]/ TT'Rozwiązaniem równania (6.3) jest(6.4) w = Ui cos £ cosh £ + U2 cos £ sinh £ + Us sin £ cosh £ + U4 sin £ sinh £.

Stałe całkowania wyznaczymy z następujących warunków brzegowych w (0) — — dik , w(r]) = dki,(6-5) EI EIw"W = -Mik, ^w"^) = Mki, 
Łi Łjgdzie t) = 1/L.Otrzymamy wówczas

U^ — dik,

_ dki cos 77 sinh 77 + dik sinh 77 cosh 77 ” sinh2 77 cos2 77 + cosh2 77 sin2 77
(6.6)

U3

L2
—(Mki sin 77 cosh 77 + Mik sin 77 cos 77) 
ZŁi sinh2 77 cos2 77 + cosh2 77 sin2 77

__ dki sin 77 cosh 77 + dik sin 77 cos 77 cos2 77 sinh2 77 + cosh2 77 sin2 77
L2

- — (Mik cosh 77 sinh 77+M*z cos 77 sin 77) 2 Al cos2 77 sinh2 77 + cosh2 77 sin2 77
U. 2 E'l
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Wyrażając wielkości (pik i (pki za pomocą związków
d w   d w 
dx]x-n Ld^ (pik ’

dwdir Jx=z d w

i zastępując występujące tu stałe całkowania za pośrednictwem wzorów (6.6), otrzymamy związki między momentami przywęzłowymi i składowymi przemieszczeń węzłów (pik, (pki, ^ik i -ó*/.Po prostych przekształceniach uzyskamy
Mik === [lik (pik “F plik (pki plik dik plik ^ki ,

(6.7)
Mki •— plik (pki “F plik (pki plik dik /lik dki •Tutaj

2 EI sinh ri cosh tj — sin 7/ cos 77^‘k l sinh2 77— sin8 77
_ __ 2 EI cosh 7/ sin 77 — cos 77 sinh 77
^‘k l sinh2 77 — sin2 77

, __  2 El 2 sinh2 77 + sin2 77^lk l2 sinh2 77 — sin2 77
__ 2 EI 2 sinh 77 sin 77

^lk l2 11 sinh2 77 — sin2 77
Dla 77 = 0, a więc w braku sprężystego podłoża, otrzymamy4EI _ 2EI , 6EI

puk = —p- > puk = —j— > piik = piik = -p- >
zgodnie ze wzorami (2.27).Siły tnące otrzymamy ze wzorów

El d3w
L3 d^ i=0 Tki

El d^w 
L3 d f8

Po przekształceniach uzyskamy wreszcie
(6.8)

Tik =  piik (pik  /lik (pki + piik bik + /lik dki ,, 

Tki = /lik (pik /lik (pki + /lik ^ik + flik bki .
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Tutaj 2 E I 3 sinh i] cosh 77 + cos r] sin rj l3 sinh2 rj — sin2 q(6.9)
2 El 3 cosh 77 sin 77 + cos 77 sinh 77l3 ri sinh2 77 — sin2 77

Dla 77=0 otrzymamy juź* = /źź*.= 12EI/13 zgodnie ze wzorami (2.27). Oporu podłoża przy skręcaniu prętów nie uwzględniamy, gdyż belki fundamentowe betonuje się w deskowaniu bocznym, które się usuwa po stwardnieniu betonu.Przywęzłowe momenty skręcające wyrazimy związkami
W GC !
-W,* — —.— (ipik tpki) ,

4

4 Dla obciążenia zewnętrznego działa- jącego na pręt’ oraz przy podanych przemieszczeniach brzegowych równania transformacyjne przyjmują postać(6.10.1) Mik = + flik yik + Vu óik — ,(6.10.2) Mki =

(6.10.3) ^ik = ^k + kik(y’ik — V,J’(6.10.4) — kik (y>ik — y>ki),(6.10.5) Tik = T°k — ^'ik <pik — <pki + ^k 8ik + ,

(6.10.6) Tki = — ^ik cpik — <pki + 8lk + Ski.

Wielkości M^k, M°ki,..., T°kj są siłami brzegowymi, wywołanymi obciążeniem zewnętrznym, działającym w układzie podstawowym geometrycznie wyznaczalnym. Wartości te nie trudno wyznaczyć znanymi metodami.Niech w węźle i istnieje przegub tak skonstruowany, że Mik — 0 i = 0. Z równań (6.10.1) i (6.10.3) wyznaczamy q>ik oraz iptk i wstawiamy te wielkości do wzorów (6.10.2) i (6.10.4).182



Otrzymamy następujące wzory transformacyjne:
Mik = 0,

Mki = M°kt + Wki ~^k 8ik—tik hi >

A =0 >(6.11)
ik = ^ik LkkWki + ^ik8ik + ^ik8ki >

ki ^°ki PikWki + Piknik 'tilihfTutaj M°ki,..., T°ki są siłami przywęzłowymi w pręcie utwierdzonym zupełnie w węźle k, a podpartym w sposób swobodny w węźle i.
We wzorach (6.11) oznaczają

(6.12)

_ 2 E I cosh277 — cos277l sinh 77 cosh rj — sin77 cos rj ’2 EI 2 sinh rj cosh rj + sin rj cos rj
l2 11 sinh U cosh 77 — sin 77 cos r) ’2 EI 2 sinh rj cos r] + cosh77 sin r/ 
l2 ' sinh 2 77 — sin 2 rj__  2 EI 3 cosh277 + cos2 rjl3 sinh 2 r) — sin 277 ’2 EI 3 cosh rj cos 77l3 sinh 2 77 — sin 2 77 ’__  2 EI 3 cosh2 77 — sin2 77l3 sinh 2 77 — sin 2 77'Dla t; > 0 otrzymamy

_3EI , __ _3EI „ =„ 3EI
ftik — । , /^ik [lik —Ł |2 ’ — ftik — pzgodnie ze wzorami (2.28).W przypadku przegubów w i oraz k mamy

Tik = T<ik + ^'k 8‘k + lA'k 8ki ’6.13)
Tki=Ti + ^kdik + f/;kdki. 183



Tutaj jest
(6.14) 2 El łf sinh 2 r] — sin 2 tj l3 2 cosh2 r] — cos2 77 ’_2 El 3 sinh Tj cos tj— cosh łysiny l3 cosh2— cos2 tj

Rys. 35
(6.15)

Dla belki wspornikowej (rys. 35) otrzymamy następujące wzory transformacyjne :
^ik ^k + Pik fik Pik ^ik > 

T ik ~ <Pik + Hik dik ,gdzie
(6.16)

2EI T] sinh 2 r] — sin 2 rj
Vik l 2 COSh2 ?) + COS2 T]2EI ; sinh2 r] + sin2
t^ik ‘ l2 cosh2 ?; + cos2 Tj

,, 2EI , sinh 2 t] + sin 2 r]
Pik COSh2 Tj + COS2 T]Dla belki wspornikowej nieskończenie długiej (l -> oo) otrzymamy

(6.17) M =M° +—-—«<? — 2 UI „
Lylik lylik ' 1 f ik p '/ uik ’

T = T° — m + ——„3 <51 ik 1 ik J2 '/ fik j3Dla wspornika o skończonej długości, opatrzonego przegubem w węźle i (rys. 36), mamy(6.18) Tik = ^k + ^ikóik,gdzie(6.19) 2E1 3 sinha»j—sin2?;I3 11 sinh 2 ?; — sin 2 rj ’ Rys. 36W szczególnym przypadku nieskończenie długiego wspornika znajdziemy(6.20)Przy obciążeniu rusztu leżącego na sprężystym podłożu siłami prostopadłymi do płaszczyzny rusztu lub momentami o wektorach leżących
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w płaszczyźnie rusztu pozostają w mocy równania warunkowe, omówione w p. 1 i 3.Po wyznaczeniu nadliczbowych układu wyznaczamy siły przywęzłowe korzystając z równań transformacyjnych. Znajomość wielkości Mik, Mm, dik oraz dki pręta ż-k pozwoli na wyznaczenie stałych (Ą,..., U4 ze wzorów (6.6). Tym samym określona jest linia ugięcia pręta i-k (wzór 6.4). Momenty zginające i siły tnące, w dowolnej odległości x = $l od podpory i, otrzymamy ze znanych związków„„ „,d2w „ „Td3w6.21) M = — EI , .7, T= — EI — dx‘ d arDla przykładu podamy rozwiązanie dla nader prostego przypadku rusztu ortogonalnego nieograniczonego, składającego się z prętów o jednakowych właściwościach sprężystych i geometrycznych. Niech ruszt ten obciążony będzie jedynie w węzłach (rys. 37).Ponieważ osie a - a i fi-fi są osiami symetrii, jako jedyne równanie pozostaje Rys. 37

(6.22) — Tik + Tij + Tim — Tu—P = 0.Z równań (6.10) otrzymamy
Ti,

(6.23) — Tik — — (— di) — /.i" dk ,

Tim => jW" ( dm) + n" di , 
— Tit = — //'(—di)— //' di.Równanie (6.22) napiszemy zważywszy, że di — dj = dk = di= dm = d , w postaci 4 (/' — n") d — P = 0.Stąd

, _ P 4(/' -/")Ze wzorów (6.23) obliczymy
P

Tij = T ik = Tim ==: T n = — •
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Ze wzoru (6.10.1) obliczymy moment
Mik = - / (— di)dk = -V) <5 = ’(6.24)

PI (sinh rj ■— sin rj)28 r] cosh r] (sinh rj — sin rj) + cos y (sinh rj + sin ??)
Dla łj > 7 traktować można pręty jako nieskończenie długie. Stosując wzory (6.17) otrzymamy z równania (6.22)
(6.25) PI3 P

ó = ’ Tij = ~ Tik = Tim = — T“ = T
PI

Mik —- Mij — Mil — Mim — 0 8 T]Wyprowadzone tu związki znaleźć mogą również zastosowanie do rozwiązywania układów ramowych płaskich i przestrzennych, których słupy związane są w sposób sztywny lub przegubowy z belkami fundamentowymi spoczywającymi na sprężystym podłożu.
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P e 3 k> m e

CTATHKA nJIOCKIIX POCTBEPKOBPaoora sannMaeTCH npMMeHeHMeM Merona /jec^opMamm, mnpoKO McnojiB3yeMoro b cTaTMKe hjiockmk paM, k paMHbiM cMcreMaM, narpyjKeH- 
hbim cnjiaMM, nepneHAMKyjuipHbiMM k hjiockoctm paMti, mjim MOMeHTaMM, BeKTOptl KOTOpbIX JiejKaT B nJIOCKOCTM paMHOM CMCTeMbl. CMCTCMbl TaKOrO TMna HaabiBaeM hjiockmmm pocTBepKaMM.

3tm CMCTeMbl Haxo/jHT UTMpoKoe npMMeneHMe b >Kejie3o6eTOHHOM ctpom- T-ejibCTBe, b BM^e M3orHyTbix b njiane SajioK, KOJibn,CBbix óajiOK, hjiockmx paM, itoa ^eiłcTBMeM BeTpoBoii HarpysKM m t. ,g.
B nepBOM nyHKTe npMBe^eH oBiijmm mctoa peuieHMH cmctem 3Toro TMna; 

bo BTopoM nyHKTe BbiBe^eHbi obmMe c^opMyjibi TpaHCtJiopMannn otopo Me- To^a ^jih 3aKpMBJieHHbix m M30THyTbix b njiane CTepjKHeił.
B ^ajiee cJieAyiom,MX nyHKTax Bbise^eHO KaHOHMnecKoe ypasnenwe aroro Merona, cnepMajiM3MpyH ero na TMnMHHbie ^jih CTpoMTejibCTBa cmct6mbi.HaKOHep b nocjie^HeM nyHKTe Mero^bi Ae<J>opMaHMM pacmnpeHbi na pocTBepKM, jieJKanjne na ynpyroM ocHOBaHMM.

Summary

THE STATICS OF FLAT GRIDWORK SYSTEMSThe subject of this paper is the application of the deformation method, widely used in the statics of fiat frames, for frame Systems loaded with forces perpendicular to the piane of the frame or with moments, whose vectors lie in the piane of the system. Systems of this kind are called fiat gridwork systems.These systems are applied extensively in reinforced concrete structures such as broken linę girders, annular beams, fiat frames loaded by forces caused by the wind, etc.In the first section a generał method of solution is given, while the. second section deals with the formulae of generał transformation for curved and broken linę bars.In the following sections the canonical eąuation of the above method is expanded. This is then reduced to morę specialized forms which are typical for building techniąue.Finally, in the last section, the deformation methods are extended to include gridwork systems resting on an elastic foundation.
ZAKŁAD MECHANIKI OSRODKOW CIĄGŁYCH
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KOMITET REDAKCYJNY

ROZPRAW INŻYNIERSKICH

prosi autorów o przestrzeganie następujących wskazówek

(1) Prace w języku polskim, przepisane na maszynie (nie światłodruki), 
należy składać w dwóch egzemplarzach. Wzory powinny być napisane 
wyraźnie atramentem, rysunki (szkice) dołączone na oddzielnych kar

tach (nie w tekście).
(2) Obowiązuje numeracja dziesiętna wzorów [np. wzór 5 w p. 2 oznacza 
się (2.5)]. Numery wzorów należy umieszczać z lewej strony. Należy uni
kać numeracji rzymskiej i alfabetycznej (wzorów, rysunków, paragra

fów, rozdziałów).
(3) Do pracy należy dołączyć streszczenie nie przekraczające jednej stro
ny maszynopisu w języku polskim (również wtedy, gdy autor składa 
streszczenie w języku obcym) i podać ewentualnie terminologię w dwóch 
językach (w tym jeden rosyjski), na które streszczenie ma być prze

łożone.
(4) Literaturę cytowaną w tekście należy zestawić w końcu pracy poda
jąc nazwisko i imię autora, tytuł pracy, miejsce i rok wydania (w przy
padku cytowania czasopisma również numer zeszytu). Nazwiska i tytuły 
rosyjskie należy pisać alfabetem rosyjskim. W tekście należy powoły
wać się na numery prac (w nawiasie kwadratowym, np. [5]) według 

zestawienia.
(5) Funkcje trygonometryczne należy oznaczać przez sin, cos, tg, ctg; 
funkcje hiperboliczne z dodaniem litery h. Współczynnik Poissona ozna
cza się przez v. Kresek pionowych używa się tylko do oznaczenia war
tości bezwzględnej. Wszelkie zestawienia należy nazywać tablicami (nie 

tabelami).
(6) Autorowi przysługuje prawo, do przeprowadzenia ostatecznej korek
ty (bez zmian tekstu) dokładnie w.. terminie wyznaczonym przez 

Redakcję.
(7) Redakcji przysługuje prawo do przeprowadzenia korekty stylistycznej 
i do dostosowania oznaczeń oraz układu pracy do norm przyjętych 

w ROZPRAWACH.
Niestosowanie się do powyższych wskazówek opóźnia publikację pracy
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I. F. Szelągowski, Rozwiązanie zagadnienia płaskiego teorii 
sprężystości w układzie współrzędnych prostokątnych
— O pewnych szczególnych przypadkach wytrzymałości tarczy 
nieograniczonej z odmiennym ośrodkiem zarysu eliptycznego

II. J. Naleszkiewicz i A. Szaniawski, Drgania i statecz
ność masztów oraz iglic

III. Z. Klębowski, Podstawy uwzględniania Wzmocnień obwodo
wych w wytrzymałościowym obliczaniu rury poddanej działaniu 
wewnętrznego ciśnienia

IV. M. Zyczkowski, Ugięcie pręta ściskanego mimośrodowo pod 
działaniem siły krytycznej

V. E. Szczepaniak, Nowa metoda rozwiązywania statycznie nie- 
wyznaczalnych ustrojów prętowych na modelach bez wykonywa
nia przecięć

VI. W. Olszak, Z zagadnień podstawowych teorii stanów granicz
nych w ortotropowych ustrojach płytowych (Plastyczne wyczer
panie nośności)

VII. A. Lisowski, Płyty na sprężystym podłożu
VIII. J. Nowiński, Wyznaczenie przybliżonej wielkości ugięcia płyt 

na podstawie metody Ritza
IX. W. Fiszdon, O pewnej metodzie obliczania amplitud drgań
X. Z. Wasiutyński, O kształtach pęknięć powierzchniowych

XI. W. Wierzbicki, Dźwigary załamane w planie
XII. W. Wierzbicki, O powstawaniu wyboczenia prętów prostych

XIV. W. Żenczykowski, Podstawy wytrzymałościowe obliczeń 
statycznych konstrukcji murowanych z cegły

XVI. I. Małecki, Metody zastosowania rachunku tensorowego
XVII. J. Nowiński, Podstawy teorii plastyczności (I). Siedem wy

kładów
XVIII. W. Nowacki, Statyka rusztów płaskich
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