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PRZEDMOWAZagadnienie niestateczności konstrukcji budowlanych przy pewnych obciążeniach oraz zagadnienie wielkich, niedopuszczalnych odkształceń budowli daje się najlepiej przestudiować na przypadku wyboczenia prę­tów prostych. Stąd przypadek ten ma znaczenie ogólniejsze, niżby to wy­nikało z roli prętów prostych w konstrukcjach.Powstawanie wyboczenia prętów prostych zostało tu opracowane w znacznym stopniu w oparciu o następujące dawniejsze publikacje autora:(1) O wytrzymałości prętów złożonych w mostach żelaznych, Wyd. Min. Oświaty, Warszawa 1924,
(2)’Metody obliczenia prętów złożonych, Przegląd Techniczny, War­szawa 1927,(3) O powstawaniu zjawiska wyboczenia, Przegląd Techniczny, War­szawa 1932,(4) Kilka uwag w obronie wzoru prof. F. Jasińskiego na ściskanie mi- 

mośrodowe, Przegląd Techniczny, Warszawa 1933,(5) Stosunek wyboczenia do ściskania mimośrodowego, Czasopismo Techniczne, Lwów 1933,(6) Z dziedziny odkształcenia i stateczności układów prętowych, Pra­ce Warszawskiego Towarzystwa Politechnicznego 1933,(7) Modele zjawiska wyboczenia, Czasopismo Techniczne, Lwów 1933,(8) Istota wyboczenia prętów prostych, Przegląd Techniczny, Warsza­wa 1934,(9) O sposobach rozumienia terminu «wyboczenie», Prace Akademii Nauk Technicznych, Warszawa 1934,(10) Wybaczenie jako fakt i jako schemat, Przegląd Techniczny, War­szawa 1937, ------- .



(11) Kilka słów o wybaczeniu prętów prostych, Kolejowy Przegląd Techniczny, Warszawa 1937,(12) The Quasi-Unstable Eąuilibrium in Structural Mechanics, Archi­wum Mechaniki Stosowanej, Gdańsk 1949.W okresie powstawania tych prac poglądy autora na wyboczenie ule­gały pewnym wahaniom i przemianom przystosowując się stale do postę­pu szybko kroczącej naprzód nowoczesnej techniki.Rozprawa niniejsza zawiera poglądy autora na zagadnienie powsta­wania wyboczenia na obecnym etapie rozwoju nauki i techniki.
AUTOR



I. ISTOTA ZJAWISKA WYBOCZENIA

1. Rodzaje i schematy wy boczeniaStatystyką katastrof mostowych wykazuje, że znaczna ich część była spowodowana zniszczeniem prętów ściskanych, nazywanym ogólnikowo, w potocznym języku technicznym, wybaczeniem lub odpowiednimi wyra­zami obcymi. Informacje o innych katastrofach budowlanych zdają się potwierdzać wnioski, jakie można wysnuć ze statystyki mostowej. Dzięki temu technicy różnych krajów mieli wiele sposobności, aby wyrobić so­bie określony pogląd na sam fakt wyboczenia i na okoliczności towarzy­szące jego powstawaniu.Chodzi tu na razie nie o wyboczenie jako o zadanie z zakresu mechaniki budowli i nie o wyboczenie jako o zjawisko fizyczne ściśle zdefiniowane i zachodzące w warunkach ściśle omówionych. Chodzi tu w tej chwili tylko o pewien fakt zaobserwowany przez wielu ludzi w ich działalności technicznej i w wielu wypadkach opisany na podstawie tych obserwacji.Gdy się czyta opisy poważniejszych katastrof budowlanych wywoła­nych przez wyboczenie, np. opis katastrofy mostu w Quebec w 1907 r. lub katastrofy ze zbiornikiem gazu w Hamburgu w 1908 r., to zwracają na siebie przede wszystkim uwagę następujące okoliczności:(1) pręt, który wywołał katastrofę, pozostawał prosty do pewnej w nim wartości sił podłużnych,(2) po przekroczeniu tej wartości pręt doznawał wyraźnego wygięcia o wymiarach, które ze względu na przeznaczenie konstrukcji nie mogły być tolerowane,(3) gdy chodzi o czas trwania katastrofy, to bywał on bardzo różny; można go było liczyć na sekundy, na godziny, a nawet w niektórych wy­padkach dzielił się na etapy nieraz kilkudniowe.Inaczej mówiąc, obserwator katastrofy spowodowanej «wyboczeniem» jednego z prętów konstrukcji budowlanej stwierdzał za każdym razem, że pręt prosty ściskany osiowo pozostawał prosty do pewnej wartości siły podłużnej, a po przekroczeniu tej wartości ulegał wygięciu. 5



Przechodząc od obserwacji do uogólnienia wprowadzamy pojęcie wy­
baczenia w sensie technicznym, przez które rozumiemy zjawisko pole­gające na tym, że pręt prosty ściskany siłami działającymi osiowo pozo- staje prosty do pewnej wartości siły podłużnej (tzw. krytycznej), po prze­kroczeniu zaś tej wartości ulega wygięciu, przy czym terminy «prosty» i «osiowy» uważamy tu za określone dokładnością pomiaru (rys. 1).Taka definicja wyboczenia w sensie technicznym nie przesądza ani przyczyny zjawiska, ani szczegółów jego przebiegu, ani wreszcie środków zabezpieczenia się przed nim. Aby wszystkie te okoliczności wyjaśnić i aby móc obliczyć stopień bezpieczeństwa pręta ściskanego, należy zna­leźć taki schemat statyczny, który pozwoliłby na wszechstronne przestu­diowanie zjawiska i na wyciągnięcie stąd wskazówek praktycznych do wymiarowania konstrukcji. Różnym warunkom pracy pręta ściskanego mogą odpowiadać zresztą różne schematy statyczne, musirńy więc, ina­czej mówiąc, w zależności od warunków, w jakich pręt się znajduje, dać jego wyboczeniu odpowiednią interpretację mechaniczną.Przedtem omówimy terminologiczną stronę zagadnienia. •Polski termin «wyboczenie» powstał w czasach, gdy w skład kon­strukcji budowlanych wchodziły poza palami drewnianymi, spośród ele­mentów ściskanych, tylko słupy kamienne, dla których odchylenie się na bok osi pionowej miało znaczenie katastrofy budowlanej. Termin «wybo- czenie» miał więc w tych warunkach opisywać wyginanie się słupa jako rzecz nienormalną, podczas gdy za normalny rodzaj jego pracy było uwa­żane ściskanie pionowe, któremu odpowiada prostoliniowa postać równo­wagi słupa.Niemieckie wyrazy «Knickung» lub «Ausknicken» zawierają podob­ny posmak niebezpieczeństwa zagrażającego budowli, co polski wyraz «wyboczenie», w przeciwieństwie do polskiego terminu «zginanie» i nie­mieckiego «Biegung», które tego posmaku nie mają.Aluzję do niebezpieczeństwa grożącego słupowi ulegającemu zgina­niu wyczuwa się również we francuskim wyrazie «flambage» będącym odpowiednikiem polskiego wyrazu «wyboczenie». Termin «flambage» pochodzi od wyrazu «flambeau» i tłumaczy się podobieństwem zachodzą­cym między falistym kształtem płomienia chwiejącego się na wietrze z jednej strony (rys. 2), a formą odkształconą pręta ulegającego wybocze­niu w jego postaci wielofalowej z drugiej strony (rys. 3).W miarę rozpowszechniania się stalowych konstrukcji kratowych wy­ginanie się prętów ściskanych przestało być uważane za katastrofę i dla­tego w niektórych językach używany jest jako termin odpowiadający wy­razowi «wyboczenie» termin «zginanie podłużne*, a więc np. po rosyj­sku «prodolnyj izgib» lub po angielsku obok «buckling» również «flexure 6



produced by axial compression». W ten sposób termin «zginanie podłuż- ne» otrzymuje tu sens bardziej ograniczony niż w języku polskim.Omówiona terminologia nie powinna wywoływać nieporozumień przy ustalaniu schematów statycznych, w które mamy wtłoczyć wszystkie moż­liwe, a różne z punktu widzenia mechaniki budowli przypadki zjawiska, nazwanego wyżej wyboczeniem w sensie technicznym.

P

Rys. 1 Rys. 3Rozróżniać więc będziemy dalej, z jednej strony:(I) wyboczenie w sensie matematycznym,(II) wyboczenie w sensie fizycznym, z drugiej zaś strony:(a) wyboczenie sprężyste,(b) wyboczenie niesprężyste.Dalej wykażemy, w jakim stopniu przytoczone schematy pozwalają na wyjaśnienie zjawiska wyboczenia w sensie technicznym i w jaki sposób doprowadzają one do wzorów na wyboczenie w różnych okolicznościach.
2. Wyboczenie w sensie matematycznymEulerowska teoria «siły kolumny» doprowadzająca do tzw. eulerow- skich wzorów na wyboczenie ujmuje i określa wyboczenie po prostu jako fakt niestateczności prostoliniowej postaci równowagi pręta prostego przy pewnej wartości siły podłużnej.Tego rodzaju określenie wyboczenia, jako bardzo ogólne, nie może wprawdzie nastręczać żadnych wątpliwości i nie pozostaje w sprzecz­ności z doświadczeniem, nie charakteryzuje jednak też zupełnie indywi­7



dualnych cech wyboczenia na tle innych przypadków równowagi niesta­tecznej i nie ujmuje wszystkich warunków towarzyszących powstawaniu zjawiska. Wobec tego powstaje potrzeba dokładniejszego sprecyzowania warunków powstawania zjawiska wyboczenia nawet w granicach te­orii Eulera.Opieramy się dalej na ogólnej definicji równowagi niestatecznej, li­cząc się zresztą z dwiema nieco różniącymi się między sobą redakcjami tej definicji.Według jednej z nich każdy w ogóle układ materialny uważamy za znajdujący się w stanie równowagi statecznej, jeżeli przy dowolnie ma­łym odchyleniu części układu od położenia równowagi zaburzenie rów­nowagi pozostaje trwale dowolnie małym; jeżeli zaś małe odchylenie od położenia równowagi wywołuje zaburzenie wykraczające poza obszar do­wolnie wybrany, wówczas mamy do czynienia z równowagą niestateczną.Jak widzimy, zastosowanie przytoczonego określenia równowagi nie­statecznej do zjawiska wyboczenia wymaga dla całkowitej jasności usta­lenia natury i sposobu powstawania owego «małego odchylenia» od po­łożenia równowagi, które powoduje dalsze zaburzenie wykraczające już poza dany obszar.To samo dotyczy i drugiej redakcji określenia równowagi, według którego równowaga ciała będzie stateczna, o ile ciało wyprowadzone z po­łożenia równowagi będzie do tego położenia wracało, niestateczna zaś wówczas, gdy będzie się od niego oddalało.Weźmy więc pod uwagę pręt doskonale prosty wykonany z materiału o nieograniczonej sprężystości i wytrzymałości, ściskany siłami dzia­łającymi ściśle wzdłuż osi (rys. 1) lub względem tej osi symetrycznymi (rys. 4), znajdujący się w przestrzeni matematycznej, tzn. w przestrzeni, w której nie działa siła ciężkości i w której nie zachodzą żadne nieprze­widziane z góry zjawiska fizyczne, jak wstrząsy, wahania temperatury itp., przy czym sposób zaczepienia sił ściskających P do końcowych prze­krojów pręta jest dowolny. Pręt taki może ulec skróceniu, nie może jed­nak się wygiąć niezależnie od wartości sił podłużnych, o ile nie wystąpi tu jakaś przyczyna, mogąca spowodować takie wygięcie. Gdyby nato­miast taka przyczyna nie mogła zaistnieć, wyboczenie nie nastąpiłoby w ogóle.Przyczynę «małego odchylenia» od położenia równowagi, które powo­duje, w myśl przytoczonych definicji równowagi niestatecznej, dalsze za­burzenie równowagi prostoliniowej pręta znajdującego się w warunkach opisanych, możemy sobie najłatwiej przedstawić jako dwa momenty p zaczepione do przekrojów końcowych pręta, działające oba w płaszczyźnie przechodzącej przez jego oś i skierowane ku sobie.8



Momenty y wywołują wygięcie pręta powodując w każdym jego prze­kroju aa ramię y« siły ściskającej P. Wygięcie pręta będzie płaskie ze względu na opisany sposób zaczepienia momentów y.Jeżeli w tych warunkach przyj mierny, iż momenty y wzrastają do swej ostatecznej wartości w sposób ciągły i nieskończenie powolny, wów­czas część Aa pręta zawarta między przekrojem końcowym A a przekro­jem a a znajdować się będzie w równowadze pod działaniem momentu y, siły P zaczepionej w punkcie A oraz pod działaniem sił wewnętrznych oddziaływania na część Aa pręta jego części aB. Równanie równowagi= 0 ustawione dla części Aa pręta przybiera w danym razie po­stać (rys. 6)
y + Ma — Wa = 0, (1)gdzie

= Py„ (2)przedstawia moment siły P względem środka przekroju poprzecznego prę­ta aa, a SRa moment sił wewnętrznych w przekroju aa względem tegoż bieguna.

W przypadku pręta z materiału o nieograniczonej sprężystości momen­ty y mogą przybierać dowolną wartość; rola ich sprowadza się do wytwo­rzenia ramienia ya siły podłużnej, a więc do wywołania momentów (2).W razie gdy momenty y zmierzają do zera, powodują one w poszcze­gólnych przekrojach pręta nieskończenie małe ugięcia pręta i odpo­wiadające mu nieskończenie małe momenty y} = Pry. Momenty y} wywo­łują nieskończenie małe ugięcia y2 oraz odpowiednie momenty zginają­9



ce /z2 = P^2; momenty te wywołują z kolei nieskończenie małe ugię­cia % oraz odpowiednie momenty zginające p^ — Py^ itd. (rys. 7). Zarówno ugięcia łft, %,%>—> jak i momenty /zt, ^2, ^, ..., są wielkościami nie­skończenie małymi tego samego rzędu, a więc dodawanie do siebiewe właściwy sposób ugięć %,... może doprowadzić «w sumie ddugięć o wartości skończonej.Po usunięciu momentów /z równanie (1) przechodzi w rów- I nanie
Ma—Na=0, (3)/ \\ które może odpowiadać bądź typowi równowagi prostoliniowej

' I (rys. 5a), bądź też krzywoliniowej (rys. 5b) w zależności od tego, czy siła P nie przekroczyła wartości Pk, czyli siły krytycznej, czy też ją przekroczyła. W tym ostatnim wypadku mamy wła- śnie do czynienia z wyboczeniem mającym miejsce w warunkach M I * opisanych wyżej, a więc z wybaczeniem sprężystym w sensie 
\\ । matematycznym.O ile by momenty p zostały zaczepione i usunięte w spo- " sób nagły, a nie w sposób ciągły i nieskończenie powolny, to-

P warzyszyłyby temu drgania pręta, a więc równania (1) i (3) moc
Rys. 7 by swoją straciły. Ostatecznie jednak dwa typy równowagi róż­ne przy P < Pk i przy P > Pk byłyby takie same.Poza momentami p rolę przyczyny zakrzywiającej, tzn. przyczyny wywołującej mimośród siły podłużnej, może odegrać też pewna prostopadła do osi pręta, o ile tylko pręt jest na koń­cach podparty (rys. 8). W tych zresztą warunkach rów- P nież i dwa równe momenty p zaczepione do końców pręta mogą być zastąpione przez dwa momenty nie równe sobie. Rolę przyczyny zakrzywiającej może ode­grać wreszcie chwilowa różnica temperatur otoczenia 
t° i t^ na dwóch przeciwległych powierzchniach pręta (rys. 9). -Ponieważ wygięcie pręta spowodowane przez mo­menty p lub inną przyczynę zakrzywiającą może być dowolnie małe, mamy tu do czynienia z przypadkiem, kiedy małe odchylenie od położenia równowagi wywo- g^ łuje duże zaburzenie równowagi i gdy po usunięciu “ przyczyny wywołującej to zaburzenie nie może być p już powrotu do pierwotnej postaci równowagi. Ina- Rys. 8 czej mówiąc, prostoliniowa postać równowagi pręta 

siła n

Rys. 9prostego przy wartościach sił podłużnych dowolnie większych od Pk staje się równowagą niestateczną.10



Jeżeli wygięcie pręta spowodowane przez dowolną przyczynę zakrzy­wiającą nie jest małe, wszystkie powyższe rozważania moc swoją w za­sadzie zachowują, z technicznego jednak punktu widzenia nie może być mowy o przyczynie zakrzywiającej, wywołującej duże, choćby chwilowe wygięcia, gdyż pręt o dużym wygięciu nie mógłby spełniać swej roli jako prostoliniowy element konstrukcji budowlanej.Zależność między wygięciem pręta a siłą ściskającą P po przekrocze­niu przez nią wartości krytycznej, tzn. przy P>Pk wyraża się równaniem
— = Py, (4)Ogdzie p oznacza promień krzywizny, a y ugięcie pręta w dowolnym prze­kroju aa. Obliczając z równania (4) ugięcie f w środku pręta wyboczonego stosujemy dla 1/g bądź wyrażenie przybliżone 1/g = y", bądź wyrażenie ścisłe 1/p = y"/(l + W pierwszym przypadku dochodzimy dla zależ­ności między siłą P a ugięciem f do wykresu na rys. 10, w drugim do wykresu na rys. 11, skąd widać, że przybliżone równanie różniczkowe do­prowadza do nieprawdopodobnego wniosku, że przy P>Pk ugięcie pręta jest nieograniczone, czemu przeczą choćby warunki geometryczne zada­nia. Z wykresu na rys. 11 wynika jednak również, że po przekroczeniu przez siłę P wartości krytycznej odkształcenia pręta wzrastają bardzo szybko.

Wykres na rys. 11 odpowiada stanowi rzeczy, jaki istnieje po usunię­ciu przyczyny zakrzywiającej pręt. Przed usunięciem tej przyczyny za­leżność między siłą P a ugięciem f powinna się wyrażać raczej za pomo­cą wykresu na rys. 12, gdyż przy małych wartościach ugięć spowodowa­nych przez momenty y, siły n lub inne przyczyny zakrzywiające, między siłami P a ugięciami f będzie istniała zależność zbliżona do proporcjonal­ności. Z drugiej jednak strony, przy małych wartościach momentów y, sił Ti itd. oraz wywołanych przez nie ugięć uzasadnione jest twierdzenie, że wykres z rys. 12 pokrywa się w skali właściwej (nieskażonej) z wy­kresem z rys. 11. 11



W przypadku gdy pręt ściskany siłą P jest w jednym końcu utwier­dzony, a w drugim swobodny, należy tylko rozumieć pod f przesunięcie swobodnego końca pręta, a wówczas wszystkie powyższe rozważania po- zostają bez zmiany. W rezultacie, w rozumieniu matematycznej teorii sprężystości, a więc w sensie mate­
matycznym, wyboczenie polega na tym, że pręt sprężysty, pierwotnie prosty i ściskany siłami podłużnymi ściśle osiowymi, zakrzywiony pod wpływem jakiejś znikającej przyczyny zew­nętrznej, nię wraca po usunięciu tej przyczyny do swego kształtu prostoliniowego, o ile siła ściskająca przekroczyła pewną wartość zwaną siłą krytyczną. Taki schemat statyczny, acz­kolwiek nie dający się w rzeczywistości zrea­lizować, nie stoi w sprzeczności ani z podanym w paragrafie 2 tego roz­działu opisem zjawiska wyboczenia, ani z pojęciem wyboczenia w sensie technicznym, któreśmy ustalili na podstawie sprawozdań z obserwacji zjawiska.Poszczególne materiały budowlane po przekroczeniu w nich przez naprężenia granicy sprężystości różnią się od siebie pod względem wła­sności mechanicznych w znacznie większym stopniu, niż to ma miejsce w granicach sprężystości. Z tego powodu nie podobna dać takiego schematu wyboczenia niesprężystego w sensie ma­

tematycznym, który by, podobnie jak przytoczony schemat wy­boczenia sprężystego, był niezależny ani od rodzaju materiału pręta, ani od jego kształtu. Omówimy więc tu wyboczenie nie- sprężyste w sensie matematycznym na paru przypadkach szczególnych.Weźmy pod uwagę pręt pryzmatyczny o przekroju prosto­kątnym (rys. 13) obciążony równomiernie na każdej z podstaw i znajdujący się w przestrzeni matematycznej zdefiniowanej wyżej. Pręt uważamy za sprężysty z tym jednak, że przy pew­nej wartości naprężenia (granica sprężystości) materiał pręta staje się plastyczny, tak iż zależność między naprężeniem a od­kształceniem jednostkowym odpowiada wykresowi, na rys. 14, na którym R' oznacza granicę sprężystości. Może to więc być np. pręt ze stali.Liczymy się dalej z rzeczywistym rozkładem sił wewnętrznych i prze­sunięć w pręcie sprężystym obliczonym według zasad teorii sprężystości 
Rys. 13
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bez uciekania się do założenia płaskich przekrojów. W tych warunkachrównomierność rozkładu naprężeń w przekroju poprzecznym pręta zachowana zostaje tylko na podstawie graniastosłupa sprężystego tworzą­cego rozpatrywany pręt ściskany. W razie nie­równomiernego, chociaż symetrycznego wzglę­dem osi pręta rozkładu sił ściskających na pod­stawach pręta, nierównomierność rozkładu na­prężeń w poszczególnych przekrojach poprzecz­nych pręta jest tym bardziej uzasadniona. Według obliczeń S. Ti moszenki') oczeki­wać należy, że największe odchylenia od rów­nomiernego rozkładu naprężeń będą miały miejsce w środku długości pręta, przy czym na­prężenia normalne równoległe do osi pręta bę­dą się w tym przekroju rozkładały według wykresu na rys. 15a, a naprę­żenia styczne według wykresu na rys. 15b.Z rys. 15a wynika, że w przypadku pręta stalowego przy stałym wzra­staniu sił podłużnych naprężenia przekroczą w pewnej chwili w środku długości pręta granicę sprężystości i zgodnie z wykresem na rys. 14 ma-

Rys. 15

teriał pręta stanie się plastyczny w całym prze­kroju z wyjątkiem punktu środkowego f, tzn. punktu położonego na osi pręta w jego środku. W ten sposób pręt znajdzie się w warunkach układu złożonego z dwóch prętów połączonych przegubem (rys. 16), a więc układu będącego w stanie równowagi niestatecznej. Rolę siły kry­tycznej odegra tu ta wartość siły P, przy której powstanie opisany stan rzeczy.Jako drugi przypadek wyboczenia niespręży- stego w sensie matematycznym weźmiemy pod uwagę pręt stalowy o przekroju poprzecznym kolistym i o przekroju osiowym złożonym z dwóch równych sobie wydłu­żonych trapezów (rys. 17). Pręt ten uważamy za pozostający w przestrze­ni matematycznej, materiał jego za jednorodny i początkowo sprężysty (np. stal), oś za doskonale prostą, a obciążenie za ściśle osiowe.Jeżeli założymy, że w poszczególnych przekrojach pręta naprężenia normalne rozłożone są w sposób równomierny, wówczas największe na­prężenia w pręcie będą miały miejsce w przekroju środkowym CC. Przy stałym wzrastaniu sil podłużnych P powstanie w pewnej chwili taki stan rzeczy, że najpierw w przekroju CC pręta o polu najmniejszym, a następ-
*) S. P. T i m o s z e n k o, Kurs tieorji uprugosti, t. 1, 1914, str. 143. 13



nie w części pręta zbliżonej do przekroju CC, zawartej między dwoma przekrojami zbliżonymi do siebie aa i bb materiał pręta stanie się plastycz­ny, w innych zaś przekrojach posiadających pola przekrojów poprzecz­nych większe granica sprężystości nie zostanie jeszcze przekroczona.Ponieważ w stanie plastycznym stal pręta doznaj e odkształ- p ceń prawie bez przyrostu naprężeń, każda dowolnie mała przy- ( czyna zakrzywiająca (np. momenty p lub siła n) może spowodo- ---- r wać nachylenie się względem siebie części pręta AaaA i BbbB I i wywołać tym sposobem jego zniszczenie jako pręta prostego.Układ, jaki się tu wytworzy, złożony z dwóch ciał sprężystych połączonych ciałem plastycznym aabb jest układem geometrycz­nie zmiennym, a równowaga jego jest niestateczna. Układ ten, podobnie jak w przypadku poprzednio opisanym, znajduje się | w warunkach układu złożonego z dwóch prętów połączonych prze­gubem (rys. 16). Wartość siły podłużnej P odpowiadająca takiemu 
p stanowi rzeczy jest w tym wypadku siłą krytyczną.W przypadku prętów ściskanych z materiałów kruchych (np. Rys- 16 z betonu) wyboczenie niesprężyste w sensie matematycznym mo­żemy sobie przedstawić w sposób następujący.Na podstawie wykresów na rys. 15a i 15b należy oczekiwać najwięk­szych naprężeń stycznych Tmax w środku długości pręta około punktów g przekroju poprzecznego a najmniejszych w punkcie f. W tych warunkachprzy stale wzrastających siłach P pęknięcia materiału pręta ściskanegobędą miały miejsce we wszystkich punktach środkowego przekroju pręta z wyjątkiem punktu f leżącego na osi pręta w środku przekroju. Punkt ten będzie więc odgrywał ro­lę przegubu, a cały pręt, podobnie jak w przypadku po­przednim, możemy uważać za układ złożony z dwóch prę­tów połączonych przegubem (rys. 16). Siłą krytyczną będzie w tym wypadku ta siła P, która wywołała pęknięcia we wszystkich punktach przekroju środkowego pręta z wyjąt­kiem punktu f.Rozpatrzmy teraz pręt drewniany i przedstawmy go so­bie jako szereg włókien sprężystych, między którymi prze­strzeń wypełniona jest jakąś substancją ściśliwą przedsta­wioną na rys. 18 za pomocą pól zacieniowanych. Przy obcią­żeniu równomiernie rozłożonym na podstawach pręta ści­skaniu podlega zarówno każde włókno bezpośrednio, jak i substancja zawarta między nimi. Ściśnięta masa ulega zgę- szczeniu i nagromadza się w największej ilości koło środka dując tu największe rozchylenie się włókien.
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P
Rys. 17pręta powo-
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Włókna ściskanego pręta drewnianego wygięte we wspomniany spo­sób będą w dalszym ciągu wyginane siłami podłużnymi, przy czym naj­większemu wygięciu ulegną włókna zewnętrzne, a najmniejszemu — włókna środkowe (osiowe). Kiedy w środku długości pręta wszystkie włókna z wyjątkiem osiowego ulegną złamaniu, wówczas pręt znajdzie się w warunkach układu złożonego z dwóch prętów, połączonych przegubem(rys. 16), czyli znajdzie się w warunkach równowagi niestatecznej. Wartość siły podłużnej, która taki stan rzeczy spowo­duje, będzie siłą krytyczną Pk.Przykładów tego rodzaju, co cztery przytoczone wyżej, można by podać wie­le. Przykłady te mają na celu stwierdzić, że są przypadki, gdy przy ściśle osiowym x działaniu ściskających sił podłużnych, lub ogólniej przy siłach ściskających rozmie­szczonych symetrycznie względem osi pręta, może po przekroczeniu przez na­prężenia granicy sprężystości wytworzyć się taki stan rzeczy, że pręt prosty ściska­ny ściśle osiowo stąnie się układem geo- Rys. 18metrycznie zmiennym, a równowaga je­go niestateczną. Będą to właśnie przypadki wyboczenia niesprężystego w sensie matematycznym.Podkreślić należy, iż w przypadkach wyboczenia niesprężystego w sen­sie matematycznym przekroczenie przez siłę podłużną w pręcie siły kry­tycznej pozostawia odkształcenia trwałe. Przypadki te różnią się więc wprawdzie zasadniczo od przypadków wyboczenia sprężystego w sensie matematycznym, jednak i tu, podobnie jak przy wyboczeniu sprężystym w sensie matematycznym, nie ma sprzeczności przytoczonych schematów mechanicznych z wprowadzonym wyżej pojęciem wyboczenia w sensie technicznym.Ujmując w jedną definicję wybaczenie w sensie matematycznym za­równo sprężyste, jak i niesprężyste należy określić to pojęcie jako przy­padek niestateczności równowagi ściskanego osiowo pręta prostego przy wartości siły podłużnej przekraczającej pewną wartość zwaną siłą kry­tyczną.
3. Wyboczenie w sensie fizycznymW prawdziwych, fizycznych warunkach pracy ściskanego pręta pro­stego w konstrukcji budowlanej nie można liczyć ani na urzeczywistnie­nie się omówionych w paragrafie poprzednim warunków przestrzeni ma­15



Rys. 19 Rys. 20szych rozważaniach

tematycznej, ani na prostoliniowość osi pręta, ani na osiowość jego ob­ciążenia.Wszystkie niemal odchylenia warunków, w których znajduje się rze­czywisty pręt prosty, od powyższych założeń można wyrazić przez wpro­wadzenie do schematu na rys. 1, dotyczącego wyboczenia sprężystego w sensie matematycznym, pewnego małego mimośrodu (rys. 19) lub też pewnego małego początkowego wykrzywienia pręta (rys. 20).F A więc np. różnica temperatury na dwóch przeciwległych po­wierzchniach pręta wywołuje zakrzywienie się jego i jest źródłem mimośrodu siły ściskającej P; nie­jednorodność materiału powoduje tu większy skrót włókien z jednej strony niż z drugiej i znowu jest źródłem początkowego zakrzywienia, wreszcie wstrząsy mogą pociągnąć za sobą bądź wygięcie prę­ta, bądź też przesunięcie się siły względem jego osi i przez to spowodować mimóśród siły podłużnej. W podobny sposób wprowadzając pewne początkowe mimośrody, lub zakrzywienia możemy wprowadzić do schematu z rys. 1 takie okoliczności pracy pręta ściskanego, jak odchylenia od jego teoretycznego kształtu i obciążenia.Początkowe zakrzywienie pręta zastąpimy w dal- przez początkowy mimóśród siły ściskającej, co te rozważania uprości nie zmniejszając ich ogólności.W rezultacie wprowadzamy więc do schematu na rys. 1 pewien mimo- śród e = a siły ściskającej P, jako wyraz niezgodności warunków pracy ściskanego pręta sprężystego z warunkami przyjętymi w definicji wy­boczenia sprężystego w sensie matematycznym, na razie zakładając jed­nak w dalszym ciągu, że pręt wykonany jest z materiału o nieograniczo­nej sprężystości. Schemat z rys. 19 zasadniczo różni się od schematu z rys. 1, z którego korzystaliśmy wyżej, chodzi bowiem o to, że mimóśród siły ściskającej występuje w danym wypadku nawet przy najmniejszych wartościach siły P; stąd od początku mamy tu do czynienia z jednocze­snym ściskaniem i zginaniem, a nie, jak poprzednio, z samym tylko ści­skaniem. Ma to również miejsce i przy pewnym początkowym wykrzy­wieniu pręta.Mimóśród siły P będący wyrazem mechanicznym odchylenia warun­ków rzeczywistych, w jakich znajduje się ściskany pręt prosty w kon­strukcji budowlanej, od omówionych wyżej warunków hipotetycznych, poza założeniem nieograniczonej sprężystości, musi być uważany za ma­ły w porównaniu z wymiarami pręta, tak mały, aby pręt nie wykazywał do czasu dających się zmierzyć ugięć. Można to przedstawić sobie w ten 16



sposób, iż mimośród a wywołuje momenty zginające = Pa. Momenty 
jMj wywołują ugięcia te zaś powodują nowe momenty siły P i nowe ugięcia r]2. Otrzymane w ten sposób kolejne ugięcia y dodając się do sie­bie mogą dać łącznie pewne ugięcie technicznie dostrzegalne, a więc dające się zmierzyć.Ponieważ w rozpatrywanym tu zadaniu mi­mośród siły ściskającej występuje nawet przy najmniejszych wartościach siły P, zależność między ugięciami f pręta w środku, a wartością siły będzie miała kształt, wyrażony za pomocą krzywej II na rys. 21 podobny jak na skażonym wykresie na rys. 12. Krzywa posiada w okoli­cach punktu o wyraźne załamanie; jest ono tym wyraźniejsze, im mniejszy jest mimośród a si­ły P. Aby to wykazać, umieszczamy na jednym rysunku (rys. 22) krzywe zależności ugięć pręta f od sił ściskających P dla różnych mimośrodów oraz dla ugięć pręta w przypadku wyboczenia w sensie matematycznym po przekroczeniu siły krytycznej (krzywa I). Korzystamy tu z krzywych dla pręta stalowego w jednym końcu utwier­dzonego, a na drugim swobod­nego, o długości 100 mm i o przekroju poprzecznym 12 mm X 1 mm. Wyznaczenie ugięć f polega w tym wypadku na rozwiązaniu równania 

-----= P(a + y), (5)
gdzie dla q należy przyjmować ścisły wzór na krzywiznę wy­giętej osi pręta.Punkty o załamania krzy­wych na wykresach rys. 22 od­powiadają pewnym wartościom 
Po, siły ściskającej P posiada­jącym tę własność, że po jej przekroczeniu ugięcia f wzrastają szybciej niż odpowiadające im siły ściskające, podczas gdy przed przekroczeniem war­tości Po ugięcia i siły zmieniają się wolno w stosunku zbliżonym do sto­sunku proporcjonalności. Punkty o odpowiadają w ten sposób tym war­tościom Po sił ściskających, przy których grozi prętowi ściskanemu bardzo wielkie wygięcie. 17



Podobnie jak przy wyboczeniu sprężystym w sensie matematycznym przy sile P = Pk następuje niedopuszczalnie wielkie wygięcie pręta, tak samo przy małym mimośrodzie a siły P następuje niedopuszczalnie wiel­kie wygięcie przy P = Po z tym jednak, że siła Pk będzie większa od wszystkich sił Po. Mamy w tym wypadku właśnie do czynienia z wyba­
czeniem sprężystym w sensie fizycznym. Z kinematycznego punktu wi­dzenia pręt ściskany siłą P z małym mimośrodem a tej siły znajduje się w podobnych warunkach pod względem niebezpieczeństwa wygięcia, co pręt ściskany osiowo. Z energetycznego punktu widzenia zachodzi tu jed­nak istotna różnica, ponieważ w przypadku pręta ściskanego osiowo przy 
P Pk rna miejsce nierówność

V<T, (6)gdzie V oznacza energię zginania, a T pracę sił wewnętrznych, podczas gdy w przypadku pręta ściskanego z mimośrodem a

V>T. (7)Nierówność (6) odpowiada równowadze niestatecznej, a nierówność (7) równowadze statecznej.Wartość siły podłużnej P = Pk odgrywać tu będzie rolę podobną do tej, jaką odgrywa zero w stosunku do liczb dodatnich i ujemnych. Przy 
P = Pk może, mianowicie, pręt ściskany posiadać i kształt prosty i kształt zakrzywiony przy nieskończenie małej jednak wielkości ugięcia pręta. Można więc w tym sensie mówić jakby o wyboczeniu nieskończenie sła­bym.Ściskanie mimośrodowe przy małym mimośrodzie a i przy dużych, niedopuszczalnych odkształceniach może być nazwane ąuasi-wybocze- niem. Odpowiednio do tego będziemy zaliczać do równowagi guasi-niesta- 
tecznej takie przypadki, które z kinematycznego punktu widzenia odpo­wiadają definicji równowagi niestatecznej, z energetycznego zaś punktu widzenia definicji równowagi statecznej..Rozumiemy tu pod pojęciem «mały» taki mimośród, który zarówno sam, jak i spowodowane przez niego ugięcie, nie mogą być zmierzone i któ­rego wielkość jest nieznana. W ten sposób granica między zjawiskiem wyboczenia sprężystego w sensie fizycznym a ściskaniem mimośrodo- wym lub ściślej jednoczesnym zginaniem i ściskaniem ma charakter nie­jako konwencjonalny, zależny od doskonałości środków pomiarowych.A więc wyobraźmy sobie, że środki pomiarowe, jakimi rozporządza­my w danym wypadku, nie pozwalają zmierzyć długości mniejszej od w. W tych warunkach każdy mimośród siły podłużnej a mniejszy od w jest dla nas niedostrzegalny, a zatem technicznie nie istniejący; to samo 18



dotyczy ugięcia pręta w środku f mniejszego od w oraz sumy a + f (rys. 23).Jeżeli weźmiemy pod uwagę pręt sprężysty ściskany siłami P z tym, że suma a + j < w, wówczas rozpatrywany przypadek nie będzie się z punk-tu widzenia obserwatora, tzn. z technicznego punktu widzenia, różnił od przypadku pręta sprężystego ściskanego osiowo. Aby to pogłębić, przeprowadzamy na rys. 24 przedstawiającym dla różnych mimośrodów a zależność P = F (f) prostą równoległą do osi P w odległości w — a od tej osi. O ile punkty i przecię­cia się tej prostej z krzywymi wykresu znajdują się na rysunku na prawo od odpowiednich punktów o, to stwarza się dla obser­watora taki obraz, jak gdyby do pewnej wartości Po siły P pręt ściskany pozostawał prosty, a po przekroczeniu tej wartości doznawał od razu ugięć szybko wzrastających. Na rysunku przebieg zjawiska narzucający się obserwatorowi przedstawio­ny jest za pomocą grubszych linii pełnych lub przerywanych. Mielibyśmy tu obraz odpowiadający opisowi wyboczenia w sen­sie technicznym, przy czym rolę siły krytycznej Pk odgrywa­łyby dla poszczególnych mimośrodów a odpowiednie siły Po. Można wykazać, że siła Pk jest granicą sił Po przy mimośrodzie 
a dążącym do zera. W tym celu uciekamy się do wykresu na rys. 22.

niczym

k-J
P

Rys. 23Bierzemy z rys. 22 wartości f0 ugięć odpowiadające poszczególnym punktom o na krzywych sporządzonych dla ugięć prętów ściskanych siłami P z mimo- środami a i znajdujemy zależność 

którą przedstawiamy na wykresie rys. 25. Z wykresu widać, że w miarę zmniejszania się mimośrodu a ugięcia f0 szybko maleją.W podobny sposób, opierając się w dalszym ciągu na rys. 22, możemy sporządzić wykres zależności Po = K(a), (9) 19



który przedstawiony jest na rys. 26. Z wykresu tego wynika, że wiel­kość Po szybko spada w miarę zwiększania się mimośrodu a. Należy wziąć pod uwagę, iż krzywa I na rys. 22 wykonana jest w założeniu, że przyczyna zakrzywiająca (np. momenty /z), która wywołała mimośród siłyściskającej P, działającej osiowo, zo­stała usunięta. Gdyby przyczyna taka nie zaistniała, pręt prosty ściskany osio­wo i znajdujący się w przestrzeni matematycznej nie uległby zginaniu w ogóle i dlatego krzywa wykresu na rys. 26 powinna by zbliżać się do osi P w sposób asymptotyczny (rys. 27). Wy­chodząc jednak z założeń, na których zbudowana została krzywa I z rys. 22, możemy przyjąć na podstawie wykresu z rys. 26, że siła krytyczna Pk stanowi granicę, do której zmierza siła Po przy mimośrodzie a dążącym do ze­ra, czyli że
Pk = lim Po = lim F2 (a). 

a-+0 a->0Wobec trudności ścisłego wyznaczenia położenia punktu o krzywe (8) i (9) powinny być właściwie zastąpione przez odpowiednie pasy funkcjo­nalne (rys. 28), co jednak nie wpłynęłoby na wyniki niniejszych rozważań.

Analogia między znaczeniem siły Po w przypadku wyboczenia sprę­żystego w sensie fizycznym a znaczeniem siły Pk w przypadku wybocze­nia sprężystego w sensie matematycznym może być podkreślona na pod­stawie następujących rozważań.Wyobraźmy sobie, że jedna z krzywych na rys. 22 została zastąpiona w okolicy punktu o bądź przez dwie przecinające się w tym punkcie pro­ste w różny sposób nachylone względem osi f, bądź też przez dwie płaskie krzywe nie mające w punkcie o wspólnej stycznej (rys. 29). Gdy w tych 20



warunkach siła P przybiera wartość Po, wówczas najmniejszy jej przy­rost powoduje, iż zamiast zależności wyrażonej przez prostą Oo lub krzy­wą Ono, pręt zacznie się wyginać zgodnie z zależnością wyrażoną przez prostą or lub krzywą omr. Ponieważ prosta
Oo odpowiada tu małym wygięciom pręta, prosta zaś or dużym, więc przy P = Po gro­zi prętowi, że jakaś zewnętrzna okoliczność zwiększająca siłę ściskającą P nawet o wiel­kość bardzo małą w stosunku do całej siły Po może wywołać niedopuszczalne z punktu wi­dzenia technicznego wygięcie pręta, a więc podobnie jak przy P = Pk w przypadku prę­ta ściskanego osiowo.W rzeczywistości przejście od części Oo krzywych na rys. 30 i na rys. 22 do ich części og nie odbywa się jednak w sposób tak wyraźnie zaakcentowany, jak to podano na rys. 29, lecz na pewnym odcinku o' o" każdej z krzywych (rys. 31), czemu odpowiada przyrost siły P o pewną wielkość skończoną zl P tym mniejszą, im mniejszy jest mimośród a. A więc np. dla krzywych na rys.22 przyrosty odczytane ze skali wykresów wynoszą:przy a — 0,1 mm przy a = 0,5 mm przy a = 1,0 mm zlP = 0,4 kg JP = l,0 kg 

AP = 1,5 kg zlP:P = 0,08, JP:P = 0,20, z1P:P = 0,30.

Rys. 30przy wyboczeniu sprężystym w

Dla najmniejszego z przytoczonych tu mimośrodów,\a = 0,1 mm, stosu­nek przyrostu siły do rzędnej punktu o' wynosi więc 8°/0. Ponieważ punkt o leży mniej więcej pośrodku między punktami o' i o" i ponieważ krzywe I i II na rys. 22 prawie się pokrywają ze sobą na odcinku og, można stąd oce­nić różnicę między siłą Pk a siłą Po od­powiadającą mimośrodowi a = 0,1 mm na mniej niż 4%. Gdybyśmy odcinek w = a = 0,1 mm przyjęli tu za naj­mniejszy, jaki potrafimy zmierzyć, róż­nica 4% między Pk a Po odgrywałaby rolę różnicy między siłami krytycznymi sensie matematycznym i przy wybocze­niu sprężystym w sensie fizycznym. 21



Rys. 31

można twier-

Rys. 32

Ponieważ jednak mimóśród a = 0,1 mm stanowi zaledwie 1/1000 dłu­gości rozpatrywanego pręta i 1/10 wysokości jego przekroju poprzecznego, należy oczekiwać, że dla prętów mających zastosowanie w technice przy tym samym mimośrodzie stosunek P* : Po = 1,04 ulegnie znacznemu obniżeniu. Przyjmujemy więc, że Po = Pk i będziemy nazwę siły kry­
tycznej stosowali również i do siły Po.W rezultacie pod wybaczeniem sprężystym 
w sensie fizycznym będziemy rozumieli zjawi­sko polegające na tym, że pręt wykonany z materiału doskonale sprężystego, doskonale prosty i ściskany siłami zaczepionymi z tech­nicznie niedostrzegalnym (a więc nie dającym się zmierzyć) mimośrodem doznaje do pewnej wartości siły ściskającej, zwanej siłą krytyczną tylko ugięć niedostrzegalnych, po przekroczeniu zaś tej wartości ugięć technicznie wyraźnych i szybko wzrastających.Wobec zastrzeżeń poczynionych co do wielkości mimośrodu siły ści­skającej zarówno w tej definicji, jak i w przytoczonej w paragrafie 1 tego rozdziału definicji wyboczenia w sensie technicznym dzić, że ta ostatnia obejmuje również i przypadek wybo­

czenia sprężystego w sensie fizycznym.Wyboczenie niesprężyste w sensie fizycznym wystę­puje wówczas, gdy wartość siły ściskającej, przy któ­rej ma miejsce dające się zmierzyć i szybko wzrastające ugięcie pręta (siła krytyczna), wywołuje przekroczenie granicy sprężystości przez naprężenia normalne w skraj­nych włóknach jednego z przekrojów poprzecznych pręta ściskanego.W tym wypadku sporządzenie krzywych odpowiada­jących krzywym podanym na rys. 22 lub na rys. 30 dla prętów, dla których granica sprężystości została w pew­nym przekroju poprzecznym przekroczona, natrafia na trudności, gdyż równania teorii sprężystości nie mogą tu być zastosowane. Niekiedy jest ono jednak możliwe i wów­czas musimy przyjąć, że założenie płaskich przekrojów moc swą tu zachowuje oraz że naprężenia rozkładają się w każdym nor­malnym przekroju poprzecznym pręta ściskanego według znanego nam prawa.Weźmy pod uwagę pręt SS, zginany siłami podłużnymi P, zaczepio­nymi z pewnym stałym mimośrodem KS = a (rys. 32).22



Niech prosta aa na rys. 33 oznacza pewien przekrój poprzeczny pręta, a prosta ab||aa — wykres naprężeń ściskających, odpowiadających ściska­niu osiowemu. ;Przypuśćmy, iż naprężenia spowodowane zginaniem pręta wyrażają się krzywą aa'KGb'a. Dodając do siebie oba rodzaje naprężeń, znajduje­my wykres naprężeń w przekroju aa w postaci rzędnych krzywej
aa’KGb'b. W przypadkach gdy w grę wcho­dzić może wyboczenie, punkt a wykresu znajduje się poniżej punktu a, czyli że mamy w danym przekroju do czynienia z napręże­niami różnych znaków. Gdy chodzi o najważ­niejszy zwykle początek wyginania się prę­ta, naprężenia rozciągające aa' mniejsze co do wielkości bezwzględnej od naprężeń ści­ Rys. 33skających bb', nie przekraczają zwykle granicy sprężystości. Upraszcza to ustalenie prawa rozkładu naprężeń w ściskanej części przekroju aa.Ustawiając dla części pręta Sa (rys. 32) dwa równania równowagi siłzewnętrznych i wewnętrznych, działających w dowolnym przekroju aa,znajdujemy

fadA = P, 
A

J azdA = P(y +a)-
A

(10)
(U)Jeżeli oznaczyć przez et i e2 jednostkowe wydłużenia na obydwóch krawędziach pręta, a przez h wysokość przekroju, wówczas otrzymamy dla krzywizny wygiętej osi pręta wyrażenie1 e2 — et 

o h (12)Po nadaniu określonego kształtu krzywej a' KGb', czyli po ustaleniu zależności
a = f(e) (13)możemy, rozwiązując za Karmanem łącznie równania (10)-(12), zna­leźć w sposób taki sam, jak dla prętów sprężystych o stałym współczyn­niku E, równanie odkształconej w postaci

NjS=p(y+a)’ (14)gdzie N jest to wielkość stała, od y niezależna, odgrywająca tu rolę po­dobną do tej, jaką odgrywa przy wyboczeniu sprężystym współczynnik sprężystości E. 23



Całkowanie równania (14) wykonane przez K a r m a n a sposobem wykreślnym pozwoliło mu sporządzić dla stali wykres przedstawiony na rys. 34, a wyrażający dla pręta, którego smukłość wynosi l/i = 60, i dla różnych mimośrodów a zależność między ugięciami pręta a siłami P (ści­ślej naprężeniami P/A), przy których mają miejsce te ugięcia.Zależność P = F(f), otrzymana w ten sposób teoretycznie, została przez K a r m a n a dla pewnych wypadków sprawdzona doświadczalnie. Acz­kolwiek przyjęta przez Kar mana forma zależności (13) była przez póź­niejsze badania kwestionowana, nie wpływa ona jednak na sam kształt krzywych wykresu z rys. 34, z których możemy więc da­lej korzystać bez zastrzeżeń.Wprawdzie wykres na rys. 34 otrzymany został dla stali po­siadającej wyraźny okres pla­styczności, jednak i dla innych materiałów budowlanych nale­ży w kształcie krzywych P=F(f) oczekiwać mniej lub więcej wy­raźnego załamania wywołanego przez to, że materiały te przy zginaniu dają zawsze szybko wzrastające ugięcia, skoro siła zginająca przekroczy pewną wartość.Oznaczamy przez o punkty wierzchołkowe krzywych wykresu na rys. 34, tzn. punkty, w których następuje załamanie się krzywych ugięć. Siły Po odpowiadające punktom o będą miały podobne znaczenie, jak si­ły Po na wykresie z rys. 22, gdyż poczynając od tych wartości sił pręty będą wykazywały prędko wzrastające ugięcia. Ugięcia odpowiadające si­łom Po będziemy oznaczali, jak poprzednio, przez f0. Różnica między zna­czeniem sił Po na wykresie 22 i na wykresie na rys. 34 polega na tym, że dla każdego mimośrodu a w pierwszym przypadku po przekroczeniu wartości Po siły podłużne wzrastają, choć bardzo powoli, a w drugim ma­leją. W tym ostatnim wypadku siła Po odpowiada właściwie max P.Aby, mając do rozporządzenia krzywe na rys. 22, wytworzyć sobie obraz 
wyboczenia niesprężystego w sensie fizycznym, rozumujemy w sposób po­dobny, jak w przypadku wyboczenia sprężystego w sensie fizycznym. A więc wprowadzamy tu, tak jak poprzednio, pewien mimośród e = a siły ściskającej P jako wyraz niezgodności warunków pracy pręta ściska­nego z warunkami definicji wyboczenia sprężystego w sensie matematycz­24



nym; mimośród ten uważamy za tak mały, że pręt nie wykazuje dających się zmierzyć ugięć, dopóki siła P nie przekroczy wartości Po.Jeżeli przyjmiemy, tak jak poprzednio, że w oznacza najmniejszy od­cinek, jaki w ogóle potrafimy zmierzyć, to ugięcie f odpowiadające wa­runkowi, że a + f < w będzie niedostrzegalne. Aby to uwydatnić, prze­prowadzamy na rys. 35 przedstawiającym jedną z krzywych w rodzaju krzywych na rys. 34 prostą równoległą do osi P w odległości w — a od niej. Na podstawie tego rysunku można twierdzić, że ugięcia pręta przy 
P < Po są niedostrzegalne, a przy P = Po zaczynają wzrastać bardzo szybko. Na rys. 36 grubsze linie pełne i przerywane przedstawiają obraz zjawiska dający się uchwycić pomiarowo.Siła Po i w tym wypadku będzie odgrywała rolę siły krytycznej,

Siła Pk stanowi tu, podobnie jak w przypadku wyboczenia sprężyste­go w sensie fizycznym, granicę, do której zmierza siła Po przy mimośro­dzie dążącym do zera. Świadczą o tym również wykresy na rysunkach 37 i 38. Na pierwszym z nich uwidoczniona jest zależność między mimo­środem a siły ściskającej a największym ugięciem f0, na drugim zaś zależ­ność między mimośrodem a a siłą Po; obie zależności wyprowadzone są na podstawie wykresu z rys. 34. Z wykresów na rys. 37 i na rys. 38 wy­nika, że skoro mimośród siły ściskającej maleje, prędzej jeszcze maleje ugięcie f0 pręta, przy którym występuje siła Po, oraz że przy zmniejsza­niu się mimośrodu a wzrasta szybko siła Po, przy której ugięcia pręta za­czynają szybko rosnąć.Pod wybaczeniem niesprężystym w sensie fizycznym będziemy więc rozumieli zjawisko polegające na tym, że pręt prosty ściskany siłami za­czepionymi z niedostrzegalnym (a więc nie dającym się zmierzyć) mimo­środem doznaje do pewnej wartości siły ściskającej, zwanej siłą krytycz­25



ną, tylko ugięć niedostrzegalnych, aczkolwiek trwałych, po przekrocze­niu zaś tej wartości ugięć trwałych technicznie wyraźnych i szybko wzra­stających, przy malejących na­wet wartościach siły podłużnej.

Rys. 38Rys. 37Określenie to, podobnie jak określenie wyboczenia sprężystego w sen­sie fizycznym, mieści się w ramach ogólnej definicji wyboczenia w sensie technicznym.
4. Wyboczenie prętów o sprężystości ograniczonejPrzy rozpatrywaniu wyboczenia sprężystego w sensie matematycznym i wyboczenia sprężystego w sensie fizycznym liczyliśmy się dotąd tylko z prętami wykonanymi z materiału o nieograniczonej sprężystości, w za­gadnieniach technicznych mamy jednak do czynienia tylko z prętami o sprężystości ograniczonej. W szczególności może się zdarzyć, że przy sile ściskającej P równej sile krytycznej Pk największe naprężenie nor­malne w pręcie jest mniejsze od naprężenia na granicy sprężystości, a przy P 1> Pk to naprężenie przekracza. Postaramy się tu ująć w pewien schemat poszczególne przejścia przy wyboczeniu od stanu sprężystego do stanu niesprężystego.Przed zaczepieniem do pręta momentów y (względnie sił n) naprężenia normalne w nim wyrażają się wzorem

p , (15)zlgdzie A oznacza pole przekroju pręta.Po zaczepieniu momentów y największe naprężenia normalne wy­niosą , P , y + Py—+ H------ > (16)gdzie W oznacza wskaźnik wytrzymałości pręta.26



Po usunięciu momentów wyrażenie (16) przy P <Pk przybiera po­stać (15), a przy P > Pk postać
p , pyA + W ' (17)

Drugi wyraz tego dwumianu odgrywa, według słów Collignona, rolę miecza Damoklesa zwisającego nad ściskanym prętem prostym, gdy siła ściskająca osiąga wartość krytyczną.W przypadku pręta o pewnej określonej granicy sprężystości momen­ty n mogą przybierać tylko wartości nieskończenie małe w sensie fizycz­nym, w danym więc razie wartości odpowiadające tak małym napręże­niom yu/W, że można te naprężenia pominąć w porównaniu z naprężeniami ściskającymi P/A. Gdyby ten warunek nie został spełniony, wówczas na­prężenia spowodowane przez momenty /z dodane do naprężeń spowodo­wanych przez siły ściskające mogłyby łącznie przekroczyć granicę sprę­żystości, a nawet granicę wytrzymałości i w ten sposób momenty /z stały­by się bezpośrednią przyczyną złamania lub trwałego odkształcenia pręta.Przyjmujemy zwykle, że przynajmniej przy wartości P ~Pk na­prężenia P/A nie przekraczają granicy sprężystości, czyli że w chwili roz­poczynania się wyboczenia pręt jest jeszcze sprężysty.Może jednak zajść przypadek w pręcie o sprężystości ograniczonej, iż naprężenie p/W nie będzie mogło być pominięte w porównaniu z naprę­żeniem P/A, a jednak naprężenie obliczone ze wzoru (16) nie będzie prze­kraczało naprężenia na granicy sprężystości i nie będzie dlatego decydo­wało o złamaniu lub trwałym wygięciu pręta.Przypadek też może mieć wprawdzie miejsce i w razie, gdy pręt wcho­dzi w skład pewnej konstrukcji budowlanej, zdarza się to jednak rzadko, i dlatego można powiedzieć, iż w prętach ściskanych, stosowanych w bu­downictwie, naprężenia wyrażają się wzorem (15), gdy P < Pk, i wzorem (17), gdy P>Pk.Na podstawie powyższych rozważań podajemy w tablicy dla prętów ściskanych schematy przejścia od stanu sprężystego do stanu niespręży­stego towarzyszące zjawisku wyboczenia, przy czym pod prętem w sta­nie niesprężystym rozumiemy pręt, w którym granica sprężystości R' zo­stała przekroczona choćby w jednym punkcie.Linie z wężykiem przedstawiają w tablicy pręty, w których najwięk­sze naprężenia normalne nie przekroczyły granicy sprężystości R', linie zaś bez wężyka — pręty, w których granica sprężystości została przekro­czona. 27



Tablica 1

Rubryka I odpowiada przypadkom, gdy naprężenie odpowiadające si­le krytycznej, a więc naprężenie krytyczne Rk = Pk/A jest mniejsze od R', czyli przypadkom wyboczenia sprężystego, rubryka zaś II przypadkom, gdy Rk jest większe od R', czyli przypadkom wyboczenia niesprężystego.Stany równowagi d;, a2 i a3, a więc w ogóle typ la wybocze­nia dotyczy prętów wykonanych z materiału, dla którego wiel­kość R' może przybierać warto­ści dowolnie duże, czyli prętów o sprężystości nieograniczonej, natomiast stany bH b2 i b3, a więc w ogóle typ Ib wyboczenia dotyczy prętów, dla których wyrażenie (17) nawet przy P różniącym się bardzo mało od 
Pk przekracza wielkość R', czy­li prętów o sprężystości ogra­niczonej. Wreszcie wyboczenia sprężystego dotyczą przypadki, gdy pręt po przekroczeniu przez siłę ściskającą wartości kry­tycznej (P > Pk) znajduje się w stanie równowagi Ia3, o ile przyrost siły P ponad wartość krytyczną nie przekroczy pewnej wartości 

AP i znajduje się w stanie równowagi Ib3, o ile przyrost wartość tę prze­kroczy (typ lab wyboczenia).Dwa przedstawione w tablicy rodzaje wyboczenia niesprężystego Ha i Ilb różnią się tylko tym od siebie, że w pierwszym wypadku pręt staje- się niesprężysty dopiero przy P = Pk, podczas gdy w drugim jeszcze przed przekroczeniem przez siłę ściskającą wartości krytycznej naprężenia a przekraczają granicę sprężystości R'.Stosując powyższą tablicę do wyboczenia w sensie fizycznym należy mieć na uwadze, że siła P zaczepiona jest w tym wypadku z małym nie dającym się dostrzec mimośrodem.Z drugiej strony, należy zauważyć, że gdy chodzi o wyboczenie prę­tów o nieograniczonej sprężystości, moment odgrywający rolę przyczy­ny zakrzywiającej, nie potrzebuje być w ogóle ograniczony co do swej wartości; w razie wyboczenia pręta o sprężystości ograniczonej, moment musi być uważany za nieskończenie mały, jednak wartość jego nie ma 28



żadnego wpływu na wygięcie się pręta wybaczanego, gdyż przyczyna za­krzywiająca występuje tu tylko chwilowo, a w czasie gdy pręt doznaje wygięcia skończonego, moment y już na ten pręt nie działa.
5. Siła krytycznaW paragrafach 1, 2 i 3 tego rozdziału wprowadziliśmy pojęcie wy- boczenia w sensie technicznym i wykazaliśmy, że ujęty w jego definicji w sposób najogólniejszy przebieg wyboczenia może być zrealizowany przez jeden z czterech następujących schematów statycznych:(1) wyboczenie sprężyste w sensie matematycznym,(2) wyboczenie niesprężyste w sensie matematycznym,(3) wyboczenie sprężyste w sensie fizycznym,(4) wyboczenie niesprężyste w sensie fizycznym.We wszystkich tych schematach przy pewnej wartości siły ściskają­cej P bądź równowaga pręta staje się niestateczna, bądź też pręt dozna­je ugięć niedopuszczalnie dużych. Tak w jednym, jak i w drugim wypad­ku pręt zaprojektowany jako prosty przestaje być użyteczny, gdyż ulega jako taki zniszczeniu, a więc wartość siły ściskającej, przy której to na­stępuje, odgrywa rolę siły niszczącej. W tych warunkach nie ma powo­du rozróżniać, czy katastrofa spowodowana została przejściem równo­wagi pręta ściskanego ze statecznej w niestateczną, czy też bezpośrednio bardzo dużym ugięciem pręta, gdyż efekt katastrofy jest ten sam w obu przypadkach. Stąd we wszystkich wymienionych schematach, tak samo jak w przypadku wyboczenia w sensie technicznym, siłę wywołującą tak rozumianą katastrofę pręta nazywamy siłą krytyczną (Pk), pamiętając zresztą o zależności

Pk = lim Po .
a->0Siła krytyczna ma przy projektowaniu prętów ściskanych takie samo znaczenie, jakie ma przy projektowaniu prętów rozciąganych siła rozry­wająca pręt rozciągany. Odpowiednio do tego naprężenia krytyczne, tzn. iloraz Rk = Pk/A, odgrywa tu rolę podobną do wytrzymałości pręta na rozciąganie przy rozciąganiu pręta i dlatego naprężenie krytyczne bywa w niektórych językach (np. w rosyjskim) nazywane wytrzymałością na 

wyboczenie.Abstrakcyjny schemat wyboczenia sprężystego w sensie matematycz­nym doprowadza dla siły krytycznej do tzw. siły eulerowskiej, która wy­znaczana jest z równania (4)
•czyli że w danym razie P* = Pe- 29



W schemacie statycznym wyboczenia sprężystego w sensie fizycznym siła krytyczna równa się sile Po odpowiadającej nieznanemu i nie dające­mu się zmierzyć mimośrodowi a < w. W tym wypadku przyjmujemy z pewnym nadmiarem, którego ocena podana została w paragrafie 3 tego rozdziału, że siła krytyczna i tu równa jest sile eulerowskiej PE.Przy wyznaczeniu siły krytycznej drogą doświadczalną w granicach sprężystości uzyskanie warunków przestrzeni matematycznej oraz do­skonałej osiowości obciążenia nie jest możliwe, dlatego też tą drogą uzy­skujemy nie siłę Pk = PE, lecz jedną z sił Po, tzn. siłę krytyczną przy wy- boczeniu sprężystym w sensie fizycznym. Dla małych mimoSrodów a siła 
Po szybko zdąża do PE, tak że przy dobrej aparaturze doświadczenia siła ściskającą, powodującą zniszczenie pręta prostego, mało różni się od teo­retycznie wyznaczonej siły PE.Wyznaczenie siły krytycznej w przypadku wyboczenia niesprężystego w sensie matematycznym zależy od szeregu własności materiału, z któ­rego wykonany jest pręt ściskany, a nie tylko od współczynnika spręży­stości E i dlatego nie rozporządzamy dotąd ogólnie przyjętymi wzorami odpowiadającymi wzorom Eulera dla wyboczenia sprężystego w sensie matematycznym. Dla tych samych powodów a również i dlatego, że nie jest nam znany mimośród a < w, nie podobna jest również wyznaczyć te­oretycznie siły krytycznej przy wyboczeniu niesprężystym w sensie fi­zycznym. A więc w obydwóch wypadkach dla uzyskania siły krytycznej musimy uciec się do doświadczeń, przy czym siłą krytyczną będzie oczy­wiście jedna z sił Po. Im dokładniej będą wykonane badania doświadczal­ne, tym mniejszy będzie nieznany mimośród a i tym większa będzie si­ła Po odgrywająca rolę siły krytycznej Pk. Dla szeregu materiałów zosta­ły ustalone drogą doświadczalną wzory typu

Pk = A(c — bX), (18)gdzie c i b są to współczynniki otrzymane doświadczalnie, a 2 oznacza smukłość pręta.W ten sposób we wszystkich przypadkach wyboczenia sprężystego uważamy za siłę krytyczną Pk tzw. siłę Eulera wyznaczoną teoretycz­nie dla schematu wyboczenia sprężystego w sensie matematycznym, a we wszystkich przypadkach wyboczenia niesprężystego — siłę, przy której pręt ściskany ulega zniszczeniu, odczytaną na dynamometrze maszyny wytrzymałościowej lub uzyskaną ze wzorów doświadczalnych np. typu (18), a więc dla przypadku wyboczenia niesprężystego w sensie fizycznym.Stosunek, jaki zachodzi między siłą krytyczną Pk = PE, w abstrakcyj­nym przypadku wyboczenia sprężystego w sensie matematycznym a siłą30



krytyczną Pk we wszystkich innych schematach wyboczenia, najwygod­niej jest przedstawić na modelach równowagi niestatecznej i quasi-nie- statecznej zaczerpniętych z dziedziny równowagi układów sztywnych. Modele takie zostaną omówione w rozdziale następnym.
II. MODELE ZJAWISKA WYBOCZENIA

1. Model walcowy SouthwellaW roku 1913 ogłosił R. V. Southwell opis modelu równowagi nie­statecznej w ogóle, który może służyć i za model przebiegu wyboczenia i quasi-wyboczenia. Mamy tu mianowicie do czynienia z urządzeniem następującym 8).Wałek ciężki o promieniu r znajduje się w środku S cylindrycznego żłobu o promieniu R (rys. 39). Na wałku opiera się ostrzem ? pręt k prze­chodzący przez prowadnicę A i obciążony siłą P.

Do pewnej wartości Pk siły P równowaga wałka jest równowagą sta­teczną, tzn. że wałek doznawszy małego odchylenia od swego położenia pierwotnego (rys. 40) wraca do tego położenia po usunięciu się przyczy­ny odchylającej, przy czym również i pręt, który się opuścił, podnosi się z powrotem. Po przekroczeniu przez siłę P wartości Pk wałek odchylo­ny od położenia pierwotnego nie może już wrócić do tego położenia, gdyż nie jest w stanie podnieść opuszczonego pręta.Aby wyznaczyć siłę Pk (siłę krytyczną) wyobrażamy sobie, że wałek odchylił się od położenia pierwotnego o kąt sOo = <p (rys. 40) i że znaj­duje się w tym położeniu w równowadze.
3) Por. R. S. Southwell, On the General Theory of Elastic Stability, Phi- 

losophical Transactions, Londyn 1913. 31



Mamy tu trójkąt sOo (rys. 40) utworzony przez oś Os pręta k jako jeden bok, przez promień watka so jako drugi i przez różnicę Oo promieni wałka i żłobu (R— r) jako trzeci. Z trójkąta tego otrzymujemy, żesin fi = —-— sin y, (19)gdzie fi — Oso.Ponieważ zarówno powierzchnię wałka, jak i powierzchnię żłobu uważamy za gładką, więc reakcja wałka na koniec s pręta k będzie mia­ła kierunek promienia so, czyli że
N = — P cos (180° — 0). (20)Drugie wyrażenie dla reakcji N otrzymamy rozkładając ciężar wał­ka Q zaczepiony w jego środku ciężkości na kierunki so i oC. Otrzyma­my stąd mianowicie, że

Q siny sin (fi + y) (21)Z zestawienia równań (20) i (21) otrzymujemy następujące wyrażenie dla siły P:
Q sin y cos fi sin (fi + y) (22)Wyrażenie to w związku ze wzorem (19) przybiera postaćp = (23)gdzie C oznacza wyrazy od /S niezależne, otrzymane w rezultacie rozwi­nięcia funkcyj trygonometrycznych.Siła Pk jest granicą, do której dąży siła P przy kącie odchylenia wałka zmierzającym do zera, czyli przy y = 0. Mamy więc, że

Z równania (22) bądź też (23) możemy wyznaczyć te wartości siły 
P > Pk, które odpowiadają poszczególnym odchyleniom y wałka.Przyjmując R = 3 r znajdujemy

Pk = Q ■ (25)W związku z tym równanie (23) przybiera postaćP = P^- (26)
32



Wstawiając dla kąta <p różne wartości (w stopniach) dochodzimy do krzywej 1 na rys. 41.Przesuwamy w dalszym ciągu prowadnicę A wraz z prętem k o wiel­kości a od osi pionowej żłobu; wielkość a odgrywa tu rolę mimośrodu si­ły P (rys. 42). Oznaczamy kąt
Aso = OBo przez i rozpat­rujemy trójkąt OBo (rys. 43), z któ­rego obliczamy (27)Dla zależności między siłą P a odchyleniem wałka cp = BOo od położenia środkowego S znajdu­jemy wyrażenie analogiczne do równania (22):

Q sin <p cos sin + <p)
(28)

Biorąc pod uwagę wzór (25) możemy nadać równaniu (28) postać
P = Pk

sin <p cos sin (& + tp) (29)Przyjmując kolejno, że a = 0,001 r, a = 0,01 r oraz a = 0,1 r, docho­dzimy do krzywych II, III i IV przedstawionych na rys. 41 i wyrażaj ą-

Rys. 43cych zależność między odchyleniem wałka od położenia S a siłą P dla różnych wartości mimośrodu a. 33



Podkreślić należy, że krzywe na rys. 41 odpowiadają pod wzglę­dem swego charakteru krzywym wykresu na rys. 34 sporządzonym dla przypadku wyboczenia niesprężystego w sensie fizycznym.Model So uth wella, aczkolwiek bardzo przejrzysty i wygodny w użyciu, jest jednak, gdy chodzi o wyboczenie prętów prostych, mało sugestywny. Stąd powstała potrzeba stworzenia modeli opisanych w pa­ragrafie następnym.
2. Modele prętoweTrzy modele podane w tym paragrafie, zaproponowane przez autora w roku 1933, mają tę wspólną cechę, że nie posiadają w swej konstrukcji sprężyn i że dotyczą równowagi prętów prostych, nawiązując w ten spo­sób do kształtu pręta wybaczanego.

Rys. 44

Model A. Mamy dwa naczynia I i II po­łączone ze sobą kanałem g i napełnione do poziomu EF cieczą o ciężarze jednostkowym y (rys. 44). W naczynie II wchodzi tłok T, który jest ograniczony od góry płaszczyzną mn nachyloną względem pionu pod kątem 45°. Na płaszczyznę tę naciska klin mns podtrzy­mywany przez pręt sr przesuwający się w prowadnicy k. Tłok T jest nieważki, a wszystkie części całego urządzenia przesu­wają się względem siebie bez tarcia. Skoro dolna płaszczyzna tłoka znajduje się na po­ziomie EF, wówczas koniec r pręta mr jest na jednym pionie z przegubem O, na którym obraca się doskonale sztywny pręt CD. Z drugiej strony pręta CD (na rysunku na prawo) mamy urządzenie identyczne. W punk­cie C działa siła pionowa P.Przesunięcie końca r pręta sr o wielkość x powoduje obniżenie tłoka i poziomu cie­czy w naczyniu II również o x oraz podnie­sienie się poziomu cieczy w naczyniu I o 2x nad poziomem w naczyniu II. Ciśnienie cieczy na tłok wyniesie wówczas
K = 2 x y Q, (30)gdzie Q oznacza pole przekroju poprzecznego każdego z naczyń połączo­nych.34



Odchylenie pręta CD od położenia pionowego o kąt (p powoduje nacisk tego pręta na pręt sr w punkcie r równy S. Składowa tego nacisku skie­rowana wzdłuż pręta sr wynosi
N — S cos <p . (31)Siła ta wywołuje pionowy nacisk na tłok równy IV. Wobec tego że dla równowagi tłoka jest konieczne, aby K było równe N, znajdujemy, że

2xyQ = S cos <p,skąd nacisk na pręt sr i odpowiednia reakcja pręta wynoszą
2xyQ cos <p

(32)
(33)

Ponieważ odległość pionowa przegubu O od pręta sr jest stała i wyno­si lt, więc x=lxtg<p, wobec czego__ 21, yQ sinę?oCOS- (p (34)Skoro pręt CD dozna odchylenia o kąt cp, wówczas w nowym położe­niu C'D' muszą go utrzymywać w równowadze siły P i S.Ustawiamy dla tych sił równanie momentów S M = 0 przyjmując za biegun punkt O. Ponieważ ramiona sił P i S wynoszą tu odpowiednio 13 sin cp i 1,/cos tp, więc równanie to przybiera postać
skąd

2 y ll Q sin <p cos3 <p
Pl.ySintp = 0,

2 y ll Q 
l2 cos8 <p

(35)
(36)Zakładając tu 99=0 dochodzimy do wartości krytycznej siły P:

2 Dyli P* = —— C2
(37)

Przy P < Pk wszelkie odchylenia pręta CD od położenia pionowego są po usunięciu przyczyny wywołującej te odchylenia wyrównywane przez ciśnienie cieczy, a przy P > Pk odchylenia cp szybko wzrastają, podczas gdy siła P zmienia się według prawaP= Pkcos8 (p (38)przedstawionego na rys. 45 za pomocą krzywej I. 35



O ile siła P jest zaczepiona do pręta CD z mimośrodem a, wówczas pewnemu odchyleniu tp pręta od położenia pionowego (rys. 46) odpowia­dać będzie następujące równanie momentów 2M = 0: 2 Qy sin 99—cos®------= P(l2sin?’ + a cosy). (39)Zakładając tu kolejno a = 0,001l2, 
a = 0,01l2 oraz a = 0,1l2 dochodzimy do krzywych II, III i IV na rys. 45. Punkty załamania się krzywych za­leżności (39) oznaczone są na wy­kresie za pomocą kółek.Krzywe na rys. 45 odpowiadają co do swego charakteru krzywym wykresu na rys. 22, sporządzonym dla wyboczenia sprężystego w sensie matematycznym oraz dla wyznaczenia sił Po w przypadku wyboczenia sprę­żystego w sensie fizycznym.Model B. Model tu omawiany posiada w dolnej części takie samo urzą­dzenie jak model poprzedni.Prosty pręt sztywny Cr (rys. 47) podparty jest w tym wypadku na koń­cu C w prowadnicy i obciążony siłą pionową P. W punkcie r pręt jest połączony za pomocą przegubu z prętem poziomym sr odgrywającym taką samą rolę, jak pręt sr w przypadku poprzednim. Dalej (na rysunku na lewo) pręt sr łączy się z takim samym urządzeniem jak na rys. 44.Do pewnej wartości siły P (siły kry­tycznej Pk) odchylenia <p pręta Cr od po­łożenia pionowego są usuwane przez nacisk pręta sr na pręt Cr, więc przez ciśnienie cieczy. Po przekroczeniu wartości Pk przez siłę podłużną pręt nie wraca już do swego położenia pionowego, o ile go jakaś przy­czyna chwilowa z tego położenia wypro­wadziła. Rys. 46

ej 
I
I

Rys. 47W razie odchylenia pręta Cr od położenia pionowego o kąt 99 wzdłuż pręta tego będzie działała siła
COS 99

(40)36



Z warunków równowagi pręta sr w szczególności z równania XX = 0, otrzymujemy
N = Ptg<p. (41)Z warunków równowagi tłoka I znajdujemy tu, analogicznie jak dla modelu poprzedniego,

2xyQ = Ptg(p. (42)Ponieważ w tym wypadku x = l sin <p, więc wzór (42) doprowadza do równania
P = 2Qylcosrp. (43)Wielkość Pk jako wielkość, przy której odchylenie pręta Cr po usu­nięciu przyczyny odchylającej zaczyna już być możliwe, znajdujemy za­kładając we wzorze (43) q> = 0 :

Pk = 2Qyl. (44)Przy P > Pk będzie się zależność między P a <p wyrażała równaniem
P = PkCos<p, (45)co odpowiada krzywej I na rys. 48.

Przyjmujemy dalej, że już przy P = 0 i przy tym samym poziomie cieczy w obydwóch naczyniach połączonych, koniec r pręta sr jest odsu­nięty od pionu Co na odległość rd równą a (rys. 49). Wówczas 
x = l sin q> — a i zamiast równania (42) będziemy mieli równanie2 Qy (l sin <p — a) = P tg (p, (46)które otrzymane jest z równania równowagi XX = 0 ustawionego dla sił działających na pręt sr przy odchyleniu pręta Cr od pionu o kąt <p.37



Z równania (46) otrzymujemy następującą zależność między P a Pt:
P = Pk (cos ęj---- y ctg tp). (47)Przyjmując kolejno dla mimośrodu a wartości a = 0,001 l, a = 0,01 1 oraz a = 0,1 l dochodzimy do krzywych II, III i IV na rys. 48.

Model C. Pręt CD podparty jest przegubowo w punkcie O (rys. 50). W końcu pręta D znajduje się ciężar Q, w drugim zaś zaczepiona jest si­ła P skierowana wzdłuż pręta.
P p

Rys. 50

Równanie równowagi XM = 0 ustawione dla sił działa­jących na pręt przy pewnym odchyleniu jego, <p, od położe­nia pionowego przybiera dla bieguna O postać
Qlt sincp — Pl2sin<p = 0, (48)skąd

P=Q~. (49)
O ile siła podłużna P jest mniejsza od wartości wyrażonej wzorem (49), wówczas w razie chwilowego odchylenia pręta od położenia pionowego pręt wraca do tego położenia po usunięciu przyczyny, która to chwilowe odchylenie wy­wołała.Przy wartości P wyrażonej wzorem (49) pręt może się w równowadze przy dowolnym odchyleniu <p od położenia znajdować równowagi,

Rys. 51czyli że pozostaje w stanie równowagi obojętnej, jednak już przy dowol­nym P większym od wartości (49) dowolnie małe odchylenie <p od położe-38



nia równowagi powoduje nagły obrót pręta o 180°. Stąd wartość (49) siły P należy uważać za jej wartość krytyczną, czyli że
Pk = Q !1 • (50)

l2

W przypadku zaczepienia siły P do pręta CD z mimośrodem a (rys. 51) zależność między siłą P a kątem cp odchylenia pręta od położenia piono­wego wyrazi się równaniem
p= gi.ątaysm <p + a cos cpDla stosunku li :l2 ~ 0,1 oraz dla mimośrodów a = 0,001 l2, a = 0,01 l2 oraz a = 0,1 l2 dochodzimy do krzywych II, III i IV na rys. 52. Prosta I odgrywa na tym wykresie tę samą rolę co krzywe I na rys. 45 i 48.

3. Modele sprężynująceW modelach A i B opisanych w poprzednim paragrafie naczynia po­łączone mogłyby zostać zastąpione przez sprężyny o stałym współczyn­niku sprężystości, nie zostało to jednak zrobione dla więk­szej przejrzystości modeli. Nie można się jednak wyrzec tych korzyści, jakie daje wprowadzenie do modeli zjawiska wyboczenia sprężyn lub innych elementów sprężystych, któ­re w połączeniu ze sztywnymi elementami modeli pozwalają na uwypuklenie ważniejszych cech przebiegu wyboczenia prętów prostych. Takie połączenie w modelach sprężyn i ciał sztywnych przedstawiają dwa poniższe modele.Model a. Weźmy pod uwagę dwa pręty nieodkształcalne o długości AB = l, połączone ze sobą przegubowo w punk­cie B (rys. 53). Końce A obydwóch prętów są przesuwne i obciążone siłami P skierowanymi wzdłuż osi prętów. Prze­gub B jest połączony z nieruchomą i nieodkształcalną po­wierzchnią ss za pomocą sprężyny CB, której współczynnik sprężystości jest k.Jeżeli siła P jest mniejsza od pewnej wartości krytycz­nej Pk, wówczas przegub B przesunięty w nowe położenie B' wraca pod działaniem sprężyny na swe miejsce pierwotne, jeżeli zaś P>Pk, wówczas pręty zachowują swe położenie 
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W położeniu odchylonym od położenia równowagi prostoliniowej o wielkość x w sprężynie powstaje siła kx. Z równowagi węzła B wyni­ka wówczas, że 7 2P .kx =--------sin ®, (52)cos <pco wobec x = l sin tp daje k lP = -^-cosę>. (53)&Krytyczna wartość siły P, tj. ta wartość, przy której możliwe się już staje położenie prostoliniowe ABA układu, równa się77 klPk — —-cosę> 
Zj ¥ —>0

kl2 ’ (54)
Przypuśćmy dalej, że sprężyna CB jest dłuższa niż odległość płasz-czyzny ss (rys. 54).

BAB' =

od osi ABA Otrzymamy a siłą P: i że wobec tego przy P = 0 odległość BB" = a wówczas następującą zależność między kątem
„ k l sin <p — aP=n cos <p------ ---------2 smęj (55)

Rys. 54Wykres zależności P = F(x) dla różnych wielkości a daje pęk krzy­wych (rys. 55) podobny do przedstawionego na rys. 22. Z wykresu tego widać, że przy małych wartościach a wyraźnie występuje załamanie się krzywej zależności P = F(x) przy pewnych wartościach P = Po.40



Model b. Rozpatrzmy teraz pręt AC nieodkształcalny i przytwierdzony ramowo do końca sprężystego pręta AB, swobodnie podpartego w punk­tach A i B (rys. 56). Współczynnik sprężystości obrotu przekroju poprzecz­nego A niech będzie k. Jeżeli odchylimy pręt AC o kąt (p, wówczas rów­nanie równowagi EM — 0 przybierze dla pręta tego postać
Plsmq> = (pk, (56)skąd

Siłę krytyczną znajdziemy przyjmując we wzorze- (57), że cp dąży do zera: l sinę? Ł l ■ (58)
Dla małych kątów (p współczynnik k możemy wyznaczyć z zależności

ML 
V~3EJ’z której wynika, że 7 3 E J
k = ^T’ (6”

gdzie M jest to dowolny moment zginający zaczepiony do końca A pręta, a E i J odpowiednio współczynnik sprężystości materiału pręta i moment bezwładności jego przekroju poprzecznego.W razie zaczepienia siły P w punkcie C z pewnym mimośrodem a do- szlibyśmy znowu do typu krzywych przedstawionych na rys. 22.
4. Wyboczenie a jego modeleŚród opisanych wyżej modeli prostych pod względem rachunkowym, czasem dość złożonych pod względem budowy, nie ma znanego modelu równowagi niestatecznej, jakim jest kolisty stożek prosty postawiony na wierzchołku w ten sposób, że środek ciężkości i wierzchołek leżą na jed­nej prostej pionowej, lub klin postawiony na krawędzi.Pochodzi to po pierwsze stąd, że równowaga tych modeli zależy nie od wartości siły, lecz od jej punktu zaczepienia, i po wtóre stąd, że nie podobna na nich rozpatrywać tego rodzaju równowagi, którąśmy nazwa­41



li równowagą quasi-niestateczną. O ile pierwsza z tych wad jako tkwiąca w samej istocie modeli nie może być usunięta, o tyle drugą usuwamy przez budowę następującego modelu ramowego nie różniącego się przy obciążeniu osiowym z punktu widzenia statyki od stożka lub klina.Mamy pionową nieważką ramę ABBA (rys. 57a), opartą na przegubach cylindrycznych A (bez tarcia), pozwalających na jej obrót w płaszczyźnie prostopadłej do płaszczyzny rysunku. Do poprzeczki BB ramy w jej środku przymocowany jest wspornik Cc (rys. 57b), a do końca jego pręt cD równoległy do prętów ramy 
AB. W punkcie D przytwierdzony jest ciężar.Przy a > 0 i h > 0 (rys. 57b) mamy do czynienia z bryłą zawieszoną w ten sposób, że środek ciężkości (w danym razie środek ciężaru D) znajduje się niżej niż punkt zawieszenia (przeguby A), mamy więc do czynienia ze sta­nem równowagi statecznej. Przy a = 0 i h < 0 mamy do czynienia z równowagą niestateczną.Przy a > 0 następuje odchylenie prętów

AB od położenia pionowego. Kąt odchylenia możemy wyznaczyć z warun­ku, że przy równowadze układu środek ciężkości D musi znajdować się na prostej pionowej przechodzącej przez A (rys. 57b). Stąd
(61)

Zależność między wielkościami tp, a i h przedstawiona jest na wykre­sie na rys. 58. Z wykresu tego wynika, że przy małych mimośrodaeh moż­na zauważyć wartości ho posiadające tę własność, iż niewielka zmiana ich powoduje duże odchylenie ramy. Mamy więc znowu do czynienia z przy­padkiem przypominającym to, cośmy nazwali wyżej równowagą quasi- niestateczną układu, chociaż nie zmienia się tu wielkość siły P tylko wielkość h.Opisany tu model aczkolwiek dobrze przedstawia przejście od rów­nowagi statecznej do niestatecznej i quasi-niestatecznej, co stanowi isto­tę wyboczenia, nie nadaje się jednak do analizy tego zjawiska, gdyż siła 
P jest tu wielkością stałą. Stąd konieczność uciekania się do opisanych wyżej modeli, nieco bardziej złożonych, w których jednak wpływ war­tości sił P na rodzaj równowagi jest wyraźny i daje się łatwo uchwycić matematycznie.42



Zostało ustalone, że przy wyboczeniu pręt prosty, przy P = Pk, znajduje się w stanie równowagi niestatecznej, a przy P > Pk krzywoli­niowa jego postać jest stateczna, nie ma więc już koniecznej potrzeby dbać o to, aby i dla modeli przy położeniach odchylonych od położenia odpowiadającego P = Pk równowaga była koniecznie stateczna. A więc np. w modelu S o u t h w e 11 a przy P = Po mamy do czynienia z tzw. równowagą quasi-niestateczną, a przy P >PO z równowagą stateczną, w modelu B zaś przechodzimy od równowagi quasi-niestatecznej do rów­nowagi niestatecznej.Wykresy dotyczące wszystkich omawianych modeli odniesione są do odciętych tp. Dla porównywania ich z odpowiednimi wykresami sporzą­dzonymi dla prętów odkształcalnych wygodniej byłoby przyjąć tu za od­cięte odpowiednie przesunięcia poziome. Zmiana spowodowana przez to na wykresach nie wpłynęłaby na charakter omawianych krzywych, w częś­ciach zaś wykresu mających w danym razie znaczenie największe, a więc w częściach odpowiadających małym q> byłaby nieznaczna nawet i w sen­sie liczbowym. Zachowanie zaś tu jako zmiennej niezależnej odchyleń <p ułatwia porównywanie poszczególnych modeli między sobą.Wykres przedstawiony na rys. 45 i odpowiadający modelowi A, jak to zaznaczono wyżej, posiada ten sam charakter, co wykres przedstawio­ny na rys. 22, wyrażający zależność między wielkością siły ściskającej pręt prosty pionowy o nieograniczonej sprężystości a największymi ugię­ciami tego pręta.W obydwóch wypadkach krzywe odpowiadające zaczepieniu siły P 
■z. mimośrodem a zmierzają, w miarę zmniejszania mimośrodu, do pokry­cia się w dolnej ich części, położonej poniżej punktu o, z osią rzędnych, w górnej zaś z krzywą odpowiadającą przesunięciom mającym miejsce po przekroczeniu wartości krytycznej siły podłużnej dla mimośrodu rów­nego zeru.Zwiększając liczbę krzywych zbliżonych do krzywej II i ustalając dla każdej z nich punkt o w sposób możliwie ścisły łatwo możemy stwierdzić, że siły Po odpowiadające punktom o dążą tu do wielkości Pk jako do gra­nicy, podobnie jak to ma miejsce na wykresie 22, co upoważnia do na­zwania równowagi pręta ściskanego mimośrodowo przy P = Po równowa­gą quasi-niestateczną.Na szczególne podkreślenie zasługuje fakt, że zarówno krzywe Wykre­sów na rys. 41 i 45, jak i wykresu 22 przechodzą przez początek współrzęd­nych. Wartość siły podłużnej P = 0, odpowiadająca ugięciu równemu zeru, dotyczy zarówno siły zaczepionej mimośrodowo, jak i zaczepionej ściśle osiowo, przy czym w tym ostatnim przypadku konieczne jest wystąpienie pewnej przyczyny, która by chwilowo odchyliła pręt lub wałek z położe­nia symetrycznego względem pionu i tym umożliwiła działanie siły P. 43



W rzeczywistych warunkach fizycznych mimośród siły P zawsze mu­si mieć miejsce, aczkolwiek jego wielkość w granicach ścisłości odpo­wiednich obliczeń może być w porównaniu z wymiarami prętów i ich przesunięć pomijana.W ten sposób zjawisko odchylania się ciała obciążonego symetrycznie od położenia pierwotnego mogłoby być rozpatrywane jako zjawisko róż­niące się tylko liczbowo od odchylania się od położenia pierwotnego cia­ła, na które siła P działa z małym mimośrodem. Z matematycznego punk­tu widzenia jest siła P pewną funkcją odchylenia (p, przy tp zmierzającym do zera, z fizycznego zaś punktu widzenia jest ona jedną z sił Po odpo­wiadającą pewnej małej wielkości <p.W tym świetle byłby przypadek odchylenia pręta lub wałka od poło­żenia symetrycznego przy ip równym ściśle 0 abstrakcją w rodzaju stożka utrzymującego się w równowadze na swym wierzchołku w przestrzeni matematycznej.Wykres zależności P = f (<p), odpowiadający modelowi B na rys. 48, a również modelowi walcowemu (rys. 39), posiada, jak widać, ten sam charakter, co wykres dla pręta stalowego ściskanego siłą podłuż­ną ponad granicę sprężystości (rys. 34).Na obydwóch wykresach górne części krzywych (ponad punktem o) wyrażają spadek siły P po prze­kroczeniu wartości krytycznej P^. Również oba pęki krzywych wy­kazują odchylenia od położenia wyjściowego przy P = 0. Wynika to stąd, że pręt, w którym naprę­żenia przekroczyły granicę sprę­żystości, nie może już wrócić do kształtu prostoliniowego przy P = 0.Wykresy te tym bardziej na­rzucają pogląd na zjawisko wyboczenia w sensie fizycznym, jako na ści­skanie mimośrodowe przy małym bardzo mimośrodzie (przypadek rów­nowagi ąuasi-niestatecznej), że w danym razie nie może być mowy o ja­kiejś przelotnej przyczynie zakrzywiającej, która znika po umożliwieniu sile podłużnej działania zginającego, gdyż w pręcie niesprężystym przy­czyna taka musiałaby swój ślad pozostawić.Na rys. 34 krzywa odpowiadająca zaczepieniu siły podłużnej bez mi- mośrodu przecina się z osią rzędnych, co dowodzi, że przed przekrocze­44



niem przez siłę podłużną wartości Pk pręt pozostaje prosty. Nie jest to wo­bec tego, co powiedziano wyżej, możliwe, powstało zaś stąd, że przy spo­rządzeniu wykresu postępowano tu podobnie, jak przy wyprowadzeniu wzoru Eulera, tj. przyjmowano za punkt wyjścia ugięcie pręta przy 
P > Pk i uważano, iż przy dążeniu tego ugięcia do zera siła P będzie zdą­żała do wartości Pk. Nie jest to w zgodzie z fizycznym pojmowaniem zja­wiska, gdyż pręt, w którym napręże­nia przekroczyły granicę sprężysto­ści, zachowuje odkształcenie trwałe.Wykres na rys. 48 dotyczący mo­delu C posiada ten sam charakter, co wykres na rys. 59 odpowiadający za­leżności między siłą, ściskającą pręt sprężysty osiowo lub mimośrodowo a ugięciem obliczonym według przy­bliżonego równania odkształconej.Znamienne jest, że w modelu C przy wartości krytycznej siły podłuż­nej mamy właściwie stan równowa­gi obojętnej, czego w żadnym razie 

P

Rys. 59nie można powiedzieć o pręcie sprężystym ściskanym osiowo przy P = Pk. Zgodność kształtu obydwóch wykresów wypływa w danym razie z zasto­sowania niewłaściwego (uproszczonego) równania różniczkowego. Jednak i z nieścisłego wykresu zależności P = F(y) wynika, że stan równowagi niestatecznej pręta przy P = Pk może być uważany za przypadek krańco­wy stanu równowagi quasi-niestatecznej przy małym mimośrodzie siły P i przy P równym odpowiedniemu Po.

III. STOSUNEK WYBOCZENIA DO ŚCISKANIA MIMOŚRODOWEGO

1. Rodzaje ściskania mimośrodowegoZnaczna większość prętów ściskanych wchodzących w skład poszcze­gólnych konstrukcji budowlanych znajduje się pod działaniem sił zacze­pionych z pewnym mimośrodem. Stąd ze ściskaniem mimośrodowym mu- simy liczyć się nawet wówczas, gdy pozornie mamy do czynienia tylko z osiowym działaniem sił ściskających. Ściskaniu mimośrodowemu towa­rzyszy zawsze zginanie, jednak nazwa jednoczesnego zginania i ściskania została w języku polskim zachowana dla przypadków, kiedy mamy do czynienia z dużymi w porównaniu z mimośrodem wygięciami prętów ściskanych. Wobec tego nazwę ściskania mimośrodowego stosujemy45



w dwóch przypadkach, mianowicie w przypadku, kiedy mimośród siły ściskającej jest stały i kiedy znika mając charakter przejściowy, chwilowy.Pierwszy z tych przypadków przedstawiamy sobie w sposób nastę­pujący.Do pręta prostego zaczepione są z pewnym stałym mimośrodem a (rys. 60) dwie siły P równoległe do jego osi nieodkształconej. Działanie sił zaczepionych mimośrodowo dałoby się tu zastąpić przez działanie zacze­pionych do końców pręta momentów Pa oraz przez działanie zaczepionych do środków końcowych prze­krojów pręta sił P powodujących zwykłe ściskanie.Drugi przypadek odpowiada następującemu prze­biegowi zjawiska.Do końców pręta prostego zaczepione są dwie siły P w sposób ściśle osiowy oraz dwa momenty // zwrócone ku sobie (rys. 61). Momenty y działają tu tylko chwilowo, a po wywołaniu zakrzywienia prę­ta znikają. O ile wartość sił podłużnych P nie prze­kracza pewnej wartości Pk (tzw. siły krytycznej lub siły Eulera), wówczas po usunięciu momen­tów y pręt wraca do swego kształtu prostoliniowe­go; gdy jednak wartość sił P przekracza wartość Pk, wówczas również po usunięciu momentów y pręt zachowuje kształt krzywoliniowy. Wielkość momen­tów /z nie ma żadnego wpływu na przebieg zjawiska, siłę zaś krytyczną 
Pk wyznaczamy jako granicę, do której dąży siła P > Pk, gdy wygięcie pręta zmierza do zera, czyli gdy pręt dąży do kształtu prostoliniowego. Omówione zjawisko nazwaliśmy wyżej wybóczeniem w sensie matema­
tycznym. W tym sensie wyboczenie jest wynikiem ściskania mimośrodo- wego, gdyż o ile by momenty y nie zostały do pręta zaczepione, to nie mogłoby być mowy o jakimkolwiek jego wygięciu nawet przy P > Pk.W przypadku pierwszym moment zginający w poszczególnych prze­krojach pręta wyraża się, jak wiadomo, wzorem

M — P (a + y),równanie zaś różniczkowe odkształconej wzorem
EJ „ -----= M.

QAczkolwiek zastąpienie równania (63) przez równanie
EJy"=M 

(62)
(63)
(64)46



daje w wielu wypadkach wyniki zadowalające, to jednak zrozumiała jest dążność do uproszczenia dla poszczególnych przypadków praktyki budo­wlanej wyrażenia (62) dla momentu zginającego.Narzuca się tu samo przez się uproszczenie wyrażenia (62) przez po­minięcie w nim bądź wielkości a, bądź też wielkości y. W związku z tym rozpatrzymy tu przypadki następujące.(a) O ile nie ma powodu oczekiwać dużych ugięć y pręta (słupa), jak to ma miejsce w słupach betonowych lub żelbetowych, wówczas przyj­mujemy we wzorze (62) y = 0, co doprowadza do stałego momentu zgi­nającego dla całego słupa: M = Pa.Dochodzimy w ten sposób do uproszczonego schematu statycznego (rys. 62), który jest ściskaniem mimośrodowym przy stałym ramieniu si­
ły podłużnej. Mamy tu właściwie do czynienia ze schematem nierealnym, gdyż w rzeczywistości nie może być mowy o słupie obciążonym środowo, który by mógł się nie wyginać. Z uproszczenia możemy więc korzystać tylko w określonych granicach. Uproszczony sche­mat statyczny ściskania mimośrodowego doprowadza w dalszej konsekwencji do pojęcia rdzenia przekroju oraz pojęć pokrew­nych.Ściskanie mimośrodowe przy stałym ramieniu siły podłużnej można by również nazwać ściskaniem mimośrodowym w grani­cach stosowalności zasady superpozycji używając dla jednoczes­nego zginania i ściskania nazwę ściskania mimośrodowego poza granicami stosowalności zasady superpozycji, gdyż wówczas ramię siły P w każdym przekroju zależy od wartości tej siły.(b) O ile mimośród a jest wielkością małą w porównaniu do wymiarów pręta, w szczególności zaś o ile jest on wielkością ma­łą a nieznaną, wówczas przyjąć możemy, iż we wzorze (62) a = 0, co doprowadza do tego samego wyrażenia M = Py dla momentu zginającego, jak przy wyboczeniu w sensie matematycznym, 

mimo-

Rys. 62

a

P

a czym tłumaczy się, że dla schematu wyboczenia w sensie fizycznym siłę krytyczną uważamy za równą sile krytycznej dla wyboczenia w sensie matematycznym.Kwestia, jak wielki mimośród a można pominąć i jakie ugięcie pręta można uważać za małe, ma charakter względny i zależy zarówno od wa­runków zadania, jak i od wymaganej dokładności obliczenia. Jest to właś­ciwie kwestia, kiedy należy pręt obliczać na ściskanie mimośrodowe, a kie­dy na wyboczenie. Pewne światło rzuca na sprawę znana reguła, według której pręty stalowe kratownic można obliczać jako ściskane osiowo, po­mimo że, jak wiadomo, pręty te jednocześnie podlegają w rzeczywistości i zginaniu. 47



Podczas gdy przy ściskaniu pręta zabezpieczonego przeciw wybocze- niu naprężenie normalne w pręcie bywa sprawdzane na podstawie wzoru(65)gdzie kc oznacza naprężenie dopuszczalne na ściskanie, w przypadku wy­boczenia stosujemy wzór (66)gdzie współczynnik z zależny od siły krytycznej powiększa naprężenia, podkreślając w ten sposób niebezpieczeństwo wyboczenia.Przy mimośrodowym ściskaniu pręta w granicach stosowalności za­sady superpozycji mamy (67)gdzie moment M spowodowany jest mimośrodem siły P.Przy mimośrodowym natomiast ściskaniu pręta poza granicami stoso­walności zasady superpozycji, a więc przy jednoczesnym zginaniu i ści­skaniu, korzystamy przy sprawdzaniu naprężeń normalnych ze wzoru(68)Wzór ten noszący nazwę wzoru J asińskiego będzie omówiony w paragrafie następnym.
2. Wzór F. JasińskiegoProfesor F. Jasiński uzasadniał wzór (68) w drodze poniższego ro­zumowania.Skoro naprężenie dopuszczalne na ściskanie wynosi w pręcie kc, a naj­większe naprężenie spowodowane przez moment zginający równa się 

M/W, to naprężenie dopuszczalne na wyboczenie będzie równe napręże­niu kc zmniejszonemu o wyzyskane już naprężenie M/W, czyli równe 
kc — M/W. Wstawiając więc we wzór (66) zamiast kc różnicę kc — M/W otrzymujemy P--i- —2^ 

%A = ‘ W (69)stąd (70)
48



Tego rodzaju uzasadnienie wzoru (68) może wydawać się niedosta­teczne, wobec czego wzorowi bywa zarzucana sztuczność i nieekono- miczność. W świetle dokonanych porównań zarzut nieekonomiczności nie może być uważany za dostatecznie ważki. Wrażenie sztuczności stwarza tu natomiast okoliczność, że podczas gdy pierwszy dodajnik wzoru pod­kreśla niejako dążność do zabezpieczenia się przed wyboczeniem, a więc przed wygięciem pręta, drugi wyraz stwarza wrażenie pogodzenia się ze zginaniem jako mającym już miejsce. Ten brak konsekwencji tkwiący we wzorze Jasińskiego jest jednak tylko pozorny i odpada przy głęb­szej analizie wzoru.Trudność takiej analizy polega na niemożności stosowania tu zasady superpozycji. Trudność ta może być uwypuklona na poniższym zesta­wieniu.Weźmy pod uwagę pręt pryzmatyczny w dwóch punktach swobodnie podparty, zginany siłą skupioną P, zaczepioną w środku i skierowaną pro­stopadle do osi. Naprężenie normalne na krawędzi pręta w jego przekroju środkowym wyrazi się wzorem P _l
Ml 2 2 ?

= —j—■ (71)

gdzie z oznacza odległość krawędzi pręta od osi obojętnej przekroju po­przecznego, J moment bezwładności przekroju i l rozpiętość pręta.Aby wymiary pręta zginanego odpowiadały roli, jaka mu została w bu­dowli przeznaczona, musi być spełniony warunek
a^k = — R, (72)ngdzie k oznacza naprężenie dopuszczalne dla materiału pręta, n współ­czynnik bezpieczeństwa i R wytrzymałość materiału.Na podstawie równań (71) i (72) otrzymujemy

nPlz- =nk = R, (73)Tl ł/czyli że w razie wyznaczenia wymiarów pręta według wzoru (72) może­my twuerdzić, że pręt ulegnie złamaniu dopiero wówczas, gdy obciążająca go siła P wzrośnie n-krotnie.Wobec tego, że zasada superpozycji znajduje w rozpatrywanym przy­kładzie zastosowanie i że naprężenia są do sił proporcjonalne, mamy tu jednocześnie zapewniony ten sam stopień bezpieczeństwa zarówno prze­49



ciwko osiągnięciu granicy wytrzymałości, jak i przeciwko osiągnięciu ta­kiej wartości siły P, przy której złamanie pręta powinno nastąpić.Rzecz ma się inaczej, gdy chodzi o pręty ściskane mimośrodowo, a więc zginane przez siły równoległe do osi.Naprężenie normalne a obliczamy w tych wypadkach ze wzoru
P P (a + y) z 

°= A^-------j------- (74}
gdzie A oznacza pole przekroju poprzecznego pręta, a zaś mimośród, z ja­kim siły podłużne zostały do niego zaczepione.Drogą całkowania przybliżonego równania osi odkształconej pręta ściskanego mimośrodowo

EJ^FP(a + y) (75)
otrzymać możemy dla ugięcia y wyrażenie

(76)
gdzie E oznacza współczynnik sprężystości przy rozciąganiu i ściskaniu. W związku ze wzorem (76) wyrażenie (74) przybiera postać

477)
Gdybyśmy w danym przypadku tylko dla naprężeń normalnych chcieli osiągnąć ten sam stopień bezpieczeństwa, co w przypadku zwykłe­go zginania, moglibyśmy pręt wymiarować na podstawie wzoru

(78)
Wzór ten jednak zawodzi, gdy chcemy uzyskać ten sam współczynnik bezpieczeństwa n, któryśmy mieli zapewniony przy zginaniu zwykłym nie dla naprężeń normalnych, lecz dla sił P. Pochodzi to stąd, że skoro w danym razie zasada superpozycji nie znajduje zastosowania, napręże­nia normalne nie są tu proporcjonalne do sił wywołujących zginanie prę­50



ta. Jeżeli więc we wzór (78) wstawimy zamiast P siłę n-krotnie powięk­szoną, to otrzymamy
nP n Paz 1 
A J l / n P 

cos 2 y ej gdzie nk = R.Wynika stąd, że aby zapewnić prętowi n-krotne bezpieczeństwo wzglę­dem siły ściskającej P zaczepionej mimośrodowo, nie możemy dopuścić w nim naprężeń kc = 1/nR, lecz musimy we wzorze (78), według które­go pręt wymiarujemy, umieścić mniejsze naprężenie dopuszczalne, a więc, 1k0 = - R, n0
(80)

gdzie n„ n.Ponieważ współczynnik nn może być dla każdego pręta inny, traci więc cel wyznaczanie wymiarów pręta ze wzoru (78) i zachodzi potrzeba wy­zyskania wzoru (79) przez nadanie mu postaci równania
nP nPaz 1 (81)

Rozwiązując równanie (81) względem nP znajdujemy
nP = P2n, (82)gdzie Pzn jest pierwiastkiem równania i wyraża wartość siły P powodu­jącą zniszczenie pręta.Siła P obliczona ze wzoru
p _

n
(83)

będzie czyniła zadość warunkowi wymaganego stopnia bezpieczeństwa dla siły ściskającej.Powstać może pytanie, czy nie wystarczy przekonać się przy oblicze­niu pręta ściskanego mimośrodowo, że naprężenia posiadają dostateczny stopień bezpieczeństwa w stosunku do wytrzymałości pręta i czy jest po­trzebne wobec tego uzyskiwanie pewnego określonego współczynnika bezpieczeństwa również dla sił ściskających.Główna więc przyczyna podobnego postępowania tkwi w dążeniu do zabezpieczenia pręta ściskanego od nadmiernego odkształcenia. Jeżeli weź- miemy wykres przedstawiony na rys. 22, na którym krzywe II-VI wyra­51



żają zależności między siłą ściskającą a największym ugięciem pręta dla różnych mimośrodów, to wiemy, że krzywa odpowiadająca danemy mimo- środowi wzrasta do pewnego miejsca (około punktu o) bardzo powoli, pra­wie proporcjonalnie do siły P, po przekroczeniu jednak tego miejsca na­gle zaczyna wzrastać szybko, dosięgając wielkości bardzo znacznych nie tylko w porównaniu z wielkością mimośrodu, ale nawet w porównaniu z długością pręta.Ponieważ od każdego elementu konstrukcyjnego wymagamy pewnej sztywności, tzn. wymagamy, aby jego odkształcenia nie przekraczały ta­kiej wartości, która by utrudniała mu spełnianie jego przeznaczenia, więc i w przypadku pręta ściskanego mimośrodowo wymagać powinniśmy, aby siły ściskające pręt P nie przekraczały pewnej wartości P = Po, przy któ­rej odkształcenia stają się bardzo wielkie. Ta okoliczność powinna być brana pod uwagę przy ustalaniu współczynnika bezpieczeństwa dla sił P. Przy wymiarowaniu prętów według wzoru (81) nie jest ona brana pod uwagę w sposób wyraźny, co tłumaczy się zwykle twierdzeniem, że w prę­tach wchodzących w skład konstrukcji budowlanych naprężenia nor­malne przekraczają granicę sprężystości już nawet przy niezbyt wielkich odkształceniach pręta. Dla większej pewności podobnego twierdzenia po­winny by zostać odkształcenia prętów ściskanych mimośrodowo obliczone dla szeregu przypadków najbardziej typowych według ścisłego równania różniczkowego
— = P(a + y), (84)

gdzie o oznacza zmienny promień osi odkształconej. Obliczenia tego ro­dzaju, dotąd wykonane, nie dają jeszcze dostatecznego pod tym względem materiału porównawczego.Powyższe rozumowania zachowałyby moc swoją i wówczas, gdybyśmy współczynnik bezpieczeństwa n ustalali nie w stosunku do wytrzymałości materiału, lecz w stosunku do naprężenia na granicy plastyczności.Na tle omówionych wyżej trudności przy obliczaniu statycznym prę­tów ściskanych mimośrodowo powstał właśnie wzór F. Jasińskiego.Przechodząc do wyprowadzenia tego wzoru weźmy pod uwagę na ra­zie tylko pręt ściskany osiowo.Aby pręt taki odpowiadał warunkom wytrzymałości, musi mieć miej­sce zależność (85)
tzn. że naprężenia ściskające w pręcie nie powinny przekraczać naprę­żeń dopuszczalnych na ściskanie.52



Poza tym, jak wspomniano wyżej, z rys. 22 wynika, że przy pewnej wartości siły podłużnej P (wartość krytyczna Pk) pręt ściskany osiowo ulec może wygięciu i że przy P > Pk ugięcia pręta wzrastają bardzo szybko według krzywej I. Przy P = Pk równowaga prostoliniowa pręta jest rów­nowagą niestateczną. Ponieważ nie możemy dopuścić do ugięć pręta ści­skanego osiowo, musimy się więc zabezpieczyć, aby siła podłużna P była dostatecznie daleka od stanu równowagi niestatecznej, czyli że powinien być spełniony warunek
P^—Pk, (86)ngdzie Pk oznacza siłę krytyczną danego pręta, lub też warunek4=4**- (37)

gdzie Rk oznacza naprężenie krytyczne.Ponieważ Rk = xR, lub też Pk = ARk = x AR, gdzie x oznacza sto­sunek naprężenia krytycznego do wytrzymałości materiału na ściskanie, więc — R*<—R, (88)n nz czego wynika, że spełnienie się nierówności
P 1~<--Rk (89)A nlub też nierówności x Azapewnia prętowi ściskanemu osiowo całkowite bezpieczeństwo.Dla ściskania mimośrodowego warunek wytrzymałości pręta przybie­ra postać (91)

Warunek ten, jak wykazano wyżej, nie wystarcza do zapewnienia prę­towi ściskanemu mimośyodowo bezpiecznej pracy, podobnie jak wzór (85) nie wystarcza do wymiarowania prętów ściskanych osiowo. Analogicznie więc do wzoru (86) musimy ustawić wzór, który by dawał pewność, że siła podłużna P jest tu dostatecznie daleka od tej wartości P, przy której odkształcenia pręta ściskanego mimośrodowo zaczynają nagle wzrastać w sposób szybki (według jednej z krzywych I-VI na rys. 22). 53



Aby zabezpieczyć pręt przed takim stanem rzeczy (stanem równowagi quasi-niestatecznej), musimy uczynić zadość warunkowiPS 'Po- (92)nPrzy mniejszych smukłościach pręta Hi, którym towarzyszy już prze­kroczenie granicy sprężystości, rolę wykresu na rys. 22 zastępują wy­kresy z rodzaju przedstawionego na rys. 34.Dzieląc obie strony nierówności (92) przez A znajdujemyP 1 Po
A n A (93)

Ponieważ siła Po stanowi tylko część tej siły, która mogłaby wywołać w pręcie naprężenia ściskające, odpowiadające granicy wytrzymałości, więc możemy przyjąć, że
Po = x0ARi że wobec tego

A

(94)
(95)

gdzie x0 jest mniejsze od x, gdyż siła Po jest mniejsza od siły P/(. Nierówności (91) nadajemy postać
P ■_____ k:________

A i +
i2

(96)
Nie możemy w danym razie z góry powiedzieć, która z dwu nierów­ności, (95) czy też (96), jest mocniejsza i nie możemy wobec tego, tak jak to zrobiliśmy przy ściskaniu osiowym, zastąpić dwu nierówności wyra­żających warunki wytrzymałości i stateczności przez jedną z nich.Gdybyśmy zamiast nierówności (95) i (96) ustawili nierówność za­wierającą w prawej części iloczyn współczynników przy wielkości kc wy­stępującej w prawych częściach obu tych nierówności, wówczas wzór

P __ __ ^o_kc
A (a + y)z 

| .n1“ (97)
zawierałby wprawdzie jednocześnie i warunek wytrzymałości i zabez­pieczenie pręta przed wielkimi ugięciami, ograniczyłby jednak wielkość siły P w sposób wyraźnie nieekonomiczny.54



Zastępujemy więc nierówność (97) przez nierówność
P ________xokc
A = (a + y) z

1 + *0------ ---------

(98)
Nierówność (98) zawiera w sobie zarówno warunek (95), jak i (96), gdyż, z jednej strony

«o
^0 ,

1+^0
(a+ y) z i2z drugiej zaś możemy przyjąć na korzyść bezpieczeństwa, że

____________ ^0_____________ ___________ 1____________

(a+ y) z (a + y) z '
1 + x°------ ? — 1 ----------i5------Wzorowi (98) możemy w tych warunkach nadać postaćP । P(a + y)z x0 A J

(99)
(100)
(101)Aby przejść od wzoru (101) do wzoru F. Jasińskiego, pozostaje tylko zastąpić tu współczynnik x0 przez współczynnik z i opuścić wy­raz y. Podobna zmiana powoduje w przypadkach mających znaczenie praktyczne zwiększenie siły obliczonej ze wzoru (68) dochodzące do kil­kunastu procent; zmniejsza to odpowiednio nadmiar bezpieczeństwa za­warty we wzorze (98), a wahającysię koło podobnej wielkości.W dalszym ciągu przeprowadza­my tu porównanie wyników otrzy­manych, z jednej strony, drogą ob­liczenia prętów ściskanych mimo- środowo według wzoru F. Jasiń­skiego, z drugiej żaś, według wzoru (81).Przyjmujemy w dalszym ciągu, że naprężenia dopuszczalne wcho­dzące we wzór Jasińskiego stanowią połowę naprężeń na gra­nicy sprężystości, czyli przyjmujemy tu współczynnik bezpieczeństwa w odniesieniu do granicy sprężystości R' za równy 2.Wyniki obliczeń bezpiecznej (dopuszczalnej) siły P przeprowadzone, z jednej strony, według wzorów (81) i (83) — linie przerywane — z dru­55



giej zaś, według wzoru (68) — linie ciągłe, litera J — zestawione zo­stały dla różnych wartości k na wykresach według rysunków 63 i 64 odpowiadających dwu prętom stalowym, których charakterystyka poda­na jest na rysunkach.Wyniki obliczeń porównawczych, przeprowadzonych dla pręta drewnia­nego, wraz z jego charakterystyką przedstawione są na rys. 65. Tu rolę naprężenia R zastąpiło naprężenie Rp na granicy proporcjonalności. W obli­czeniach niniejszych przyjęto Rp = 
= nR = 2,5 R.Z wykresów widać więc, że najbliż­sze do siebie wyniki dają oba sposoby obliczeń w zastosowaniu do pręta o ma­łej smukłości (rys. 64), przy czym róż­nice wyników wahają się od 0% do 6°/o, wynosząc dla naprężeń dopuszczalnych najczęściej stosowanych w budownictwie stalowym tylko około 3%. Wy­nik ten jest bardzo ważny, gdyż smukłość l/i = 60, o którą tu chodzi, jest dla konstrukcji stalowych charakterystyczna.Dla pręta stalowego o dużej smukłości (rys. 63) największe różnice w wynikach obliczeń według obu sposobów mają miejsce dla małych naprężeń dopuszczalnych i dochodzą do 0 przy kc = 1350 kg/cm2.Również wykres na rys. 65 dotyczą­cy pręta drewnianego wskazuje, że róż­nice przy obliczaniu prętów ściskanych według wzorów (81) i (68) nie są zbyt wielkie, zwłaszcza jeżeli zważymy, iż oba sposoby obliczenia są sposobami przybliżonymi. Zastrzec się należy, że przy sporządzaniu wykresu na rys. 65 uważano naprężenia bezpieczne przy ściskaniu i zginaniu belek drewnianych za równe sobie, co wpływa jednak zmniejszająco na wielkość siły P.Po wyznaczeniu tej wartości siły podłużnej, którą pręt może unieść bez­piecznie, na ogół nie mamy już po­trzeby wyznaczania działających w nim naprężeń. Gdyby jednak potrzeba obliczenia naprężeń zachodziła, obliczenie należałoby wykonać nie według 56



wzoru (68), lecz według wzoru (91), choćby zakładając w nim y = 0. Nie­uwzględnienie ugięć w tym wypadku nie pozostaje jednak bez znaczenia, a więc w przypadku pręta o przekroju Nr 25 mamy na przykład bez uwzględnienia ugięcia amax = 1094 kg/cm2, a przy jego uwzględnieniu 
0max = 1144 kg/cm2.Na podstawie przytoczonych rozważań i obliczeń można stwierdzić, że aczkolwiek wzór Jasińskiego na ściskanie mimośrodowe ustępuje co do konsekwencji w budowie wzorowi (81), jednak posiada następujące zalety:(1) przez wprowadzenie współczynnika z zaznaczona jest we wzorze (68) wyraźnie dążność do zabezpieczenia-się od nadmiernych odkształceń pręta;(2) wzór jest wygodny do obliczeń pod względem czysto arytmetycz-' nym;(3) zawierając bezpośrednio naprężenia dopuszczalne kc nie nastręcza wątpliwości przy każdorazowym wyborze współczynnika bezpieczeń­stwa n.

3. Pręty złożoneZagadnienie, czy należy ściskane proste elementy konstrukcji budo­wlanych obliczać na wyboczenie, czy na ściskanie mimośrodowe, odgrywa szczególną rolę w obliczeniu prętów złożonych.Zagadnienie występuje w tym wypadku w sposób bardziej ostry, po pierwsze dlatego, że przy obliczeniu prętów złożonych nie możemy po­mijać wpływu sił poprzecznych na wyboczenie, co zwykle robimy, gdy chodzi o pręty pełnościenne, a po wtóre dlatego, że schemat statyczny pręta złożonego, zwłaszcza pręta kratowego, jest zwykle bardzo skompli­kowany, a działanie sił wewnętrznych w nim niejasne.Sprawę uwzględniania mimośrodu sił ściskających podnosił już F. Jasiński (rok 1895), który podkreślał, że przypadkowy mimośród w prętach ściskanych tylko częściowo może być uważany za zależny od długości pręta, zależy bowiem również i od jego wymiarów poprzecz­nych.W ostatnich czasach uczony szwedzki, W a s 11 un d‘j, na podstawie badań doświadczalnych nad prętami złożonymi doszedł do wniosku, że pręty ściskane powinny być obliczane jako pręty jednocześnie ściskane i zginane przy ustalonym w przepisach budowlanych mimośrodzie siły podłużnej.
4) Prace VI Naukowego Zjazdu PZITB, 1949. 57



Obchodzenie się bez wprowadzenia mimośrodu sił ściskających przy obliczaniu prętów kratowych natrafia na duże trudności głównie dlatego, że trudno jest zaprojektować taki układ pręta, który by był układem je­dnocześnie statycznie wyznaczalnym i symetrycznym względem kierunku działania sił podłużnych. Przytoczymy tu jednak próbę takiego obliczenia.Bierzemy więc pod uwagę pręt kratowy przegubowy we wszystkich 

Rys. 66 Rys. 67

węzłach, przedstawiony na rys. 66 i rozpa­trujemy go w obszarze sprężystym. Przebieg obliczenia wyjaśnimy na małej liczbie prze­działów pręta, a więc przede wszystkim na układzie podanym na rys. 67.Przypuśćmy, iż pewna siła zaczepiona tu do węzła 3 spowodowała przesunięcie się węzłów 2 i 3 w kierunku poziomym o u, przy czym przyjmujemy, iż pręty 23 i 14 nie uległy skrótom.Do wyznaczenia przesunięć węzłów 2 i 3 korzystamy ze wzoru Maxwella i Mohra w postaci
u y, SZl 

2j e~a ’ (102)
gdzie S oznacza siły powstałe w prętach układu pod działaniem sił P, 
Z — siły powstałe tu pod działaniem siły 1, zaczepionej w węźle B i dzia­łającej w kierunku przesunięcia u, wreszcie l początkową długość prę­tów AB i CB.Nie uwzględniając wpływu odkształcenia na kierunek działania sił w prętach, otrzymujemy dla Z12 oraz Z43 wyrażenia następujące:

= z^+aa-

Przy obliczaniu sił S nie możemy wprawdzie pominąć wpływu prze­sunięć u na sposób działania sił P, gdyż przesunięcia te odgrywają rolę mimośrodu sił podłużnych, który zasadniczo zmienia obciążenie poszcze­gólnych prętów kratownicy, jednak zmiany spowodowane w sposobie działania na układ sił P przez pochylenie prętów 12 oraz 43 pomijamy, a więc znajdujemy e _ D Pu + P(d + u)S,2--P —

««==-? +
Pu — P(d—u) 

d

(104)
(105)
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Pomijając wpływ pochylenia prętów układu na wielkości sił w tych prętach, pominąć powinniśmy konsekwentnie i siły w prętach 25 i 53. Stąd otrzymujemy yi SZ S,2 Z12 S43Z43
-jEA^ EA EA

(106)czyli
a ( a , Pu+P(d + u) a „ Pu—P(d—u)]j= ^|dy +---------d--------- + d [-P+- d | (107)

i dochodzimy w ten sposób do równania4 Pa2 
EAd>U (108)czyli do równania 4 Pa2 \
E Ad2 ) = 0. (109)

u

u
u =

Abyśmy stąd mogli otrzymać wielkości różne od zera, czyli aby u nie było stale równe 0, co przeczyłoby pierwotnemu założeniu, musi być2? = ^.2 a" (110)
Wielkość 2P otrzymana z równania (110) jest wartością krytyczną tej siły dla następujących powodów.Gdybyśmy chcieli z większą dokładnością niż dotąd otrzymać siły S i Z wchodzące we wzór (107), powinni byśmy pomnożyć wchodzą­ce tu wyrażenia przez pewne funkcje kąta <p = arc tg (u/a). Wobec tego otrzymalibyśmy zamiast równania (110) równanie

2P=~FM, (111)
gdzie F (<p) zmierza do 1 Stąd wynika, że przy u dążącym do zera.

(2 P)* d2
„ A.2 AEA A 2E Ad- 42 a2 2 • 2 a2 4EJ4 a2 ' (112)

Brak funkcji F (y) w równaniu (109) tłumaczy się tym, że pomijając odchylenia prętów kratownicy wywołane przez przesunięcie u, przyję-59



Rys. 68

liśmy już niejako z góry zamiast pewnych funkcyj kątowych ich grani­ce przy u dążącym do 0. Wielkość siły krytycznej nie ulega przy tym zrrtianie.Dla porównania wzoru (112) ze wzorem Eulera na siłę krytyczną pręta pełnościennego przyjmujemy, że 2EAd2/4 = EJ, skąd
4 F 7 (113)Liczba 4 w liczniku wyrażenia (113) jest daleka od liczby a2, która występuje we wzorze Eulera dla pręta w jednym końcu utwierdzonego. Gdy jednak bę­dziemy powiększali liczbę przedziałów omawianej kra­townicy, będziemy odpowiednio otrzymywali(2P)*=-^A (114)

(2^ = —^“- itd., (115)
gdzie współczynniki liczbowe przy EJ zbliżają się do 7t2, choć niezbyt prędko. Np. dla trzech przęseł układu bę­dziemy mieli kratownicę przedstawioną na rys. 68. Za­czepiając kolejno poziome siły 1 do węzłów 5, 6 oraz 7 i postępując w ten sam sposób jak przy obliczeniu kra­townicy jednoprzęsłowej, znajdujemy dla poziomych przesunięć poszcze­gólnych węzłów odpowiednio

ul=Bux—Bu2 + 2BU] — 2Bu3 + SBitj, (116)u2 = But — Bu3 + 2Bu}, (117)113 = 61^, (118)gdzie 4Pa^
EAd2 'Aby przesunięcia u,, u2 i u3 mogły posiadać wartości różne od zera, wyznacznik równań (116)-(118) musi się równać zeru. Warunek ten do­prowadza do równania B3 — 5 B2 + 6 B — 1 = 0 , (119)skąd obliczamy B i wartość krytyczną (2 P)k.60



Zauważyć należy, że w wielu przypadkach praktyki inżynierskiej by­wają stosowane do obliczenia prętów złożonych, w szczególności do ob­liczenia ich kraty, wzory wyprowadzone dla prętów pełnościennych z uwzględnieniem sił poprzecznych przy wyboczeniu.Wprowadzenie do obliczenia prętów złożonych mimośrodu sił ściska­jących opiera się na szeregu doświadczeń laboratoryjnych i na obserwa­cjach konstrukcji stalowych. Doświadczenia, o których mowa, były wy­konywane poczynając od ostatnich lat poprzedniego stulecia aż, jak to wykazano wyżej, do chwili obecnej, były jednak najbardziej może in­tensywnie prowadzone w końcu poprzedniego i na początku obecnego stulecia w związku z szeregiem mających w tym czasie miejsce katastrof budowlanych. Doświadczenia tego czasu dały podstawę do uogólnień pod­jętych przez takich uczonych, jak Timoszenko, Prandtl, Miiller-Breslau i inni.Mamy tu na widoku przede wszystkim następujące grupy badań3):(1) Tetmajer rozpoczął swe doświadczenia w Zurychu po kata­strofie z Mónchensteiner Briicke w roku 1892. Liczba prętów badanych wynosiła około 100, przy czym pręty miały końce częściowo płaskie, częściowo przegubowe.(2) Po pierwszej katastrofie mostu w Quebec w roku 1907 B u r r wy­konał szereg doświadczeń nad modelami prętów złożonych wykonanych w rozmiarze 1/3 wielkości naturalnej.(3) Katastrofa zbiornika gazu w Hamburgu w roku 1908 spowodowała szereg badań w Materialprufungsamt w Berlinie. Pręty miały tu długość 3,40 m i były podparte na końcach za pomocą kul stalowych.(4) Doświadczenia K r o h n a z roku 1907 były spowodowane przez jakąś bliżej przez niego nie omówioną katastrofę mostową. Pręty w licz­bie 4 miały długość około 6 m i były badane w Conservatoire des Arts et Metiers w Paryżu. Końce ich były oparte na nożach.(5) Emperger wykonywał swe badania w Wiedniu w roku 1908. Pręty badane w liczbie kilkunastu miały długość 3,6-5.4 m. Końce ich były płaskie, czym tłumaczy się na ogół mniejsze zaufanie do tych badań niż do badań K r o h n a.(6) W związku z odbudową mostu w Quebec firma «Phónix» podjęła w roku 1910 badania nad prętami nowego mostu na modelach o rozmia­rach od 1/415 do 11/32 wielkości naturalnej. Jeden koniec każdego modelu był płaski, a drugi przegubowy.
61

5) Publikacje zawierające opis badań podane są w pracy wymienionej w przed­
mowie pod (2).



Rozważania na temat wykonanych badań doprowadziły do następują­cych wniosków:(1) wyboczenie pręta złożonego nie jest przywiązane do płaszczyzny najmniejszego momentu bezwładności przekroju poprzecznego pręta,(2) wytrzymałość pręta złożonego na wyboczenie zależy nie tylko od stosunku jego długości do promienia bezwładności przekroju poprzecz­nego pręta jako całości, lecz również i od wielkości podobnego stosunku dla poszczególnych przedziałów jego pasów,(3) wytrzymałość pręta złożonego zależy od wytrzymałości jego po­przeczek i krzyżulców.Metody obliczenia prętów złożonych oparte na doświadczeniach dadzą się podzielić na grupy następujące 6):

") Opisy metod Engessera, Krohna i Miiller-Breslaua oraz źró­
dła dotyczące innych wymienionych metod podane są w pracy wymienionej w przed­
mowie pod (2).

') Praca wymieniona w przedmowie pod (1).

(I) Metody dotyczące wyłącznie prętów doskonale sprężystych i ob­ciążonych ściśle osiowo (metody Engessera, Prandtla, T i m o- s z e n k i i innych). Pierwszą z tych metod była metoda Engessera ogłoszona w roku 1891.(II) Metody oparte bezpośrednio na badaniach laboratoryjnych i da­jące wzory uwzględniające w tej lub innej formie mimośrodowość siły podłużnej bez wprowadzania jednak mimośrodu do ostatecznego wzoru na siłę krytyczną (metody Kr oh n a, Gerarda, Saligera i innych).(III) Metody oparte na schemacie jednoczesnego ściskania i zginania z uwzględnieniem ustalonego z góry mimośrodu (metody Miiller-Bre- slaua i Kaysera).Do grupy (III) zbliżony jest również ogłoszony przez autora w roku 1924 sposób obliczenia prętów złożonych, ściskanych siłami nachylonymi pod kątem ostrym w stosunku do osi pręta ’). Bieg rozumowania jest tu następujący.Rozpatrujemy pręt złożony, ściskany siłami P działającymi wzdłuż prostej nachylonej względem osi pasów pod kątem ostrym (rys. 69).. Si­ły Q będą tu oznaczały składowe sił wzajemnego oddziaływania na siebie kraty i nierozciętych pasów, skierowane prostopadle do osi pasów. Si­ły Z1 P zaczepione do poszczególnych węzłów pręta złożonego wyrażają różnice sił podłużnych działających w sąsiednich przedziałach pasa, przy czym przewidujemy tu przegubowe połączenie węzłów kraty z nierozcię- tymi pasami. W ten sposób poszczególne pasy pręta złożonego znajdują się w warunkach pręta podpartego na końcach i obciążonego jednocześnie siłami Q i zł P (rys. 70). Ugięcia takiego pręta prostopadłe do osi podłuż-
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nej pręta y'- w miejscach poszczególnych węzłów otrzymujemy z rów­nania
EJd^ = MQ — Mp, (120)dr2gdzie i Mp oznaczają momenty zginające w poszczególnych przekro­jach spowodowane odpowiednio przez siły Q i siły zł P. Zastosowanie tu przybliżonego równania różniczkowego odkształconej tłumaczy się tym,że w danym wypadku pasy znaj­dują się w warunkach podobnych do prętów leżących w środowisku sprężystym i dlatego nie ulegają większym ugięciom. Ugięcia te są funkcjami sił Q i A P.Z drugiej strony, wyznacza­my przesunięcia Vi poszczególnych węzłów i jako węzłów kratownicy przegubowej również w zależnościod sił Q i A P.Ponieważ przesunięcia węzłów pręta złożonego jako węzłów kratow­nicy muszą być równe przesunięciom pasów pręta jako belek zginanych, możemy więc ustawić dla poszczególnych węzłów równanie

yt = V,, (121)skąd znajdujemy siły Q i P potrzebne do sprawdzenia wymiarów pręta złożonego.Potrzebny do przeprowadzenia przytoczonego obliczenia mimośród si­ły podłużnej został przez autora wyprowadzony dla kratownic mostowych

Rys. 70

z warunku sztywności węzłów. Obli­czenia zostały wykonane dla szeregu kratownic, których obliczenie znala­zło się w literaturze technicznej. Po odrzuceniu pewnych przypadków o charakterze szczególnym możnaustalić największy mimośród w pła­szczyźnie kratownicy na 1/120, przy czym na obydwóch końcach pręta złożonego mimośrody mogą mieć różne znaki. Na podstawie tego mimo- środku łatwo można ustalić siłę poprzeczną, na którą należy obliczać kratę pręta złożonego. Będzie to siła
T = P60gdzie P oznacza rzeczywiście działającą na pręt siłę ściskającą, a T odpo­wiednią siłę poprzeczną. 63



Przytoczony sposób obliczenia prętów złożonych nie wymaga wpro­wadzenia siły krytycznej; nie może tu zresztą być w ogóle mowy o nie- stateczności równowagi pręta złożonego, groźne natomiast dla pręta by­łoby tylko nadmierne, niedopuszczalne wygięcie pręta ściskanego, a więc niebezpieczeństwo quasi-wyboczenia, czyli równowagi ąuasi-niesta- tecznej.
IV. WNIOSEKBadając zagadnienie powstawania zjawiska wyboczenia, z jednej strony, na podstawie obserwacji i ich bezpośredniej analizy, z drugiej strony, przez porównanie zjawiska z jego modelami i ze ściskaniem mi­mośrodowym, z którym jest ono blisko związane, dochodzimy do nastę­pującego, najogólniejszego określenia zjawiska:

Wyboczenie jest to przypadek niestateczności lub ąuasi-niestateczno- 
ści równowagi ściskanego osiowo pręta prostego przy pewnej wartości ^iły 
podłużnej zwanej krytyczną.

P e 3 k> m e

O BO3HHKHOBEHHH riPOflOJIbHOrO H3PHBA nPHMBIX CTEP1KHEHPaóora ocHOBana b 3HaHMTejibHoił CTeneHM na 12 Tpy,ąax aBTopa, ne- peuMCJieHHBK b npejjncjiOBmr.B nepBoił TJiaBe npMBe^eHa .ąe^MHMpMH npoąojiBHoro nsrnóa c Tex- HMHeCKOM TOHKM 3pCHMH, KaK HBJI6HMH, COCTOHm;erO B TOM, HTO npHMOił CTepjKeHB, cjKHMaeMBiit ocesbiMu cnjiaMM, ocTaercH npHMBiM po M3BecT- łioro (t3k Ha3biBaeMoro KpirmnecKOro) 3HaueHMH irpopojibHoił cmjibi; npe- BbmieHMe 3Toro SHaneHJiH Bbi3biBaeT npornó, npuHCM noHHTMH «npHMoił» n «oceBoił» cjiepyeT noHMMaib apecb, kbk onpepejieHHbie TOHHOCTbto M3Me- pe<HHH. JJajibme ^OKasaHO, hto 3Ta pec^MHHiiMH oxBaTbiBaeT Bce bosmojk- Hbie cxeMbi npo^ojibHOTO M3rn6a, t. e., c opHoił ctopohm, m3tm6 b mbt6mb- TUHecKOM m 4>M3MHecKOM CMbicjie, a c ppyroii — npopojibHbiii m3cm5, b npe- pejiax m BHe npeąejiOB ynpyroc™. 3tm cxeMbi paccMOTpeHbi Ha ocHOBe pesyjibTaroB McnbiTaHHń, npoM3BeąeHHbix b pa3Hoe BpeMH, w Ha ochobc pacnera Ae4>opMaiiMM npHMbix cTepjKHeii, noą,BepraeMbix opHOBpcMeHHO H3rn6y m CH<aTOio. BBeąeHO noHaroe KBasn-HeycTOMHMBoro paBHOBecMH, Kax poąa paBHOBecMH, cooTBercTByiomero, c KMHeMaTMHecKoii tohkm 3pe- 
hmh, HeycTOMHMBOMy paBHOBecMK), a c 3HepreTHHecKoii — ycToiłuMBOMy. npM3HaK0M TaKoro po^a paBHOBecMH HBJiaercH cJiynan 6ojibmnx w He^o- nycKaeMbix hstmóob npaMoro cTep>KHH, Bbi3BaHHbix ą;eHCTBweM npogojib- HbIX CMJI.64



Bropan rjiaBa ooflepjKMT anajina Mo^ejieił npo^ojibHoro M3rw6a n KBa- 3M-HeycToifHHBoro paBHOBecmi. O^na M3 3tmx MOflejieił — sto pMjnmflpii- necKaH Mo^ejit, Ca y cb e ji ji a, a ocrajiŁHbie inecib — opjtrMHajibHbie Mo^ejm aBTopa.B TperBCM rjiaBe paccMOTpeHO OTHomeHne npoAOJibHoro M3rn6a k bhc- iieHTpeHHOMy oKaTMio. 3tot Bonpoc MMeeT ocoóeHHo BajKHoe 3HaneHMe 
b cjiynae cocTaBHi>ix cTepjKHeii, KoropbiM nocBHm,eH otacjisheim pa3Aeji. B Tperbeił rjiase npnBC^CH TaKJKe anajms (JjopMyjmi <S>. Schhckoto oflHOBpeMeHHoro M3rn6a w cjKaTUH.Ha ocHOBaHMM paccyjKAemiił, npMBe^eHHBix b I, II n III rjiasax, npe.n,- jiojKeno b IV rjiase oBmyio Ae^MHnpMio npoAOJibHoro M3rn6a, corjiacHO KOTopoił npoAOJiBHBiił m3fm6 npHMoro crepsniH HBjiHeTCH cjiyuaeM Hey- CTOMHMBOrO MJIM KBaSM-yCTOiłHWBOrO paBHOBeCHH.

S u m m a r y

THE ORIGIN OF BUCKLING OF STRAIGHT BARSThis work is based to a large extent on twelve papers by the same author, which are listed in the introduction.In the first section a definition of buckling in the technical sens is given as the phenomenon of deflection of a straight bar submitted to axial compression when the longitudinal force exceeds a certain value, called «critical». The terms «straight» and «axial» are to be understood as defined by the accuracy of measurements. The author shows that the above men- tioned definition includes all kinds of buckling, in the mathematical as well as in the physical sense, of elastic and non-elastic bodies. All these cases are discussed on the basis of>experiments madę at various times, and taking into consideration the calculations of the deformation of a straight bar subjected to simultaneous bending and compression. The notion of quasi-unstable eąuilibrium is. introduced for the state resembling, from the point of view of kinematics, the unstable eąuilibrium and from the energetic point of view, the stable eąuilibrium. An example of the above defined state of eąuilibrium is the case of unpermissibly large deflections of a straight bar caused by the action of longitudinal forces (the pheno- mena of ąuasi-buckling).Section II contains an analysis of certain models of buckling and ąuasi-buckling. One of them is Sou t h we ll’s cylindrical model, while the other six are the author’s own models. 65



In section III the relation between buckling and eccentrical com- pression is discussed. This problem is of special importance in the case of lattice bars, and is discussed in a separate paragraph. An analysis is given of the formula derived by F. Jasiński for simultaneous bending and compression.In section IV, after taking into consideration the sections reviewed, the author proposes a generał definition of buckling as being a case of unstable or quasi-unstable eąuilibrium.
Praca została złożona w Redakcji dnia 21 października 1953 r.
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