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Lo JGTTR,

Klagycsny rachunck praudopodobiefstwa bada roslhindy na
prosted 3 w preestrzenioch skotosenie wymiarowychs Iatur-lnym
uogdinienion Jest przojicie do nioskotesonie wymicrorych
przestrzoni liniowyehe DI1a ofrodlkowych przestrzeni 11ilberin,
a navot dla Ofrodkovych praectrseni Banacha, pagndnicnmy troen
toorii prawdopodobiehotva Joot Ju2 sbudownny. Bzorcsdlnis
-~ dugg role w teJ toorii groJjg rozklady ghwaoowskios Froen

niniejsza Jost prébg vogdlnionia niekidrych wastnyceh wlar o 04
rosl2addw gaussowskich na proypadek miersalnych proootreooni
1liniowyche 8talo eig Vo moZliwoe dsigkl @lgebrajcsnod derin’-jgl
hiary govssowpkied podone) praos Xe Ferniqua’a [10].

Preca sktada sig 8 dwloh emgfed. W piorwenoj, rouvs’ 2in
koncentrujq oilg wokéz dwich wiosnofod miap gauscomstiche ooy
poro=Jodynkovyeh /poxvosraf 2/ 4 calkownlnoficd funhojonalis
subaddytywnych wzgleden minr gnussowshich /parasral 2/e
Vyniki te mie wycmorpulg bogeotwa gogadnien dotyczaoyeh nisw
gausgowskich, lecs dojg nowe spojraenie na toorig tyoh miony
& pozwalajg na rezygnocje @ aparatu dunlnefed, powrrochnla
wykorsystywanego w dotychozasowod teoriie Dlatego pic tion
wyniki nie sg eformulowone w najogdlniejozed woredi, ok
noZnaly ocsokiwnd.

W czefiod drugioj, Joko przykled gastonowania wyniltiw
engbod pierwesed, dowodsi pig sosadg niegmienniorofcd w proos
strzeniach lokalnie pseudovypukdych, mie posiadejnoyeh na o062
niezorowyoh oiggtych funkeJonaddw liniowyche Vogdlnia to
wosetniojesy resultat J. Kuolbsa [22] dla prmestrzeni Ponocha,
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deRefividoa roat notionnge

Teoria prewdopodobichntva w preestrzenicoh Ainiopon

e d

 rozwingla eig gidéwnio dla klagy prsestrazoni Innonha, 1%

' “aparat snnlityecsny Jeot dostnbocznie bogatye 0 Eilm 105 poda.

wity eig Jednak préby roswasenia ogbdlniejecyoh proostns i,
Okanao gig, fe wiocle walnyeh twierdson Jeot prowdsivyen
w gnneznie esorszod klopie prsostrseni nis przectyoonie
Ponacha /npe (3] [4] ¢ [8] ¢ [10] [11] o [16] ¢ [23] o[ 28] o [25] /0 ¢
cggficie] prébuje sig romvated i wyodrgbnind te wlornood ving
probabilietycesnych, kibro majg eharektor alpobralerno.’
a nie topologioznye W enczozéinoficiy, wdarneiol ninv g
‘ekich nie B8g na ogOx swinzone 8 wiasnobeicond, goonatryess 3
przestrzeni unormovwenyche Do bodoania tolieh wioono’ed v 0w
nie Jost uiywad poJecia mioranlned preestrooni liniowai /(7]
[10]4 [11]/s Opiorajqs sig na tym poJeciu sdofinivjony riova
gauspowslkg & pokalery kilka JoJ wdnonofiods

W ocalym obecnym rozdsinle E bgdsie ooncosnd pocoo 0.
etq przestrzed liniowg, a £ 6 =cinko JoJ podabicnin,

JoAli dodawenie Jjool nicrzalng /3nko odugoxermin Nx D
w E, gizde w ExI blorzony Geciato predulktore f xE [/ oz
mnofenie przes ekalar Jost miorzalns /Jnke edwsorovsnin I x N
w B, gdsie na prosto] bisrsony 6wcinlo sbiondw minysl-ioh
w consie Iobeogue’e/, to para (B,&€) masywun eig micranlng
preestrzeniq liniowg /iVS/ /R.i.Dudley, NeKanter (7]/e
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tatwo mauwatyé, fo motryczne olrodkowe praestrazenie
linjowe Bsg MV8, Jesli za £ weimie sig 6 =cialo sbiordw bore-
lowskichs Dokladnie] méwins, wystarcsy, aby E byla praostrsce
nig l.inimo-topologiéth i minla wlasnoss ‘Idndalﬂfa. prsy tya
sanym € o

Inny, wainy przyklad stanowl przestrzed D[0,1 funkeji
rzeczywistych na odeinku [0,1 prawostronnie eigzlych i bez
niecigzlofcd drugiego rodzaju. Przestrzed ta s topologia Jq
Gkorochoda jest przestrzenig polsks, ale nie Jest linicwow
topologiczng / P.Billingsley [2] str.423, problen 3 /. Jest ona
jednak VS se smbiorani borelowskimi Jake € , Wynika to & nastipe
pujgcych faktéw / ich dowody i daleme szczegdldy dotyczace
przestrzeni D[0,1 sg zawarte np. w ksiagZce [2]/. Rzuty
Jednowymiarowe, to snaczy oduzorowania Ts D[0,1—> R takie,
ta Ty (x) =x (t) 53 funkojani borelowakimi, chod na ogbl
niecigstymi. Ponadto rodzina {"t}te[o.ﬂ‘ genaruje b6 «gialXo
gbicréw borelowskich w D[041 /pore[2] The18.5/. Mierzalnosé
dodavania wynika 8 pouyZozych fektéw oras s przemiennosci,
dla kazdego %€[0,1 o nastgpuigcego diagramus

Nietrudno sauwasyé, 2o mnoZenio przei skalar Jest ciazle,

a wigo mierzalne, Podobnie moZnn pokazat, 2e przestrzefn D[0,0)
s odpowiednio rozszerzong topologia J, /np. T.Lindvall [24] /
Jest tes MVS. Prayk2ady pouyisze sg waZne dlatego, 26 praow
ctrzenie te sg naturalnymi przestrzeniami realizacji duze]
klasy proceséw stochastycznyche
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¥ nastepujacych ponize] definicjach sa element losowy
usita sig mierzalne oduzorcwenie s pewned prazestrzeni prolse
vilictyczned (Q.6,P) w miopzalng pesestrsed liniowg (E,6).

(1) Petinicda /Xrernique [10) /e

Elemont losowy X na (E,€) nazywa sl symetrycuuyi
glencuton gaussowskim, JeSli dla dowolnego "obrotu®
0§ BxE — BxEy T(X,y) ® (8xety gtussy) o gdsde aaw_aa'*l. oras dla
dowoluych x.,.xé, niczaleinych elenentdw losowych o tym SR
rozkiadzie co X, JoSli (Y,,¥.) = T(XqX5)e to Y4 1Y, 64
niczaletns i majq ten sam roslklad co X. Inacze) mbuine, dla
kazdego "ebrotu™ T rosklad u elementu losowego X speluia

rdunodd
(o x f) T Yo g s

gdsie uxu ozmnacga produkt miary 4 przes siebie,

Magtepna definicja ma sons takfe w praypadku, gdy ¥
Jest grupae s

(1,2)Datiniodn /L.Corvin [5]/e

Ilewcnt Yosowy X na (E,€) nazxywa sie symatrycznym
elengnten gaucsowskim, Jesli dln dowolnych XqeXpe nigzalete
nych elesuentéw losowych o tym samym rozkladzie co X, elcueuty
losous YeeX X, i YouXeX, 83 niezalezne i wajq ten som
roskade

(143) Dofiniadn /R.M.Dudley, M.Eenter [7]/a

Elenent losomy X na (U,€) nazyua sle symetrycznym
elensnten goussowskim, Jasli ma rozklad éocisdle stabilny
8 wykladnikiem 2, to znuczy dla dowolnych A>0 i B> 0 coras
Xqe¥oy niczaleZnych elesentén losowych o tym samgm rozkladzie
¢o X, elensnt losowy



ARqetEa
A 013‘2%
ua ten sam rozklad co Xa

Hiisch P b@daae peung rodzing funkojonaldw ).i.niowuh
na B i nigsch 6(F) oznacza 6mcialo podzblordw B gonoroucii
przas rodzing P, to Jest najmni.a:jezo fmecialo, prey ktoeya
woryotlide funkejonaly 8 ¥ sgq niorzalne, W [‘7] BOSLALO POl
zong, 40 kasda pava (B, 6(1) Jost MVS,

[1:8) Dotinioda,

fligch P bgdzie peuwng prrostrzenig wektorowg Lunko o
téw lindcuych na przestrzeni linicwel B. Element losowy X
na (B,6(¥) nazyua sie synstrycsnym elementem gaussowslim,

Jeéld dla ka2degoe f£e P, £(X) . Jeat znienng losowq gousuouisky
o frodnied zoro.

Latuo zauwatyé, to dofinicja (1.1) Jest moeniejsza
gardizno od definicli (1.2) Jak ted (1.3) o Ponissze Twicrdzonis
jogh znone, Jednakse ypodajeny Jozo dowsd, gdyd Jest nicolouplie
Lowiny, & autor nie sna opubliltowane) pracy sawierajqceld go.

(1,5 Tgierarenia, |

Jusli (By€) Jont MVUS takn, 80 Cmb(P) , gdzle P Jest
peung praestrseniq wektorows funkejonaléw J.iniovach na l». to
definicie (1.1 =~(1.4) 83 réunounino.

Doybde

R&movasnobs (1.3) i (1.4) mostala pokaam prges Dudlaya
i Xautora w [7] « Pozostala wige do udowodnienia dwa faktys
(1) Jesli X Jost elementenm gaussowskim w sensie definicji (1.2)
40 Joob takie w sensie dofinicii (1.4),

(i1) Jesli X Jost elemonten gaussowskim w eensie der:\nin
i (1.4), to Jost takle w sensie definiodi (1.1) e
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ed (i) o Niech ¥,,X, beda niesaleinymi elementaui losow-
wynl eajgeynl ten sem rosklad co X. Wouczas, & sadolcnia,
Xq¢dy oras X=X, Bg niszaleinymi elementani losowyul o tyu
perya rozkladzie. Wobse tegzo, dla dowolnego f£EPR, t(x,,)i £(X,)
sa nigsaletnynl suiennyni losowymi o tym samym rozkiuduis co
£(x) oras snienne loscua £ (X, 4X,)=P(X,) e£(X,) 1 £(XX,)=
5 4 (3{') -f(x2) 8g nicualefas, Stad i ze snana) charakteryzisji
Cpeoklodédu goussowsltich na prosted MlFeller [9] stra/Y,unicucl/
vyuilka, 20 £(X) i £(X,) eq gaussowskini zuiennyni losoiyii.
Maja one éreduig sero, bo ich suma i réznica majq ton vaw
rockiade '

ed (ii) « Niech dla kasdego f£e P, £(X) ma rozklad
gaussowski symetyryeceny, niech Xq0%5 bedg niezalezuyul elawcie
tani losocuyni o tym sanym yozkladzie co X 4 Y meX =tk
Yautx,lmxz o Edzie aamaza‘l, B,t ustalone, Wluezas dla douole-
noza £€F, zuienne loscua £(Y,) i !(!2) majg ten ean '
rozitad co £(X) /na podstawie charakterysacyi rozkladiu
gaussouskich na prostej [9] 4 faktu, 2e £(X;) i £(X,) g
niczaledns i o tym sanym romkladzie/. Stad 1 s wlasuoicd
viclowyniarowych funkeji charaktovystycznych wynika jus
rAunosé roskladéw weltoréw losowych (11 (11).12(11).,...1"‘(1’1))
i (£4(Y2)efa(Yo) eensfy(Y,) dla dowolnych n>1 & £440es 2 0.
2 dofinicii 6(1) aaje to rbunohé rozkieddw Y, iY..

Pozostaje do wylozania niezaleZnods Y, 1Y W tym colu
wystarcay pokagad, fe waklovry (:t.‘ (Y.‘)u--.fn(f“))
i (31 (¥olyonestty( Ya)) pq niozaleine dla dowolnych n>1 oras
Equeaosf slqennnsl €Yo Poniowak XqeXo £ niezaleZna, to
e dsene s b aenstfid BN enost fhE M N nest )

6g niesalefnyul woktorend goussouskinie. Gaussowski Jest satcn
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wokbop

( f’* )u-nf ‘u{S ’{a«)nﬂn& 331@( \0¢031H051(Xg)oﬂoochu )o
Hicch Qs i — p®® yeazie oduzorowaniem okredlonya
nagborujqoos

Q ("“I""'xn“‘m“l"‘" e it % LALLLL P LCF R TR LL RS »m)‘“

%(i i34 ‘wt“r, 10‘"'.."6‘“‘“ wligr rn.%’ai"ﬂx§n*1....'tx e e L “)

Vitody
(k’ (£ 1(?\’-1;\0 vae .auéf.,\sfﬁ@fg\. “ne u@n@(g))'

= (fqm;\u von lfn(yq\»81(y;§n“ OGX(’Q) .

Poendcuns Q  Jest oduzorowaniem liniowyn, to obraz wektora
cavsoouskicgo Jost tollo wolktorem gaussowskime Wystarcuy
Ratcn eprandzis, 2o £ (¥ 1 &y (Ya) og nieckoraleuang dla -
voryoildeh §,391.20wee e T0 nationiast wynika & nastopuigse]

wlunotcis
B 2y (Yy) 6y (¥p) = (525 (1) ~te ft,)(ts, (x, o0s; (x,) =
wol (u._- (xq) ey (Xq) = £ (Xs) gy (xa))
0002y (X) g5 (Xp)= & %ze; (Xp) @y (Xq)m Os
B

(1.6)0uara,

Cuiordzenia (145)nio obejnuje wezystiich praypadkbu,
w Lktdoeyoh modna wykezod pbuncwainodd dsfinicii (141) i (*3.;3).*
9o Dycehouski /[3] 4 [4]/ pokezal, 2e poulgdsy eleucnioni
locouyel w Lp(',b.ﬁ,m). 0<p<1, gdsie (T.i,m) Jest praoctyccs

uig wiavoug ® miarg bosatonowg taka, 86 Lp('l‘.i'.m) Jeut

obrudkowa, i procesani piorvealnymi na T istniedo cdpowiew
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dniosé weajemnie Jednoznacznn taka, 2e elementowl gaussou-
glionu w sensie definicii (1.1) lud (1.2) odpowieda proces
gaussowskl o realizasiach w I.p(!l‘) orez prosesowl gausucuulic iy
clpcviada elemsnt gaussowski w consie definicdi (1e41).
o daje Jus réuncwalnotd dofinicdi (141 1 (1.2).

v przypamm lindouyeh przostrzeni metrycunych mole byd
uiyta joszcze inna definicla elomentu gaussouskiezo.

{12 potintcla, :

lisch B bedzle obrodlowsg mebryczng praestrzeniq linig
wg, & € bGegialem gblordw Lorelowskich, Element losouy X
na (B, €) nazywa sig eynetrycznym elementen gaussowskim, Jjoili

na noautppujaca reprazentocioes

X(w) = n:% ﬂngn(w) .

gdzie A € R dla ns1,24eee o & {E n(w)} ::1 Jest ocigzicnm
nicsoletnych zaiennyeh losowych o rozkladzie N (0,1), pray
cuyn szsrog Jest zdbielny m prawmdopodobievstwem 4 1 w waliyce
przestezenl E.

Zuany Jest fakt, 2o dla ofrodkouych przestrzeni Dauccha
Lkazdy symetryozny elemsnt pavesowski ma powy2szq reprezcuntosis
pzerogowqe Interesujqce zaten byzoby sbadanie sulquku powigd:y
tq definicja, & pozostalymi dla eserszed klasy przestrzcud,

Dotycheuasows dofinicle dotyczyly symotryoznych eleusitiu
gaussouskiche. Mofna rozualat niesymotryczne eleusnty gAuiSUwe
sliie jako przesunigeia o wolitor shaly elementidw eymatrycznych.
Bardzied naturaloa Ject Jednak definieja naatepujqnm

(1,8) Dafinicia,

Lloment losowy X na (B,£) nazywa sie elementen gausscu-
skim, Jesli dla niezalefnych elementéw losowych X,4X, 0 tyn
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panyn rozktadsie co X, Xg = Xo Jost symetryoenym aleumonbon
gaussouckin, ‘

~ Jesri Ca 6(D), gazie P Jest przestrzmeniy wolluriug
funkcjonatéuw liniowych na ¥, to kasdy element e;auaﬁamki oot
przosuniecicn o wektor staly synotrycznego elementu gausnci. s
plidczos Podobuie Jost w proypodku perssstrzeni LD('I‘.)(,m).

0SS D<) fUuaga (146) /e .

W dalszyeh wozdziolach rozwaiane bedg Gylkoe syucbiycuns
eluiunty folaxy/ gaumm’wl:ie; przy cwyn slowo symebrycuno
bidaie czento opuozczonge Jeoyk elementéw loecuych & wiae
bgdaie ulyunny ganiennio zo u2zledun na Jamoéé efornulousd
1uh wiode w sapisia,

-

Se Pinva 0= a¥a nmiap pannoomaleioh,

Migch w bgdszie ‘miam probabilistyosng na mvs (1, £)
1adny, ¢e dla niary 4 zachodsi prawo O=1, doéli dla Lazda]
pedosupy GC B wmiorzalned w u.supe&nwniu € wzglqdm Ue Jest
w(G) =0 Lub u(G)=m1,

Bulanix R&J’(};ﬁa}um w dwdch kierunkachs twierdsenia dla
plar gaussovakich i otabilnyeh w rbiuych klasach praaotracnd
Jovsestrzonio Banasha, lokalnie wypukie przestizenie
vrachata®a [1]4 (] [19] o [21] 4 [25] o [27] oras mioraalne
preostrzenie linicve [7], [11]/ oras twierdzenia dla niss
niegaucccsakich [20] o [35] & Wdruziejd grupie twierdzehs iototns
dla otyaymania prava 0«49 Jost ekopgystanie s prawa 0«9 Koooe
goroua, €0 naklada ogranicgonia saréuwno na praestrzed Jak
i na wlary /ope w proostrzeni R™ miary produktowe/. Natoudost
w praypadiu mior gaussouckich czy stabilnych wlaenofé tg
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otrzymuje sig niezaleinio od prawa O0eq Folmogoroun, Fooin
tyn twiordsenia O=1 dla miny gauscowskich rozeooranin olg
natychmiast na kasdg miorg probabilistyeszng eboolutnis alnsiag
wrgleden pewneJ minry goucoowekiole Pomimo beogated Litoralie
ry wydaje sig, £0 sagadnicnie praw O=-17 nie gostolo w polni
rozwigzano. Ponifed podajeny twiordszenia O=1 dla niow
grussowskich na MVS, Matieda dowodu twierdzenia (2.2) ook
podobna do wotody uiyte) prees XJlerniquoa’a w [11]e Toolnio)
sesczegbédlowa analina snonych praw O=1  Jost gowarvia w prooy
autora [17]e _

Twierdzenie poprzedziny prostym lomatom,

(2o D Ionate

Niech U bgdzie miarg gavnsouskg ma WVS (T,€)e Vo - nn
dla knddego Ac Bk i kazdego "obrotu™ ® Jest

(uxmd, (B) = (uxw),(78) ores (W) *(8) m (Lxp)* (TA) y 17030

Ve o v* oznaczajg odpowicdnio mierg wewngtrzng & wornot oo

o}

utworzong dla miexy v .

Doyéde
Dowéd dla miary wevugbrsasd wynika s nantopnis o

réwnobeis
(ux ) o (TA) = 11D {(ﬂxM)(D)t BcTA, BGEXE} -
= Gup ‘{(/U_K/LL)(TO) ¢ CCA, CEEXE} -
e Eup {(/u x/,u)(O) $ CCA, C 65"6'.} "’(U‘,,“)‘,l(’\) s

Analogiczno réwnobei mofna nepisad dla miary mewngtooond,
W

Niech u bgdzio miarg goussowskg na MVS (8,€) 3 nisoh
M bgdzie wymierng podprsosirzenig liniows /tzn. pad;ﬁr:wg
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zeaniaiogta na mnofionds pracs z.ioabj wymiorne/. Wlucsao
w¥()= 1 b u (M= 0, gasie u s M, osnaszaly
clpouiedulo soungtivzan i woungtrzng miarg utworzong dla u .
Devdile :

Uicch McR, M ¢ ¥, bedzie ustalong wynlerng podpiice
m:;;:;;nia linioune Bedsicny vozwaldasd sbiér MOx MCExB, pitu
“a B\M, & Jozo obrasy puzoa "obroty™ T m Tn 4 8,8 vynlops
1o 1 asdotnloes o

1% Ay » P(u® xu)c 1O x 18,

Totutaloy glyty (wy)e Ay 1 xell, to im;nmsw By € u°
i ByE€ M tek log Lo xupu “tZae 6lgd Be= -s- X e - g Ba €, Lo

B Jost wuiumq podoesoctvzeniq linlowg, a to auab nicHiow

21iuo. Podotbnie pokozulo ole, 20 yei®,
29, Praskeode plonous ablorw Ap 83 postacl

% afys(x,y)e AT}n Sxely, gy mcU® i AR e @, gy xem,

Josll  men® i 5’“.& to istniofy m,eu® ) aaeu takis
P4 xwa,'«twa i y“*wa“f';g‘ Eigh Y » § xe % aae R t.!,
eyl A,l,cﬁ X & Mo Na olduriby J0811 ym % X & 8y plsio
BEll, to By w -3 x e tzel®, B, m 03 €M 4 &(31.52):-:(};:&) .
czyd  (x,9)C Afl“

3% Josli TqeT, B9 ﬁwum ré2nyni "ebrotami®, to

A“‘}n Am o
i..,a“uwy sprawdzid, Lo Ax“nA s @ aa xeus, wayxaww,
¢o tok nie Jest. Wiedy dla pomnege = ei® istmiaaq ByuEN

takia, Lo

8 8
-{':1.'&05 ?ROueAgnAg
1 Yo 1 2
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8tsd

(:-3 - %)x o (- B)EU,

B 8 ! ; '
Ponlapal E-z- o acg s Ozuncea to, 20 XE M, wbrew maloloniu,
ga xmend,

49, niech {mfboduie clazien nieskofomanym yéiiyuh
Sobrobdu® ftaki cies intnisle, Yo Jest mieskofczeaia wiclo
tusitatée pitagoredekich plovwotnychy WeSierpiteki [51] /;
Viisias gbiony A’i‘ 6q persnd rozlqesne na podstuuic L
Lorryetajee 8 le mw (2.1) moina napicoé

i oo
> (uxd, )2 5= (uxu), (ay) =
> ( !rn o Yl .3

11.4.1

oo
w > (uxu), (WOxw),
Al |

Btad (/“"#), (1®x M) 0 4 w konseluwenedi /P.Malucs [15],
slre 150, (9) /7

0 m (uxpd, (:0x u)m g () 11, ()
-1 ,u’(u)),u,(n).

Teiordsenie Joat wica viouodnicne.

¥ douodszise ia'-'uzm&a wykorzystuje sie fakt, 2o U 'Jm;é.’
gartuieta na wnofonie przes wosystkis licsby wynicina.
Rozumowunie potyLeso nie dnjo sle wigo mastosowad dla
douoluyeh podgrupe ALy otivcynad pravio O=1 dla podsrup
polkatony Je nijpierw dla struktur bardsied specialuych
wsorujas cle na pouydlo Kallisnpura [21] .

lpduten ned podplerScienicm Qp / QDC_Q/ oiala lczb



b

wyuniernychy gdzie Q, ozncza zbidr licad wyalermnych o nice
neunikech weglednie plerwezych s Licsby plerusug p, neijuc.y
rodzrupy semimigty va miotenio przes licsty s Qp;

Jos11 € Jost douolng podgrupg przestrsend linicusd Ly

to 6, m\/ %Go gizio I Jest zbiorem licsd maturaluych
P pex P

«dnio ml""zmmaych o 1&0@)4 Piorwszg P, Jost wodulcm pad
Qﬂ. Yonadto G w Q Gp. cdzie pracked) Joot brany po wioyols
Vich liczbach plerizuyeh p> 2 /douody tyeh faktidw moina
gunleld w nracy Fallicapuea (2117,

Najplerw gaten wlowodniny prawo 0=1 dla moduléw usd
Q, dla deuolnego pe Tuierizcale popraedaimy kilkonma Yeuatoot,

(2.3) Lanak, _

lioch M bgdzie minrn gaussowskyg na MVS (E.E) s & K
uodulen nod Que K€ Fa Utody albo 4 % K= 1, albo u, (1<,

Deudde

nicch T oznncza “obrlt™ o paramstrach 8 = wpiw
tw i;»:ﬁ- o Pokneny, 20 va

2 (kx(2)%) < ((r)ex x°).

Yototnie, gdyly dla peuncgo  (6,7)€T (KX(3X)°) tyre xely,
to istnladyly B.€Kd “2¢ < takie, 2e

xa-f'»-n,‘ 11-1:

1901 p+1

Etgd :
: P n-f’ﬂ-a nzﬂh xedx
2 = s p=1 '« Moty

co jest niemo2liwe. Podolnis, glyby Y€ l!. to r(mnoﬂé .



davalaby

co réimied Jest nlencilivos 2 ulowodnloned inkluaji wynila
niordinoss

uy(®) 1309 <m0 pdo).

1 albo u‘(uc) 1, albo u (K) » u*(®)<1 4 to

koficzy Qawdda
2

(24)Lannta |

Iisch u bgdsie ninvs goussowskq na MVB (B,f) 4 a K
£ « piopzolnym nolulen nald Q Jesli /LL(K)> 0, to Jotule]
toka licsba naturelna n 4 Lo /u(-l- K)m 1a

Dowéd.

Ponloua2 dla ka2lezo m o zbidr -3- K Jest nodulon
' P
ned Qe wige na polstouie lematu ( 2.5) pray ustalosym B,

albo u(“';"n? k)= 1, alto p(mm) 3 o Jesd u(ﬂ-x)

dia sL,Jut,Linh n e o u(-'»’«»- K) 3 Qdla maym;kiuh e

% druzie] strony, Lb”f*w o Ii tuorsy olag wetigpujgey
i U= H -3« K Jost w.,z*uma podprzestrzeniq linicug.

Woboa togo ,,u(-m- K) — u(t)y gdy n—ow, Ale 8 zalotenia
: D
w(i) Z2 u(k)> 0, wicge na podstawie twierdsenia (2.2) Jeot

u(i)a 14 To daje emmmmo.ﬁé.
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a2 6)Yemate

Hiecch u bedzie miarg gaussowskg na MVS (BL) a8 I
€ » plopzalng vwyuierng podprzestrzeniq Yiniowy taks, 2o
L(We 1. Jesli 6€[0,1] nicwymiorne, a 8w \1 e e
wyalorne, to u(Mntil)s 1.

Dowbide

uﬁcscm Tulyepdzis 6 nimniom. as woisine
i niach 1. = T(MxM)a Postepulas tak samo Jak w dowodsie

praktu 22 twlerdzenia 2.2  otrzymujemy

‘l‘ w {yens (x,3)¢€ A'.l‘} c ...E’LJ

rouicwas U(M)= 1y to  (UXW(MxUAAQ)m 1 2 twierdzeaia

Fubiniego
1@ u{xens u(unafa 1)<
n 1
sufzems ung wa 1},

Sltgd ,u(un% H)w 1. Ponicwal 2 Jeat vniemo.'to
un% s ta(uf\% Me Mot M 1 to kolczy dowdd,

‘(g.‘,ﬁ)!!}ga‘?{ardmnﬁﬁ.

Niech M bgdzie miarg gavssowskq na MVS (B, £)a Jab1h
K Jost € nierzalnym modulem nad Q /Qp Jest gbiorcn
licsb wymieruych o micnownikach wzglednie pilerwszych & licuw
by pleruszg /e to U(K)= 0 lub 1, Jefdi uK)=s 1 i p>3,
to istnieje wynierna podprzestrzed liniowa M cK taka,
to Mu(M))e 1.
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orfde

Vybioranmy @la »>3 licaly naturalne a>b>0 takie,
2o eb = pe Miecoh T UVedsie "obroten®™ o paraunstrach
anfm;,b f«-p-}l dla p>3 .’Ln-a ﬁnE dla pady

Pu,;a wdjey cznoczonia: v e tp, He KNnwkK Ka" i

H & ”' It ’ M u
l
ZurA2Y . .tu u(K)> 0« Ponlewaz M Jost wynlerug

podprzostesenia Mnicug, to na podstawle twlerdzenia (2.2)
Jost u(De 1. 66gd 1 o lenatu (2e5) p(@AtWa u(Movil)ed,
A g £

Zbide 11 Joot modulen nad ores

U
(o8} o0

nwta U dymavt)e 8, o
n=l p n=1

% looata (2.4) istnieje wlgs takie n naturalne, 26

/U'(Hﬂ)“ 1. .
Polatomye 20 8tgd Jud wynika u(M, )= 1, Niech
Bys T(H xH)e Dla x€H

3 = foe (x.wwg}-%uaa..--gmw

Istotnle, JeAld 3'6 s o intnlels Bae nzeﬂ takie, 2o

%6 Enett, L Yy *a,.«:—ma. Stpd y = 33 e L aaeﬁ x + 3 e
Ha odupdty JesSd) y = % X z g, gdaio REH, o to

: 4
I'QL‘xajjmujfil} 51 L "?’j X 'ﬁ L™ wa L2 - JOB(F ‘1. '26 "11

I 2(0qe8)m(xe))e

Ozuscury preez  {%,Jeex  wbide repmezentantidy warstu
n, wagleden Hn-‘l" Wiedy nn - U(zd + “n.-‘l)‘ nietrulno
gaunatyl, se Ala xex, o B, "om; Bimgx o8 ,cH,



Yokt ten molna sapisaé nostepejeco
Bp N (M, % H )= OCLE/A (x,.¢ W, q)x (% X, M _a)e

Ponicuas  (uxp) (Bpn (M x 1)) @ 4 o to 5 twierdzenia
Fubiniego wynika iotnlenie o ed takiego, Ze ,u(x u’ i 1)
o 1 i x%oun_.,uu:sr. “””&»-1"

Dalesa csgsd Qowoln pracblega nieco inacuzed dla p2 3
i p= 2,

Pezypadek p2 3. 2 gymobrll miary U wynika, 2o
u (w2 y * H _q)® 1o Clyty x o(°¢ M, .qs tO warstuy (= x o "4
$ (= e + !Yn,_.,) bydyly »éino & o mierze 4, a to Joob
niouszlives Wige musi hyd x . E Y&l_,' o Czyli ,u(l&h,‘)u 1.
Fostgpudaoe daled indukoylunie ouwymujauw u(K)> M ()& 4
CIAn /U.(p Ha 1 dla n>1. m o f\ p 0B Jest wyulope
ng podprsestraenia Yindous i ,u(m )- lim ,u(p Hw 1, Youcdto
,C HC Ko To kofoxy dow 4a dla p>3~

Proypodek p e 24 Pezypobluy, fe x q! Bn-'l’ Yonicuad
x“oe H c!{ o G0 mofliwo og dwa pmypadku u. € Kn_1 lub

¢ K. 1° Glylty x ¢ Kn-ﬂ » B0 warstwa X ¢ ’31»1 upuu

rd uxud omma.m’lei x + dx, #I
Lykoly U ::; 1+ Kn«‘l)" 1 o Cco Jost gi.em?ﬁ‘:;we aosumlxz::in
W(K)> 04 A wg@a X, €1, _ae Woboo tego o definicji H_ el
xdbf}‘ V3 Kpuq » 2 dwgﬁ,m strony \/?xd -x e HoaCKiq 0

Lo varstip wymnagzono przes x 1 V3x sq Jednakous,
o “o

Sted \/3 xdoé t%,.ﬂ s U0 zuacry xO(G {?%-1 s CO déja tiipl.“i‘iat.,i;.:;;w
0

notde A wigs x "G Mg & pl,_p= 1 4 Postepuiqe dalo]

indukcydnie otroymujeny (%) = u(M)e 1e Twierdzenie Jeot

wige douiecdsiono.



iden o

Lg;?)ﬁ‘mmwn* Ae :
Nigch p bglaio wlarg gavssowskq na MVS (Byb)e Juilh

G Jost €= miersalng podzrupg B 4 to u(G)e 0 Lud
w(G)a 4a

Doifde

Oplerajns ele na konstruteJi Xallianpura [21], wepoie
niansd wiel, G molna przedstewdd w postecl G w Qr GD *
glsias T Joct zblorzm liczb plerwszych, a Gp 89
€ » plorzaloymi modutani ned Qp. Teza wynika wige Loupas
srednio 8 tulerdzenia (2.6)s

Podpsrorury prooteld rocezywistol moga mied miang
goussouckag dodatnin »dlng ol 1 « Na og6) wige Ala miaw
goussowskich prawo QO«1 dla podpbédgrup nie zachodsi.
Jodnokze podpddzrupy nie roza nicd dowolnod miary. J. Zinn
(25] pokagak, fe miava podpdlzrupy nie mo2e proybierad warto-
Aol & pezedziatu ( %,1) e 0 ile dla podgrup sachodsi prowo
zarowJedynkowoe

(2,0 ievdnenia /T.2inn [35]4

Hissh U belzie borelouwskg miarg prodadilistyczig na
gruplo topologiczne) ¥, spolniajqeq warunkd / B(X) cinaczy
b «cialo sbiordw dorolowskich /s
1) u Jost symotrycuzna, bzne ¥ A e B(x) M(A)w U (A“‘")g
(2) Josli G Jest podorupg wierzalng w uzupelnieniu 3(X)
vigledon U e to U(G)m O b u(G)w 1] .

Wtody dla downlned pedpdlieruny BCX 4 miorsalned w uzupoke
iicniu B(X) weglelen 4, Jost u(8)m 1 dub u(B) < % .
Dla peunod Xlasy podpdizeup $6z¢ molna uzmocnié.;




i

Podpdlerupa 8 grury /algebraicznel/ G  Jest maliiye
ralua, Jesli Jost wiafciwa i kasda podpblgrupa istotnie zuilcw
rejoca 8 Joot cadn prupg Gy tJe dla dowolnego x€S
SGlovupa gooerowana preos x i 8 Joot calg grupg G .

. ” ;. e 2
‘('?p(a){!mi'w" ‘;'-,*n'?t"v‘.-’\x., ' o

Pt

liceh W bplzic borelowskag miarg probabilistycung na
gruple topolozicimed ¥ spolniejscg warunki (1) 4 (2)
g tulordzenia (28) « Wiody dla dowolnod podpblzrupy noioalu.)
5 ¢ Lolgyoalnod w pouned podgrupie GCX o mierzalns)
w uzupolnieniu B(X) wrzleden Moe Jest /u(B)a 0, u®s 5
b Ul e 1
Dozde

6511 8 Jost grupn, Yo toza oszywista 8 saloliaia (2).

/

Nicch wige 8 o 5™, Uyetorery pokazas, 20 G = BV g1,

ttady towion /u(G) < #(3‘1)4 WU(S) = 2#(5) s 8kad U®)> :}u(z,:) .

okt ten lgcznie 8 twicrdzeniem (2.8) daje Jud toige
Poniewas 6™ 'up zovicra S istotnie 4 B wub -

palua, to wystarczy polkazas, 20 slus Jest pélgrupae

Vicch wige x,y¢€ s~ 5, Josli Xy ES Jub Xx,y€ 3"1. to

ocayuifcie Xye€ s‘% S « Nicch xe8,a ye g1\ s, Proypulile

wyy 28 3y ¢E~1US. Z Jolned strony zy ¢SV cayld

(xy) V¢ 8, wige » lematu (2.4) s pracy [12] istnieje n,>1

takie, 2e (:q)n"e Se 2 Avuzisd strony =x=yd 8, wige

G u{(:@)"‘m n2 0, o€ 8} o Zaten ictniejg n>1 & €8

takie, o ()P ey « S8 (2= yeles\s,

Ostatocenie

(w) n (no""l.) € 5.1
oras

-l n
() “egt,
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Pomnolenie tyech elementidéw daje (xa)"“e g~ s CO Jout
gnvzoczne 8 foktom, 2o (xy) PN\ B o Proypodek xes™\g

i1 yes dowodzi sig talk camo.

2e10) e, 1 §
W tuicrdzenioch (2.8) 1 (249) nie korzysta sig & cige
ofei dzinded grupowych, lccs & ich miorzalnoficis Lisina
wizs conminst grupy topolozicansi rozwalad grope micruulug

-
¥ ke
-

(2,F) ¢ to znoeny tolkg, 20 dzialania grupowe sq misrzalus
vorlodem begin2a F o

_({’.1‘1)" ninerisy

Jes1i u  Jest miarg goussowsky na MVS  (BeE) 1 s Jecs
(= piorzalng podpblsrupg I o maloymalng w pouncd podoresio
GCE 4 to /u(S)au Cs /U.(S)a?g Jud /u(B)u 1.

Daleze twiordzenia tego paregrafu nie dotyezg bLozpolrce
dnio praw Ow1s Korzycia oio w nich Jednak s praw 0O-1 onos

wodzd pie ich pololnic.

v oSrodkowe] przestrzeni Fanacha B kasde) miexzo
geuscowskied M edpouiadm, Jednoznacznie wyznaczona,
polprzestrzef B, C By najgca strukturg przestreseni Hilborta
tak, 20 norma hildboertowska Jest mocnicjoza niZ morna
przostrzeni B o Ponadto u Jest b BAYLyWOYD YOZLZALEDw
nica kanoniczned feylindryczned/ miary gaussowskied na H
pe LeCGross [13]e HeSalio [29]/e Przestrzest H, Jocb
uyzniczond przez operator kowariancii miary u  Jalo tzwe

ropredukujace Jodro hilbertowskie. Wiadomo réuniez, 20

n u{xem e * ~,u.} s GAzi0 5 Jeat miarg probabilige

4k

tyszng skupiong w punkeie x 4 “ " oznaoza réunouatnofs



niar /La Gross [14]e I.T.Sezal [30]/ ores, 28 u*(H,)= O,
JeSli B Jest niontofczenio wymiarowa /Re 1o Page [25]/.
Ostotnio Je 2inn [35] polnzal, 2e ﬁ,,tt Jest przekrojon
vozyetkich podgrup mierzalnych o uenierze dodatnied.

Hiektlre 3 wlacnmolcl przestrzeni H, przenoszg slg
takse na przypodek mior pavesouskich na LVS.

(2292) Tiomnta .

Jos1i v Jeot mizrg probabilistyczng na MVS (E,)
i O a{xchs yxf ~v} ot0 H,, =H xH,,

Dowdle

Inkluzja R, ., CH x H, Jest oczywlsta., Jesli bouica
(X €R,,, & A€l 4 %o |

0= V(A)=(vxv) (A xE) & (<)) (AxE o(x,3) =
= ))x)))» ((A * Xx)x E)n YA ¢ x)= 0 ,

a to oznacza, 20 x€I,, Pedobnie pokazuje eig, 2e yelii, .
Dla dowecdu inkluzii proeciwned niech Wel xE
i ( .yo) e H X H)} o ll-v s-y

(1) [0 #(ge7o)] ¢ = {72 (eI EW #(xy47,)) =
e

Z tulerdzenia Fudbiniego wynike, 2e

@) (v29) (U #(xge7) = 0 v{xs V([ (xy03,), ) O ©

oraz, 2e

(3) (x») (W= 0 4=> » {xs v(n,)> O}m

w?{(“'-x)i )’(W )>0}l0-



- 2 =

Eorzystajac 3 (1) .iv 2 Laktun, fe v(wa)- 0 &= v('x 030)- 0
dla kaZdogo xX€ E olrzymujery

(%) »{x ¢ V([U +(x,4T o)y > O}s V{xs V(U )> 0} »

Polgczenie wzonn (2)4(3),(4) wres s zalolenien x € H,
daje (xogyc)e H,.y 31 to koficzy dowdde
‘ 0
(D,13) Tord ondoening
Jos1i U Jest minrq gouncouskq na MVS (B,E) 4 to
gbibr H, = {erz M ‘x{(rv/u} Jeot podprzestrzeniag linicug B.
Pormfde

L o]

Uystarczy poldzad, 20 K, Jest saminigta na mnolenis

przes skalar, gdys dla dowolne] minxy v 4 H, Jest grupge
Niech xell, i UWefxE . Dla kasdego “obrotu* T

gachodzq zwiqaoki
T(T'1(ﬂ')+(x,0)) =We T(%0)m= W o(u.ﬁx) ..
% definicli miary goucsouskied 4 lematu (2412) wynika, 2e
0w (ux)(W # (oxytx) @ (uxu)(T™V(W)e(x,0) &
= (uxw) (1) = (e o .

Oznacua to, 26 Josli xzell,, s24t%el o 0 (BX4X)cM,,, =
s H x 0, oA wice, &0y er/u » to excH, dla kaddego
5 € [0,1]« To koficzy doudde '
i
(2.48)Dmiordzenio, ,
Nicch u bedzie miarg goussowske na MVS (E,€)
i niech zbiér I 2 bedzie zdefiniowany Jak w twierdzeniu
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(2.15) o JeSli M Joot vynicmg podprzam.aeniqlliniwq
i p (>0 /pu, miora woungtrana utworzona dla 1/ o
to UIDOH, 6 . |

Prezypusénmy, %e istniole x€N, takioy 20 x¢M ,
Ponicuasd T ((m * ;)% I.a) C T(m“x m). to dla réinych "oLrow
téuw® T sdiory T ((m ¢ x)x 1) og parani roalgczne floulld

o - % o Powny & A o o & . i i
Jok w punkeio 3° tulordsenia (242)/ o Blorge gz {71, 4
rilnyeh Yobrotbu™ talkich, 20 8,,6,>0 1 wymiorne,
olrzymajony

o0
1> (uxp), (% 2, (11 @ %) x u))z

> g& (>, (Tn ((M * x)x M))" ng'l Mo (M), (11) o

Penicwad ® gatoZenia 4, (M)>0 i xe H, oto u (1 + x)>0,

c¢o dajo pprzeoznoile

(2.15)tnionctk,

Jesli u oraz U, oq tokie Jak w tuwlerdzeniu (2.14%)
i £ Jost €= ﬁiem&mym noduleon nad Qp. y>5 o bakinm,
26 u(K)>0 , to KOI, |

Jost to natychminstowa konsekwencja twierdzenia (2.6)
i tulordzenia (2.1%)e



B, Ondkomainass funtntenadim enhaddytyemveh weelede

p-.) n“:‘!‘*w»r‘m"mnn'-’i ,“h.

Calkowalnoté funkeli exp ( a!!xlla) o 84zie |l oznacuza
norag mierzalna, weplodon miar gaussowskioh prey odpowicdnio
dobranym a>0 Jeot boavdso woalng i czgsto wykorzystywang
wiacnofsling tych minry /npe centralng twierdzenie granicune
[34], masada piezmicnnlczoesci [22], charakteryzecja miap
gousgowskich [23] 1 [34]/. Dowdd ted wlasnofei w praypadku
piar gaussouslkich na proostrzeniach Panacha zostal praoproe
wadzony niezalesnic przes trzoch autordw i to ré2nyni moboe
dani, XoTernigue [10], HeJeLonlav i L.Al.Shepp [23],
AJVeSkorohod [32]e Dould Forniqua’a Jest elementarny & lxlte
kle Ulywajae ted sennl tochnili uiowodniny pewne wzmocnicnie
tego twierdzonia, cbelmuicsoe chyba wezystkie gnane wynili
2 togo sakrosu.

Niech (E,£) bedzio 1VSe Prmez K oznacsad bedziewy
klage funkejonaéw nicujomyeh, miorzalnych na (B,¢)
egpeininjacych waruniie
) VYxyer eI < 2@ 2@)e
34) IFse<r Vzes z(é ) < ¢ 2(x)a

‘ 2,:!2 g!‘?ﬁf’afia

Jesli warunck (3i) Jost spelniony dla pewnego ¢ >0,
to 8 warunku (i) 2atwo wynike, e 6> \[%‘ o Ogreniczenie
2 géry do 6<1 nie Jest ictotne, gdy2, Jak sig okate
ponisol, mewsze mofna przyint € = 1 4 & 8 uwagi na twicre
dzenio (3<2) nalely uybloraé najrmniejsze molliwe wartofci o.



- (3.2)Mmiondzonia,
Jesli U Jest miarg gawnwmnalWB (3.8) 4 ek,

vto istnieje ¢= Eg>0 takio, 20
41

f exp ((e(=) 2 ) ulaw) <o

Dowfda
ygodnie] Jest pwmmavnms.c dowtd w Jeayku elemantiw

Yocouyche Niech B bpdzie gaussowskim elementem losowym
na (2,6, P) ousrtofciach w E 4 o rozkiadzie u « Jesld
2(§) Jest ograniczonn snicnng loaouq. to tepa Jest oczywinta.
2aré2uy wiee, £o dla kofdogo BER P{t(g)> a}> 0. Na
podstawie definici miciy gaussowskied Jesli §1. §2 6y
niezalelnyni elementoni losouyni o rozkledzie Moo tO

T

KL, o 53"5?,‘
V2 V2

8q niezaleinymi olementoni lozowymi o 'rogktmin Mo
:wkomyatujqb falkti, 2¢ dla smiemch losowych X, o tynm
sonyn rozkladzie

P (XWn @) a2 (a0 ) -

- P (!""(An B)) = P (i""‘(a) 2 r""(n)).
molna napivad

p{z(E)<e, .f.(-§ <s} p{eEp>tlm 2
p{t 2)<s, £ (§ E“) < 8y ,(.J..z)n}

r{r - 553 )<s, f(%)- t(%-%)s Be t(%)o :(%)w}s
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2)> %%} -
- (e ) -

Dalgoza ozghé dowodn Joobt w zacadzie powtérzeniem rosunoucnia

e s
"{f(‘é)”‘::f

!‘J {."J

X. Yorniquo’a s [10].

Niech s>0 ‘uﬂ*:‘u:k.zo takq liczbg, fo-
r{tE)<s , 2(=8)< a} > % o Proyjuijny oznaczenias & "5
R ...c%’:n dla n>0 , oras

n44
. {o(E) > t,} L
r{z8)<s o £(=B)<8}
2 udomodnione] wyZol nicriunoscli otrzymuje sig natychniast
*neqs ’ﬁ o olad

Poniewas v
= (20) 21
s

to oabatniq nierfumsfé moina proopised w poataoi
RS Ly |
P{f(§)> 3..“:‘(2“)....... ar<h exp -2"1!1 P‘{?!(‘g‘)?ﬁf »

gizie h w P{f@)ss s £(=E8)< a}'.’ Stad dla dowolnego wu>s
P{£(§)> u}< h Q:zp(-(sr&) E‘?:?E In g;-;'a}-).
Toza jost szation tspaxm.om dla ¢ epolniajgeych nierdumosd

e < (5™ T 1 TEE=T -
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2 twierdzenia ponysozeze Jako wnioski wynikaja woryotlio
znane twierdsenia. ' ' '
JLUniocat /XTeraique [0/ :
Joslk £ Jeet pooulonormg miersalng ma MVS (E,6) 4 M
Jost miarg gaunsowskg na € o to istnioje takie £>0 , 2o

{cn:p (e(x(x))‘e) Jhex) <o o

. QieTel0rioladzegh Joron [33]The2/s
Niech Es=s ) n,)° 0<p, <1 4la n3>1, i niech
bedsie niarg gaum._;ww na B o Wholy @la katdego N>0

minnate

fuxu“ u ()< .

tniosel pewylezy uwepélnia wczedniejsze rosultaty
N.¥,Vakhonii [24] ala przostezeni 8 wezystkich ciaséw
roecoywistyche
mianale M Inzlot,b.Yoron [18] /.
Josli £ Jeot Pepsoulonormy miorzalng ma MV3 (E,E) .
i 4 Jost miarg gavosonsia na € 4 o istnieje v%so <1

oragz £>0 takie, 4o

. i,
i[exp (e(z’.(x)) 10522 c)/u(dl::) <o

Dovtde

Varunek (1) Jost cpolniony w sposdd oozywisty. Gayby
£ nle spelniala warinku (1i) dla gadnego oE[ -1.‘)] s tO
niech £, bgdzio Tepseu rng sdefiniowang wzorcm
£,(x)= aup{f(nx)a la| £ 1} o Vitedy :(x)$t1(x) dla wozyete
kich x ¢ obie Pepsculonorsy sg rémmowaine /genorula tg
samg topologie w I / oraz £, spelnia worunek (ii) z c=1,
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edys
24 (-‘7% zz) = rsu_:g{: (~V_§:, x) ) lals‘!}-

o

= cooff (et lalkc=djn eupfe @)1 el

cy ﬁq(ﬂQ-
% tvierdzenia (3.2) tynike, 2o toza nassego wniosku smecholsd
dla £y przy c=1 e A wige tym bardzie] machodzi dla mnioje
gzoc0 funlicjonalin L oo ,
7]
(Ba6)Tndnnak,y
Jeflli £ Joot miorzalnys funkejonalem lﬁnionn na U3
(B,6) 3 u Jest miarg goussownkgna £ o to dstmiede ¢> 0
talio, 20
fcazp (s(f(x))a),u(dx) <o 4
by e

tniosek ton Joob occzyulsty. glys ,uf’" Jost miarg
geussowska na prostele Uynika on takle = twierdzenia (3e2) 9
ponicwad funkejonak [Ll€){ przyozym o= \/‘% P

) iind ot

Niech u bgdzie niarg gaussouskg na MVS (B,€)
Nioch £ bedule funkcjonalon eubaddytyenym, mierzelnyn nn
(E,E) i takim, 20 dla ueprawie wsozystkich x  f£(ex)
'am funkeja argunsntn roocoywisteogo @  Jest borelovalae
Utedy istnisje €>0 tokio, 20

Jem (E2) uex)<oo o
B _ i
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Dowbde .
Niech £4 bedzlio funkcjonalem okreslonym nastopulncos

Lq(x)=m mup{f(w): 0<a<1}.

2 zadolenia o £ 2atwo uynika, 2o Ly(x)<e ala Meprauie
uszyetkich X o Ponadto £,(x) > £(x) oraz £, peny

¢ = 1 /oprazdzenie togo Jest snalogiczne Jak w dowodzie
uniooku (345)/7. Vichee tego toza naszego wniosku sachedsi

dla 24, 8 wige tyn bardzie] dla £ .
[+
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JIX, ZASADA RIERZMITTHTCTZO0SCT W PRZTSTRZINIACH TORATNIR
TETUDOVYPUKEYCH o

Centrelne twiordzenie groniczne Lindeberga = Levy’ezo
gachodsi, Jak wiandono, dla klagy rozkladdédw o skoficzonym
drugin momencieoe W Srakeie badad nad twierdzeniami granicze
nyni swigzanyni & sumomi niozalelfnych sniennych losouych
o Jodnakouym rozklalzio ckazalo sig, 20 otrzymywane rozlloedy
greniczne sg Jednalowe dla klacy rozkladéw o skoficzonyn
druzim momencio. Vystarcsy wice obliczyé rozklad granicony
4ala najprostozego roziladu 2 te klasy /npe dla rozklada
duupunktouszo/e Motods obrzymywania tg drogg roskladda
i tulerdzof granicznych nozwano zasadsg niezmienniczofcl.
Zasadzsie te) molina nodod postadé tzwe. funkeyjnego centralneso
twiordzenia grenicznegold A.lT.Xolmogorow, J.'w;Prohorow/.
Daieki takiomu sformulomaniu vyjainia sie wespommiana staloséd
rozktedéw granicsnych przez bespofrednie swigzanie 3 tulore
dzenion Lindsbherga — Lovy ‘ezoe Przytocsyny to twierdsenie
v klagyczne] poataci /Cow6d i przyklady zastosowad moZna
snalesé w keigiee P.Pillinssley ‘s [2]/.

Niech {§ x&n:'! bedzio cigsion zmiennych losowych,

By m59 ¢S5 ¢ coe #8, s 0> 1, 520 , & niech {Xp} 4
bedsie cingien elemontéw losowych w przestrzeni 6[0,1]
okroélonym nastopujasos

(%) X, (540) & 2 (s[mm)o (nt=(nt]) S e “.‘f’) .
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gdzie 6> 0 . Realizacje tak okreslonych elementéw losowych

S 3 83w 4
ag tamanymi o wierzcholkach (n - ?TE) s 151250002 o

(8,1 Mwierdzenie /[2]«The10.1/.

Niech { gn}n =1 bedzie ciggiem niezaleznych zmiennych
losouych o jednakowym rozlkladzie takich, 2e EE, =0
i E§1 =62 <o . Weuczas cigz elementéw losowych { xn}n:ra‘l
danych wzorem (%) Jost zbieZny wediug rozkladu w C[0,1]

do elonentu losowcgo Wienera W  to znaczy takiego, Ze V(L)
wa rozklad N(0,VF) dla kazdego t € [0,1] oraz proces
atochastyczny W(t,Q) ma niezaleine przyrosty.

Poniewas realizecje X, 88 ramanymi., to funkejonaly
od X, 83 zmicnnymi losowymi zalelnymi tylko od sunm B,
Przez nakladanie funkejonaléw cigglych moiemy wiec otrzymad
%z twierdzenia (4.1) xréZne twierdzenia graniczne dotyczace
sun 8 o W ktérych rozkiad graniczny Jest staly dla klasy
rozkadéw o skohczone] wariancli.

Twierdzenie powyzsze bylo unogbdlniane w réinych kiehun-
kach, Jednjm z nich Jest rozwazanie ciggu elementéw losouwych
w metryczned przestrzeni liniowej E szamiast eiggu zmiennych
logsowyche J.Kuolbs [22] brat Jeko przestrzeh E oérodkowa
przestrzehr Banacha. Wowczas lamane X, bty elementami
losowymi w przestrzeni CE[O,{] tJe. przestrzeni funlcc;ji
cigglych na [041] o wartofciach w E = normg

lIxll=s sUp {llx(t)I!E g 0<% <1} « Odpowiednik tw:.erdzenia (4.1)
brzmi wtedy nastepujacos

Jehli { g n}x:'l jest cigziem niezaleinych elementiéw '
losowych o Jednakowym rozkladzie 1 Sredniej zZero w ofrodko-
we) przestrzeni Banacha E spolniajacym centralne twierdze-
nie graniczne /tzn. ciag (g.fo- see ¢§n)/~ri‘ Jest zbieiny

A
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wedlug rozkadu do powneso geussowskiego elementu losoueso
y /e tocies {X},°, dany wzorem

(% %) ln(%af) = Vé' S[w](w)«& ./% (n% =[nt]) § [nt) «1() o

tC[0,1] o we),y Jost zbielny wedlug roakladu w 0y [0,1]
do clementu loscwego Wicnora W, genorowancgo przes )
/tzne takiego, fe V(%) ©pa taki sam rozklad Jek (€'} /.

Pokaleny, 20 rozuliat Kuolboa moZna rozszorzyd na
poune przestrzenie nichonachowskie, dokiadnied na pruestcgoe
nie lokalnie peoudowypullo. Twiordzenie, ktére ponise]
wlowodniny, Joet wopllnym wynikiem autora § A, Wercna [18].
Vajpierw podamy niezbelns definicje i fakty dotyczace
 woponnianyeh praestrzonl.

Niech I Dbgdzle liniowg przestrseniq' metrycznn,.
Zbiér ACE Jest guicidzisty, JeSli ¢ACA  dla wezystkich
0<t<1 o Modulon uypukloSol sbioru gwiatdzistogo A nagye
wauy liczbg o©(A)= in£{n>0 3 A & AC @A}, Przestrzed E
razywa sig lokalnie poculomypukle, jeSliw E  istnioje
baza otoczef zora zlofcna zo zbloréw pseudomypuklych »
to znaczy majacych shoficzone moduly wypukloscl.

Frezostrzenio lokalnie psowdowypukle majg okreslons
strukturg geonatrycznn. Vary bowien nastepujace twierdzeonles

(4,2)Twierdrenio /(28] wTheIXlate3/e

Niech E Dbedzie przestrzenis lokalnie pseulowypukly.
wéuczas istnioje ciny { - lye k:'! p~Jednorodnych
P-pooudonorm, 0<py, <1 o/tzne |zl = ltFk Ixlly / generuje-
cych topologie B . o

Inacze) méwige, w przestrzeni lokalnle pseudowypulkle]




nolna ZAWSZO wpronndzié, rémmowaing wyjsoclowe] mstryce,
Penorms | '

) Izl Y _ 3 HzH
XX X x| E 7

cdcie {M'ﬂk} eigg TPepsculonorn s twierdzenia (4.2).

Vesystlile proostrzonie lokalnie ogranicsons eg lokalnio
pooudovypukte fprzestrzet Jech lokalnie ogranicsena, Jesld
o ozranicaone ctoczonio zorag gbibr Jest ograniczony, Josli
dla douolanezo otoszenia zera U istniejo otala a toka,2o
guviora sig on w zbioreco aUl /e Przostrzenie lokalnio
ozroniczone sg notyyszeuwand przoz norng peJedaorodnsn,
0 <p <1, na przykled prooctrzenie Lyel, dla 0<p<1 .
Przostrzonie lokalnie uyputZe s3 lokalnie pssudowypu'ilo.
Przykiadanmi przostrzeni nie bpdoeyeh lokalnie pseudouypullye
ni sq prsestroconio Lo funleli mierzalnych na pewno) prige
strzenl miarowed 2 niarg bmaﬁcmwa oras przestnzenio 1( py)
- clggéu reecsywistych tokich, 2o Z l:mil <o ¢ DETY
c..;vm 0<p; <1 ores l in p;=0 IS.Mlewica (28] /4

Niech B bge,..ne przestrzenia lokalnie pseudowypulklq
i niech Op[0,1] ozzocsa proestrzed funkodi cigglych na
[0,1) 0 wartotcioch w E 2 motrykq

' ¢ (XY m aup{ﬂx(t;)- 7('5)”3 8 0<¢ s1}.

gisie I'lp dana Jest mzozem (¥ %) o Je81i ) Jest
gaussouslim elencnten loscuym w I o Yo méwimy, 2o elemonts
locowy Wienora w, w Cp[0s7] Jost gonerowany przes ) o
Jesll dla ketdogo G €[0y1] W, (%) ma taki sam roaslkled
Jak VEy oras proces - U, (t) ma niezaleine przyrostys
lisch { §n}z:1 bedzio cigniem elemontdéw losowych w E .
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Néwity, 2e oiqz Ramenych {xn} n=q @ Cpl041] aanych
wazoren (¥ ¥  epelnia socole niozmiconicsofol, Jofli
{xn}m.. Jost gbiolny woldleg roskiadu w Cp[0,1) do
elcucatu losoweso Wirnora V, gonorowaneso przes poulien
elencnt gaussowski Yy na D,

[B,3) i andzont 2o

' lidech T Yodelo ofrollkown, lokalnie poeudowypukla,
supaleg, wobryesng peeostroeniy lindouge Jesld cigs (8,17,
‘niezalelnyeh elemontln losovychw B o Jédnnlwwym YA T
dcio mpéluia contralng tuiorlzcnie graniczne /to enacuy
@1+oaa*§n)/m Jest zbiclny wodlug roskladn do gemssousiic: s
elencutu logsowsze ¥ w B/, to { 55}1::31 gpolnia moculs
nicunienniczotel Ala elemenin losowsgo Wiemera W,

SEROIOVANOZ0 PTZOS Y o

Najpierw vdowolainy prooty lomabe.

(Be8)Toraby

Jos1i §1;;...§n sn niozalosnymd elementamd losouynd
v Peprzostrecnd (I‘J,‘H-H) takimi, 20 '

1<i¢n P{”x:i%:‘.. Sula8ls b

gdzla 0 <0 <1, to

p{eax I5g)> 25} < 2 p{isyl> €}

glzie Gi ] §1‘“QQ.‘9'§i o
!!ﬁ:ﬂtﬁ ,Q’ . }
 Oznassmy by = ua,ﬂsaaf...;.\lsh_.,llszt.uskn>zu}
i Bm { IS Byl st} o Wnczas Ay 4 B, sq niezalelue
dla ka,24eespn craz 4, parami rozlqosne i takie, fo



- 37 -

MgV aes uhy = {max {iSge 1<3<n)]> 28} o zeauwwatny, 2o
ANBy C {nsnu >§} dla k=1,24ee0yne Vobeo tego mexy

p{isyl>) > 2 \/ 8" B,) = ’S; P(Ay B, )e

- é 2(8,)P(B) > J é;‘ P(Ay)s

= §p{ vax |5y)> 2t},

1<5<n

co kotory dowéd lemotu,

Dowdd twlonlzenia (8.3),

Moleny maXolyds %o maltrykaw B dana Jest praoz
norng (%¥ %) o gdy2 w przcciunym wypaldkn motryka ta
i witeicwa ey réunovelno ores s twierdzenia V. Kleo
/(23] sTh.Xo4i3/ zupsinefé w metryce wyddciowed impliluje
supeinobé noymy (¥ ¥ ¥) .

Dowdd oprzeny na mnonym kryterinm s2abel mbielnofcl
w przestrzeniach Cp[01]s Nienowicie, cigg elencntibw

losowych X, Joot zhielny wedlug rozkiadu do elemantu

losowesoe X o Jefld shofczenlo wymiarowe rozklady X, €3

sbicZne wad2ug rozkladn <o edpowicdnich sloficzenio wyniarow
{mzhtaﬂ.&u X oma Jeok spolnicny werunek

@) ' Venpo Jo<d<1 In,>1 Vn>ra,
2{ 2P IR @K @lefsy
gazie |l ‘Il oznacza normp (¥X%) w Ee Dowdd tego krytorium

moina gnalesd w procy J. Duolbza [22], a takse w ksigice
K. Parthasarathy‘ezo /[26] stredd /e
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1%, Zbioznosd rozklallin Jednowymiarowyeh Jest oczywlcl:
8 zaloZenia 3 m.wu, 2o »';‘,:“] — B8 o Niech 0<b<ty<1 0
Yolhelonye Lo (Xn“"'z) > Yn( &'»,)) Jest sbieldny wedlug roglhladn
a9 (w (ty) o W (t:.g,)) o Torzyotajoe B twierdzenis 4.1 w [2]
wystarcsy poksznd obiolnotd eligou

[nt.4] [11:
(2 5 0 2 .-,7§5,)

Vil i

do tﬁa LEAJ»\»J L..a.v.m.}. Ve E_, iy

Feniewad § 3 o4 niczalofnog to centralne tuisrdzonie
groniezne ala oigou {§;} aaje
(n%,]

2 s, 1 [n,]
(\/‘i:l1 iwd io\’%‘ in%@é}r]g )-—-—)(\ﬁ;';'),‘" 3")”

gdzie Faqe rYa 88 niczalelinyml elementani losowymi o tym
carym rozkladsie co y , & —2, oznacza zbiesnoss
wodlug rosk2adue Bleorge cignle eumoxowanie hsE? — 5@

tukio, 20 h(xd')“(x."’iy) dostajony .
: : mE
4 1 D : ;
(fg‘ I §§’°»f'§§‘ ' w:gi) o (ﬁ;’ R AR 3’2)'

% wiagnofel rozkledln gaussowsikich i definieji w, wynita,
20 h(VByy qeVE%4 ) a) i (“ () s W, (5,) madq tzen 6an

. poskled. Poldobnie polkosuje cio sdiesinohd rozkadte

vielowyniarouyche :
2%, Pootopuias doklainie Jo% w dowodzie twierdzenia 8,3
w [2] dowld waruntu (1) sprovadzamy do dowodum nastopujaseso
arunkus



(2) Ven>0 Jo<d<1 In>4 Varm, Vost<a
3 v .,.,:1_ - > Sl
> I {t-%.?gst 1%, (%) Xn(a)ll/e} <7 .
Aty pokazad (2) gaumalny najpierw, 26 dla t>s8

4 nt-!n?;!

%(ts)- Xn(a)nf:_r e [gagi + = §[nt] +1 *

' [n ~+1

s Bﬁa— [n#’:] § s &
Vo'

Saviifea *

‘ nowntant]w fmal G o
yiw 1= -e»‘!gi ;) Yo' ingwgi.

5534 § # monotonicznoficl normy (¥ X ¥) dostajeny
[nt] #1

3 1 19
X, ()= ‘:n(wnsllm 1aph +a§i"’f’fﬂ hgﬂgiu *
‘ &

d I
’"Vﬁ‘ i= 73 02§1 :
Poniovas § 3 =3 niczaleZne 4 o tym samym rozkadzie, to,
vobeo powyfazego, warunek (2) nelna zastapis nasteopujacynm

(3) Vep> 0 Jo<s<4 In»1 Varn, Vo<t

: 4 (nt]=[ns]

o P eup < ZET K

! fmicogh ”fxi' i= § 5'" } 6
Nierfunosd [nt]=[ns] < [ndl+1 pozwala przepisaé ten warunelk
w prostszed pontaci

(%) Ven> 0 Jo<di<q In,>1 Vn>n,

| agy{esﬁi?na]w”fg' = §1”>E}$7 "



Dla k'oz.oan@so przokostolecnia warniu (4) sastosujeny
lonat (8.8) o Bpravdzicy noipicrs warunck wystoepujusy w z2olos
teniu lomatue Istotnio dsbiovejqe dostatecznie male 4

a n, tolk, ety %0’21 pory dla mrm,
1 »
max P2 I>€} <
Osk<[nd] +1 ”\/E i gs‘ i }

gupn 5’{"\’531‘/% l};g""?E} s g .

20

\

geya clesm (§.,+..w§ k)NE‘ Jest s zaloZenia elanny.

Zutom @ lemotu (4.4%) worunel (8) badzie spolnicny,
Jodld '

(3) V5,7]> 0 Jo<d<1 3n°>§- Va>n

0
[n31a1
3 ={id g: Bil>c} =
[nileq :
gb{”m“—i—‘w . g §’.”?E}s7] -

Poniounsd (§1"""*§n)/‘[‘ﬁ1 -2, ¥ » wigo pomijajes cennje
wy2e] przeliczolng ileods licch £€> 0 dostajemy 8 ¢lnslolfsi
noruy :

[nilaq
n£i3 Pﬂl\/23 G ;; 55_”25} 'P{Ht’a_fﬂbe}
Vobeo tozo wystoresy epraundsid wamak'

(6) Ven>o0 Jo<d<a 631,{”\,;3,-.3_”28}&7 .

Forzystajao @ postoci norny mofna napisad



"q""-c‘

P{M\/'“ﬂl»s}a p{Z; q% ,s}

NSyl :
P{ ’)E ﬂr-a;;«u'z %{;28}6

\P{: lNTa-lII 2}\

ai

!’\

gdzie k, = [lom 1] *2 . Z nierbmnoéoi Czebyszewa

i wxiamu (3.5) wynika, 2o

lﬁ : p?r
3R(1Ey156) € £ % empley 1yl exole 23,

gdzie o), >0  sg stelyni wystopuiaeymi w tesie wniosiku
(3.5)s Cly 03— 0 4 to prava strona ostatnie] nierdunofcl
snlerza do gera. 2o kofiony Cowéd warunku (6), a zarazen
tuiordzonia (4.3)«

Ostatnio Te Bycziowshi [3] vdowodnid mesade nicznmiene
niczolel dla elonmontlm losowych o wartoSciach w grupie
polekieje Udowodni2 en toklo, Ze spolnienie zasady
nlezmienniczoscl w olrodiowe] przestrzeni Precheto’a Jest
rémowaine speinionin worunim (6) wystepudqcego w domodzie
oatatniego twierdzenin.
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