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i* wsTęp

Osobliwością pewnego typu konstrukcji jest to, że w okreś­lonych warunkach obciążenia posiadają dwie lub więcej statecz­nych konfiguracji równowagi. Przejście od jednej do drugiej od­bywa się zwykle w sposób nagły, zwany przeskokiem. Do tego typu konstrukcji zalicza się między innymi powłokowe, mało wyniosłe układy prętowe, które są często stosowane jako przekrycia, bądź elementy przekryć dużych powierzchni użytkowych [10,15,20,21,29, 32,59] • Konstrukcje te były i są tematem wielu konferencji oraz publikacji. Między innymi obszerna lista zastosowań omawianego typu konstrukcji sporządzona została przez ASCE Subcommittee on" Latticed Strućturęs [ 32]. Jest ona przeglądem powierzchniowych struktur prętowych ujętym w pięciu /typowych dla tego typu opra­cowań/ działach: analiza, stateczność, wymiarowanie, architektu­ra i historia oraz konstrukcja. Krytyczny przegląd, w aspekcie pięciu wymienionych działów, omawianych konstrukcji znaleźć moż­na także w innych publikacjach! 10,56,59]*Jedną z możliwych metod analizy omawianych przekryć pręto­wych - obok badań modelowych [ 7,8,35] oraz analizy opartej o ana­logie powłokowe [ 14,16,69 ] - jest liniowa i nieliniowa analiza oparta na modelach dyskretnych! 44]* To ostatnie z wymienionych podejść stosowane jest najczęściej, gdyż technika obliczeniowa bazuje obecnie głównie na metodach algebry, nie zaś analizy mate­matycznej. Mówiąc inaczej rozwiązywanie układów równań algebraicz­nych jest "efektywniejsze” od rozwiązywania układów równań różnicz- kowo-całkowych, a to implikuje konieczność tak zwanego dyskretyza- cyjnego sformułowania zagadnienia! 27]*Ze względu na to, że omawiane konstrukcje mają tendencję do dużych przemieszczeń powszechnie stosowana jest ich analiza uwzględniająca efekty zmian geometrii zadania - czyli tak zwana analiza geometrycznie nieliniowa. Szczegółowe dane dotyczące his­torycznego rozwoju oraz zastosowań metody elementów skończonych do zagadnień geometrycznie nieliniowych zawarte są między innymi w pracach Argyrisa[ 2], Martina [ 59], Turnera i Dilla [ 62], Hais- lera i Stricklina [ 21], Marcala [ 58] oraz Odena [47].
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Rozwiązywanie problemów geometrycznie nieliniowych z jednoczes­nym pominięciem nieliniowości fizycznych, czyli z założeniem ma­łych odkształceń, poprawne jest - w odniesieniu do omawianego typu konstrukcji - w przypadku struktur mało wyniosłych[ 1). Tylko w takich konstrukcjach przyjąć można, że o wyczerpaniu ich nośności może decydować przeskok, a nie osiągnięcie nośności gra­nicznej przez element, bądź ich grupę*W rozwiązaniach przyjmuje się zwykle jeden z dwóch modeli aproksymujących prace konstrukcji rzeczywistych [ 15,23]* W pierw­szym z nich analizuje się struktury obciążane węzłowo o prętach zbiegających się w idealnych przegubach /węzłach/ [ 23>37,44] , zaś w drugim traktuje się je jako konstrukcje ramowe o węzłach sztywnych [ 8,32,34>52].Obserwacja zachowania się tych modeli pod obciążeniem daje nam obraz pracy konstrukcji w obszarach przedkrytycznych, krytycz­nych i pokrytycznych. Choć zwykło uważać się, że analiza tylko dwóch pierwszych obszarów pracy konstrukcji - z punktu widzenia * ich zastosowania - jest istotna, to jednak z punktu widzenia peł­nego określenia bezpiecznego obciążenia, optymalnego projektowa­nia, jak również określenia skutków ewentualnej katastrofy rów­nież istotnym okazuje się obszar pokrytycznej pracy konstrukcji [22,25].W pracy śledzi się wszystkie trzy stadia pracy konstrukcji idealnych /bez imperfekcji/ poddanych działaniu konserwatywnego, węzłowego obciążenia statycznego charakteryzowanego jednym para­metrem.Przyjęto /zwykle stosowane/ dwa modele odzwierciedlające - na miarę czynionych w nich założeń - pracę omawianego typu konstruk­cji. Pierwszym z nich jest kratownica, której elementami są pro­stoliniowe, pełnościenne pryzmatyczne pręty łączące się w węzłach będących przegubami. Drugim modelem jest układ prętowy z węzłami sztywnymi o prostoliniowych pryzmatycznych cienkościennych ele­mentach o przekrojach otwartych.
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pomija się jeden K^Jpowołując

W analizie przed, jak i pokrytycznych stanów pracy konstruk­cji w modelach stosowanych w rozwiązaniach przyjmuje się wiele upraszczających założeń. Ułatwiają one tak pod względem analitycz­nym, jak i numerycznym osiągnięcie celu, jakim jest określenie interesujących nas cech modelowanej rzeczywistości. Z reguły w analizie omawianego typu konstrukcji z nieliniowych składników tensora odkształceń (się na to, że kwadrat pochodnej funkcji opisującej przemieszcze­nie wzdłuż osi elementu względem zmiennej bieżącej osi jest po- mijalnie mały w stosunku do pozostałych członów tensora [ 9,37,4-3] . W podobny sposób postępuje się z niektórymi członami funkcji opi­sującymi przemieszczenia w przekroju poprzecznym elementu - odrzu­cane zostają człony zależne od kąta, bądź jego kwadratu, który opisuje obrót płaszczyzny przekroju poprzecznego elementu [ 24 ]♦ Odrzucane wielkości opisane wyżej traktuje się jak małe rzędu drugiego.Celem pracy jest wykazanie słuszności następującego stwier- ‘ dzenia: wpSyw wielkości rzędu drugiego na statyczne rozwiązania obciążanych węzłowe układów prętowych skłonnych do przeskoku może byó istotny głównie w krytycznych i pokrytycznych obszarach ich pracy.Osiąga się to poprzez sformułowanie algorytmów rozwiązania, opar­tych o wyprowadzane geometryczne macierze sztywności elementów, i ich numeryczne testowanie na wybranych - reprezentatywnych dla omawianej klasy konstrukcji - prostych przykładach.Algorytmy te oparte o przyrostowe sformułowanie metody elementów skończonych pozwalają na śledzenie ścieżki równowagi konstrukcji w przestrzeni przemieszczeniowo-obciążeniowej [70], w całym moż­liwym cyklu jej obciążenia.Praca składa się z pięciu rozdziałów. W drugim z nich /pierw­szym jest wstęp/ wyjaśnia się podstawowe pojęcia, które dotyczą nie­liniowości geometrycznej, stateczności, jak również pewnych aspek­tów numerycznej realizacji omawianego problemu. Pozwala to na do­kładne umiejscowienie rozwiązywanego zagadnienia w tak obszernym dziale jakim jest nieliniowa analiza konstrukcji.



6 —
Rozdział trzeci dotyczy pierwszego z dwóch przyjętych mode­li konstrukcji, a więc modelu o pełnośćiennych prętach łączących się w idealnych przegubach. Przytacza się w nim sztywności dla elementu, które pozwalają na sformułowanie algorytmów numerycz­nych. Algorytmy te - przystosowane do rozwiązywania konstrukcji tak w układzie Lagrange’a jak i w uaktualnionym układzie Lagran- ge*a - poprzez możliwe ścieżki realizacji pozwalają na wykonanie postawionych zadań. W rozdziale tym szczególną uwagę poświęca się wyborowi algorytmu, który pozwalałby na możliwie prostą i efektyw­ną realizację bardziej złożonych zadań z elementami cienkościen­nymi. W rozdziale czwartym wyprowadza się sztywności dla prętowe­go elementu cienkościennego, który przyjęto jako podstawowy ele­ment konstrukcyjny w drugim ze stosowanych modeli. V/ tym przypad­ku algorytm numeryczny - obok badania wpływu na rozwiązanie wiel­kości rzędu drugiego - pozwala na szeroką studialną analizę zna­czenia poszczególnych sił wewnętrznych w pręcie. Algorytm przysto- . sowany jest do realizacji zadaii odniesionych do uaktualnionego układu Lagrange*a.Tak rozdział trzeci jak i czwarty kończą przykłady numerycznej realizacji zbudowanych algorytmów ze zwięzłymi ich podsumowaniami. Wnioski stąd wypływające - obok całościowego podsumowania pracy - zamieszczone zostały w piątym, ostatnim rozdziale pracy.
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2. WPROWADZENIE2.1. Ge om e tryc zna nielinIowoś ć

Przyczynami nieliniowego zachowania się konstrukcji są: - nieliniowości materiałowe, które wynikają z niesprężystego zachowania się konstrukcji po przekroczeniu granicy plastycz­ności,- nieliniowości geometryczne powodowane obrotami elementów kons­trukcji, oraz nieliniowości typu dużych odkształceń /sprężystych lub sprę- żysto-plastycznych/, które poza nieliniowym opisem kinematy­ki pociągają za sobą konieczność budowania specjalnych praw k on s ty tu tywny ch•W pracy rozważa się wyłącznie zagadnienia geometrycznie nielinio we • W ciałach masywnych, którym poprzez narzucanie pewnych wię- ‘ zi odebrano swobodę sztywnych ruchów, duże obroty mogą pojawić się jedynie łącznie z dużymi odkształceniami. W przypadku kons­trukcji "cienkich” /belki, płyty, powłoki/ względnie duże obroty pojawić się mogą również w zakresie małych odkształceń. Możliwe duże zmiany geometrii pociągają za sobą konieczność uwzględnie­nia wpływu deformacji na warunki równowagi, co przy wykluczeniu możliwości wystąpienia dużych odkształceii i nieliniowego zachowa nia się materiału, prowadzi do zadań geometrycznie nieliniowych.W niektórych przypadkach wpływ nieliniowości geometrycznej pozostaje nieznaczny aż do pewnej krytycznej wartości obciążenia której przekroczenie powoduje gwałtowną zmianę konfiguracji. W takich przypadkach utrata stateczności oznacza nagłe przejście konstrukcji do alternatywnej postaci równowagi. Następuje przy tym wyraźna zmiana konfiguracji konstrukcji czyli tak zwane wybo­czenie [ 43,70]. Zwykle przy obciążeniu większym niż krytyczne możliwe są dwa stany równowagi: niestateczna równowaga dla posta­ci początkowej albo równowaga dla postaci wyboczonej, która może być stateczna lub nie. Takie rozszczepienie krzywej obciążenie - przemieszczenie nazywane jest wyboczeniem bifurkacyjnym [ 43 ].
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Jeżeli celem jest poznanie wartości siły krytycznej i postaci konstrukcji po wymoczeniu, to w rozwiązaniu zagadnienia stoso­wać można liniową analizę sprężystości [ 4,45] . V/ rozwiązaniu wy­korzystuje się warunki na ekstremum energii potencjalnej przy uwzględnieniu nieliniowych związków między odkształceniami i przemieszczeniami [ 45]• Przy zastosowaniu odcinkowej aproksyma­cji funkcji przemieszczeń - jak zwykle czyni się to w metodzie elementów skończonych - zadanie sprowadza się do rozwiązywania zagadnienia na wartości własne macierzy [ 70]. Liniowość zachowa­nia się konstrukcji przed wyboczeniem pozwala przeprowadzić ana­lizę utraty stateczności na podstawie wyników jednorazowego obli­czenia stanu konstrukcji metodą przemieszczeń [ 45]•Jednak w wielu konstrukcjach obserwować można istotne zmia­ny w ich konfiguracjach od samego początku obciążenia. Wyklucza to możliwość stosowania założenia o liniowym charakterze pracy konstrukcji w jej przedkrytycznym stanie równowagi. W tym przy­padku w rozwiązaniach stosuje się często teorię stanowiącą uogól­nienie podejścia naturalnego na przypadek dużych przemieszczeń [45]. Podstawą metody rozwiązania takich zagadnień jest sztyw­ność geometryczna /lub sztywność spowodowana wstępnymi naprę­żeniami/, generowana na podstawie zmian w równaniach równowagi zachodzących przy małych przyrostach obciążenia [27]. Możliwe jest również inne, które zastosowano w pracy, równoważne podejś­cie oparte na analizie członów nieliniowych w związkach geometry­cznych. Utrata stateczności tego typu konstrukcji nastąpić może poprzez bifurkacyjne rozszczepienie krzywej równowagi w przestrze­ni obciążeniowo-przemieszczeniowej, bądź przez przeskok do nowej, z reguły statecznej postaci równowagi [70].
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2.2. Kryteria statecznościStateczność równowagi sprężystej konstrukcji można najogól­niej zdefiniować jako szczególny przypadek stateczności jej ru­chu [70]. Ruch stateczny konstrukcji to taki ruch - w myśl defi­nicji sformułowanej przez Lapunowa - dla którego niewielkie za­kłócenia położenia początkowego i prędkości początkowej powodują niewielkie zakłócenia położenia i prędkości w dowolnej chwili t. W szczególnym przypadku równowagę konstrukcji nazywa się statecz­ną, gdy nadanie jej pewnego niewielkiego wychylenia i pewnej nie­wielkiej prędkości spowoduje ruch o niewielkich przemieszczeniach i prędkościach w dowolnej chwili t. Bezpośrednie zastosowanie definicji Lapunowa do badania stateczności równowagi nosi nazwę kinetycznego kryterium stateczności w sensie szerszym [70]. W myśl tego kryterium - jak wiadomo - ruch wokół położenia równo­wagi jest stateczny, a zatem i równowaga jest stateczna, gdy wszystkie współczynniki charakteryzujące narastanie lub ubywanie . amplitudy ruchu są ujemne. Utrata stateczności następuje wtedy, gdy choć jeden - ”i-ty” - z tych współczynników zeruje się. Jeże­li przy zerowej wartości wspomnianego wyżej ”i-tego” współczynni­ka ”i-ta” częstość ruchu drgającego jest różna od zera, to mamy do czynienia z utratą stateczności przez flatter. Warunek ten no­si nazwę kinetycznego kryterium stateczności w sensie węższym [ 70]. Jeżeli także ”i-ta” częstość drgań ruchu jest równa zeru, to mówi­my o utracie stateczności przez diwergencję. Zerowanie się "i-te­go” współczynnika opisującego narastanie amplitudy, jak i ”i-tej” częstości ruchu drgającego jest podstawą sformułowania statyczne­go kryterium stateczności. Tak więc kryterium kinetyczne w sensie szerszym obejmuje kryterium statyczne jak i kryterium kinetyczne w sensie węższym [70].Określone wyżej statyczne kryterium utraty stateczności oznacza istnienie równowagi również w pewnym położeniu sąsiednim do poło­żenia badanego. Tworzyć się wtedy może bifurkacyjna postać równo­wagi, bądź też parametr charakteryzujący wzrost obciążenia osiąga lokalne ekstremum, co przy sterowaniu obciążeniem uwidacznia się w formie przeskoku.
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Prowadzone w pracy rozważania dotyczą tej formy utraty sta­teczności, której towarzyszy przeskok# Energetyczna forma kryterium statycznego dla stanu krytycznego układu o ”n” stopniach swobody przyjmuje postać [ 70]

det[ śLfc] ”0 • /2,i/

gdzie i,j'= 1...n, a przez V oznaczono całkowitą energię po­tencjalną układu. Powyższe kryterium jest szczególnie dogodne przy rozwiązywaniu problemów przeskoku [63], co wynika z łatwoś- 
ói obliczania wartości wyznacznika podczas rozwiązywania linio­wego układu równań metody elementów skończonych w postępowaniu przyrostowym.W numerycznej analizie stateczności konstrukcji poddanych działaniu obciążeń konserwatywnych stosuje się różne kryteria osiągnięcia stanu granicznego [63], czyli chwili w której kons­trukcja może “przeskoczyć” do innej, statecznej konfiguracji rów­nowagi. Pierwszym z nich jest już wspomniane zerowanie się wyzna­cznika drugiej pochodnej całkowitej energii potencjalnej V po współrzędnych uogólnionych ą. Jest to równoważne zerowaniu się wyznacznika stycznej macierzy sztywności konstrukcji. Do innych, często stosowanych kryteriów zaliczyć można [63]: - zerowanie się najniższej wartości własnej macierzy stycznej, - zerowanie się najniższej częstości drgań własnych, - zerowanie się przyrostu obciążenia, bądź bieżącego parametru sztywności konstrukcji [11].Ze względu na wspomniane już zalety w pracy przyjęto zerowanie się wyznacznika stycznej macierzy sztywności,jako kryterium osiąg­nięcia stanu granicznego.
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2.3• Niektóre aspekty numeryczne;] analizy zagadnień .geometry;^^ nie nieliniowych MMMMM* .XII—- Jim ..t MMMMMMIWW rozwiązywaniu zagadnień nieliniowych metoda elementów skończonych stosowana jest w “przemieszczeniowym”, bądź “siło­wym” jej sformułowaniu. I tak w zagadnieniach geometrycznie nieliniowych korzystniejszym okazuje się operowanie sformułowa­niem” przemieszczeniowym”, gdy w przypadku nieliniowości fizycz­nej “siłowe” sformułowanie jest bardziej przydatne [ 13,44]* W przypadku wystąpienia obu typów nieliniowości jednocześnie sto­sować można łącznie dwa te podejścia [44].W pracy wykorzystuje się wersję “przemieszczeniową” metody ele­mentów skończonych.Przy rozwiązywaniu problemów geometrycznie nieliniowych szczególnie efektywne są procedury przyrostowe, które poprzez odcinkową linearyzację nieliniowego układu równań algebraicz­nych metody elementów skończonych sprowadzają rozwiązanie do sekwencji zadań liniowych [ 26]•Metody analizy problemów geometrycznie nieliniowych, pole­gające na śledzeniu ścieżki równowagi w przestrzeni przemieszcze- niowo-obciążeniowej, podzielić można na dwie grupy [ 58]• Bo grupy pierwszej zalicza się te metody, które nie wymagają spełnienia warunków równowagi w każdym kroku obciążenia - powoduje to stop­niowe "odchodzenie” od rzeczywistej krzywej równowagi. Grupę dru­gą stanowią algorytmy, które w każdym kroku - z zadaną dokładnoś­cią - spełniają warunki równowagi. Prowadzi to do wyznaczenia - na miarę poczynionych założeń, przyjętego kryterium zbieżności oraz błędów numerycznych - rzeczywistej ścieżki równowagi. Żądany duży stopień dokładności rozwiązywanych w pracy problemów wymaga zastosowania metody z drugiej grupy rozwiązań.Jako narzędzie rozwiązania stawianych w pracy problemów przyjęto metodę Newtona-Raphsona. Uważana jest ona za jedną z najlepszych metod, szczególnie efektywną w stosowanym w pracy opisie przyrostowym z siłami residualnymi [ 63].Przy poszukiwaniu ścieżek równowagi bardzo ważną rolę odgry­wa przyjęcie odpowiedniego, niezależnego parametru, który steruje 
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realizacją algorytmów numerycznych# Na ogół stosuje się trzy po­dejścia [ 63 ]: .- sterowanie obciążeniem, - sterowanie przemieszczeniem, 

i - sterowanie tak zwanym parametrem łuku.Choć trzeci z powyższych sposobów - poprzez wprowadzenie pewnych
I •uproszczeń - prowadzi do pierwszych dwóch, to jednak zdecydowano się na taki podział ze względu na to, że dla wielu realizacji nu­merycznych analizowanych problemów wystarczają dwa pierwsze spo­soby. Tak sterowanie procesu numerycznego obciążeniem, jak i przemieszczeniem ma - ze względu na możliwy różny charakter krzy­wych równowagi - obszary niestabilności [ 63]. W tych wypadkach sterowanie parametrem luku rozwiązuje problem, choć komplikuje nieco obliczenia poprzez rozszerzenie układu równań i zakłócenie symetrii macierzy sztywności [ 63].Przyjęto wyłącznie sterowanie obciążeniem, które stosuje się w całym analizowanym obszarze pracy konstrukcji. Jak wiadomo ten t parametr sterowania zawodzi w otoczeniu punktów krytycznych, czy­li tam gdzie macierz sztywności stycznej jest słabo uwarunkowana, a nawet osobliwa. Dlatego też w obszarach krytycznych, które wy­znaczyć można dzięki ekstrapolacyjnemu określeniu wartości wyzna­cznika stycznej macierzy sztywności [ 63]* stosuje się pewną mody­fikację metody Newtona-Raphsona [ 5]? którą zaproponował Riks. dolega ona na wprowadzeń Lu wektora normalnego do wektora przyros­tu przemieszczania, co prowadzi do znalezienia rozwiązania ścisłe­go dla nowego, automatycznie skorygowanego przyrostu obciążenia. * Z uwagi, na uzmiennianie wielkości i kierunku przyrostu obciążenia, sposób ten pozwala na stosowanie parametru obciążenia jako jedynej zmiennej sterującej procesom obliczania ścieżki równowagi.I stotną ro lę w rozwiązywaniu zagadnień nieliniowych odgrywa wybór układu o hi i.celon i a. I tak w zagadnieniach geometrycznie li­niowych wybór nieruchomego układu odniesienia jest bezdyskusyjny i stosowany z powodzeniem w programach metody elementów skończo­nych. Odmienną sytuację spotykamy w zagadnieniach geometrycznie nieliniowych, w których duże przemieszczenia podsuwają jeden z dwóch możliwych opisów stosowanych w przyjętej przestrzeni kar- tezjańskiej [ 26 ]:
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- opis w stałym /lokalnym/ układzie początkowym,- opis w układzie konwekcyjnym /lub którejś z jego modyfikacji, np. w układzie sztywno-współobrotowym/.Stosowany jest na ogół drugi z tych opisów, który jest bardziej naturalny w opisie zjawisk, którym towarzyszą duże przemieszcze­nia. Jednak część algorytmów - w rozdziale dotyczącym stosowania, pierwszego z dwóch przyjętych modeli - opiera się na opisie w sta­łym układzie odniesienia, czyli na tak zwanym opisie w układzie Lagrange’a.W układzie konwekcyjnym wykorzystuje się wygodne w rachunkach układy współobrotowe, czyli takie które obracają się wraz z ele­mentem zachowując jednocześnie swą ortogonalność i prostolinio- wość. Obliczanie przyrostów przemieszczeń przeprowadza się w sta­łym układzie współrzędnych, to znaczy przyjmuje się, że w ramach iteracji rozpatrywanego kroku obciążenia, układ współrzędnych jest stały i taki, jaki był na początku iteracji. Po obliczeniu przyrostów wszystkich wielkości występujących w problemie,układ odniesienia jest uaktualniony. Utożsamiając konfigurację odnie­sienia z konfiguracją aktualną na początku każdej iteracji podej­ście to zwykło nazywać się uaktualnionym opisem Lagrange’a [ 17,26] ♦
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5. KRATOWNICE PRZESTRZENNE O PROTACH PEŁNOŚĆlENNYffil3.1. Sformułowanie problemu

Przedmiotem rozważań jest powierzchniowa struktura kratowa 
Io dowolnych warunkach brzegowych zbudowana z prętów pełń od den­nych.V / dalszych rozważaniach przyjęto następujące - zwykle stosowane - założenia:węzłami struktury są idealne przestrzenne przeguby,- elementami struktury są prostoliniowe, pryzmatyczne, osiowo- symetryczne, pełnościenne izotropowe pręty,- pręty - na przestrzeni całego cyklu obciążenia - nie wybacza­ją się, ani nie osiągają nośności granicznej,- struktura obciążana jest jednoparametrowym, konserwatywnym, statycznym obciążeniem węzłowym,. - materiał, z którego zbudowane są pręty jest liniowosprężysty,' a powstające w nim odkształcenia są małe,- możliwe są duże przemieszczenia węzłów struktury.Lokalny, prawoskrętny układ odniesienia o-x-y-z dla pręta j-k w trójwymiarowej przestrzeni kartezjańskiej, przyjęto tak, że oś o-x pokrywa się z osią ciężkości pręta /rys. 3.1/

Rys. 3.1
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Wektor przemieszczenia ”i-tego” elementu konstrukcji w lokalnym układzie odniesienia zdefiniowano jakoMi - 1 1’ /5-V
gdzie li, V, W' są funkcjami przemieszczeń pręta odpowiednio w kierunkach x, y i z.Osiowe odkształcenie pręta - zgodnie z definicją tensora odkształ­ceń Greena [ 17] - zapisać można w postaci■ 1 xx “ 37 + ł (ot) +H Mtt) /3-2/

Na ogół do dalszych rozważań przyjmuje się prostsze wyraże­nie na 611 uń2'0 x' „ , które wynika z /5.2/ po pominięciu składnika xx, co uzasadniane jest występowaniem małych odkształceń [ 43]♦ Pominięcie tego składnika prowadzi do powstawania naprężeń w elemencie przy jego obrocie jako ciała sztywnego [ 58] . Ze wzglę­du na to, że w zagadnieniach geometrycznie nieliniowych tak prze­mieszczenia, jak i obroty nie są małe, uproszczenie to powodować2 tensora odkształmoże istotne różnice w rozwiązaniach.V/ dalszych rozważaniach składnik ceń /3.2/ jak i wyrażenia na energię sprężystą oraz wynikające z nich składowe sztywności /powstałe w wyniku uwzględnienia tego składnika/ ujęto w kwadratowe nawiasy i oznaczono gwiazdką ([...]*) .W macierzy sztywności - tak kierunkowej, jak i stycznej [45]- która jest funkcją przemieszczeń wprowadza się podział jej skła­dowych ze względu na stopień ich zależności od przemieszczeń [ 23]• W ten sposób wydziela się macierz sztywności sprężystej /macierz sztywności pręta z teorii liniowej/, której elementy nie zależą od przemieszczeń, a także dwie macierze zależne od przemieszczeń. Pierwszą z nich nazywa się macierzą sztywności rzędu pierwszego /zależna jest ona liniowo od przemieszczeń/, a drugą macierzą sztywności rzędu drugiego /zależna jest ona od iloczynów prze­mieszczeń/. Wprowadzony podział macierzy sztywności pozwala na badanie wpływu macierzy rzędu pierwszego i drugiego na rozwiąza­nie.
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3.2. Sztywność pręta3.2.1. Energia sprężysta pręta

Energię sprężystą ”i-tegon pręta - przy uwzględnieniu posta­ci odkształcenia danej wzorem /3.2/, przyjętych założeń /pkt 3.1/ oraz przyjęciu zerowych wartości naprężeń i odkształceń początko­wych [74 ] — wyrazić można jako

/3.3/
gdzie A^Bpl^ są odpowiednio: modułem Younga i długością pręta. polem przekroju poprzecznego,Funkcje przemieszczeń U,V, W liniowo zmienne wzdłuż osipręta zapisać można w postaci00
Uwzględnienie - liniowego zachowania się

/3.4/
materiału konstrukcji

00 000 0 00

- występowania tylko małych odkształceń oraz założonej postaci funkcji przemieszczeń /3.4/.w zależności /3.3/ pozwala na wyrażenie energii sprężystej pręta j-k wzorem
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• E . A • z \ 9 / \ 4 / \ o z+ + (-wi+wkY /3.5/41?' a J K/ J 41? \ J K' V J */
3.2 *2. Sztywność kierunkowa

Korzystając, z twierdzenia Castigliano, które można zastoso­wać w wypadku dużych przemieszczeń przy odpowiednim wyrażeniu od­kształceń [ 49]t relację siła - przemieszczenie dla rozpatrywa­nego elementu prętowego można zapisać w prostym zapisie macierzo­wym {fh HMi {i}i • /5.6/Przez [ k ] oznaczono kierunkową macierz sztywności dla i-tego pręta sformułowaną w jego lokalnym układzie odniesienia, a wektor sił [f)i zapisać można w postaci(f}l “ ( f1’ f2’ f5’ f4-’ f5’ f6 } i • /3.7/Macierz [ k ] rozbić można na sumę trzech macierzy[ k ] = [k]g + [ k]g^ + [ k , /3.8/z których pierwsza^ k]^) jest sprężystą macierzą sztywności pręta, a druga ( (M^i) trzeoia( [ macierz geometryczną prę­ta [ 13,74].
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Macierz [ k]E ma postać1 Me = ’[k]1 4k]1-[k]1 [ k]1 f /3.9/
gdzie [ M1 - 1 0 c) . /3.10/

f—Macierz «
0 0 0’0 0 0sztywności rzędu pierwszego ([ k]&^ przyjmuje postać[ kJG1 “ (M2 “(kj2 > /3.11/-[k]2 [k]2gdzie

( *l2 = 21 'Ki* Fy . /3.12/
• 0 2F 00 0 2FXokreśla się jakoWielkości F . F . F x y z

» /3.13/
F _ M ( W, - W . 1 z 1 ' k j /Macierz sztywności rzędu drugiego kzapisać można jako

= ■[kl5 -[kj3-[k]3 [ k]3 , /3.14/



— 19 -
gdzie [ kp = /5.15/

Należy zwrócić uwagę na to, że macierz sztywności rzędu pierwszego nie jest macierzą symetryczną [ 74] • W algorytmach rozwiązania opartych na powyżej sformułowanych macierzach prze­prowadza się porównawczą analizę rozwiązań przy uwzględnieniu macierzy danej wzorami /3»H/ i /3.12/ oraz stosowanej syme­trycznej macierzy uzyskanej przez Malleta [ 37], Martina [ 39], Rajasekama i Murraya [ 50 ] i Jagannathana [ 23] • Zapisać ją moż­na w postaci
gdzie

[ k]G1 [k]2' (Kp [M2' /3.16/
/3.17/

W pracy "bada się także wpływ na rozwiązanie prostej symetry- zacji macierzy sztywności rzędu pierwszego#Zapisać ją można w postaci
gdzie
a macierz [ k]

[k Igi 2 G khi + Mgi T)»

2"2"
/3.18/
/3.19/

2” wyrazić można jako
l^Gi
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/5.20/

3*2.3. Sztywność styczna
Sformułowanie przyrostowe [ 43] rozwiązywanego problemu zgod nie z poczynionymi założeniami prowadzi do macierzy sztywności stycznej [70]. W lokalnym układzie odniesienia dla pręta ma onapostać
(Hi = 3 u2 0u.3v.3 3 332aul

3v.3 u. 3 v? 
J J J

32AUi 32au.
1 . /3.21/

óu.3wk32aux ^2AUi
óv A/. 

3 3 dv.Owk

O2AUi ó2AUi
d . O u. 0 , 0 v.k o k j d2AUi0 k0w 0 w2

Po uwzględnieniu relacji opisanej wzorem /3*5/ macierz sztyw­ności stycznej pręta w lokalnym układzie odniesienia zapisać moż­na jako [kp = [k]3 + [k]^ + [k]*2 , /3.22/gdzie macierz [ k] ? opisana jest wzorem /3.9/ i /3*10/t a ma­cierze [ k]^ i [^Jq2 odpowiednio stycznymi macierzami rzędu pierwszego i drugiego.Macierz sztywności rzędu pierwszego ma postać
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gdzie
^G1

można

= k]2s-[k]2s [ [k]k] 2s2s , /5.23/
1 u A F y z . /3.24/F y 7x 0Fz 0 F X jakoMacierz sztywności rzędu drugiego zapisać3G2 3si3s 3s3s /3.25/

gdzie I kPS “ 2EA1 .+F2+F y 2vJf2FxFyr [^*5^
[2VZ1* 2I\Ay z

2F F; y zr ^21*^2 „^2 l^j+F^+3F^
*

2 z
* n

Macierze sztywności stycznej rzędu pierwszego i drugiego tworzą­ce styczną macierz sztywności geometrycznej są symetryczne.
3•2 • 4. oztywność styczna pręta przy uwzględnieniunaprężeń początkowych

Rozpatrzmy pręt z rys. 3.1 poddany początkowym normalnym naprężeniom 6 Q będącym w równowadze z początkową siłą osio-. wą P°. Przyrost energii sprężystej pręta przy małymprzyroście jego obciążenia wyrazić można jako
△ u. = AUi0 + AUij , /3.27/
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gdzie AUi0 = f ^o&xx dv 9 /3.28/AU11 = ł < dv • yOdkształcenie wyrażone wzorem /p*2/ jest odkształceniem

aawywołanym zmianą /przyrostem/ obciążenia.Zgodnie ze sformułowaniem sztywności stycznej w algorytmie przy­rostowym /3.21/ i przy uwzględnieniu poczynionych założeń, po­szukiwana macierz sztywności stycznej przyjmie postać:[k]S0 = [k]B + [k]^ + [k]®2 +[k]eo. /5.29/
Macierz [k]$0 wynika z zależności /3.28/;, a macierze [k]^ , [k]^ 9 I ^1^2 wynikające z zależności /3.28/2 opisane są odpowiednio wzorami / 3 • 9/ i /3*10/, /3.23/ i /3*24/ oraz /3<25/ i /3.26/.Macierz [ k]$Q zapisać można jako

I k ](5o

l “ /3.3O/
gdzie rlKko-™ ■[ir 0 0 •0 1 00 0 1

73.31/
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3<3. Obliczanie krzywoliniowych ścieżek równowagi
3.3 *1. Macierz transformaoj i

Sztywności zbudowane w punktach 3.2.2., 3.2.3. i 3.2.4. sformułowane zostały w lokalnych układach odniesienia dla pręta. Transformacja macierzy sztywności, jak i transformacja przemiesz­czeń i sił węzłowych z lokalnego do globalnego układu odniesienia odbywa się - jak zwykle - przy pomocy macierzy [ T] cosinusów kierunkowych wersorów lokalnego układu odniesienia [13,74]{<1} = [ I] {q} , M-i ^]{F1.[ K] = [T]T [ k] [ T] ,
/3.32/

gdzie: {q}» {?] , [ K] wyrażają odpowiednio przemieszczenia, siły oraz macierz sztywności w globalnym układzie odniesienia.V/ celu uzyskania możliwie prostej budowy macierzy transformacji przyjęto, że oś o-y lokalnego układu współrzędnych leży w pła­szczyźnie równoległej do płaszczyzny wyznaczonej przez osie 0X i OY globalnego układu współrzędnych. Przy takim założeniu ma­cierz transformacji przyjmuje postać
gdzie

■

Przez <£ , h , X oznaczono odpowiednio
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T ' /3.35/gdzie 1 , 1 , 1 są rzutami długości pręta 1 odpowiednio na osie 0X, OY, OZ globalnego układu współrzędnych.

3.3.2. A1górytmy rozwiązania
Równanie metody elementów skończonych wyprowadzone w opar­

ciu ó zasadę prac przygotowanych - wykorzystujące kierunkową ma­cierz sztywności - ma postać [74]
a równanie przyrostowe [26] zapisuje się jako[K]Sa{q} = A {?} + {r} . /3.37/

• S zMacierze [ K] i [K] są odpowiednio macierzami sztywności kie­runkowej i stycznej konstrukcji, wektory i △. {Q} są wek­torami przemieszczeń i przyrostów przemieszczeń węzłów, a ,i {R} są odpowiednio wektorami obciążeń, przyrostów obciążeń i węzłowych sił niezrównoważonych. Wszystkie wielkości występujące w równaniach /3.36/ i /3.37/ wyrażone są we współ­rzędnych globalnych.Wykorzystując postacie macierzy wyprowadzone w punkcie 3.2 sformu­łowano trzy - uznawane za podstawowe [44,70] - algorytmy rozwią­zania, które służą do śledzenia ścieżek równowagi konstrukcji w przestrzeni prz emi e s z czeni owo-obc iążen iowe j.Pierwszy z nich polega na łącznym 'wykorzystaniu równań /3.36/ i /3.37/ i stosowany jest w obszarze przedkrytycznym pracy kons­trukcji [23].Krótki opis jednego cyklu iteracyjnego algorytmu, który realizowa­ny jest przy wykorzystaniu stałego układu odniesienia /układu La- grange*a/, ująć można w następujących punktach:
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1/ Pod obciążeniem , będącym częścią obciążenia całkowitego konstrukcji, przybliżenie przemieszczenia ko-lejny cykl iteracji; <£ = 1,2,,..) znajduje się z równania /3.36/.2/ Po wygenerowaniu nowej postaci macierzy sztywności [ K] ( [ K]^ oblicza się wektor wykorzystując równanie /3.36/ i zna­ny wektor {Qj<£ •3/ Wartość obciążenia A{p}^ = M - {f}£ wprowadzona do rów­nania /3.37/ /przy [r] « / pozwala obliczyć przyrostprzemieszczenia A { Q] + 1, który poprawia dotychczasowy wek­tor rozwiązania [Q}£ •Wektor ten stanowi podstawę następnej iteracji, w której powta­rza się czynności opisane w punktach 2/ i 3/. Cykl iteracji uważa się za skończony, gdy stosunek przyrostu przemieszczenia do pewnej normy przemieszczeniowej jest mniejszy od wiel­kości określającej żądaną dokładność rozwiązania.Symboliczny opis procedury ująć można w następującą sekwencję wzorów M = IKU M ’ • /3.38/44 = H -{Fk’= [Kir1 A Me ’ (Q le+i = + A(Qle+i ’gdzie [ K] i [K]3 oznaczają kierunkową i styczną macierz sztyw­ności bazującą na wektorzeAlgorytm ten wykorzystując różne postacie kierunkowej macierzy sztywności opisane wzorami /3.11/ i /3.12/ lub /3.16/ i /3.17/ lub /3.19/ i /3.2O/ oraz macierz rzędu drugiego /3.14/ 1/3.15/ umożliwia analizę ich wpływu na końcowe rozwiązanie.Opisana procedura, choć tutaj stosowana przy małych przyrostach obciążenia, może być wykorzystana także w przypadku jednox'azowego określenia przemieszczeń dla całkowitego wektora obciążenia, pod warunkiem jednak, że obciążenie to nie przekroczy obciążenia kry­tycznego.
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Drugi algorytm, który podobnie jak pierwszy wykorzystuje stały układ odniesienia, stosowany jest w przedkrytycznych jak i w pokrytycznych obszarach pracy konstrukcji* Opiera się on na równaniu przyrostowym /3.37/, a znany jest pod nazwą procedury Newtona-Raphsona [63]* Opis jednej iteracji tej procedury zapi­sać można w punktach:1/ Pod obciążeniem △ /przy |r] = {o} / wykorzystując równa­nie /3.37/ znajduje^się przybliżenie poszukiwanego rozwią­zania △ •2/ Przyrost który wektor Ą zbliża do poprawnego,uzyskuje się z równania przyrostowego, w którym uaktualniono sztywność styczną. Prawą stronę tego równania stanowi wektor będący odzwierciedleniem nierównowagi węzłów konstrukcji przy jej aktualnej geometrii i obciążeniu.Podobnie, jak w przypadku pierwszego z algorytmów, operacje opi­sane w punktach 1/ i 2/ powtarza się aż do momentu uzyskania zadawalającej dokładności w przemieszczeniach, co prowadzi do ze­rowania się wektora obciążeń niezrównoważonych [R] .Trzeci algorytm, oparty na równaniu przyrostowym /3.37/ oraz postaci stycznej macierzy sztywności przytoczonej w punkcie 3*2.4 wykorzystuje uaktualniony układ Lagrange*a. Operacje w nim wyko­nywane są niemal identyczne z tymi, które opisano w algorytmie drugim, z tym jednak, że ten przypadek wymaga generowania nowych /w każdym cyklu iteracji/ macierzy ti'ansformac ji, a także wyzna­czania i kumulowania przyrostów naprężeń w prętach;Każdy z powyższych algorytmów poprzez sumowanie przyrostów prze­mieszczeń spowodowanych przyrostami obciążeń konstrukcji pozwala na wyznaczenie jej aktualnej konfiguracji, co stwarza możliwość określenia wytężenia każdego z jej elementów.Wyjaśnienia wymaga warunek, który pozwala zakończyć cykl iteracji w jednym kroku obciążenia. Ze względu na to, że rozpa­truje się zadania silnie geometrycznie nieliniowe /małe zmiany obciążenia powodują znaczne przyrosty przemieszczeń/, kryterium zbieżności procesu iteracyjnego przyjmuje się w postaci przemiesz­czeniowej [23,43J* Najczęściej stosowane kryteria przemieszczenio­we zapisać można w postaci
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max i P1 por < G , . /3.39/x — 1 ,21.• • ,ngdzie △[q]a jest maksymalnym przyrostem przemieszczenia /wzdłuż osi układu globalnego/ ze zbioru przyrostów przemiesz­czeń wszystkich "n" węzłów. { $}por O2:naC!3a największą - ze zbioru wszystkich przemieszczeń - wartość istniejącą, na począt­ku cyklu iteracji w danym kroku obciążenia; 6 Jest wielkością niemianowaną rzędu 10 . Ze względu na zmienny poziom odniesie­nia /(Q}pOl./ kryterium to może - w zależności od miejsca na krzywoliniowej ścieżce równowagi - w różnym stopniu dokładności 

»spełniać warunki równowagi. Prowadzić to może do konieczności dodatkowego ich sprawdzania dla poszczególnych węzłów konstruk­cji. Aby uniknąć tej niedogodności za poziom odniesienia przyję­to stałą wartość przemieszczenia, która jest wartością maksymal­nego przemieszczenia ze zbioru przemieszczeń węzłów z liniowego zakresu pracy konstrukcji. Przyjęto, że jest nią wartość okreś­lana w pierwszym kroku obciążenia. Choć jest to przyczyną róż­nej ilości iteracji w zależności od stopnia odchylenia konstruk­cji od liniowego charakteru jej pracy, to jednak daje zawsze sta­łą dokładność rozwiązania.Powyższe procedury - jak już wspomniano - nie mogą być sto­sowane w tych obszarach pracy konstrukcji, dla których macierz sztywności stycznej może być osobliwa, bądź "prawie osobliwa". W tych obszarach wykorzystuje się modyfikację metody Newtona- -Raphsona zaproponowaną przez Riksa. Koryguje ona wielkości i kierunek parametru , który steruje obciążeniem. Przybliże­nie A oblicza się w płaszczyźnie ortogonalnej do rozwiąza­nia określonego przez A i w przestrzeni obcią-żeniowo-przcmieszozeniowej /rys. 3.2/.

Rys. 3.2
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Warunek ten w postaci =« 0 » /3.40/przy wykorzystaniu wyrażenia na △(Q}oe /wynikającego z podobień­stwa trójkątów ABC i ADE/

△At =
pozwala na wyznaczenie korygującego obciążenie parametru jako

ppi A {Qh-1 a + a^-i cC "1Stosowany indeks R przy przyrostach przemieszczeń i przyros­tach parametru obciążenia oznacza, że pochodzą one od sił nie­zrównoważonych /rys. 3.2/•Badanie wyznacznika stycznej macierzy sztywności pozwala na ko­rygowanie kierunku obciążenia - po stwierdzeniu zmiany znaku wy­znacznika obliczenia powtarzane są w ramach tego samego przyros­tu obciążenia dla nowego jego kierunku. Ze względu na możliwy przypadek zerowej wartości wyznacznika sztywności stycznej algo­rytmy przewidują możliwość restartu dla zmienionego przyrostu obciążenia. Opisane wyżej postępowanie pozwoliło na stosowanie parametru obciążenia jako jedynej zmiennej sterującej procesem obliczeń. Należy dodać, że opisane algorytmy automatycznie prze­łączają się na procedurę, która umożliwia przejście punktu gra­nicznego. Możliwe jest to dzięki ekstrapolacyjnemu określaniu wyznacznika, bazującemu na jego wartościach dla tych punktów ścieżki równowagi, które bezpośrednio poprzedzają krytyczny ob­szar pracy konstrukcji.
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3.4. Krótki opis programu na EMC, Przykłady zastosowańPrzedstawione algorytmy były podstawą do opracowania pro­gramu w języku algorytmicznym FORTRAN na EMC ODRA. 1305, Zbudowa­ny program realizuje - w zależności od parametrów określających wybrany algorytm - obliczenia dla dowolnego - pod względem kon­figuracji, warunków brzegowych, cech sprężystych elementów jak i obciążenia - przestrzennego układu kratowego. Parametry zada­nia, do których zalicza się między innymi numer wybranego do realizacji algorytmu, krok obciążenia, dokładność iteracji oraz maksymalną wartość obciążenia, w sposób jednoznaczny określają - jedną z wielu możliwych - ścieżkę realizacji programu. Dowolność narzuconych na konstrukcję warunków brzegowych uzyskano poprzez ich aproksymację więziami elementarnymi reprezentowanymi przez pręty przegubowo-przegubowe o odpowiedniej /do żądanych cech/ długości i sztywności. Generowany układ równali liniowych metody elementów skończonych rozwiązywany jest przy użyciu standardowej procedury rozkłada­jącej macierz sztywności na macierze górno i dolno trójkątną. Przebieg procesu iteracyjnego w programie jest w pełni zautoma­tyzowany, a na wyjściu otrzymuje się aktualną konfigurację kons­trukcji, siły w prętach, aktualny wektor obciążenia oraz informa­cje dotyczące wykonanych iteracji /ilość, dokładność/. Pozwala to, przy jednorazowym uruchomieniu programu, na uzyskanie ścież­ki równowagi konstrukcji w przestrzeni obciążeniowo-przemiesz- czeniowej tak w obszarach przedkrytycznych, krytycznych, jak i p ok rytycznych.Pominięto schemat blokowy programu, któi^y oprócz pewnych elemen­tów wejścia i wyjścia nie poszerzałby informacji zawartych w punkcie 3.3, a byłby tylko ich kompleksowym i skrótowym przedsta­wieniem.Program /bez wymaganych obszarów pamięci do realizacji kon­kretnego zadania/ zajmuje 11,2 K /kilosłów/ pamięci; orientacyj­ne informacje o czasie obliczeń wraz z liczbą iteracji wykona­nych w zadaniu podane są przy okazji prezentacji wyników realizo­wanych przykładowych zadań.
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Zadaniem testowym dla zbudowanych algorytmów była kratow- nica Misesa /rys. 3.3/. Ze względu na konfigurację zaliczyć ją można do najprostszych - o znanym rozwiązaniu analitycznym konstrukcji kratowych skłonnych do przeskoku. Na rys. 3.3 przed­stawiono ścieżkę równowagi kratownicy skonstruowaną w przestrzel : • I ni obciążeniowo-przemieszczśniowej, a otrzymaną metodami przy- roatowymi.

«Tak w przypadku algorytmu przyrostowego /opartego o styczną ma­cierz sztywności/ wykorzystającego stały, jak i uaktualniany, układ odniesienia otrzymano zbieżność rozwiązań, którą można uznać za idealną. 0 ich poprawności świadczą szczególnie punk­ty przecięcia się ścieżki równowagi z osią odciętych, na której odłożono pionowe przemieszczenia węzła, a także pełna zgodność w określeniu wartości obciążenia granicznego /w sposób analitycz­ny [70], jak i. numeryczny/. Otrzymane rozwiązanie było testowane . tak ze względu na wielkość kroku obciążenia, jak i na żądaną do­kładność iteracji. Prezentowany wykres /rys. 3.3/ otrzymano przy kroku obciążenia, który stanowił 1/25 wartości obciążenia grani­cznego konstrukcji i zadanej 0.0001 wartości współczynnika okreś­lającego dokładność rozwiązania /pkt 3.3.2./. Zadana dokładność? 
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powodowała, że przyrost przemieszczenia węzła w kolejnym, koń­czącym iterację kroku nie był większy od 0.00002 cm.Na rys. 3.4 przedstawiono wykres zmienności wartości wyznaczni­ka stycznej macierzy sztywności w zależności od miejsca położe­nia na ścieżce równowagi.

ni ów sztywności, które wynikają z uwzględ­w tensorze odkształceń Greena, w spo-
W dalszej analizie otrzymane rozwiązanie przyrostowe przyjęto za poziom odniesienia dla rozwiązań tego zadania innymi algorytmami.Pominięcie olei ni en i a składnika rysób zasadniczy nie wpłynęło na rozwiązanie, nazywane dalej roz­wiązaniem uproszczonym. \l sposób nieznaczny wzrosły wartości tak górnego, jak i dolnego obciążenia granicznego /punkty 1i 2 na rys. 3.3/ - różnice te wyniosły około 0,3 % rozwiązania ścisłego. Przy żądanych mniejszych dokładnościach rozwiązania pojawiały się pewne, nieznaczące różnice w otrzymywanych wykresach, które szcze gólnie dobrze można było obserwować w pokrytycznych obszarach pra cy k on s truk c j i.Na rys. 3-5 przedstawiono zbieżność procesu iteracyjnego w zależ­ności od wartości współczynnika dokładności dla różnych punktów na ścieżce równowagi* Linią ciągłą oznaczono rozwiązania ” pełne”,
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a linią przerywaną, rozwiązania uproszczone.

PRZEMIESZCZENIEWĘZŁA j [cm] PUNKT A
3.187604 .5.187603 4 40^ “ — ________ ______ V6

4—_____________________________ _ ________ a a; ^-^w-w-w-w-u---------------l*-
4 10* -------------------------------- 4JO5

PRZEMIESZCZENIEWĘZŁA , ] [cm] PUNKT B
17-5OOOO2 . ~~~~ ■ —" Ą /17.500000 4-40^ 4 4 O1* 'Ł

4------ =-__________________ ~ ^-^4-------------- ł”-
4-40*

PRZEMIESZCZENIEWĘZŁA [cm] PUNKT C
35.00000335.000000 ^/g

-4------- -------- 1--------------- i---------------------------------------------------------------------------------------------------------------------------------------------------------------- 1 —-----
4 40* 4 401* 7 4-40*

PRZEMIESZCZENIEWĘZŁA 1 [cm] PUNKT D\',o .30.58502} S. W'-'-'- ________________ _____-   .......... .. . M .. . » U—LU__MŁM  . > .        f_________
4 40* 4 401’ 4 40®Ryn. 3*5



- 33
W przypadku nie uwzględniania w analizie wpływu sztywności. rzędu drugiego otrzymano dalsze zawyżenie wspomnianych górnego i dolnego obciążenia granicznego /o około 0,5 %/ przy bhaku większych efektów w innych punktach ścieżki równowagi. Należy dodać, że w tym przypadku znacznie wzrosła ilość wykonywanych iteracji w kroku obciążenia - od trzech /czterech w obszarach kry­tycznych/, dla których otrzymano wykres z rys. 3.3> do sześciu i więcej. Czasy obliczeń całej ścieżki równowagi przy użyciu opisa­nego kroku obciążenia i różnych dokładnościach przedstawiono na rys. 3.6.

Testowanie algorytmów opartych na łącznym wykorzystaniu kie­runkowej i stycznej macierzy sztywności wykazało ich Szybką i do­brą zbieżność, z tym jednak, że zaobserwowano nieco zawyżone /0,3%/ wyniki przemieszczenia węzła /krzywa 1 na rys. 3.7/ w stosun­ku do przyjętego poziomu odniesienia /krzywa 0 na rys. 3.7/. Przy posługiwaniu się uproszczonym rozwiązaniem otrzymano wyniki zaniżone /krzywa 2 na rys. 3.7/. Nie uwzględnianie sztywności rzędu drugiego prowadziło do znacznego zawyżenia wyników /d %/
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/krzywa 3 na rys. 3.7/. Błąd procentowy określany był na po­ziomie obciążenia o wartości 4000 kG-. Wartość obciążenia granicz­nego zawyżana była w każdym z wyżej wspomnianych przypadków.

Na rytu 5.3 przedstawiono krzywe równowagi w przodkrytycznym ob­szarze pracy konstrukcji, które otrzymano wykorzystując symetrycz­ne postacie kierunkowych macierzy sztywności. Indeksem 0 ozna­czono wykres odniesienia, a indeksem 1 krzywą otrzymaną przy uwzględnieniu postaci kierunkowej macierzy opisanej równaniami /3.16/ i /3.17/ lub /3.19/ i /3.20/, które dały identyczne roz­wiązania.
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Rys. 3.8
Różnica tych rozwiązań w stosunku do rozwiązania ścisłego wynios­ła - na przyjętym poziomie obciążenia - około 0,6 %•Na ryo. 3*9 przedstawiono ścieżki równowagi dla rozwiązania przy­rostowego /krzywa 0 - identyczna z wykresem na rys. 3*3/ i roz-wiązań opierających się - w obszarze przedkrytycznym - na łącznym wykorzystaniu kierunkowej i stycznej macierzy sztywności /krzywa1 dla rozwiązania pełnego; krzywa 2 dla rozwiązania uprosz­czonego/.

i
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Widoczno są znaczne różnice, które w punktach przecięcia się ścieżki równowagi z osią odciętych są rzędu 23 % i 25 % - dla rozwiązania pełnego oraz 25 % i 30 % - dla rozwiązania uprosz­czonego. Wyznaczone ścieżki równowagi 1 i 2 - w Obsza-*raęh pokrytycznych uzyskano przy wykorzystaniu algorytmu przy­rostowego /przy dużej ilości iteracji w każdym z jego kroków/.Powyższe spostrzeżenia - tak w zakresie zbieżności jak i powstających różnic - w pełni potwierdził inny przykład kratow­nicy; analizowano mało wyniosłą kopułę Schwedlera [43] - frag­ment rys. 3.10 - obciążoną siłą pionową przyłożoną w jej wierz­chołku. Na rys. 3*10 pokazano wykres przemieszczeń pionowych ob­ciążonego węzła; krzywa 1 sporządzona została dla ”pełnego” roz­wiązania, a krzywą 2 otrzymano dla rozwiązania uproszczonego. Obliczenia przeprowadzono wykorzystując metodę przyrostową i przy zastosowaniu uaktualnianego układu odniesienia.
• . ■ h
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12 ' /

5.5* Podsumowanie
Procedury przyrostowe oparte o sztywność styczną /formuło­wane w układzie Lagrange’a, jak i w uaktualnionym układzie La- grange’a/ okazały się najlepszym narzędziem analizy tak przed- krytycznych, jak krytycznych i pokrytycznych stanów pracy kons­trukcji. Są one mało wrażliwe - przy dużych dokładnościach - na wpływ uproszczeii polegających na nie uwzględnianiu tych ele­mentów sztywności, które wynikają z uwzgi ; dnienia składnika 2 w tensorze opisującym odkształcenia. Jednak przy nie­zbyt dużych dokładnościach spełniania warunków równowagi, w każ­dym z kroków obciążenia, uproszczenia te powodują - głównie w obszarach pokrytycznych - pewne ”odejście” ścieżki równowagi od jej prawidłowego kształtu, przy jednoczesnym, znacznym wzroście liczby wykonywanych - na zadanym poziomie dokładności - iteracji. Procedury rozwiązania oparte o łączne wykorzystanie sztyw- . ności kierunkowej i stycznej - stosowane w obszarach przedkry- tycznych - okazały się znacznie bardziej czułe na uproszczenia opisane powyżej. Śledzenie obszarów krytycznych, a szczególnie obszarów pokrytycznych przy wykorzystaniu tych rozwiązań może prowadzić do znacznych odchyleń od rozwiązań poprawnych.Przyjmowanie do analizy różnych postaci macierzy sztywności rzędu pierwszego /5.H/ i /5.12/ lub /5.16/ i /5.17/ lub /5.19/ i /5.2O/ prowadziło - szczególnie w obszarach przedkrytycznych - do pomijalnie małych różnic w rozwiązaniach.Nie uwzględnianie w rozwiązaniu - we wszystkich analizowa­nych algorytmach - sztywności rzędu drugiego powodowało kilku­procentowe zawyżenie rezultatów w obszarach przedkrytycznych i krytycznych, powodując jednocześnie ich rozbieżność w obszarach pok ry tycznych.Z powyższych uwag wynika, że:- analizę stanów przedkrytycznych konstrukcji kratowych skłonnych do przeskoku można prowadzić przyjmując uproszczenia w stosowa­nych algorytmach bez większego wpływu na rozwiązania.
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- przyjmując uproszczone algorytmy w stanach przedkrytycznych zawyżamy - w stosunku do faktycznej - wartość obciążenia gra­nicznego,- badanie stanów pokrytycznych wymaga dokładnych rozwiązali stanów przedkrytycznych, jak i krytycznych; niewielkie odchylenia od rozwiązań prawidłowych w tych stanach powodować mogą znaczne zaburzenia rozwiązań w analizowanych - pokrytycznych - stanach pracy konstrukcji.

4. UKŁADY PRĘTOWE 0 PROTACH CIENKOŚCIENNYCH4.1. Wprowadzenie i podstawowe założenia
V / rozdziale tym omawia się algorytm służący geometrycznie nieliniowej analizie układów prętowych zbudowanych z prętów cien­kościennych. Pierwsze próby analizy konstrukcji cienkościennych przeprowadzone były przy użyciu macierzy przeniesienia [ 65 ], a także metody sił [65]. Okazały się one jednak mniej przydatne od analizy tych kons­trukcji, która wykorzystuje metodę przemieszczeń. Za pierwsze pra­ce, w których sformułowano sztywności elementu cienkościennego uważa się prace Krahully[51] i Rentona [52]. Dalsze opracowania, które poprzez sukcesywne uwzględnianie nowych składowych sztyw­ności bądź inne ujęcie problemu, zasługują na szczególną uwagę to: prace Krajcinovica [30], Barsouma i Gallaghera [ 6], Powella i Klingera [48], Meja [ 41], Argyrisa i Radaja [ 4 ] oraz Bażanta [ 9] W oparciu o wyprowadzone sztywności analizowano tak problemy geo­metrycznie liniowe [ 4,30,31] , jak i nieliniowe [9,66].W rozdziale niniejszym buduje się macierze sztywności elemen­tu cienkościennego, które uwzględniają pomijany dotychczas w ana­lizie człon tensora Greena, a także pozwalają na geometrycznie nieliniową analizę elementu przy użyciu “pełniejszych” funkcji opisujących jego przemieszczenie. Rozwiązanie opiera się na następujących założeniach:- węzły struktury zapewniają sztywne połączenie elementów w nich zbiegających się; sztywne połączenie dotyczy obrotów i przesu­wów, przy jednocześnie możliwym sztywnym bądź swobodnym zamoco-
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waniem pręta ze względu na deplanację jego końca,- węzły, ze względu na swoją budowę, nie przekazują deplanacji [29,59,73] /deplanacja każdego ze zbiegających się w Węźle prę* tów jest * w wypadku swobodnego zamocowania na deplanację - niezależnym od deplanacji innych prętów dodatkowym stopniem swobody węzła; niezależność ta nie dotyczy węzłów pośrednich/, * elementami układu są prostoliniowe, pryzmatyczne, izotropowe pręty cienkościenne o dowolnym, otwartym przekroju poprzecznym, * pręty w całym cyklu obciążenia nie osiągają nośności granicznej, * dopuszcza się możliwość utraty pierwotnie prostoliniowej osi' pręta poprzez wprowadzenie węzłów pośrednich,- układ obciążony jest jednoparametrowym, konserwatywnym, staty­cznym obciążeniem węzłowym,- materiał, z którego zbudowane są pręty jest liniowo sprężysty, a powstające w nim odkształcenia są małe,- możliwe są duże przemieszczenia węzłów układu. Rozpatrzmy pręt cienkościenny, o przekroju otwartym, w tró^-‘ wymiarowej przestrzeni kar tezjarskiej• Lokalny, prawoskrętny układ odniesienia c-x-y-z dla pręta j-k przyjęto tak, że oś c-z pokrywa się z osią ciężkości pręta, a osie c-x i c-y są głów­nymi, centralnymi osiami jego poprzecznego przekroju /rys* 4*1/*
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W dalszych rozważaniach wielkości odnoszone do środka ścinania ”s”, których linia z założenia pokrywa się z osią obrotu pręta [54 ], oznaczane będą kreską u góry /za wyjątkiem kąta obrotu © /. Wektor przemieszczeń "i-tego” elementu konstrukcji w lokalnym układzie odniesienia definiuje się jako(np = {V.,U .,V.,0,-V,.,U,.,9'. ,W, ,0, ,V, ,9, .-V? ,U,’ ,©? 1 4, /4.1/<1Ji 1 3’ 3 3 3 3 3 k k k k’ k’ k’ k J i’ ' 'gdzie UtV,W są funkcjami przemieszczeń elementu odpowiednio w kierunkach x,y,z lokalnego układu odniesienia, a 0 jest kątem obrotu względem osi podłużnej pręta przechodzącej przez środki ścinania przekrojów poprzecznych. Przez (...? oznaczono pochodną względem zmiennej z. Wektor sił brzegowych dla ele­mentu - w konsekwencji przyjęcia zależności /4.1/ - definiuje się jakoMi - p/4.2/gdzie przez P,V ,V ,M ,M ,M oznaczone /odpowiednio/ siły i mo- x y Z X ,ymenty skierowane wzdłuż osi c-z, c-x, c-y lokalnego układu od­niesienia, a przez B bimoment. Ich dodatnie zwroty dla przekro­ju o normalnej dodatniej określają wielkości z rys.4.1.Analizę pręta prowadzić się będzie przy następujących zało­żeniach [65] s- przekrój poprzeczny pręta jest doskonale sztywny w swojej płasz­czyźnie, lecz ma swobodę paczenia się,- odkształcenia postaciowe powierzchni środkowej pręta są pomi- jalnie małe,- wpływ sił tnących jak i momentów zginających ściankę pręta jestpomijany.
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4.2. S z tywn ość e1emen tu4.2.1. Funkcje przemieszczeń i ich aproksymacja

Uwzględniając poczynione założenia funkcje przemieszczeń dla dowolnego punktu przekroju poprzecznego wyrazić można w postaciU(x,y,z) » U(z)- (y-y0V 9 ( z) -[ ^-4^'(x-x0) , /4.3/2V(x,y,z) = V (z)+(x-x0)- 0 ( z ) -[ 2-Lz.L (y—y0) ,w(x,y,z) = W(z)-{ u'(z) + rv'(z)0(z)l]x - ( V'(z) - [O’(z) 0( z)l}y - 0'(z}w , U -bp l -T>gdzie xQ,y0 oznaczają współrzędne środka ścinania ”s” w lokal­nym układzie odniesienia pręta, a <u jest główną współrzędną wycin­kową [ 54,65].Postać funkcji przemieszczeń opisaną równaniami /4.3/ otrzy- . mać można z prostych rozważań geometrycznych, bądź przez rozwi­nięcie v/ szereg Mac Laurina funkcji, które otrzymali Klbppel i Winkelman [28]. W rozwinięciu tym pomija się człony trzeciego, czwartego i wyższych rzędów. W opisie /4.3/ funkcji przemieszczeni w nawiasy kwadratowe oznaczone gwiazdką u dołu / [...]*/ ujęto; te człony funkcji, które dotychczas nie były uwzględniane przy wy­prowadzaniu elementów sztywności. Pozwala to na analizę ich wpły­wu na rozwiązanie.Do dalszych rozważań przyjęto paraboliczną postać funkcji U(z), V(z), ©(z), a liniową funkcji W(z). Postać funkcji prze­mieszczeń dla ”i-tego” elementu zapisuje się jakorW(z)' rNc ’ 0 0 0 0 0 0 N6 0 0 0 0 0 0 *
4 U(z) 0 N1 0 0 0 N2 0 0 N3 0 0 0 N4 0V(z) 0 0 N1 0 N2 0 0 0 0 N3 0 N4 0 0 Hi’

lo 0 0 N1 0 0 N2 0 0 0 N3 0 0 W4.gdzie funkcje kształtu Nj /j - 1,2 , • • • ,6/ >mają postać /4.4/
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N1 = 1 - 3f 2 + 3 , N4 = 1( -f 2 + f 3) , /4.5/N2 - l(f - 2 f 2 + p), N5 = 1 - { ,N3 = 3|2-2^3 , N6”j 5 | “ ł’a przez 1 oznaczono długość elementu.Funkcja opisująca w /^•^/ zmienność kąta obrotu 0(z) po­prawna jest w przypadku, kiedy końce pręta nie mają swobody dep- lanacji. W przypadku kiedy koniec nkw pręta j-k ma niczym nie skrępowaną swobodę deplanacji funkcje w wyrażeniuna @(z) przechodzą odpowiednio na funkcje ,N<J ,N^ ,N^, które mają postaćNi - łF - W *1 ’ n3 - -H5 + H2 •N2 = łf - łf +f ’ N4 = ° •Przyjęta paraboliczna zmienność funkcji przemieszczeń dla elemen­tu stosowana jest w większości opracowań zajmujących się proble- ‘ mem sformułowania macierzy sztywności dla elementu cienkościenne­go.Funkcje przemieszczeń w postaci trygonometrycznej, które dokład­nie spełniają statyczne równanie na skręcanie nieswobodne pręta cienkościennego [ 61,65] stosowane były przez Krajcinovica ( 50].V/ pracy swojej wykazał on, że założenie funkcji o zmienności pa­rabolicznej prowadzi do błędnych rezultatów, jeżeli tylko stosu­nek sztywności pręta na skręcanie do jego deplanacyjnej sztywnoś­ci nie jest pomijalnie mały. Stwierdzenie to - na podstawie badań numerycznych - podważał Mei [ 42], który pokazał, że założenie prostej, parabolicznej postaci funkcji przemieszczeń prowadzi do wyników zgodnych z rozwiązaniami teoretycznymi.Zgodność tych dwóch różnych podejść otrzymuje się w przypadku kiedy stosunek sztywności skrętnej do sztywności deplanacyjnej elementu dąży do zera.W pracy zdecydowano się na przyjęcie parabolicznego wyrażenia funkcji przemieszczeń ze względu na to, że w większości konstruo­wanych układów prętowych przekroje poprzeczne przyjmowanych ele­mentów są takie, że ich sztywność skrętna jest mała w stosunku do sztywności giętnej.
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4.2.2. Energia sprężysta pręta. c i enk oś c1enn ego przy uwzględnieniu naprężeń początkowychZgodnie z poczynionym założeniem /pkt 4.1/, w wyrażeniach na energię sprężystą pręta, pomijane będą wpływy sił tnących, jak i momentów gnących ścianki przekroju pręta. Wpływ tych wiel­kości uznaje się za mały w stosunku do wielkości dominujących - w węzłowo obciążanych układach prętowych - wywołujących napręże­nia normalne /£ /.Ze względu na to, że algorytm służy geometrycznie nieliniowej analizie tak przedkrytycznych, jak i pokrytycznych stanów pracy konstrukcji /spodziewane są duże obroty/, w wyrażeniach na zgro­madzoną w elemencie energię uwzględniono wpływ momentów skręca­jących.Rozaptrzmy pręt, w którym naprężenia normalne 6° /dodat­nie dla rozciągania/ są w równowadze z początkową siłą osiową P°, początkowymi momentami zginającymi i M względem głównych, centralnych osi bezwładności przekroju poprzecznego oraz począt- ! — O f »kowym bimomentem B odniesionym do środka ścinania. Początkowe naprężenie normalne / 6°/ wyraża się zwykle jako[64 ]
gdziea

I , I xx* yy względem

Mx v < B°-58 T + T- ’ y - f1- 1 x - y7.CCA xxx yy 1<JWB° = - J 5°<J dA Alxx = f y2 dA xx Axyy * / x dA ’ItoO 13 f dA *Asą momentami bezwładności przekroju

/4.7//4.8/
/4.9/

poprzecznego prętagłównych centralnych osi bezwładności przekroju /odpo­wiednio względem osi c-x i c-y/;
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Iwo jest wycinkowym momentem bezwładności przekroju poprzeczne­go pręta,a A jego polem.W rozważaniach przyjęto, że współrzędna wycinkowa w /z biegunem w środku ścinania/ zdefiniowana [ 61 ] jest jako

/4.10/gdzie: f jest odległością od środka ścinania s do stycznej do linii środkowej przekroju poprzecznego, s jest współrzędną liniową odmierzaną od głównego punktu . wycinkowego profilu [54].Iloczyn ęds uważany jest za dodatni dla obrotu promienia ę niezgodnego z ruchem wskazówek zegara.Do analizy przyjęto wielkości e^ i 6 z, które są odpo­wiednio zlinearyzowaną i pełną postacią tensora odkształceń Gree- na, a dokładniej jego składowej opisującej odkształcenia w kie­runku osi podłużnej elementu.Wielkości te zapisuje się w postaci
ez

o w<) z /4*11/
^z ć>Z ®2«)2r-Przyrost całkowitej energii potencjalnej elementu ( AU ) podczas nieskończenie małego przyrostu przemieszczeń jego węzłów wyraża się jako AU = AU1 + AU° - AW , /4.12/gdzie aW jest przyrostem pracy obciążenia, a przyrosty energii sprężystej mają postaćAU1 = | f E e2 dV + f ? G I e'2dz , /4.13/V Z z B
AU0 = f G° G dV + f M° 9’dz .v z z 9
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Przez E oznaczono moduł Younga, G oznacza moduł Kirchoffa, a I jest stałą skręcania [61]. Dla pręta cienkościennego o sprzekroju otwartym, o stałej grubości ścianki t, przyjmuje się, że stała skręcania wynosiIs’| Z “1 » A-U/
gdzie m^ jest długością linii środkowej elementu przekroju po­przecznego o grubości t^ - sumowanie obejmuje wszystkie elemen­ty przekroju poprzecznego.Przez M° we wzorze /4.13/O oznaczono początkowy moment swo- bodnego skręcania /tale zwany moment Saint-Venanta [61,65] /• Ze względu na to, że rozpatrywane są tylko infinitezymalne przy­rosty deformacji w równaniu /4.13/.J użyto postaci 74.11/^ skła­dowej tensora odkształceń. V/ równaniu /4.13/2 - % uwagi na to, że 6 0 może być wielkością dużą [27] - wykorzystano równanie /4.11/2.Uwzględniając równania /4«3/, /4.7/> /4.11/^ i A.H/? w równa­niach i /4«13/2 przyrosty energii aU1 i aU° wyrazić można w następujący sposób /4.15/aU1 - f ^eTa + I J”2+IvyV”2+Iaoe"2 ] dz + 4 yy J

1 ( u* ©’+ une)(ul eu une + 2 v”)dz] + 

XX ' '' z J *J I e^+V"2e2+2U”V'e’ + 2U"V“6 + 2V‘^wjdz] +z 2 yy / j *fi,El (iye^+U”292+2U> V,,6,+2U"V,,e+2U, U11©^) dz] +
4 2 XX' / j >{

gdzie oznacza drugą pochodną względem z .
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Przyrost enetgii △U° zapisać można następująco

aU° aU° p° aU° n [P°I, aU° n -i 
(P J*

*u°M° X 4U° „ [<] TT O 
△U. /4.16/

"U°o
V

aU° . h lM°kV aU°
V

<0 aU° n 
[B°k

aU° o ■[s°rx
AU° sPoszczególne elementy prawej strony wzoru /4*16/ mają postaćU° = P° f ( W' + | | + U' 6' y0 - V'0’xo + ■C1,0^)dz, /4.17/
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u° 0 = - m° f ( -v’©’ - vtt0 - u1 e e» + ©2 e^) dz , /cd.4.17/[Myl* ■ * III

= Mo [(_ 1u»2 -SXŁ _ 1v»2 _ W _iS5 + W‘U»-y Z 2 Iy>J 2 2
- u>iv»inx _ u>>e»Lps _ )dz ,■yy yy yy
- b° f ( e«- S1 0?) dz ,

[«;r
B°U° = - B° I S fl2 a? A-[b°I J 1 e 9f dz

*rU° « B° [(- iu”2 -4^ * lv”2 - ~0”2 -4^ + WJ 0°
[B0]* z' J-ww £ ±G)&

_ u»v"^ś _ uMe«i^ - az ,
lćj(3 1 ww J-ww '

MO = Mg f 6’ dz 
8 Zgdzie

Pi
i (x2 2 + ^y. \ u2 \ xo + + A / ’ rl1 ( Ixxx + Ixyy, _ ? \ c? k I yo / ’ u 1

XX

2x0),/4.18/2\ I yy. 1 _+i -1 xxq yy^2 I<3 w
Charakterystyki przekrojowe zdefiniowano w następujący sposób

1 
XXX

f

s fA y5 dA , I - yyw s A 2 - x w dA 9 /4.19/■"■^yy SE

9yx dA, XW(j S5 A - 2yco dA 9Iyyy 9 fA t? dA , I - xyw SE 1 yxw dA 9

» /A 9y x dA 9 ^■yów 9 I -2 xw dA , 9

I .
XXQ

9 JA y2w dA , Ił3óq 9 A dA •
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W równaniu /4.16/ pominięto składniki energii, które pochodzą z jednoczesnego uwzględnienia dodatkowych^członów w wyrażeniu na przemieszczenia /4.3/ i członu j ( yf) w wyrażeniu /4.1l/?Uzasadnienie tego uproszczenia znaleźć można poniżej /w punkcie 4.2.3/.
4*2.3. Sztywność styczna elementu^

Uwzględniając w równaniach opisujących przyrost energii sprężystej w pręcie /4.13/ równania wyrażające założoną pos­tać funkcji przemieszczeń /4.3 - 4.6/, elementy k?^ stycznej macierzy sztywności otrzymujemy poprzez dwukrotne jej różniczko­wanie względem składowych wektora przemieszczeń brzegowych ele­mentu /4.1/.Ze względu na to, że algorytm - oparty o otrzymaną styczną ma­cierz sztywności - uaktualnia geometrię zadania na początku każ­dego kroku iteracyjnego, elementy sztywności zależne od przemiesz­czeń, bądź ich kwadratów, zerują się na początku każdego z nich. Gdyby przyjąć - co odpowiadałoby zmodyfikowanej metodzie Newtona- -Raphsona - stałą postać stycznej macierzy sżtywności w kolej­nych iteracjach danego kroku obciążenia nie byłoby możliwe od­rzucenie zależnych od przemieszczeń wyrazów macierzy sztywności, co w konsekwencji spowodowałoby - jak stwierdzono - znaczną komp­likację realizowanego postępowania. Powyższa uwaga wyjaśnia przy­czynę odrzucenia na etapie obliczania przyrostu energii sprężys­tej pręta tych jej wyrazów, które powstały w wyniku uwzględnienia dodatkowych członów w wyrażeniach na przemieszczenia i członu 2 tensora odkształceń Greena. Wyrazy te są iloczynami conajmniej trzech występujących, w kwadracie funkcji przemieszczeń bądź ich pochodnych, a więc po dwukrotnym różniczkowaniu wszyst­kie powstające elementy są funkcjami przemieszczeń.Ostateczną postać stycznej macierzy sztywności elementu cien­kościennego zapisać można jakot kis = (kj +p°([k1i + (k^*) ^([k^ + [k2]*+ [kjj + M°((k3i +[k5r+ [k3]4)++ ® ( U4.I +(k4l ) » /4.2O/

U2 \ Oz /
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gdzie [ k0J jest sprężystą macierzą sztywności elementu, a po­zostałe macierze oznaczone literą. [ k ] z odpowiednimi indeksami porządkowymi stanowią macierz sztywności geometrycznej.Ze względu na przejrzystość zapisu i łatwość analizy,ele­menty stycznej macierzy sztywności rozbito na cztery grupy: - do pierwszej zalicza się elementy macierzy [ k ] , w ramach której wyodrębniono elementy powstałe w wyniku uwzględnienia swobodnego i nieswobodnego skręcania,- do grupy drugiej zalicza się elementy macierzy : P°[k1J, M°[k,], B°[k],- do trzeciej grupy zalicza się elementy macierzy: P (k^J,' M°[k?r, M° [k r, B°[k j*,

A C- i J J i Q Q- czwartą grupę stanowią elementy macierzy M [k?]* i M [k,]*.V/ każdej z tych g?up podano alternatywną postać elementów sztyw­ności, które zmieniają się w wyniku przyjęcia takiej funkcji 0(z), która umożliwia swobodę deplanacji jednego z końców pręta. Dla uproszczenia zapisu pomija się indeksy przy poszczególnych elementach macierzy.Elementy pierwszej grupy( [k ]):k(l,l) « -k(1,8) = k(8,8) = , /4.21/12EIk(2,2) = -k(2,9) = k(9,9) = ---- , 6EIk(2,6) = k(2,15) « ~k(6,9) - -k(9,13) - ---- ,V4EIk(6,6) = k(l3,13) = —,2EIk(6,nh . 12EI k(5,5) = -k(3,10) = k(l0,10) = ---- , 6EIk(3,5) = k(3,12) = -k(5,10) = -k(10,12) = ------- f4EIk(5,5) = k(l2,12) = —,2EIk(5,12) = —.
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Elementy powstałe w wyniku uwzględnienia nieswobodnego skręca­nia mają postać: 12EI* -k(4,4) = ~k(4,1l) = k(l1,11) = ---- , /4.22/x , x SEIoak(4,7) - k(4,14) = -k(7,1l) = -k(l1,14) = —,4EIqg k(7,7) = k(l4,14) = —7— ,2EIww k(7,14)= T- .Uwzględnienie swobodnego skręcania prowadzi do powstania ele­mentów: 6GIok(4,4) = -k(4,1l) =* k(H,1l) = -^ , /4.23/k(4,7) = k(4,14) = -k(7,1l) = -k(l1,14) = GIg ,k(7,7) = k(U,14) = GIal ,k(7,14)= - Gigi •

!Ula możliwej swobodnej deplanacji koiica pręta elementy opisane wzorami /4.22/ i /4.2J/ przechodzą na elementy, które odpowied­nio opisują wzory /4.24/ i /4»25/»Elementy powstałe w wyniku uwzględnienia nieswobodnego skręcania:k(4,4) = -k(4,1l) - k(l1,11) JE 1(3(315“3EI<3wk(4,7) = -k(7,1l) - —y— ,JEIców k(7,7) = —t— .
/4.24/

Elementy powstałe w wyniku uwzględnienia swobodnego skręcania:
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k(4,4) = -k(4,1l) = k(l 1,11) - k(4,7) = -k(7,1l) = - | GIa k(7,7) = y$ GIgl

/4.25/

Elementy grupy drugiej / P°[k1J , M°(k2J , M^fk^] , B°[k^] /s
<p0k(2,2) = -k(2,9) = k (9,9) = , /4.26/6P°y 6M°k(2,4) = -k(2,1l) = -k(4,9) - k(9,1l) = t-t-- - -et .k(2,6) = k(2,15) - -k(6,9) = -k(9,13) = y£ P°k(2,7) - k(2,14) - -k(7,9) - -k(9,14) = y^P°- y^M° ,k(3,3) = -k(3,10) = k(lO,1O) = 6P°x„ 6M°k(3,4) = -k(3,H) - -k(4,10) = k(lO,1l) - - —ęy-2 - ,k(3,5) = k(3,12) = -k(5,10) = -k(lO,12) = - P° ,k(3,7) - k(3,14) = -k(7,10) = -k(lO,14) = - ^y ’z , , 12P°<e.. 12M°p. 12^Ki 12B°5,.k(4,4) = -k(4,1i) = k(H ,11) = —- + —ęy-------—51" “ —5I—*k(4,5) = k(4,12) = -k(5,H) = -k(l1,12) - y^^ y^y •k(4,6) - k(4,13) - -k(6,1l) = -k(H,13) = y^P°y0- y^M° ,k(4,7) =. k(4,14)= -k(7,1l)» -k(l1,14)= y^P^^ y^^l"W1 yh 10 1 ’k(5,5) - k (12,12) = y| P° 1 ,
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k(5,7) = k(l2,14) - 75 P°xol + if Myl » /cd.4.26/k(5,12) = - P°1 ,k(5,14)- k(7,12) = - P°xol - M°1 ,k(6,6) - k(13,13) = 75 P°1 .k(6,7) - kd3,14) - P°yol - yj M°1 ,k(6,13)- - 35 P°1 ,k(6,14)= k(7,13) » - 35 P°yol + 35 M°1 ,k(7,7) - k(14,14) = 7^1+ is^l1’ T^yM" T^i1 ’k(7,14) = - t^CI1" T^l1* 1 .

Dla możliwej swobodnej deplanacji końca pręta elementy opisane wzorem /4.26/ przechodzą na elementy ze wzoru /4.27/:k(2,2)k(2,4)k(2,6)k(2,7)k(3,3)k(3,4)k(3,5)

z* pO= -k(2,9) = k(9,9) = yj , /4.27/21P°y„ 21M°= -k(2,n) = -k(4,9) = k(9,n) = —,= k(2,13) - -k(6,9) = -k(9,13) = 55 P° ,» -k(7,9) = • 2U pOyo + d Mx= -k(3,10) = k (10,10) = §°
9 21P°x„ 21M°= -k(3,1l) = -k(4,10) = k(lO,1l) 0 21201 - 201 ’= k(3,12) = •-k(5,10) - -k(10,12) 1 T)0
« - r tk(3,7)' = -k(7,1O) = P°xo + 55 M°



. 12PV4 12M"?.k(4,4) .= -k(4,n)= k(H,1l) - ..  + —ęj-2 - /cd.4.27/12M°jL| 12 B0^■ 51 ‘ 5l ’k(4,5) - -k(5,1l) = P°x0 + ,k(4,12)= -k(l1,l2) = - 4 P°x0 - 4 M° ,k(4,6) - - k(6,1l) = P°y0 - M°k(4,13)= -k(11,13) - - P°y0 + ,k(4,7) = -k(7,11)- - f-P0*i- | M®pi+ | M^l+ | B0^ ,k(5,5) = k(l2,12) = P°1 ,M5,7)(= P°xol + 5>1°1 ,k(5,12)= - P°1 ,k(7,12)= - yj, P xol - Myl ,k(6,6) = k(l3,13) = P°1 ,k(6,7) = P°yol -
k(6,13)= - P°1 ,

' ; i '.4 ■ ;k(7,13)= - P°yol + i| M°1 ,k(7,7) = 1?°^!+ •
Elementy grupy trzeciej / P°(kJ*> (k2]*f M°(k]*tI A. G- JB° [k4]« / :
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k (1,7)

k(2,3)
• k(2,4)

k(2,5)

p0■k(l,8) = k(8,8) = y-

-k(7,8) = k(8,14)(9,9)-= P —+Al3
1B°121____OTx I P ’xx

28/

121- m°____m y 'i P yy= -k(2,10)=
y i i5 . yy

121yy

B°
12 I _
T - - P 

COCO-k(3,9)= k(9,10)= Mx 121
_____XXI 1

XX
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Dla możliwej swobodnej deplanacji końca pręta elementy opisane wzorem /4.28/ przechodzą na elementy ze wzoru /4-29/:po-k (1,8) = k(8,8) = | /4*29/k(b4) —k(4 > 8) = k (8111) »
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k(6,7) - M°
k(6,13) = P°
k(7,7) = P°
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XX21 _XX Tl
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■ XX
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Elementy grupy czwartej / M° [ k2J* » M° [ k^]# / :
k( 11,13) - - k(4,6) - M ° k(4,5) - - k(H,12) - M 0 */ /4.3O/

Dla możliwej swobodnej deplanacji końca pręta elementy opisanewzorem /4#3O/ należy uzupełnić elementami ze wzoru /4.31/ :k(2,7) - - k(7,9) = - to Mx° , k(3,7) = - k(7,10) = - 4 Mv°* • •/ 74.31/
Powyżej przytoczone elementy dla symetrycznej, stycznej macie­rzy sztywności elementu wyprowadzone zostały dla dowolnej konfi­guracji poprzecznego, otwartego przekroju cienkościennego#Na przykład dla przekroju monosymetrycznego /z założenia osią symetrii jest oś c-y / dochodzi do znacznych uproszczeń w stycznej macierzy sztywności. Dla tego przypadku zerują się następujące charakterystyki przekrojowe

■^yyy ~ ^x^y ~ ^xxw ^yy« “ ^yow ~ x0 - /4.32/a stała przyjmuje prostszą postać#
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4•3• Macierze tran s f onnacj i dla e 1 em en tu

Transformację z układu lokalnego elementu do układu global­nego konstrukcji przeprowadza się za pomocą macierzy transforma­cji [ T] tak, że wektory [q] lub [f] /określone we współ­rzędnych lokalnych/ przechodzą na wektory (Qj lub {F] /w uk­ładzie globalnym/ według wzorów [13,74]{q} = [T]T {<1} , /4.33/{f} = [ T]T (f}Macierz [ T ] ma postać [ 9 ] guasidiagonalną
f

ł

i

( Tj - '[RJ [R] < i

♦ 74.34/[R] ( R] 1gdzie [ R ] c-x, c-y, jest mac. c-z[ R] =
ir = —k = 1

Lerzą
‘ °xax b X( a. y łr( b.•A£ ( Cr, z*.

cosinusów k
c cy z

ai a7 zb by z J^y * zby’ *0Cy * C2 )

ierunkowych

>»•

wersorów osi
/4.55/

/
Jeżeli przyjąć, że os c-x lokalnego układu pręta leży w płasz­czyźnie równoległej do płaszczyzny wyznaczonej przez osie 0-X i 0-Y globalnego układu odniesienia /możliwe jest to dla prze­krojów monosymetrycznych/ to macierz [ Rj przyjmuje postać
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gdzie £ , P * są kosinusami kierunkowymi wersora k w global­nym układzie odniesienia, a pozostałe wielkości wyraża się jakom = -sin 0\A-7r , /4.37/
i n + p - m ,P = £ 2 + p 2Przez 6 oznaczono kąt obrotu elementu względem osi c-z lokal­nego układu odniesienia.Macierz ( T] /4,34/ stosuje się do transformacji { q] lub [f] na (Q) lub {F} w przypadku przekrojów bisymetrycznych; tylko wtedy wszystkie składowe wektorów transformowanych odnoszo­ne są do tego samego punktu przekroju, W przypadku przekroju poprzecznego o dowolnej' konfiguracji nie­zbędna jest transformacja, która sprowadza składowe transformowa­nych wektorów do jednego punktu przekroju. Punktem tym, z założe­nia, jest środek ciężkości przekroju poprzecznego. Wektory sił bądź przemieszczeń węzłów elementu odniesione do środ­ka jego ciężkości oznaczano indeksem Mc”. Wspomniana wyżej transformacja ma postać[ń 0 = . /4.38/{f} = [ t ]T (f)c,

1gdzie [ t] ' jest macierzą o rozmiarach 14 x 14 zależną od kształ­tu przekroju poprzecznego elementu.V/ przypadku przekrojów bisymetrycznych macierz [ t ] jest macierzą jednostkową [ 1]•
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W przypadku przekrojów monosymetrycznych /z założenia osią syme­trii przekroju jest oś c-y/ macierz [t] otrzymać można z pros­tych zależności między przemieszczeniami i ich pochodnymi odnie­sionymi do środka ścinania ”s”, a odpowiadającymi im wielkościa­mi w środku ciężkości przekroju ”cM.I tak - w przypadku jednej osi symetrii przekroju poprzecznego * mamy

U = U + yQ 0 ,

V = V ,

U’ = U’ + yQ 0‘ ,

V’ = V’

/4.39/ 
>

Macierz [ t ] o rozmiarach 7 x 7 ma postać[t] = 1 0 0 0 0 0 00 1 0 y0 0 0 00 0 1 0 0 0 00 0 0 1 0 0 00 0 0 0 1 0 00 0 0 0 0 1 V 00 0 0 0 0 0 1Macierz transformacji (t] zapisać można jako

/4.4O/

Jo) [O]

(tj
/4.41/

Nieco bardziej skomplikowaną postać ma macierz [tJ dla dowolnej konfiguracji przekroju poprzecznego elementu. W tym przypadku ele- menty macierzy [ t] otrzymano z relacji między siłami w środku ścinania i ciężkości przekroju. Przyjmują one postać
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P « P , /4.42/V = V ,x x 9

V ® V ,y y ’S = + v - v xn ,z z ro y o 9M = M ,x x 9M « M ,y y ’b = b - M x + My - a p , .A. y V
a = ( y0 x= - x0 ya ) • /4.43/Przez x9> y9 oznaczono współrzędne głównego wycinkowego punktu 

* /profilu [54]• W tym przypadku macierz [ t] zapisać można jako
(t) - 1 0 0 0 0 0 • /4.44/0 1 0 ^0 0 0 00 0 1 -xo 0 0 00 0 0 1 0 0 00 0 0 0 1 0 ■xo0 0 0 0 0 1 y00 0 0 0 0 0 i -Ostatecznie macierz transformacji [ T]^ dla przemieszczeń i sił z przyjętego lokalnego układu odniesienia do układu globalnego wy­razie można w postaci[Tj1 = [tJ’1 [ T H * j . /4.45/a relacje między siłami i przemieszczeniami w tych układach zapi­suje się jako M - [iff {f} /4.46/
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Macierz sztywności stycznej [ K J 3 elementu w układzie global­nym ma postać (K]s - (T]^( K]s[ . /4.47/Styczną macierz sztywności całej konstrukcji otrzymuje się po­przez odpowiednią superpozycję [74] macierzy sztywności jej ele­mentów.
4.4* Algorytm rozwiązania

Procedura przyrostowa realizowana jest poprzez sukcesywne obciążanie konstrukcji małymi przyrostami a /k - krok ob­ciążenia; k = 1, 2, •../ wektora obciążenia [f] , aż do żąda­nej jego wielkości.Stan konstrukcji na początku ”k-tego” kroku obciążenia jest jedno­znacznie określony poprzez:- współrzędne jego węzłów Xr^ , , Zr ; gdzie r == 1,2, ..., N /N - ilość węzłów konstrukcji/,- kąty obrotu elementów względem ich pierwotnego położe­nia; gdzie s = 1,2, ... 2P /P - ilość prętów konstrukcji/,- siły wewnętrzne P^ , elementów. Mx(k) ’ M tk) 1 Ś(k) w każdy™ 7 "3"Zmienność wskaźnika s od 1 do 2P wynika z tego, że w każdym pręcie konstrukcji wprowadzony jest węzeł pośredni.Zwięzły opis postępowania w ”k~tym” kroku obciążenia konstrukcji ująć można w następujących punktach:1/ Generowanie macierzy sztywności każdego z elementów, przy za- łożeniu, że P° = P(k, , = Mx(k) , My = My(k) i B° = B(k) .2/ Wyznaczenie macierzy transformacji [ Tj^ na podstawie aktual­nej konfiguracji każdego z elementów, określonej poprzez współ-rzędne jego końców /X.(k), Ą(k) , Zi(k) , XJ (k) , Yj(k), Z / oraz kąt obrotu e^k) *3/ Utworzenie globalnej macierzy sztywności konstrukcji z narzu­conymi warunkami brzegowymi.
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4/ Rozwiązanie liniowego układu przyrostowych równań metody ele­mentów skończonych.5/ Określenie nowej konfiguracji konstrukcji /xr(k+^) r Yr(k+-|) » Zr(k+1)* ®s(k+1) na podstawie - otrzymanego z rozwiąza­nia układu równań - przyrostu wektora uogólnionych przemiesz­czeń brednią arytmetyczną z przyros­tów obrotów węzłów elementów "a”,6/ Wyznaczenie przyrostów przemieszczeń węzłów dla każdego z Msłt elementów w ich lokalnych układach odniesienia.7/ Określenie przyrostów sił wewnętrznych w każdym elemencie.8/ Wyznaczenie nowych wartości P(k+1) • Mx(k+1) * My(k+1) 9 ®(k+1) na podstawie wartości P(k) , Mx(k) , My(kp ®(k) oraz średnich przyrostów sił w elemencie wyznaczonych jako połowa średnich arytmetycznych z przyrostów sił w jego węz­łach.9/ Wyznaczenie niezrównoważonych sił w węzłach konstrukcji na, podstawie znanych sił wewnętrznych każdego z elementów zbie­gających się w węźle i aktualnego wektora obciążenia [f] * 10/ Powtórzenie operacji opisanych w punktach 1/ -8/, z tym • jednak, że wektor wyrazów wolnych tworzonego układu równań stanowi wektor obciążenia niezrównoważonego zbudowany w punk­cie 9/ •Cykl operacji opisany w punktach 1/ - 10/ powtarzany jest do­tąd, aż spełnione zostaną warunki narzucone na dokładność rozwią­zania. Warunki te mają charakter przemieszczeniowy, to znaczy, że przyrost przemieszczeń w kolejnym ”p-tym” kroku iteracyjnym wyko­nanym w ramach ”k+1” kroku obciążenia w stosunku do pewnej normy przemieszczeń jest pomijalnie mały /patrz punkt 3*3.2/. Normy przemieszczeń określane są podobnie jak w punkcie 3.3.2., z tym jednak, że są one różne dla różnych pod względem miary przemiesz­czę ii u o gó In i ony ch.Opisana procedura stosowana jest w przedkrytycznym, krytycznym i pokrytycznym zakresie pracy konstrukcji. W obszarach punktów granicznych algorytm jest modyfikowany stosownie do procedury po­zwalającej - przy zachowanym sterowaniu procesu obciążeniem - przejść obszar niestabilności metody /pkt 3.3.2./.
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4.5. Przykłady numerycznej realizacji programu na EMC

Zbudowany program napisano w języku algorytmicznym Fortran i przystosowano go do numerycznej realizacji na EMC ODRA 1505. Oprogramowany algorytm testowano - podobnie jak w punkcie 3.5 *. ■ na przykładzie kratownicy Misega /rys.4.2/, której pręty połą­czono sztywno w węźle i z ostoją. Przekrój poprzeczny pręta - o jednej osi symetrii - dobrano tak, żeby jego sztywność osiowa odpowiadała sztywności osiowej przyjętej w zadaniu z punktu 3.5*

' Wymuszając przemieszczenia w płaszczyźnie kratownicy uzys­kano przedstawiony na rysunku 4.3 wykres zależności pionowego przemieszczenia węzła centralnego od jego obciążenia.Na rysunku 4.4 przedstawiono zmienność wartości wyznacznika stycz­nej macierzy sztywności konstrukcji.W tym przypadku nie uzyskano efektu przeskoku, co spowodowane by­ło znaczną sztywnością giętną pręta w wymuszonej płaszczyźnie przemieszczeń kratownicy /smukłość pręta w tej płaszczyźnie wy­nosiła około 20/. Dla dwukrotnie dłuższych prętów - co odpowiada­ło smukłości 80 w płaszczyźnie przemieszczenia - uzyskany charakter 
z . iwykresu zależności przemieszczenia od obciążenia uległ zmianie.
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«Krzywa 1 wyznacza ścieżkę równowagi zadania w przypadku nie uwzględniania ani tych elementów macierzy sztywności, które wy- 1 / .)nikają z uwzględniania składnika w tensorze odkształ­cenia, ani tych, które są konsekwencją przyjęcie "pełniejszych” funkcji opisujących przemieszczenia w elemencie. Krzywą 2 otrzy­mano uwzględniając pierwsze z poprzednio pomijanych elementów. Gdy do analizy włączono te elementy macierzy sztywności, które prezentują wpływ "pełniejszych” funkcji przemieszczeń - w stosun­ku do.rozwiązania pierwszego - nie zauważono różnić.
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Wartość obciążenia krytycznego około dwukrotnie przewyższała ob­ciążenie krytyczne określone za pomocą modelu z przegubami. Jest to niezgodne z badaniami doświadczalnymi, które w obu przy­padkach /model z przegubami i model z węzłami sztywnymi/ dają • zbliżone wartości obciążenia krytycznego [70], Przyczyną tego okazało się wymuszenie powierzchni przemieszczeń konstrukcji. Należy dodać, że analizowany pokrytyczny stan pracy konstrukcji związ<any był z większym wytężeniem pręta niż to na jakie pozwalają granice plastyczności stosowanych materiałów;Poprzez wprowadzenie obciążenia poprzecznego Q /rys.4.2/, które umożliwiało konstrukcji wychylanie się z poprzedniej płasz­czyzny jej pracy uzyskano zgodność obciążeń krytycznych w obu analizowanych modelach.Na rysunkach od 4.6 do-4,12 przedstawiono przemieszczenia i obro­ty węzłów zgodnie ze zwrotami podanymi na rysunku 4.2. Numerem 1 oznaczono krzywe uzyskane bez uwzględniania dodatkowych elementów v/ macierzy sztywności; numerem 2 krzywe uzyskane przy uwzględnie­niu pełnego tensora Greena, a numerem 3 krzywe wynikaj ce z ana­lizy wzbogaconej o dodątkowe człony w funkcjach opisujących prze­mieszczania w elemencie. Powyżej opisane wykresy otrzymano dla obciążenia Q stanowiącego 1/10 obciążenia pionowego P.
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Ryg. 4.8



Krzywe oznaczone na tych rysunkach numerem 4 Uzyskano przy ob­ciążeniu Q będącym 1/200 obciążenia P. Dla dwóch różnych testowanych wartości obciążenia bocznego konstrukcja traciła stateczność przy niemal tej samej wartości obciążenia pionowe­go. Ze względu na znaczne przekraczanie granicy plastyczności
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materiału konstrukcji w obszarach lizę do obszarów przedkrytycznych

*

pokrytycznych, ograniczono i krytycznych jej pracy. ana-
5000A000300020001000

4000300020001000

P [KG]5000

PIKO]

Na rys. 4.13 przedstawiono wykresy zmienności wartości wyznaczni­ka. stycznej macierzy sztywności konstrukcji w czterech analizowa­nych wyżej przypadkach.Przyjępie swobodnej deplanacji końców zbiegających się w węz- łach prętów! spowodowało pewne różnice tak w ich przemieszczeniach jak i obrotach. Odpowiednie wykresy przedstawiono na rysunkach 4.14 i 4.15 i oznaczono numerem 2; wykresy te sporządzone są na tle rozwiązania, które jest identyczne z prezentowanym na rys. 4.6 i 4*10 i oznaczonym numerem 1.
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Rys. 4.13
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We wszystkich analizowanych zadaniach prowadzono testy / zbieżności algorytmu tak pod względem wielkości kroku obciążenia, jak i dokładności iteracji. Wszystkie prezentowane wykresy spo­rządzone zostały dla kroku obciążenia, który stanowił 1/20 ob­ciążenia krytycznego i dokładności, która powodowała, że przy- rosFt przemieszczenia w ostatniej iteracji kroku nie był większy < -5 od 0,75*10 cm, a kąta obrotu od 0,5*10 rad.Przeprowadzone testy numerycznej realizacji algorytmów Wy­kazały, że:- wpływ wielkości rzędu drugiego jest znikomy w obszarach przed- krytycznych pracy konstrukcji, w obszarach pokrytycznych, a szczególnie krytycznych zaobserwowano ich ilościowe znaczenie, - wpływ zamocowania końców prętów w węzłach ze względu na możli­wość ich deplanacji okazuje się istotny w przypadku znacznych skręceń elementów konstrukcji,
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i- należy szczególną uwagę zwrócić na zapewnienie możliwości przestrzennej pracy konstrukcji; wyłączenie pewnych stopni swobody prowadzić może do znacznych różnic w końcowych rezul­tatach /związane jest to z występującym w macierzy sztywności geometrycznej sprzęganiem się sztywności w różnych kierunkach/•Zbudowany algorytm w pełni potwierdził swą przydatność w geome­trycznie nieliniowej analizie cienkościennych konstrukcji prę­towych#

4•6• Podsumowanie
Wpływl dodatkowych członów w wyrażeniach /4«3/ na funkcje przemieszczeń zaznaczył się głównie w obszarach krytycznych /np. rys.4>6r4.12/, a więc w tych obszarach pracy konstrukcji, które charakteryzują się największym gradientem przemieszczeń.Uwzględnienie pełniejszych funkcji przemieszczeń powodowało ob­niżenie wartości obciążenia krytycznego /np. rys.4.6/.Uwzględnienie składnika w tensorze odkształceńzaznaczył się w pokrytycznych obszarach pracy konstrukcji, a więc w tych, które charakteryzowały się wytężeniem elementów znacznie przekraczającym dopuszczalne granice dla zwykle stoso­wanych materiałów.Zadowalająca zgodność wyników otrzymanych przy użyciu zbu­dowanego algorytmu i rezultatów znanych [61,70], potwierdziła poprawność przyjętych w analizie funkcji kształtu.Zamocowanie pręta w węźle, które umożliwiło swobodną depla- nację jego końca okazało się istotne w przypadkach dużych kątów skręceń elementów. Zauważono wtedy znaczne obniżenie poziomu ob­ciążenia krytycznego /rys.4.14/#Procedura przyrostowa, oparta o uaktualnianą w każdym z ite- racyjnych kroków sztywność styczną wyprowadzoną przy uwzględnie­niu naprężeń początkowych, okazała się efektywnym narzędziem ana­lizy numerycznej cienkościennych układów prętowych. Przeprowadzo­ne próby zastosowania w algorytmie rozwiązania zmodyfikowanej procedury Newtona-Raphsona wykazały znaczny stopień jego kompli­

kacji. Pojawiły się trudności natury numerycznej /wymagany 
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większy obszar pamięci operacyjnej, zwiększony czas obliczeń/, a także trudności w określeniu wartości niektórych członów w równaniach opisujących przyrost .energii sprężystej elementu.Każde z rozwiązywanych zadań traktować należy jako problem przestrzenny. Wprowadzane ograniczenia przez odbieranie niektó­rych stopni swobody konstrukcji powodować mogą istotne różnice w rozwiązaniach otrzymywanych i uznawanych za poprawę /rys. 4.3/. Zastosowanie sposobu odpowiadającego metodzie Runge-Kuthe- go rzędu drugiego w określaniu początkowych sił wewnętrznych w , elemencie pozwala na znaczne /o około j/ zmniejszenie czasu ob­liczeń.Testy numeryczne - wykonane poza pracą - wykazały możli­wość zastosowania sformułowanego algorytmu w analizie numerycz­nej konstrukcji cienkościennych innego typu.

5. ZAKOŃCZENIE I WNIOSKI
VI pracy podjęto próbę określenia wpływu wielkości rzędu drugiego w ^analizie numerycznej układów prętowych skłonnych do przeskoku. (Rozpatrywano układy prętowe poddane 'wyłącznie sta­tycznemu, konserwatywnemu obciążeniu węzłowemu.Wielkościami rzędu drugiego nazwano zwykle pomijany skład­nik tensora odkształceń Greena /pkt3.4./, a także nie uwzględnia­ne dotychczas człony funkcji określających przemieszczenia ele­mentu /pktM.1/W poszukiwaniu wpływu wielkości rzędu drugiego sformułowa­no sztywności elementów, które przyjęto do analizy w dwóch za­stosowanych w pracy modelach konstrukcji prętowych.Sformułowano algorytmy /pkt S.ll^A/ opierające się na zna­nych metodach rozwiązywania problemów geometrycznie nieliniowych. Algorytmy te poprzez odcinkową linearyzację układu nieliniowych równań algebraicznych pozwoliły na śledzenie ścieżki równowagi układów prętowych tak w obszarach przedkrytycznych, jak krytycz­nych i pokrytycznych pracy konstrukcji.
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Funkcjonowanie - sformułowanych ogólnie - programów nume­rycznych zaprezentowano jedynie na najprostszych przykładach konstrukcji prętowych skłonnych do przeskoku, co podyktowane zostało zbyt skromnymi środkami finansowymi przeznaczonymi na ten cel.Jako rozdział "pilotowy” dla problemów, których próbę roz­wiązania podjęto w rozdziale czwartym, potraktowano rozdział trzeci pracy dotyczący przegubowych układów kratowych. Służył on wyborowi możliwie prostej i efektywnej procedury rozwiąza­nia, a także pozwolił na zdobycie koniecznego doświadczenia nu- * merycznego w rozwiązywaniu problemów geometrycznie nieliniowych.W rozdziale czwartym wyprowadzono macierz sztywności dla pręta cienkościennego z tymi jej elementami, które powstały w wyniku przyjęcia "pełniejszych” funkcji przemieszczeń, jak i włączenia do algorytmu pomijanego składnika składowej tensora odkształcenia. Na tej podstawie zbudowano algorytm, którego po­prawność funkcjonowania sprawdzono numerycznie na wybranym, pros­tym przykładzie.Należy podkreślić, że zbieżność sformułowanych w pracy al­gorytmów testowano tak pod względem wielkości kroku /przyrostu/ obciążenia, jak i pod względem dokładności iteracji.Przeprowadzone testy numerycznej realizacji algorytmów sta­ły się podstawą do sformułowania następujących wniosków: analizowany wpływ wielkości rzędu drugiego jest pomijalnie mały w przedkrytycznych obszarach pracy konstrukcji;obszary krytyczne charakteryzuje wyraźny wpływ dodatkowych członów w równaniach opisujących przemieszczenia, przy jednocześ­nie znikomymi znaczeniu zwykle pomijanego składnika tensora od­kształceń; rw obszarach pokrytycznych pracy konstrukcji bardziej istot­nym /choć nadal niewielkim/ jest wpływ pomijanego składnika ten­sora odkształceń;uwzględnianie w analizie numerycznej wielkości rzędu drugie­go prowadzi' do obniżenia krytycznego poziomu obciążenia konstruk­cji; ? »
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szczególnie dogodną w analizie stanów przedkrytycznych,kry­tycznych i pokrytycznych pracy konstrukcji jest metoda przyros­towa oparta o styczną macierz sztywności wyprowadzoną przy uwzg­lędnieniu naprężeń początkowych w elemencie. Pozwoliła ona - ' przy wykorzystaniu uaktualnionego układu Lagrange’a - w sposób prosty i jednolity zastosować w analizie oba przyjęte modele konstrukcji;przyjęte dó analizy modele rzeczywistych konstrukcji pręto­wych wyznaczają, z zadowalającą dla praktycznego zastosowania dokładnością, obszar krytycznej pracy konstrukcji. Drugi z tych modeli daje pełniejszy obraz zachowania się konstrukcji, szcze­gólnie w obszarach pokrytycznych jej pracy, co związane jest z - na ogół w tym obszarze występującą - utratą prostoliniowej osi pręta.Zbudowane w pracy algorytmy tworzą "narzędzie" badawcze, które może być z powodzeniem stosowane w numerycznej analizie układów prętowych. Operowanie tym "narzędziem" jest skuteczne jedynie wtedy, gdy posiadamy informacje dotyczące poziomu kry­tycznego obciążenia konstrukcji, wielkości kroku obciążenia, po­ziomu dokładności iteracji. Dane te - niezbędne dla prawidłowe­go funkcjonowania algorytmów - można zdobyć w wyniku przeprowa­dzania żmudnych prób numerycznych.Na koniec należy podkreślić, że praca dotyczy wpływu wiel­kości rzędu drugiego analizowanych na podstawie prostych, "ideal­nych" modeli prętowych konstrukcji rzeczywistych. W modelach tych nie uwzględniano możliwych imperfekcji tak geometrii, ob­ciążenia, jak i cech materiałowych, nie analizowano stanów gra­nicznych, pominięto efekty dynamiczne związane z przeskokiem, przyjęto jedynie statyczne, konserwatywne, obciążenie węzłowe. Wymienione uproszczenia, jak i wiele innych, powodować powinny pewną ostrożność w przyjmowaniu rezultatów pracy i ich bezkry­tycznym stosowaniu.
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Wojciech Glabisz
WPŁYW WIELKOŚCI RZ^DU DRUGIEGO W ANALIZIE NUMERYCZNEJ UKŁADÓWPRĘTOWYCH SKŁONNYCH DO PRZESKOKU

Streszczenie
W pracy podjęto próbę analizy numerycznej układów pręto­wych skłonnych do przeskoku ze szczególnym uwzględnieniem wpły­wu wielkości rzędu drugiego.Wielkościami rzędu drugiego nazwano zwykle pomijany skład­nik tensora odkształceń Greena, a także nie uwzględniane dotych­czas człony funkcji określających przemieszczenia elementu.W poszukiwaniu wpływu wielkości rzędu drugiego sformułowa­no sztywności elementów, które przyjęto do analizy w dwóch za­stosowanych v/ pracy modelach konstrukcji prętowych.W pierwszym z analizowanych modeli przyjęto, że elementami konstrukcji są pełnościenne pręty łączące się w idealnych prze­gubach. W drugim założono, że elementami są cienkościenne pręty łączące się w sztywnych węzłach.Sformułowane w pracy sztywności elementów stanowiły bazę dla prostych i efektywnych algorytmów numerycznych, które pozwo­liły na śledzenie pracy konstrukcji w obszarach przedkrytycznych, krytycznych i pokrytycznyeh.Przeprowadzone testy numeryczne pozwoliły wykazać, że wpływ wielkości rzędu drugiego w statycznej analizie obciążanych węzło- wo układów-prętowych skłonnych do przeskoków istotny jest w ich krytycznych i pokrytycznych obszarach pracy.



Wojciech Glabisz
THE INFLUENCE OF SECOND ORDER YALUES IN THE NUMERIC ANALYSIS OF BAR-STRUĆ TURĘ S AFT TO SNAP-THROUCH

Summary
The thesis presents an attempt of numeric analygis of snap- -through bar-strućturęs with special regard to the influence of second order values.Usually neglected element of Green*s strain tensor and ele- ments of function determining element dislocation are called se- cond order values.In order to determine the influence of second order values element stiffness was formulated, which was analysed in two mo- dels of bar-strućturęs applied for the purpose of the studies.It was assumed that bars joined in perfect articulated joints are the elements of construction in the first model.Thin-walled bars joindd in stiff joints are assumed to be the elements in the second model.Formulated in the thesis element stiffnesses were the basis for simple and effective numeric algorithms which allowed to ob- serve the behaviour of the construction in the prebuckling, buck- ling and post-buckling rangę.Numeric tests carried out for the purpose of the studies indicated that the influence of second order values in static ana- lysis of joint-loaded bar-structures apt to snap-through is signi- ficant for their critical and postcritical ranges of work.
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