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1. WSTEP

Osobliwoscig pewnego typu konstrukeji jest to, Zze w okred-
lonych warunkach obcigzenia posiadajg dwie ludb wigce) statecz-
nych konfiguracji réwnowagi. Przejécie od jednej do drugiej od-
bywa sie zwykle w sposdéb nagly, zwany przeskokiem. Do tego typu
kongtrukeji zalicza si¢ migdzy innymi powXekowe, maXo wyniosie
uktady pretowe, ktdére s3 czgsto stosowane jako przekrycia, bads
elementy przekryé duzych powierzchni uzytkowych [10,15,20,21,29,
32,59] . Konstrukcje te byty i sa tematem wielu konferencji oraz
publikacji. Miedzy innymi obszerna lista zastosowar omawianego
typu kbnstrukcji sporzadzona gzostaXa przez ASCE Subcommittee on’
Latticed Structures [ 32]. Jest ona przegladem powierzchniowych
struktur pretowych ujgtym w pigciu /typowych dla tego typu opra-
cowali/ dziarach: analiza, statecznosé, wymiarowanie, architektu-
ra i historia oraz konstrukcja. Krytyczny przeglsd, w aspekcie
pigciu wymienionych dziaXdéw, omawianych konstrukcji znaleZé moz-
na takze w innych publikacjach [ 10,36,59].

Jedng z mozliwych metod analizy omawianych przekryé preto-
wych - obok badar modelowych [ 7,8,35] oraz analizy opartej o ana-
logie powkokowe [ 14,16,69 ] = jest liniowa i nieliniowa analiza
oparta na modelach dyskretnych[ 44]. To ostatnie z wymienionych
podejéé stosowane jest najeczegdciej, gdyz technika obliczeniowa
bazuje obecnie gtdwnie na metodach algebry, nie zas analizy mate-
matycznej. Mowigce inaczej rozwigzywanie uktaddéw rdéwnan algebraicz-
nych jest "efektywniejsze" od rozwigzywania uk¥addéw réwnan rdéznicz-
kowo=-caXkowych, a to implikuje koniecznosé tak zwanego dyskretyza=-
cy jnego sformutowania zagadnienia [ 27].

Ze wzgledu na to, ze omawiane konstrukcje majg tendencjg do
duzych przemieszczeid powszechnie stogowana jest ich analiza
uwzgledniajgca efekty zmian geometrii zadania - czyli tak zwana
analiza geometrycznie nieliniowa. 3zczegdtowe dane dotyczace hige-
torycznego rozwoju oraz zastosowarl metody elementdw skoriczonych
do zagadnienn geometrycznie nieliniowych zawarte sg migdzy innymi
w pracach Argyrisa[ 2], Martina [ 39], Turnera i Dilla [ 62], Hais=
lera i Stricklina[ 21], Marcala [ 38] oraz Odena [47].



Rozwigzywanie problemdéw geometrycznie nieliniowych z jednoczes-
nym pominieeciem nieliniowos$ci fizycznych, czyli z zatozeniem ma=
Yych odksztaXced, poprawne jest - w odniesieniu do omawianego
typu kongtrukecji - w przypadku struktur mato wyniosXych[ 1].
Tylko w takich konstrukecjach przyjaé¢ mozna, %e o wyczerpeniu ich
noénosSci moze decydowal przeskok, a nie osiggnigcie nosnosdci gra-
nicznej przez element, badZz ich grupg.

W rozwigzaniach przyjmuje sig zwykle Jeden z dwéch modeli
aproksymujacych prace konstrukcji rzeczywistych [ 15,23 ). W pierw-
gzym z nich analizuje sig¢ struktury obcigzane wgziowo o prgtach
zbiegajacych sig w idealnych przegubach [/wzzXach/ [ 23%,37,44] ,
za§ w drugim traktuje sig je jako konstrukcje ramowe o wegzXach
sztywnych [ 8,32,34,52].

Obserwacja zachowania sig¢ tych modeli pod obcigzeniem daje nam
obraz pracy konstrukcji w obszarach przedkrytycznych, krytycz-
nych i pokrytycznych. Choé zwykto uwazaé sig, ze analiza tylko
dwéch pierwszych obszardw pracy konstrukecji - z punktu widzenia
ich zastogowania -~ jest istotna, to jednak z punktu widzenia pet-
nego okredlenia bezpiecznego obcigzenia, optymalnego projektowa=
nia, jak réwniez okreslenia skutkdéw ewentualnej katastrofy rdéw-
niez istotnym okazuje sig obszar pokrytyczne] pfaoy konstrukeji
[22,25].

W pracy $ledzi sig wszystkie trzy stadia pracy kongtrukcji
idealnych /bez imperfekcji/ poddanych dziataniu konserwatywnego,
wgztowego obcigzenia statycznego charakteryzowanego jednym para-
metrem.

Przyjeto /zwykle stosowane/ dwa modele odzwierciedlajace ~ na
miare czynionych w nich zarozenl - prace omawianego typu konstruke
cji. Pierwszym z nich jest kratownica, ktdérej elementami sg pro-
stoliniowe, peinoscienne pryzmatyczne prety *aczace sie w wgzlach
bgdgeych przegubami. Drugim modelem jest uktad prgtowy z wgzlami
gztywnymi o prostoliniowych pryzmatycznych cienkosciennych ele-
mentach o przekrojach otwartych.



W analizie przed, jak i pokrytycznych standw pracy konstruk=-
c¢ji w modelach stosowanych w rozwigzaniach przyjmuje sig wiele
upraszczajgcych zakozen. Ukatwiajg one tak pod wzglgdem analitycz-
nym, jak i numerycznym osiggnigcie celu, jakim jest okreslenie
interesujgcych nas cech modelowanej rzeczywistodci.

Z reguty w analizie omawianego typu konstrukeji pom%ga gie Jjeden

z nieliniowych skadnikéw tensora odksztaXcen ( %(sgy)powolujqc

si¢ na to, ze kwadrat pochodnej funkeji opisujgce]j przemieszcze=-
nie wzd¥uz osi elementu wzgledem zmiennej biezgcej osi jest po=-
mijalnie matxy w stosunku do pozostatych cztondéw tensora [ 9,37,43].
W podobny sposéb postgpuje sig z niektdrymi cztonami funkcji opi-
sujgcymi przemieszczenia w przekroju poprzecznym elementu - odrzu-
cane zostajg cztony zalezne od kata, bgdZz jego kwadratu, ktdéry
opisuje obrét ptaszczyzny przekroju poprzecznego elementu [ 24 1.
Odrzucane wielkoéci opisane wyzej traktuje sig jak make rzedu
drugiego.

Celem pracy jest wykazanie stuszno$ci nastgpujgcego stwier-
dzenia: wplyw wielkosci rzgdu drugiego na statyczne rozwigzania
obecigzanych weztowo uktaddéw pretowych skXonnych do przeskoku moze
byé istotny gtdéwnie w krytycznych i1 pokrytyeznych obszarach ich
pracy.

Osigga sig to poprzez sformutowanie algorytmdéw rozwigzania, opar-
tych o wyprowadzane geometryczne macierze sztywnofci elementdw,

i ich numeryczne testowanie na wybranych - reprezentatywnych dla

omawianej klasy konstrukcji - prostych przyktadach.

Algorytmy te oparte o przyrostowe sformutowanie metody elementdw

skoficzonych pozwalajg na Sledzenie Sciezki rdwnowagi konstrukeji

w przestrzeni przemieszczeniowo-obcigzeniowej [ 70], w catym mog-
liwym cyklu jej obcigzenia.

Praca skiada si¢ z pigciu rozdziaxéw., W drugim z nich /pierw—
szym jest wstep/ wyjasnia sig podstawowe pojgecia, ktdre dotyczg nie-
liniowosci geometrycznej, statecznodci, jak réwnies pewnych aspek-
téw numerycznej realizacji omawianego problemu. Pozwala to na do-
k¥adne umiejscowienie rozwigzywanego zagadnienia w tak obszernym
dziale jakim jest nieliniowa analiza konstrukcji.



RozdziaX trzeci dotyczy pierwszego z dwdch przyjetych mode-
1i konstrukeji, a wigec modelu o petnosciennych prgtach Xaczacych
sie w idealnych przegubach. Przytacza sig¢ w nim sztywnosci dla
elementu, ktdére pozwalajg na sformutowanie algorytmdéw numerycz-
nych. Algorytmy te - przystosowane do rozwigzywania konstrukeji
tak w uk*adzie Lagrange’a jak i w uvaktualnionym uk*adzie Lagran-
ge’a -~ poprzez mozliwe Sciezki realizacji pozwalajg na wykonanie
postawionych zadan. W rozdziale tym szczegdlng uwagg poswigea sie
wyborowi algorytmu, ktéry pozwalatby na mozliwie prostg i efektyw-
ng realizacjg bardziej zXozonych zadad z elementami cienko$cien=-
nymi. - :
W rozdziale czwartym wyprowadza sie sztywnoéci dla prgtowe-
go elementu cienkodciennego, ktdry przyjeto jako podstawowy ele-
ment kongtrukcyjny w drugim ze stosowanych'modeli. W tym przypad-
ku algorytm numeryczny - obok badania wpXywu na rogwigzanie wiel-
koSci rzgdu drugiego - pozwala na gzerokg studialng analize zna-
czenia poszezegdlnych sit wewngtrznych w precie. Algorytm przysto-
sowany jest do realizacji zadan odniesionych do uaktualnionego
uktadu lagrange’a.

Tak rozdzia* trzeci jak i cazwarty konczg przyktady numerycznej
realizacji zbudowanych algorytméw ze zwigzkymi ich podsumowaniami.,
Wniogki stgd wyptywajace - obok caXodfciowego podsumowania pracy -
zamieszczone zostaiy w pigtym, ostatnim rozdziale pracy.



« WPROWADZENIE

I3
L

2.1. Geometryczna nieliniowosé

Przyczynami nieliniowego zachowania sig konstrukcji sas

- nieliniowodéci materiaXowe, ktdre wynikajg z niesprezystego
zachowania sig konstrukeji po przekroczeniu granicy plastycz-
nosei, :

- nieliniowodci geometryczne powodowane obrotami elementdéw kong-
trukeji, oraz

»Vnieliniowoéci typu duzych odksztatcen /sprgzystych lub spre-
zysto~-plastycznych/, ktére poza nieliniowym opisem kinematy-
ki pociggaja za sobg koniecznosé budowania specjalnych praw
kongtytutywnych.

W pracy rozwaza si¢ wyXacznie zagadnienia geometrycznie nielinio=-

we.

W ciaXach masywnych, ktdérym poprzez narzucanie pewnych wig-
zi odebrano swobodg sztywnych ruchdéw, duze obroty moga pojawié
gie jedynie r3cznie z duzymi odksztaXceniami., W przypadku kong-
trukeji "cienkich" /belki, pXyty, powtoki/ wzglednie duze obroty
pojawié¢ sig¢ mogg rdwniez w zakresie maXych odksztaXceil. Mozliwe
duze zmiany geometrii pociagajg za sobg koniecznosé uwzgledniew
nia wptywu deformacji na warunki réwnowagi, co przy wykluczeniu
mozliwodci wystapienia duzych odksztaxcenl i nieliniowego zachowae
nia gie materiatu, prowadzi do zadan geometrycznie nieliniowych,

W niektérych przypadkach wpiyw nieliniowodci geometrycznej
pozostaje nieznaczny az do pewnej krytycznej wartodci obeigsenia,
ktérej przekroczenie powoduje gwaltowng zmiang konfiguracji.

W takich przypadkach utrata statecznodci oznacza nagte przejdcie
konstrukeji do alternatywnej postaci réwnowagi. Nastepuje prazy
tym wyrazna zmiana konfiguracji konstrukcji czyli tak zwane wybo-
czenie [ 4%3,70]. Zwykle przy obcigzeniu wigkszym niz krytyczne
mozliwe sg dwa stany réwnowagi: niestateczna rdéwnowaga dla posta-
cl poczgtkowej albo réwnowaga dla postacl wyboczonej, ktdra moze
by¢ stateczna lub nie. Takie rozszczepienie krzywej obciaszenie -
przemieszczenie nazywane jest wyboczeniem bifurkacy jnym [43].



Jezeli celem jest poznanie wartosci sity krytycznej i postaci
konstrukeji po wyboczeniu, to w rozwigzaniu zagadnienia stoso-
waé¢ mozna liniowg analizg spregzystosci[ 4,43]. W rozwigzaniu wy-
korzystuje sig warunki na ekstremum energii potencjalnej przy
uwzglednieniu nieliniowych zwigzkéw miedzy odksztatrceniami i
przemieszczeniami [ 43]. Przy zastosowaniu odeinkowej aproksyma-
cji funkecji przemiegzczen - jak zwykle czyni sie to w metodzie
elementdéw skoilezonych - zadanie sprowadza sie¢ do rozwigzywania
zagadnienia na wartodci wkasne macierzy [ 70]. Liniowodéé zachowa-
nia sie¢ kongtrukcji przed wyboczeniem pozwala przeprowadzié ana-
lizg utraty statecznosci na podstawie wynikéw jednorazowego obli=-
czenia stanu konstrukecji metodg przemieszczer [ 43].

Jednak w wielu konstrukcjach obserwowaé mozna istotne zmia-
ny w ich konfiguracjach od samego poczgtku obcigzenia. Wykluecza
to mozliwoéé stosowania zaXozenia o liniowym charaktersze pracy
konatrukeji w jeJ przedkrytycznym stanie rdéwnowagi. W tym przy-
padku w rozwigzaniach stosuje si¢ czgsto teorig stanowiges uvogdl-
nienie podejscia naturalnego na przypadek duzych przemieszczen
[43]. Podstawg metody rozwigzania takich zagadnien jest sztyw-
nosé geometryczna /lub sztywnosé' spowodowana wstepnymi napre-
zeniami/, generowana na podstawie zmian w réwnaniach réwnowagi
zachodzacych przy matych przyrostach obeigzenia [27]. Mozliwe
jest réwniez inne, ktdére zastosowano w pracy, rdéwnowazne podejé-
cie oparte na analizie cztondéw nieliniowych w zwigzkach geometry=-
cznych. Utrata statecznosci tego typu konstrukcji nastgpié moze
poprzez bifurkacyjne rozszczepienie krzywej rdéwnowagi w przestrze-
ni obcigzeniowo-przemieszczeniowej, badZ przez przeskok do nowej,
z reguty statecznej postaci réwnowagi [70].



2.2. Kryteria statecznodci

Statecznosé rdéwnowagi sprezystej konstrukeji mozna najogdl-
niej zdefiniowaé¢ jako szczegdlny przypadek statecznosci jej ru-
chu [70]. Ruch stateczny konstrukcji to taki ruch - w mysl defi-
nicji sformutowanej przez Lapunowa - dla ktérego niewielkie za-
kXdécenia potozenia poczatkowego i predkosci poczatkowej powodujg
niewielkie zakidcenia poXozenia i predkosci w dowolnej chwili +t.
W szczegdlnym przypadku réwnowage konstrukcji nazywa sie statecz-
ng, gdy nadanie jej pewnego niewielkiego wychylenia i pewnej nie-
wielkiej predkosci spowoduje ruch o niewielkich przemieszczeniach
i predkodéciach w dowolnej chwili 4. Bezposrednie zastosowanie
definicji Lapunowa do badania statecznogci rdwnowagi nosi nazwe
kinetycznego kryterium statecznodci w sensie szerszym [ 70].

W mydl tego kryterium - jak wiadomo = ruch woké6r poxogzenia rdwno-
wagi jest stateczny, a zatem i rdédwnowaga jest stateczna, gdy
wsgystkie wspdtezynniki charakteryzujace narastanie lub ubywanie
amplitudy ruchu sg ujemne. Utrata sfatecznoéci nastgpuje wtedy,
gdy choé jeden - "i-ty" - z tych wspdXczynnikdéw zeruje sic. Jese-
1i przy zerowej wartosci wapomnianego wyzej "i-tego" wspdltczynni-
ka "i-ta" czgstodc¢ ruchu drgajgcego jest rdsna od zera, to mamy
do czynienia z utratg statecznodci przez flatter. Warunek ten no-
sl nazwg kinetycznego kryterium statecznosci w sensie wgizszmym [ 70] .
Jezeli takze "i-ta" czgstodc drgaid ruchu jest réwna zeru, to mdéwi-
my o utracie statecznosci przez diwergencje. Zerowanie sig "i-te-
go" wspdiczynnika opisujgcego narastanie amplitudy, jak i "i-tej"
czgstodeci ruchu drgajgcego jest podstawsg sformutowania statycene-~
go kryterium statecznosci. Tak wige kryterium kinetyczne w gensie
szerszym Obejmuje kryterium statyczne jak i kryterium kinetyczne
w sensie wgzszym [ 70].

Okreslone wyzej statyczne kryterium utraty statecznodci oznacza
istnienie réwnowagi rdéwniez w pewnym potozeniu sagsiednim do pokbn
zenia badanego. Tworzy¢ sig wtedy moze bifurkaeyjina postaé réwno-
wagi, bads tez parametr charakteryzujgcy wzrost obcigsenia osigga
lokalne ekstremum, co przy sterowaniu obcigzeniem uwidacznia gie
w formie przeskoku.



Prowadzone w pracy rozwazania dotyczg tej formy utraty sta=-
tecznosci, ktérej towarzyszy przeskok.
Energetyczna forma kryterium statycznego dla stanu krytycznego
uktadu o "n" stopniach swobody przyjmuje postaé [ 70]

9%y
det[ m’(i’; = 0 , 12247

gdzie 1i,j'= 1...n, a przez V oznaczono catkowita energie po-
tencjalng uvkzadu. Powyzsze kryterium jest szczegblnie dogodne
przy rozwigzywaniu probleméw przeskoku [ 63], co wynika z Yatwod-
¢i obliegania wartosci wyznacznika podczas rozwigzywania linio-
wego ukiadu rdéwnai metody elementdw skoriczonych w postepowaniu
przyrostowym.

W numerycznej analizie statecznoséci konstrukcji poddanych
dziataniu obcigzen konserwatywnych stosuje sig rdzne kryteria
osiggnigcia stanu granicznego [ 63], czyli chwili w ktdérej kons-
trukeja moze "przeskoczy¢é" do innej, statecznej konfiguracji rdéw-
nowagi. Pierwszym 2z nich jest juz wspomniane gerowanie sig wyzna=-
cznika drugiej pochodnej catkowitej energii potencjalnej V po
wspéirzednych uogdlnionych q. Jest to réwnowazne zerowaniu sie
wyznacznika styczne] macierzy sztywnosci konstrukeji.

Do innych, czgsto stosowanych kryteridw zaliczyé mozna [63]:

- zerowanie sie najnizszej wartodci wkasnej macierzy stycznej,

- zerowanie sig najniZszej czgstosci drgan wkasnych,

-~ gzerowanie sie prazyrostu obcigzenia, badZ biesacego parametru
sztyvmodéci kongtrukeji [11].

Ze wzgledu na wspomniane juz zalety w pracy przyjeto zerowanie

sie wyznacznika stycznej macierzy sztywnosci, jako kryterium osigg-

niecia stanu granicznego.



2.3, Nicktdére aspekty numeryczne] analizy zagadnien geometrycz-

nie nieliniowych

W rozwigzywaniu gagadnien nieliniowych metoda elementdw
skoficzonych stosowana jest w "przemieszczeniowym", bgdZz "sito-
wym" jej sformutowaniu. I tak w zagadnieniach geometrycznie
nieliniowych korzystniejszym okazuje sig operowanie sformutowa-
niem"przemieszczeniowym", gdy w przypadku nieliniowogci fizycz-
nej "si*owe" sformutowanie jest bardziej przydatne [13,44].

W przypadku wystgpienia obu typdéw nieliniowosci jednoczesnie sto-
sowad mozna tgcznie dwa te podejécia [44].

W pracy wykorzystuje si¢ wersje¢ "przemieszczeniowa" metody ele-
mentdéw skoiiczonych. ' v

Przy rozwigzywaniu problemdéw geometrycznie nieliniowych
szczegdlnie efektywne sa procedury przyrostowe, ktdre poprzez
odeinkows linearyzacje nieliniowego uk}adu rdéwnail algebraicz-
nych metody elementdéw skoiczonych sprowadzajg rozwigzanie do
sekwenc ji zadand liniowych [ 26].

Metody analizy probleméw geometrycznie nieliniowych, pole-
gajace na $ledzeniu sSciezki réwnowagi w przestrzeni przemieszcze-
niowo-obciazeniowej, podzielié¢ mozna na dwie grupy [ 58]« Do grupy
pierwsze] zalicza sig¢ te metody, ktére nie wymagajg speknienia
warunkéw réwnowagi w kazdym kroku obecigZenia - powoduje to stop-
niowe "odchodzenie" od rzeczywistej krzywej réwnowagi. Grupe dru-
ga stanowia algorytmy, ktdére w kazdym kroku - 2z zadang doktadnog-
cig - spe*niajg warunki rdwnowagi. Prowadzi to do wyznaczenia -
na miarg poczynionych zatozen, przyjetego kryterium zbieiznodci
oraz bte¢ddw numerycznych - rzeczywiste] Sciezki rdéwnowagi.

Zadany duzy stopien dokadno$ci rozwigzywanych w pracy probleméw
wymaga zastosowania metody z drugiej grupy rozwigzaid.

Jako narzedzie rozwigzania stawianych w pracy probleméw‘
przyjeto metods Newtona-Raphsona. Uwazana jest ona za jedngy z
najlepszych metod, szczegdlnie efektywng w stosowanym w pracy
opisie przyrostowym z sitami residualnymi [ 63].

Przy poszukiwaniu scilezek réwnowagi bardzo wazng rolg odgry-
wa przyjecie odpowiedniego, niezaleznego parametru, ktéry steruje



o

realizacjg algorytméw numerycznych. Na ogdér stosuje sig trzy po-
dejscia [ 63]): i
- sterowanie obeciaseniem,

- sterowanie przemieszczenien,

o sterowdnie’tak gwanym parametrem Fuku.

Choé trzeci z powyiszych sposobéw - poprzez wprowadzenie pewnych
uproszezei - prowadzi do pierwszych dwdéch, to jednak zdecydowano
sie na taki podzialt ze wzglgdu na to, Ze dla wielu realizacji nu-
merycznych analigowanych problemdw wystarczajs dwa pierwsze spo-
soby. Tak sterowanie procesu numerycznego obcigZzeniem, jak i
pxéemieszozeniem ma - ze wzgledu na mozliwy rdszny charakter krzy-
wych révmowagi = obszary niestaﬁilnoéci [63].:W tych wypadkach
sterowanie parametrem Yuku rozwigzuje problem, choé¢ komplikuje
nieco obliczenia poprzez rozszerzenie ukiadu rdéwna)i i zaktdcenie
symetrii maclerzy sztywnosci [63].

Przy jeto wytgcznie sterowanie obcigzeniem, ktore stosuje sig
w catym analigowanym obszarze pracy konstrukcji. Jak wiadomo te
parametr sterowania zawodzi w otoczeniu punktéw krytycznych, czy-
1i tam gdzie macierz sztywnosci stycznej jest siabo uwarunkowana,
a nawet osobliwa. Dlatego tes w obszarach krytyecznych, ktore wy-
znaczy¢ mozna dzigki ekstrapolacyjnemu okresleniu wartosci wyznae
cznika stycznej macierszy sztywnodci [ 63], stosuje sig pewng mody-
fikacjg metody Newtona-Raphsona [ 5], ktora zaproponowal Rika,
Polesa ona na wprowadgenin wektora normalnego do wektora proyrog-
tu prremieszcesenina, co prowadzi do znalezienia rogwiazania Sciusle
fo dla nowego, automatyesnie skorygowanego przyrogbu obeinfsenin., o
4 uwapgi na uzmiennianie wielkosceil 1 kierunku przyrostu obeiadenia,
aposab ten pozwala na gtosowanie parametru obeigsenia jakoljwdynﬂj
smlennej nterujgee) procegem oblicvania dcieski rdwnowagi.

‘l':'r;t,nl.nq. role w oroswigmywaniu sapgadniel nieliniowych odgrywa
wybdr ukladun odnicaoienia. I tak w zagadnieniach geometrycznic 1i-
niowych wybdér niernchomeso ukiadu odniesienia jest be:?.(Iy'sl{u.s::jfjny
1 stosowany z powodgeniem w programach metody elementdéw skoriczo-
nych. Odmienng sytuacje spotykamy w zagadnieniach geometrycznie
nieliniowych, w “tdérych duze przemieszezenia podsuwajg jeden gz
dwoch moszliwych opisdw stosowanych w przyjetej przestrzeni kore
tezjaiskiej [ 26 ]:



- opis w statym /lokalnym/ ukXadzie poczatkowym,
- opis w ukXadzie konwekcyjnym /lub ktdérejé z jego modyfikacji,
np. w uktadzie sztywno-wspdXobrotowym/.
Stogsowany jest na ogdtr drugi z tych opisdw, ktdry jest bardziej
naturalny w opisie zjawisk, ktérym towarzyszi duze przemieszcze-
nia. Jednak czedé algorytméw - w rozdziale dotyczgacym stosowania
pierwszego z dwdch przyjgtych modeli - opiera sie na opisie w sta-
*ym uktadzie odniesienia, czyli na tak zwanym oOpisie w uktadgzie
Lagrange’a.
W uktadzie konwekcy jnym wykorzystuje sig wygodne w rachunkach
uktrady wspdéXobrotowe, czyli takie ktdre obracajy sig wraz z ele-
mentem zachowujgc jednoczeénie swg ortogonalnosé i prostolinio=
wodé, Obliczanie przyrostdéw przemieszczenl przeprowadza sie w sta-
Yym uktadzie wspdirzgdnych, to znaczy przyjmuje sie, Ze w ramach
iteracji rozpatrywanego kroku obcigzenia, uktad wspdtrzgdnych
jest staty i taki, jaki byt na poczgtku iteracji. Po obliczenin
przyrostdw wszystkich wielkosci wystgpujgcych w problemie,uktad
odniesienia jest uaktualniony. UtoZsamiajgc konfiguracj¢ odnie-
sienia z konfiguracjg aktualng na poczgtku kazdej iteracji podej-
g§cie to zwykXo nazywaé sig uaktualnionym opisem Lagrange’a [17,26].




3. KRATOWNICE PRZESTRZENNE O PRETACH PELNOSCIENNY@H

3.1. SformuXowanie problemu

Przedmiotem rozwazan jest powierzchniowa struktura kratown
o dowolnych warunkach brzegowych zbudowana z pre¢tdw petnofcien-
nych. |
W dalszych rozwazaniach przyj¢to nastgpujace - zwykle stosowane
zaXozenias: ‘
- weztami struktury sg idealne przestrzenne przeguby,
- elementami struktury sa prosto}iniowe, pryzmatyczne, ogiowo=
symetryczne, peﬁnoécienne lzotropowe prety,
- prety = na przestrzeni calego cyklu obcigzenia - nie wybacuza-
ja sie, ani nie osiggajg nosnodgci granicznej,
- gtruktura obcigzana Jest Jjednoparametrowym, kongerwatywnym,
statycznym obeisgeniem weztowym,
- materiak, z ktérego zbudowane sg prety jest liniowospresysty,
a powstajace w nim odksztatcenia sg mate,
- mozliwe sg duze przemieszczenia wgzldw struktury.
Lokalny, prawoskrytny ukfad odniesienia o-x-y-z dla prota
j=k w tréjwymiarowej przestrzeni kartezjaiskiej, przyjzto tal,
ze 08 o0-x pokrywa sig z osig ciezkosdci preta /rys. 3.1/

Ryse 3.1



Wektor przemieszczenia "i-tego" elementu konstrukecji w lokalnym
uktadzie odniesienia zdefiniowano jako

)
{Q}i = {uav Vj’ ij U‘k’ Vv"k’ W’k]i’ /3.1/

gdzie U, V, W gg funkcjami przemieszczeil prgta odpowiednio w
kierunkach x, y 1 2. :
Osiowe odksztatcenie prgta = zgodnie z definicjg tensora odksztat-
ceii Greena [ 17] - zapisa¢ mozna w postaci

2 ) 2

L J.(%JL) e (30

2
L (gﬂ—) /3.2/

X

N

Na ogdéx do dalszych rozwazain przyjmuje sig prosteze wyrase-
nie na €__., ktére wynika z /3%.2/ po pominigciu skladnika

2
%(-%%%) , c0 ugasadniane jest wystepowaniem maXych odksztakce:

[ 43]. Pominigcie tego sktadnika prowadzi do powstawania naprezen
w elemencie przy jego obrocie jako cilaXa sztywnego [ 58]. Ze wzglg-
du na to, ze w zagadnieniach geometrycznie nieliniowych tak prze-
mieszczenia, jak i obroty nie sg maXe, uprogzczenie to powodowaé
moze istotne rdéznice w rozwigzaniach. )

W dalszych rozwaZaoniach skiadnik %(%%) tensora odksztak-
ced /3%,2/ jak i wyrazenia na energieg spreszystsa oraz wynikajace
z nich skladowe sztywnosci /powstate w wyniku uwzglednienia tego
skadnika/ ujeto w kwadratowe nawiasy i oznacgzono gwiazqu([nj*).

W macierzy sztywnosci - tak kierunkowej, jak i styczne] [43] -~
ktéra jest funkejs przemieszczeinl wprowadza gie podziakr jej skla-
dowych ze wzgledu na stopierl ich zaleznosci od przemieszczel [ 23].
W ten sposdédb wydziela si¢ macierz sztywnosdci sprezystej /maclersz
sztywnodci preta z teorii liniowej/, ktdrej elementy nie zalezs
od przemieszczenl, a takZe dwie maclierze zalezne od przemieszczen,
Pierwszg z nich nazywa gig macierzg sztywnofci rzegdu pierwszego
/zalezna jest ona liniowo od przemieszczeil/, a drugg macierzg
sztywnoéei rzgdu drugiego /zalezna jest ona od iloczyndéw prze-
mieszczend/. Wprowadzony podziat macierzy sztywnosci pozwala na
badanie wpiywu macierzy rz¢du pierwszego i drugiego na rozwiqza-'
nie.,



3.2, Sztywnosé¢ preta

3.2.1. Dnergia sprezysta preta

Energie¢ spregzystg "i-tego" prgta - przy uwzglednieniu posta-
ci odksztaXcenia danej wzorem /3.2/, przyjetych zatozed /pkt 3.1/
oraz przyjg¢ciu zerowych wartosci naprezed i odksztaXced poczatko-
wych [74] - wyrazi¢ mozna jako

¥ o
L aAm ‘ L oALE. 2 D :
o, - ety e - | 207 JGUT B2 02T -
) 0
A2 4 4 - 2 2
T ET L A E SRR TN ATy

LAY YT (3 (3) Fax o /3.3/

gdzie 'Ai’Ei’li sg odpowiednio: polem przekroju poprzecznego,
moduxem Younga i dlugoscig preta.

Tunkcje przemieszezed U,V,W liniowo zmienne wzdiuz oai
preta zapisad mozna w postaci

U qa¥ oD 0 3 0 0
'/ «lo 1-§¥ 0 0 ¥ 0 {q}i ’ /3.4/
W 0 0 1-¥ 0 0 ¥

gdzie f = Tﬁ .
i

Uwzglednienie: = liniowego zachowania sig¢ materiafu konstrukeji,
wystepowania tylko maXych odkaztatceil oraz

zatozonej postaci funkcji przemieszezed /3.4/.
w zaleznodci /3.3/ pozwala na wyrazenie energii sprezystej
preta j=k wzorem



Uy = U, )% ] '";T% (L )T + i%( A
o By 0yt o[ 2 (T 2 () (3 g
+ Ei‘%( B ) ) "[ Eij (T "Uk) ('VJWKY] i
b~ (EF AR NS TEPNI LN S

3,2.2. Sztywnosé kierunkowa

Korzystajac z twierdzenia Castigliano, ktdére mozna zastoso-
waé¢ w wypadku duzych przemieszczen przy odpowiednim wyrazeniu od-
ksztatceid [49], relacje sita - przemieszczenie dla rozpatrywa-
" nego elementu pretowego mozna zapisaé w prostym zapisie macierzo-

wym
(ol e Pl el 5% /3.6/

Przez [ k] i ©Oznaczono kierunkowg macierz sztywnosci dla i-tego
preta sformutowans w jego lokalnym ukZadzie odniesienia, a wektor
si% {f}i zapisaé mozna w postaci

4 . 7
(g1 = Ut 0 25 240 150 56} /317
Macierz [ k] rozbié mozna na sumg trzech macierzy
[k]=[k]}3+[k](}1 *'[k](;g ’ /3.8/

z ktdérych pierwszau k]E) jest sprezysta macierzs sztywnosci preta,
a druga,([k}G1) i trzeciﬂ([k]Gz) tworzg macierz geometryczng pre=-
ta [13,74].



Macierz [ k] ma postaé

Lk =l /3.9/
aptelde s Lkt '

gdzie
el a0 o] /3.10/
0. f0 el
S F

Macierz sztywnosci rzgdu pierwszego([ k]G1) przy jmuje postac.

[klg1 = [ k)2 -[k]2 - /3.11/
k)% [x)?

gdzie
Bk o * i
ool SR PR i Yl 4 /3.12/
0 2Fx 0
0 0 2Fx
J
Wielkodei Foo Fy’ F, okresla sig jako
n - E,k U;: _U 4 7
b = -T( k j) ’ /3413/
BA ( .
o= ---:-L-(vk -va),
EA [ w
e —I(v'k—w,])‘

Macierz sztywnodci rzg¢du drugiego([ k]G?) zapisaé mozna jako

[l = B Lele uasiaidh oy /3.14/
iRl a2



giste  [(k1® = gty [[ 21" [ra]" [egf]. /505
[FxFy]* F§ FF,
(77 [* PF, P

Nalezy zwrécié uwagg na to, Ze macierz sztywnodci rzedu
pierwszego nie jest macierzg symetryczng [ 7T4] .+ W algorytmach
rozwigzania opartych na powyze]j sformuXowanych macierzach prze-
prowadza sig¢ pordwnawczg analizg rozwigzan prazy uwzglednieniu
macierzy danej wzorami /3.11/ i /3.12/ oraz stosowanej syme-
trycznej macierzy uzyskanej przez Malleta [ 37] , Martina [ 39],
Rajasekarna i Murraya [ 50] i Jagannathana [ 23]. Zapisaé jg moz=-
na w postaci

e D E [ e /3.16/
k)% (k)]

gdzie 5} 2
1
b = rimpdlore, Bl s SR i /317
M L
F 0 F
L- v XJ

W pracy bada sig takze wpiyw na rozwigzanie prostej symetry-
zacjli macierzy sztywnosci rzedu pierwszego.
Zapisaé jg mozna w postaci

[elgy =z ([Klgy + (4 7)., /3.18/
gdzie
G I T g /3.19/
‘-[ k ]2" [ k ]2"

1} " 5 i
a macierz [k]2 wyrazi¢ mozna jako



LRSS R ok 1 '
[k]® = ¢ [Brx i /3.20/
1
i 2F_ 0
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2"z X
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3.2.3. Sztywnosé styczna

SformuZowanie przyrostowe [ 43] rozwigzywanego problemu zgod-
nie z poczynionymi zaXozeniami prowadzi do macierzy sztywnosci
stycznej [70]. W lokalnym ukXadzie odniesienia dla preta ma ona

postacd 4
F e 2 2 2
[k} = J«) ?Jgi 3[}“;3 3UA‘31 3 AUOi i
sl S gl
DZAUi J 2AU?i E)ZAUi 92y,
ov,0 U, ng 0V 0 4 OV, 0w,
aéAUi Fau,  Pauy AN
LO kOUdOROVj Okowj | 0 g !

Po uwzglednienin relacji opisanej wzorem /3.5/ macierz sztyw-
nodci stycznej preta w lokalnym uktadzie odniesienia zapisaé moz-

na jako

[RP = (kjp » )8 S lE0a /3.22/

gdzie macierz | k]E opisana Jest wzorem /3.9/ i /3.10/, a ma-
cierze [k]g1 1 [k]g2 8§ odpowiednio stycznymi macierzami
rzedu pierwszego i drugiego.

Macierz sztywnodci rzedu pierwszego ma postac



gdzie

[ klZs s

[ k]20 [k]ZS
2
k]2 [ k)
*
[3FX] T
B 6
Fe. 0 F_

) 1323/

; /3.24/

Macierz sztywnodci rzedu drugiego zapisaé mozna jako

gdzie

138 _ 1
[ ]”" = 5@y

3
[k]GZ =

3

[ZFE&]

.4 i R 1 Lol /3.25/
_[k]38 [k]38
[ [rlae2ael]* [or e " [orz 1" ] /3.26/
[#2]%3824%2 2P F,
274 12
28 F, [F2]% y*3FJ

& drenml”

Macierze sztywnosci stycznej rzgdu pierwszego i drugiego tworzg-

ce styczng macierz sztywnosci geometrycznej sg symetryczne.

30204.

Sztywnodé styczna preta przy uwzglednieniu

naprezeir poczatkowych

Rozpatrzmy pret 2z rys. 3.1

naprgzeniom §

poddany poczgtkowym normalnym
bgdgeym w rdéwnowadze 2z poczagtkows sitg osio-.

wg p°, Przyrost energii spr¢zystej preta (AUi) przy maiym

przyroscie jego obci

AU,

1

o
c,ca

enia wyrazié mozna jako

AU

io

+

AU

i1

/3.27/



gdZie AUio = ‘j; G OQXX dv ’ /3028/

il

Nj—=

AU, 4

;YTEG:Zcx av .

Odksztatcenie EEXK wyrazone wzorem /[3.2/ jest odksztaXceniem
wywotanym zmiang /przyrostem/ obcigzenia.

Zgodnie ze sformutowaniem sztywnosci stycznej w algorytmie przy-
rostowym /3.21/ i przy uwzglgdnieniu poczynionych zaXozeii, po-
szukiwana macierz sztywnosci stycznej przyjmie postaé

.[k]so = [kl + [k]gq + [k]§2 * [ Klgoe /3.29/

Macierz [k]g, wynika z zaleznosci /3.284, a macierze [kl ,
[k]§1 . [ k]ﬁz wynika jgce z zaleznosci /3.28/2 Oopisane sy
odpowiednio wzorami /3,9/ i /3.10/, /3.23/ i /3.24/ oraz

/3.25/ i [3.26/.
Macierz [k]B0 zapisaé mozZna jako

[defes o b iell wafeqial. /3.30/
“[klg,  [kld

gdzie :
[ k1§, = E%%— [ on o Gl /3.31/
0 1 0

Oy e A



3.3, Obliczanie krazywoliniowych Sciezek réwnowagi.

3.3.1. Macierz transformacii

Sztywnosci zbudowane w punktach 3.2.2., 3.2.3. i 3.2.4.
gformutowane zostaty w lokalnych uktadach odniesienia dla prgta.
Transformacja macierzy sztywnosci, jak i transformacja przemiesz=
czen i six wgztowych z lokalnego do globalnego ukladu odniesienia
odbywa si¢ - jak zwykle - przy pomocy macierszy [T] cosinusdw
kierunkowych wersordw lokalnego ukadu odniesienia [13,74]

{a} = [m){Q} » /332/
{£] = [2){F} »

[K] = [21% (%] [ 2],

gdzie: {Q}, {F} » [ K] wyrazaja odpowiednio przemieszczenia, sity
oraz macierz sztywnodéci w globalnym uktadzie odniegienia.

" W celu uzyskania mozliwie prostej budowy macierzy transformacji
przy jeto, ze 08 o=~y lokalnego ukiadu wspéirzednych lesy w pta=-
szczyZnie réwnolegiej do piaszezyzny wyznaczonej przez osie O0OX

i 0Y globalnego ukzadu wspdirzednych. Przy takim zatozeniu ma-
cierz transformacji przyjmuje postad

[T]

Bt Siolites /3.33/
el S Ul

gdzie

[eib =] o & B & ol e
0 s
VA N\
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VT NRED?

Przez £ ,P » ¢ oznaczono odpowiednio

-



/3.35/
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gdzie lx’ ly’ 1z sg rzutami diugodSci preta 1 odpowiednio na
osie OX, 0Y, 0Z globalnego ukiadu wspdirzednych.

3e3+2. Algorytmy rozwigzania

Réwnanie metody elementdéw skoriczonych wyprowadzone w opare
eiu ¢ zasadg prac przygotowanych - wykorzystujgce kierunkowsg ma-
cierz sztywnosci - ma postad [74]

[K]{Q] = {F} ’ /3.36/
a réwnanie przyrostowe [26] zapisuje sig¢ jako

(k1% {a}= a{r}+ {r}] . (337
‘Macierze [ K] i [X]® sa odpowiednio macierzami sztywnodci kie-
runkowej i stycznej konstrukecji, wektory {Q} i A {CQ} 85 wek-
torami przemieszczer i przyrostdw przemieszczendl wgzidw, a {F} ;
A {F} gt {R} 58 odpowiednio wektorami obecigzei, przyrostdw
obecigzenn 1 wgztowych sit niezrdwnowazonych. Wazystkie wielkodci
wystgpujgce w réwnaniach /3.36/ i /3.37/ wyrazone sg we wapdl-
rzednych globalnych.
Wykorzystujge postacie macierzy wyprowadzone w punkcie 3.2 sformu-
Yowano trzy - uznawane za podstawowe [44,70] - algorytmy rozwig-
zania, ktére stuza do dledzenia Sciezek réwnowagi konstrukeji w
przestrzeni przemieszczeniowo=obeigzeniowej,

Pierwszy z nich polega na Xgcznym wykorzystaniu rdwnai /3.36/
4 /3.37/ i stosowany jest w obszarze przedkrytycznym pracy kons-
trukeji [23].
Krétki opis jednego cyklu iteracyjnego algorytmu, ktéry realizowa-
ny jest przy wykorzystaniu statego ukXadu odniegienia /ukadu La-
grange’a/, ujaé mozna w nastgpujgcych punktachs:



- 25 o

1/ Pod obcigzeniem {F}, bgdgcym czegscig obecigzenia calkowitego
konstrukeji,przyblizenie przemieszczenia {Q} -({_Q1£,£,- KO-
lejny cykl iteracji; £ = 1,2,...) znajduje si¢ z rdwnania
[3:36/).

2/ Po wygenerowaniu nowej postaci macierzy sztywnosci [ K] ([Kj&)
oblicza sie wektor {F}& wykorzystujac réwnanie /3.36/ i zna-
ny wektor {Q}& ¥

3/ Wartodé obecigzenia ts{F}& = {F} - {F}& wprowadzona do rdéwe=
nania /3.37/ /przy {R} = {O} / pozwala obliczyé przyrost
przemieszczenia A {C{}&.+1, ktéry poprawia dotychczasowy wek-
tor rozwigzania {Q}& .

Wektor ten stanowi podstawg nastgpnej iteracji, w ktdrej powta-~
rza sig czynnoSci opisane w punktach 2/ i 3/. Cykl iteracji
uwaza sie za skoiiczony, gdy stosunek przyrostu przemieszczenia
A{Qlﬁ do pewnej normy przemieszczeniowe] jest mniejszy od wiel-
koéci okredlajacej zgdang dokXadnoéé rozwigzania.

Symboliczny opis procedury ujgé¢ mozna w nastgpujgca sekwencje
wzorow

(%, - [KI& ol i 3.3/
s{rle = {7} - {Fle o
a{ale,y = K17 a{FY,

{Qderr = {0)e + a{Q)giss

gdzie [X] i [K]® oznaczajg kierunkows i styczng macierz sztyw-
nodci bazujgca na wektorze {Q}&

Algorytm ten wykorzystujgc rdézne postacie klerunV0we3 maciergzy
sztywnodci opisane wzorami /3.11/ i /3.12/ 1lub /3,16/ i /3.17/
lub /3.19/ i /3.20/ oraz macierz rzedu drugiego /3.14/ i /3.15/
umozliwia analizg ich wpiywu na koidcowe rozwigzanie.

Opisana procedura, cho¢ tutaj stosowana przy malych przyrostach
obecigzenia, moze byé wykorzystana takze w przypadku jednorazowego
okredélenia przemieszczeii dla catkowitego wektora obcigzenia, pod
warunkiem jednak, ze obcigzenie to nle przekroczy ohcigzenia kry-
tycznego.



Drugi algorytm, ktéry podobnie Jak pierwszy wykorzystuje
ataty ukXad odniesienia, stosowany jest w przedkrytycznych jak
i w pokrytycznych obszarach pracy konstrukcji. Opiera sig on na
réwnaniu przyrostowym /3.37/, a znany jest pod nazwg procedury
Newtona-Raphsona [ 63]. Opis jednej iteracji tej procedury zapi-
saé¢ mozna w punktach:

1/ Pod obeigzeniem a({F} /przy (R} = {0} / wykorzystujac réwna-
nie /3.,37/ 2znajduje.sig przyblizenie poszukiwahego rozwig-
zania A& [QJ, .

2/ Prazyrost ts{Q}&*1,'kt6ry wektor a {Q}& zbliza do poprawnego,
uzyskuje si¢ z réwnania prazyrostowego, w ktdrym uaktualniono
sztywnosé styczng. Prawg strone tego rdéwnania stanowi wektor
bedgey odzwierciedleniem nierdéwnowagi wgztdw konstrukeji przy
jej aktualnej geometrii i obecigzeniu,

Podobnie, jak w przypadku pierwszego z algorytmdéw, operacje opi-

sane w punktach 1/ i 2/ powtarza sig¢ az do momentu uzyskania

zadawalajgcej doktadnosci w przemieszczeniach, co prowadzi do ze-

_ rowania sig wektora obeigZzeid niezréwnowazonych {R} .

Trzeci algorytm, oparty na réwnaniu przyrostowym /3.37/ oraz
postaci stycznej macierzy sztywnodci przytoczonej w punkcie 3.2.4,
wykorzystuje uaktualniony ukiad Lagrange®a. Operacje w nim wyko-
nywane s3 niemal identyczne z tymi, ktdre opisano w algorytmie
drugim, z tym jednak, 2Ze ten przypadek wymaga generowania nowych
/w kazdym cyklu iteracji/ macierzy transformacji, a takse wyzna-
czania i kumulowania przyrostéw naprg¢zenl w pregtach.

Kazdy z powyzszych algorytméw poprzez sumowanie przyrostéw prze-

miegzczeil spowodowanych przyrostami obcecigzenl konstrukeji pozwala

‘na wyznaczenie jej aktualnej konfiguracji, co stwarza mozliwosé

okreslenia wytgzenla kazdego z jej elementodw.

Wy jasnienia wymaga warunek, ktdéry pozwala zakoieszyé cykl
iteracji w jednym kroku obecigzenia. Ze wzgledu na to, Ze rozpa-
truje sig zadania silnie geometrycznie nieliniowe /make zmiany
obcigzenia powoduja znaczne przyrosty przemieszezenl/, kryterium
zbieznosci procesu iteracyjnego przyjmuje sie w postaci przemiesz-
czeniowej [23,43). Najczgdciej stosowane kryteria przemieszczenio=
we zapisaé mozna w postaci



SR L

max A{Q}i
i L ) e /3.39/
i Qe S e ey

gdzie A{Q}i jeét maksymalnym przyrostem przemieszezenila
/wzdluz osi ukYadu globalnego/ ze zbioru prayrostdw przemiegz-
czert wszystkich "n" weztdw. -{Q}por oznacza najwigkszy = ze
zbioru wszystkich przemieszcezed - wartodé istniejaca na pocmat-
ku cyklu iteracji w danym kroku obeigzenia; € Jest wielkodcia
niemianowang rzedu 1072, Ze wzgledu na zmienny poziom odniesie=
nia /{Q}por/ kryterium to moze = w zaleznoscl od miejsca na
krzywoliniowe]j Sciefce rdéwnowagi - w réznym stopniu dokadnosci
speiniaé warunki rdéwnowagi. Prowadzié to moze do koniecznosei
dodatkowego ich sprawdzania dla poszezegdlnych weztdw konsbruke
cji. Aby uniknaé tej niedogodnodci za poziom odniesienia przyjge
to statg wartosé przemieszczenia, kitdra jest wartoscig maksymal-
nego przemiesazczenla ze gbloru przemleszczenl wezXdw z liniowego
zakresu pracy kongtrukceji. Przyjeto, ze jest niag wartosé okrese
lana w pierwszym kroku obcigzenia. Choé jest to przyczyna réi-
nej ilosci iteracji w zaleznoéci od stopnia odchylenia konstruk-
cji od liniowego charalkteru jeJ pracy, to jJednak daje zawsze sta-
Ya dokYadnosé rozwigzaniw.

Powyzsze procedury - Jak juz wspomniano - nie mogsg byé sto-
sowane w tych obszarach pracy konstrukcji, dla ktérych maciersz
sztywnodci styczne) moze byé osobliwa, bgdsd "prawie osobliwa.

W tych obszarach wykorzystuje sie¢ modyfikacje metody Newtonaw
~Raphsona zaproponowana przez Riksa. Korysuje ona wielkosci i
kierunek parametru AA , ktéry steruje obeigzeniem. Prayblize-
nie Az oblicza sig w plaszezyinie ortogonalnej do rozwigan-
nia okreslonego przez A {Ql£_1 e LKX&'“1 w przestrzeni obecig=-
zeniowo-przemicszezeniowej /rys. 3.2/ .
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Warunek ten w postaci

A‘iQ}.,C..{ A{Q}£+A7\&-1'A>\,ﬂ =0, /3.40/
przy wykorzystaniu wyrazenia na A{Q}£ /wynikajgcego z podobieii-
stwa tréjkgtéw ABC i ADE/

R R
SO s e )
R
A f>\‘£ -

pozwala na wyznaczenie korygujgcego obcigzenie parametru jako

afa}, = ' L

Qe g {als ,
Aoy B s fa,_¢a{o)ey g in

ﬁé{'_"_?_ A {Qe- afaly., + ANy

Stogsowany indeks R przy przyrostach przemieszczeil 1 przyros-—
tach parametru obbiqunia oznacza, %e pochodzg one od si% nie-
zréwnowazonych /rys. 3.2/.

Badanie wyznacznika stycznej macierzy sztywnodci pozwala na ko=
rygowanie kierunku obeigzenia - po stwierdzeniu zmiany znaku wy=-
znacznika obliczenia powtarzane sg w ramach tego samego przyros—
tu obcigzenia dla nowego jego kierunku. Ze wzgledu na mozliwy
przypadek zerowe] wartodci wyznacznika sztywnosdci stycznej algo-
rytmy przewidujg mozliwosé restartu dla zmienionego prazyrostu
obcigzenia. Opisane wyzej postgpowanie pozwoliZo na gtosowanie
parametru obcigzenia jako jedyne] zmienne] sterujgce] procesem
obliczei., Nalezy dodac, Ze opisane algorytmy automatycznie prze=-
Yaczaja sie na procedurg, ktéra umozliwia przejScie punktu grae-
nicznego. Mozliwe jest to dzigki ekstrapolacyjnemu okredlaniu
wyznacznika, bazujgcemu na jego wartodciach dla tych punktéw
$ciezki réwnowagi, kitdére bezposdrednio poprzedzajsg krytyczny ob-
szar pracy konstrukecji.



3.4+ Krdtki opis programu na EMC. PrzyvkYady zastosowsai

Przedstawione algorytmy byty podstawsg do opracowania pro-
gramu w jezyku algorytmicznym FORTRAN na EMC ODRA 1%05,., Zbudowa-
ny program realizuje - w zaleznodci od parametrdw okreslajgcych
wybrany algorytm - obliczenia dla dowolnego - pod wzglgdem kon-
figuracji, warunkdéw brzegowych, cech sprezystych elementdw jak
i obcigzenia = przestrzennego uktadu kratowego. Parametry zada~
nia, do ktérych zalicza sig migdzy innymi numer wybranego do
realizacji algorytmu, krok obecigzenia, dokXadnodé iteracji oraz
maksymalng wartosé obeigzenia, w sposéd jednoznaczny okreslajg -
jednq z wielu mozliwych - $ciezke realizacji programu. Dowolnosé
narzuconych na konstrukcje warunkdéw brzegowych uzyskano poprzez
ich aproksymacjg wigziami elementarnymi reprezentowanymi przesz
prety przegubowo-przegubowe o odpowiedniej /do zadanych cech/
dXugodei i sztywnosci.

Generowany uktad rdéwnad liniowych metody elementdéw skoiiczonych
rozwigzywany Jjest przy uzyciu standardowej procedury rogkitada-
jacej macierz sztywnosci na macierze gérno i dolno tréjkatna.
Przebieg procesu iteracyjnego w programie jJest w peini zautoma-
tyzowany, a na wyjsciu otrzymuje sig aktualng konfiguracje konsm=
trukeji,sizy w pretach, aktualny wektor obeiazenia oraz informa-
cje dotyczgce wykonanych iteracji /ilosé, doktadnoéé/. Pozwala
to, przy jednorazowym uruchomieniu programu, na uzyskanie Sciei-
ki réwnowagi konstrukcji w przestrzeni obcigZeniowo-przemiegz=-
czeniowej tak w obszarach przedkrytycznych, Krytycznych, jak i
pokrytycznych.

Pominigto schemat blokowy programu, ktéry oprdcz pewnych elemen-
téw wejdcia i wyjdcia nie poszerzalby informacji zawartych w
punkcie 3.3, a bylby tylko ich kompleksowym i skrdtowym przedsta-
wieniem,

Program /bez wymaganych obszardw pamigci do realizacji kon-
kretnego zadania/ zajmuje 11,2 K /kilostéw/ pamigci; orientacyj=-
ne informacje o czagie obliczell wraz z liczbg iteracji wykona-
nych w zadaniu podane sg przy okazji prezentacji wynikdéw realizo-
- wanych przyktadowych zadai.,



Zadaniem testowym dla zbudowanych algorytmdéw byta kratow-
nica Misesa /rys. 3.3/. Ze wzgledu na konfiguracje zaliczydé ja
mozna do najprostszych - o’znanym rozwiazaniu analitycsnym =
konatruke Ji kratowych sklonnych do przeskoku. Na ryg. 3.3 przed-
stawiono Sciezke rdéwnowagl kratownicy skonstruowans w pr"e1tawgni
ni ob014aonlowo-prVemleozczenloweJ, a otrzymani metodami przy-

- roatowymi.
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Tak w przypadku algorytmu Prayrostouego /opartego o styczng mam

cierz ssztywnosci/ wykorzystujacego statxy, jak i uaktualniany
ukt¥ad odniesienia otrzymano zbieznodd rozwligzal, ktdrg moznn
uznaé za idealng. 0 ich poprawnodci dwiadezs szczezdlnie punk-
ty przecigeia sig Scieski réwmowagi z osig odeletych, na ktére]
odtosono pionowe przemieszczenia wezta, a takise peina zgodnodé

w okresleniu wartodci obcigzenia granicznego /w sposdb analitycz-
ny [70], jak i numeryczny/. Otraymane rozwigzanie byYo testowane
tak ze wzgledu no wielkodd kroku obeigzenia, jak i na fadang do-
ktadnodéé iteracji. Prezentowany wykres /rys. 3.3/ otrzymano pray
kroku obciazenia, ktdéry stanowil 1/25 wartodci obeigzenia grani-
cznego konstrukeji i zadancj 0.0001 wartodci wspéiczynnika okred-
lajgcego dok*adnosé rozwigzania /pkt 3.3.2./. Zadana doktadnodé



powodowata, %e przyrost przemieszczénia wezla w kolejnym, Koii-
czacym iteracj¢ kroku nie bykvwiqkszy od 0,00002 ¢m, :
Na rys. 3.4 przedstawiono wykres zmiennosci wartodei wyznaczni-
ka stycznej macierzy sztywnosci w zaleznosci od miejsca potose-
nia na Sciesce rdwnowagi.
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W dalszej analizie otrzymane rozwiazanie przyrostowe przyjsto za
poziom odniesienia dla rozwigzad tego zadania innymi algorytmami.

Pominicecie elementdw sztywnodci, ktdre wynikaja z uwzgled-

9}
ol . 1 U\~ < ;
nienia skiadnika = (%§ w tensorze odksztaXcen Greena, w spo=-=
£ ¥ 3 o = ' L)
g6b zasadniczy nie wpiyngio na rozwigzanie, nazywone dalej roz-

wigzaniem uproszczonym. W sposdb nieznaczny wzrosty wartodcei tok
gérnego, jak i dolnego obciqéenin granicznego /punkty 1.-i 2 na
ryse. 3.3/ = vdinice te wyniogty okoto 0,3 % roszwiszania Sciastego.
Przy zgdanych mniejszych dok¥adnodciach rozwigzania ﬁbjawialy gic
pewne, nieznaczace rdinice w otrzymywanych wykresach, ktore szezo-
gélnie dobrze moZna byXo obserwowal w pokrytycsnych obszarach
pracy konstrukeji.

Na rys. 3.5 przedstawiono zbieznosé procesu lteracyjnego w zaled-
nosci od wgrtoéci wapbtezynnika dokkXadnodei dla rdanych punktdw
na Sciesce réwnowagi. Linig ciggly oznaczono rozwigzania "petne",



a linig przerywans. rozwiszanla uproszczone.,
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W przypadku nie uwzglgdniania w analizie wpkywu sztywnodci .
rzedu druglego otrzymano dalgze zawyzZenie wspomnianych gdérnego
i dolnego obcigsenia granicznego /o okoXo 0,5 j/ przy braku
wigkszych efektéw w innych punktach Sciezki rdwnowagil. Nalezy
dodaé, Ze w tym przypadku znacznie wzrosta ilosé wykonywanych
iteracji w kroku obcigzenia - od trzech /czterech w obszarach kry=
tycznych/, dla ktérych otrzymano wykres z rys. 3.3, do szedciu i
wiecej. Czasy obliczenl cakej éciezki rdéwnowagi przy uZyciu opisa-—
nego kroku obcigzenia i réznych doktadnosciach przedstawiono na

TYSe 346,
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Testowanie algorytméw opartych na Xgcznym wykorzystanin kie-
runkowej i stycznej macierzy sztywnodci wykazmato ich‘szybkq i do=
brg zbieznoddé, z tym jednak, ze zaobserwowano nieco zawyzone /0,3%
wyniki przemieszczenia wezla /krzywa 1 na rys. 3.7/ w stosune
ku do prayjetego pozioma odniegienia /Krzywa O simas ryss Syl
Przy postugiwaniu si¢ uprogaczonym rozwigzaniem otrzymano wyniki
zanizone /krzywa 2 mna rys. 3.7/. Nie uwzglednianie sztywnodci
rzedu drugiego prowadzito do znacznego zawyzenia wynikéw /4 %/



/krzywa 3 na rys. 3.7/. Bxgd procentowy okreslany byt na po=
ziomie obcigsenia o wartodci 4000 kG. Wartodé obeigzenia granics-

nego gawyzana byta w kazdym z wyzej wspomnianych praypadikdw.
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Na rya. 5.0 pezedstawiono keesywe rdwnowagl w przedkreytycznym obe
azarze procy konsbruke i, kKtdre otraymano wykorzystujage symetrycse

ne pogtacie kierunkowych maciersy sztywnosci. Indeltsem 0 0ZNa -
czono wykres odnieslenia, a indekgem 1 krzywg otrzymans prey

uwaplednieniu pootnel Kierunkowej macieray opisanej rdwnaniaml
/3.16/ i [3.17/ lub /3.19/ i /3.20/, ktére daty identyczne roz-

wigzania,.
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Réznica tych rozwigzari w stogunku do rozwigzania dcistego wyniog=
*a - na przyjetym poziomie obeigzenia - okoXo 0,6 %.
Na rys. 3.9 przedstawiono sSciezki réwnowagi dla rozﬁiqzania przy-
rogtowego /krzywa O - identyczna 2z wykresem na rys. 3.3/ i roz-
wigzail opierajacych sig - w obszarze przedkrytycznym - na tacznym
wykorzystaniu kierunkowej i stycznej macierzy sztywnodci [kraywa

1 dla rozwigzania pe¥nego; krzywa 2 - dla rozwijzania uprosz-
czonego/ . ‘
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Widoezne g3 snaczne roznice, ktdére w punktach przecigeia siy
doleski rdwnowagi z osig odeigtych s3 rzgdu 23 % i 25 % - dla
rozwigzania pernego oraz 25 % i 30 % - dla rozwigzania uprogz-
czonego. Wyznaczone dciezki réwnowagi 1 b R - w obaza=
ragh pokrytycznych uzyskano przy wykorzystaniu algorytmu przy-
rostowego /przy duzej ilodci iteracji w kazdym z jego krokdw/.

Powysagzme spostrzezenia - tak w zakresie zbieznodei Jak 1
powastajacych rdésznic - w peini potwierdzit inny przyktad kratow-
nicy; analizowano maXo wynioskg kopukg Schwedlera [43] - frag-
ment rys. 3.10 - obcigzons siks pionowg przytozong w jej wiers-
chotku. Na rys. 3.10 pokazano wykres przemiesgzczedl pionowych ob-
ciazonego we¢zta; krzywa 1 sporzgdzona zostata dla "peinego" roz-
wigzanin, a krzywa 2 otrzymano dla rozwigzania uproszczonego.
‘Obliczenia przeprowadzono wykorzystujac metodyg przyrostowsy i przy
zagtogowaniu uaktualnianego uktadu odniesienia.
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3.5. Podsumowanie

Procedury przyrostowe oparte o sztywnodé styczng /formulo-
wane w uk*adzie Lagrange’a, Jjak i w uaktualnionym ukXadzie La-
grange’a/ okazaly sig najlepszym narzgdziem analizy tak przed-
krytycznych, jak krytycznych i pokrytycznych standéw pracy kong-
trukcji. S3 one maXo wrazliwe - przy duzych dok¥adnosciach -
na wplyw uproszczeil polegajgcych na nie uwzglednianiu tych ele-
mentdéw sztywnosci, ktdére wynikajg z uwzg! ;dnienia sktadnika

2
L (OU) w tensorze opisujgcym odksztaXceia. Jednak przy nie-

2 \0x

zbyt duzych doktadnofciach speiniania warunkéw rdéwnowagi, w kaz-
dym z krokdw obciazenia, uprogzczenia te powodujg - gkdwnie w
obszarach pokrytycznych - pewne "odejscie" scilezki rdwmowagi od
jej prawidowego ksztaitu, przy jednoczesnym, znacznym wzrodcie
liczby wykonywanych =~ na zadanym poziomie doktadnodci - iteracji.

Procedury rozwigzania oparte o tgczne wykorzystanie sztyw-

. nodci kiermnkowej i stycznej - stosowane w obszarach przedkry-
tycznych - okazaty sig znacznie bardziej czuXe na uproszczenia
opisane powyzej. Sledzenie obszardéw krytycznych, a szczegodlnie
obszaréw pokrytycznych przy wykorzystaniu tych rozwigzan moze
prowadzié¢ do znacznych odchylerd od rozwigzain poprawnych.

Przyjmowanie do analizy réznych postaci macierzy sztywnosci
rzedu pierwszego /3.11/ i /3.12/ lub /3.16/ i /3.17/ ludb /3.19/

i /3.20/ prowadzito - szczegbélnie w obszarach przedkrytycznych
- do pomijalnie maXych rdéznic w rozwigzaniach.

Nie uwzgle¢dnianie w rozwigzaniu - we wszystkich analizowa-
nych algorytmach - sztywnosdci rzg¢du drugiego powodowato kilku-
procentowe zawyzenie rezultatéw w obszarach przedkrytycznych i
krytyecznych, powodujgc jednoczednie ich rozbieznoéé w obszarach
pokrytycznych,

Z powyzszych uwag wynika, ze: A

- analizg standw przedkrytycznych konstrukecji kratowych sk¥onnych
do przeskoku mozna prowadzic¢ prazyjmujgc uproszczenia w stosowa-
nych algorytmach bez wigkszego wpiywu na rozwigzania,



- przyjmujgc uproszczone algorytmy w stanach przedkrytycznych
zawyzamy - w stosunku do faktycznej - wartoéé obeigzenia gra-
nicznego,

-~ badanie standéw pokrytycznych wymaga doktadnych rozwiggzall standw
przedkrytycznych, jak i Krytycznych; niewielkie odchylenia od
rozwigzail prawidtowych w tych stanach powodowaé¢ mogs znaczne
zaburzenia rozwigzanl w analizowanych - pokrytycznych - stanach

pracy komnstrukcji.

4. UKDADY PRPTOWE O PRETACH CIENKOSCIENNYCH

4.1. Wprowadzenie i podstawowe zaXozenia

W rozdziale tym omawia sie algorytm stuzgcy geometrycznie
nieliniowej analizie ukZaddéw pregtowych zbudowanych z pretdw cien-
kosciennych.

Pierwsze prdéby analizy konstrukcji cienkosciennych przeprowadzone
byty przy uzyciu macierzy przeniesienia [ 65], a takze metody sik
[65]. Okazaly si¢ one jednak mnie]j przydatne od analizy tych kons-
trukcji, ktoéra wykorzystuje metodg¢ przemiesgczen., Za plerwsze pra-
ce, w ktérych sformutowano sztywnosci elementu cienkodciennego
uwaza sig prace Krahully [ 31] i Rentona [52] . Dalsze opracowania,
ktére poprzez sukcesywne uwzglgdnianie nowych skYadowych sztyw=
nosci bgdZz inne ujecie problemu, zastugujg na szczegdlng uwage

to: prace Krajcinovica [30], Barsouma i Gallaghera [ 6], Powella

i Klingera [48], Meja [41], Argyrisa i Radaja [ 4] oraz BaZanta [ 9].
W oparciu o wyprowadzone sztywnosci analizowano tak problemy geo-
metrycznie liniowe [ 4,30,31], jak i nieliniowe [9,66].

W rozdziale niniejszym buduje si¢ macierze sztywnosci elemen=
tu cienkodciennego, ktére uwzgledniajg pomijany dotychczas w ana-
lizie czton tensora Greena, a takze pozwalajg na geometrycznie
nieliniows analize elementu przy uzyciu "peiniejszych" funkeji
opisujagcych jego przemieszczenie.

Rozwigzanie opiera si¢ na nastgpujgcych zatozeniach:

- weziy struktury zapewniajg sztywne poraczenie elementdédw w nich
zbiegajgcych sig; sztywne potrgczenie dotyczy obrotéw i przesu-
wow, przy jednoczesdnie mozliwym sztywnym bgdZ swobodnym zamoco-



waniem preta ze wzgledu na deplanacjs jego koicea,

- wezXy, ze wzglgdu na swojg budowg, nie przekazujg deplanacji .
[29459,73 ] /deplanacja kazdego ze zbiegajgcych sig w wedle pro-
tow jeat - w wypadku swobhodnego zamocowania na deplanacjg -
niezalesznym od deplanacji innych pretow dodatkowym stopniem
swobody wezta; niezalesznoéé ta nie dotyezy weuidw posrednich/,

~ elementami ukiadu sg prostoliniowe, pryzmatyczne, izotropove
prety cienkodcienne o dowolnym, otwartym przekroju poprzecznym,

- prety w calym cyklu obcigzenin nie osiggajg nosnosci granicznej,

- dopuszcza sie mozliwosd utraty pierwotnie prostoliniowe] osi

+ preta poorzez wprowadzenie weztow podrednich,

- uk¥ad obeigzony jest jednoparametrowym, konserwatywnym, mtﬁty~
cznym obcigZzeniem wegztowym,

- materiak, z ktdrego zbudowane sg pregty jest liniowo spresyaty,

a powstajagce w nim odksztatcenia sg mate,

- mozliwe 83 duze przemieszczenia wgzidw ukitadu.

Rozpatrzmy prgt cienkoscienny, o przekroju otwartym, w trdj-
wymiarowe] przestrzeni kartezjaiiskiej. Lokalny, prawoskrgtny ukiad
odniesienia c-x-y~-% dla prgta j-k prazyjgto tak, ze 08 c~-2
pokrywa sieg z osig cigzkodéci preta, a osie c-x i c-y sa gtdw-
nymi, Centrdlnymi osiami jego poprzecsnego przekroju [/ryss 4.1/4

V Rys.. %41



W dalszych rozwazaniach wielkosci odnoszone do drodka s$cinania
"g", ktorych linia z zatozenia pokrywa sig¢ z osig obrotu preta
[541, oznaczane beds kreska u géry /za wyjgtkiem kata obrotu @ /.
Wektor przemieszczen "i-tego" elementu konstrukeji w lokalnym
‘uktadzie odniesienia definiuje si¢ jako

{q]? - fwj,ﬁj,vj,e ETIPPCIRUIN AR ST IRE ] Ll et)
gdzie U,V,W &3 funkcjami przemieszczel elementu odpowiednio

w kierunkach x,y,z lokalnego uk¥adu odniesienia, a © jest
katem obrotu wzgl¢dem osi podiuznej prgta przechodzgcej przez
srodki écinania przekrojow poprzecznych. Przesz (...Y 0zZnaczono
pochodng wzgledem zmiennej 2z, Wektor sit brzegowych dla ele-
mentu = w konsekwenc ji przyjecia zalesznosei /4.1/ - definiuje
si¢ jako

{f}? “ {P Voeqo ¥y 3ol oy 5: I PN

23" %3Ny 30 B50 LTS S Y S

/1.2/

gdzie przez P,VK,Vy,ﬂZ,MX,My oznaczone /odpowiednio/ sity i mo=-

menty skierowane wzdfuz osi c¢~-z, c=x, c-y lokalnego uktadu od=-

niesienia, a przez B bimoment. Ich dodatnie zwroty dla przekro-

ju o normalnej dodatniej okreslajg wielkoseil q8éq14 % TYSedels

Analize preta prowadzié sie bedzie przy nastepujgcych zato-

zeniach [65]:

~ przekrdj poprzeczny preta jest doskonale sztywny w swojej prasz-
czyZnie, lecz ma swobode paczenia sig,

-~ odkszta¥cenia postaciowe powierzchni srodkowe] preta sg pomi-
jalnie mate,

- wptyw sit tngeych jak i momentdéw zginajgcych écianke preta jest
pomijany.



442, Sztywnosé elementu

4.2.1. Tunkcje przemieszczer i ich aproksymacja

Uwzgledniajgc poczynione zatrozenia funkcje przemieszczen dla
dowolnego punktu przekroju poprzecznego wyrazié¢ mozna w postaci

2
Ulx,y,2) = 0(2)= (y-yg)' © (2) -] Q—égl-(x-xoﬂx<, 4.3/
: 2
Vix,y,a) = T()(xxg) @ (2) [ &L (yy )] ,

| W(x,y,2) . W(z)—{ U(z)+[vxz)@(zﬂjx - {VKZ)*[GKZ)@(Z&JQ - 0(z)0,

gdzie =x,,y, oznaczajq wspdtrzgdne srodka Scinania "s" w lokal=
nym ukladzie odniesienia prgta, a @ jest gtrdwna wspdirzedns wycin-
kowg [ 54,65].
Postadé funkeji przemieszezerd opisang réwnaniami /4.3/ otrzy-
. ma¢ mozna z prostych rozwazan geometrycznych, bad? przez rozwi-
niecie w szereg Mac Laurina funkeji, ktdre otrzymali KlBppel i
Winkelman [28]. W rozwinigciu tym pomija sig czXony trzeciego,
czwartego i wyzszych rzeddw. W opisie /4.3/ funkeji przemieszezen
w nawiasy kwadratowe oznaczone gwiazdkg u doxu / [...]y / ujeto
te cztony funkcji, ktére dotychczas nie byky uwzgledniane przy wy-
prowadzaniu elementdéw sztywnosci. Pozwala to na analizg ich wply-
wu na rozwigzanie.
Do dalszych rozwazan przyjgto paraboliczng postad funkeji
U(z), V(z), ©(%), a liniows funkcji W(z). Postaé funkcji prze-
- mieszczen dla "i-tego" elementu zapisuje sig jako

9

W(z)) [N 10" 0.-0 50 0. 00 W0 0,000 0.6
Us) O N, 0 0O O N, O O N; O O O N, O
' q]
vig)l "o 40 my O Wy 0 © 0 0 N, O W 0 { 4.2
8(s)) [0 70 0 W 0 0 N0 0.0 Mg DO N
/4.4/

gdzie funkcje ksztaXtu Nj /i =1,2,00.,6/ majy postad



N,] = "3){2“' 2¥5 ’ N4=1("¥2+f3)! /4‘5/
N, = 1(f - 2¢2 +%7), Ny =1-7,
N3=3¥2"2f3 ’ ' N6’=§ ’ g’-"jz:’

a przez 1 oznaczono diugosé elementu,

Funkcja opisujgca w /4.4/ 2zmiennosé kata obrotu O(z) po-
prawna jest w przypadku, kiedy korice prgta nie maja swobody dep-
lanacji. W przypadku kiedy koniec "k" preta j=k ma niczym nie
skrepowang swobodg deplanacji funkcje N1,N2,N3,N4 w wyrazeniu
na ©(z) przechodza odpowiednio na funkeje N%,Né,Né,Ni, ktore
majg postac

D S T e SR
Ny =1(2F2 -3%%+f, W =0.

Przyjeta paraboliczna zmiennosé funkcji przemiesgezed dla elemen-
tu stosowana jest w wigkszosci opracowanl zajmujgcych sig proble-
mem gformutowania macierzy sztywnosci dla elementu cienko$cienne-
g0, »

Funkecje przemieszczenl w postaci trygonometrycznej, ktére doklad-
nie speiniaja statyczne rdwnanie na skrgcanie nieswobodne preta
clenkodciennego [ 61,65] stosowane byly przez Krajeinovieca [ 30].

W pracy swojej wykazatX on, Ze zatozenie funkcji o zmiennodci pa~-
rabolicznej prowadzi do bXednych rezultatdw, jezeli tylko stosu-
nek sztywnofci preta na skrgcanie do jego deplanacyjnej sztywnos-
¢i nie jest pomijalnie maty. Stwierdzenie to « na podstawie badan
numerycznycﬁ - podwazat Mei [ 42], ktory pokazakt, ze zaktozenie
prostej, paraboliczne] postaci funkcji przemieszczen prowadzi do
wynikéw zgodnych z rozwigzaniami teoretycznymi.

7godnosé¢ tyeh dwéeh rdznych podejié otrzymuje sie w przypadku
kiedy stosunek sztywnosci skrg¢tnej do sztywnodci deplanacyjne
elementu dgzy do zera.

W pracy zdecydowano sig na przyjgcie parabolicznego wyrazenia
funkeji przemieszczen ze waglgdu na to, ze w wigkszodci kongtruo=
wanych uktaddéw prgtowych przekroje poprzeczne przyjmowanych ele=
mentdéw sg takie, ze ich sztywnosé skretna jest maka w stosunku

do sztywnosci gietnej.



4.2.2. Inergia sprezysta preta cienkosciennego prazy
uwzglednieniu naprezen poczatkowych

Zgodnie z poczynionym zatozeniem /pkt 4.1/, w wyrazeniach
na energi¢ sprezystg prgta, pomijane bedg wptywy siX tnacych,
jak i momentdéw gnacych Scianki przekroju prgta. Wpiyw tych wiel=-
koéci uznaje sig za mary w stosunku do wielkosci dominujgecych -
w weztowo obecigzanych uktadach prgtowych - wywotujacych naprgze-
nia normalne /G /.

Ze wzgledu na to, Ze algorytm stuzy geometrycznie nieliniowe
analigie tak przedkrytycznych, jak i pokrytycznych standéw pracy
konstrukcjij/spodziewane sa duze obroty/, w wyrazeniach na zgro-
madzong w elemencie energig uwzglgdniono wpiyw momentdéw skrgca-
jacych.

Rozaptrzmy pret, w ktérym naprizenia normalne 6° /dodate-
nie dla rozéiqgania/ 83 w réwnowadze z poczatkowg sits osiows PO,
poczqtkowymi momentami zginajgcymi M; i M; wzgledem gtdwnych,
centralnych osi bezwtadnosci przekroju poprzecznego oraz poczate-
Kowym bimomentem B° odniesionym do Srodka $cinania. Poczatkowe
naprezenie normalne / 6°/ wyraza sig zwykle jako[ed ]

! »0
& =7+ y-Fox-£0 , /4.7
XX vy e :
gdzie ﬁ°=-£ G°3 aa i /4.8/
a 2
2
I =
3 !{x dA p
IC,Q:—'S I(:)Z dA .
A :
Ixx’ Iyy sa momentami bezwladnofici przekroju poprzecznego preta

wzgledem gtdéwnych centralnych osi bezwXadnosci -przekroju /odpo-
wiednio wzgledem osi c-x i c-y/;



Ioo jest wycinkowym momentem bezwiadnosSci przekrOJu poprzeczne=
go preta,a A Jjego polem.

W rozwazaniach przyjeto, ze wspdirzgdna wycinkowa @ /z biegunem
w érodku Scinania/ zdefiniowana [ 61] jest jako

W = z ¢ ds , . /4.10/

gdzie: § jest odlegtodcig od srodka sScinania s do styczne]
do linii s$rodkowej przekroju poprzecznego,
8 Jjest wspdirzedng liniowg odmierzang od gidwnego punktu
wycinkowego profilu [54].

Iloezyn ¢ ds uwazany jest za dodatni dla obrotu promienia ¢

niezgodnego z ruchem wskazdwek zegara.

Do analizy przyjeto wielkosci e, i € 0 ktore s3 odpo=
wiednio zlinearyzowang i peing postacig tensora odksztaXcen Gree=-
na, a dokYadniej jego skXadowe]j opisujgce]j odksztaXcenia w kie=-
runku osi podtuznej elementu.Wielkodci te zapisuje sie w postaci

B %?% 3 /4.11/
2 2 2
o = o O MR AT

Przyrost catkowitej energii potencjalnej elementu (aU ) podczas
nieskoriczenie maXego przyrostu przemieszczenl jego wgzidw wyraza
sig¢ jako

1

AU = AU' &+ AU® <« AW /4.12/

gdzie aW jest przyrostem pracy obcigzenia, a przyrosty energli
spre¢zystej majg postad

GIB @2dz y 74:13/

Nj—

AIJ1=%5Ee§dV+£

i

0 0 10 Q) :
AU JGGZdV+ glis@dz ;



Przez E oznaczono modut Younga, G oznacza modut Kirchoffa,
a I, jest stata skrgcania [61] « Dla preta cienkodciennego o
przekroju otwartym, o statej grubodci Scianki t, przyjmuje
sig, ze staXa skrgcania wynosi

21 m, t? ’ [4.14/
gdzie my jest drugosciag linii srodkowej elementu przekroju po-
przecznego o grubosci ti - sumowanie obejmuje wszystkie elemen=-
ty przekroju poprzecznego.

Przez M: ~we wzorze [4. 15/ oznaczono poczgtkowy moment swo-
bodnego skrecania /tak zwany moment Saint-Venanta [61,65] 7

Ze wzglgdu na to, ze rozpatrywane sg tylko infinitezymalne przyé
rosty deformacal w réwnaniu /4. 1)/ uzyto postaci /4. 11/ skta-
dowe j tensora odksztatced. W rownwnlu /4. 13/? - 7 uwagl na 10,
ze 6° moze byé wielkodeia duza [27] = wykorzystano rdéwnanie
1411/ 5.

Uwzglgdniajac réwnania /4.3/, /4.7/, /4.11/1 i /4.11/8 W réwna=-
niach /4.13/1 i /4.13/2 przyrosty energii atl 1 av wyrazid
mozna w nastepujgcy sposdb

su! = i F B[ e 1 % %4100 ] az 415/
+ I % B Iyy( ARG V”@)(V'9‘+ V4O + 2 ﬁ”)dz]*+
5 :

-

BT (00 0e)(T'er+ T"0 + 2 V")dz]*+'

-

+
N —

-+

(ﬁﬂ o+ 2024200 @ + 2(mime + ZV‘V“SQ)dz]*+

s
L & 2 EI}’Y
r - - - — - —~— -~ -
| [ & B (0PePsTn?0%42l Tnetaln Tn o2l T1e0) dz] ¥
[ 2 XX *®
+ ; % G E of dz ’

gdzie C.‘)” oznacza drugg pochodng wzglgdem 2 .



(o)

Przyrost enetrgii alU zapisac¢ mozna nastegpujgco

) 0 0 0 0 0 0
AUY = aU”_ + av + AU + oU°_ + aU + ol + /4.16/
0 o By 0 ) o1s
P [l s M i 1 [l
0 0 : (o) 6] 0 0
+ aU + aU + aU + aU + AU + AU +
0 (o) (e} 1] =0 =0 =01%x
M [m B - [B B
Mg (1], y] (3,  [B°]
)
+ AUMO H
5]

Poszczegblne elementy prawej strony wzoru /4.16/ majg postad

U;o & p° z]:(ww -;— i + % 7 o4 ie ¥ ‘V'e'xo + &1_@2)dz, J4.17/
U? 'b]= 1‘50 I(ﬁ’@ @'xo + V'O @’yo + &1 02 92 )dz ’
1P% 8
1 o M = g
UFPOJ* = 5% £( W’ G Iyy + V"ZIXX + OY Ic.o)dz s
(8] 0 s i
Doy oMy Z[(__V,._ ey B, o )ds ,
4 1 :
UFMO] =m0 f(Trers Tme - 1o o4 B, 0% o ) az
Kk i )
‘ Iy 1 i
g0 o oan® (ot 2w, Lge? mEx o 1 ogne L2980 |y,
[ Mi]* % i( 2 tyw 7 Ls : T
- I" T - T G
+ v e A2, Jren 8 ) gy ;
X X

0 .
U-Ooq ::\ ‘- My i( % T O 4 }L1,@)'2)§z,

P S Y S 1



UEMO] e M; i( -V O ~ \7”@ ~ 06 @ + %1' 62 @2) dz ’ /Cdo401.7/
yox e
I L i
UO e MO o= ,16”2 SYYY. o 1v"2 Xy 1_@"? (AL(:J ratni T-j”m
g i( il e U
TR PR
L. U”V"—%ﬂl 5 U"@”*%X— = Vueu_grﬁx_(g )dZ i
JY Yy Yy
o =0
. = B g(e"- 5,0 )az
o ==8 15 g2
(el -z 19 9% s
Uo = :-B'o I(- ""U"2 —XL—- - .1-_"2 IXX(:’ b 19”2 Ioao + Wen
[8°]* : 2 lae 2 D@

I __ -~ ) R ) R
- Uy XYe ﬁnen_xf_ﬁ_ - Juen ww) dz
laa Lloa I ’

UICV)Ig = M7 i e dz s
gdzie
R s SO LR L o o BN IR

XX

Charakterystyki przekrojowe zdefiniowano w nastgpujgey sposdb

Ixxx’=1j;y3dA, 5 fxwdA ; /4.19/
Teyy = ,{ yx* ah, Iioo = 1[ ya® an
1yyy=l{x3 dA Ixyw-j{yxtbdlx ;
Ly = [ 77X A0, Lion = ]{ xa® dA |,
I o= 1{ y2® dA , Iasn {63 ak iy



W réwnaniu /4.16/ pominieto sktadniki energii, ktére pochodzg
z jednoczesnego uwzglqdnlenla dodatkowychzczlonéw w wyrazeniu
na przemieszczenia /4.3/ i czionu 5( %ﬂ) w wyrazeniu /4.11/,
Uzasadnienie tego uproszczenia znaleZé mozna ponizej /w punkecie

44243/

4.2.3. Sztywnos¢ styczna elementu

Uwzgledniajgc w rownaniach opisujgcych przyrost energii
sprqzysbeg w precie /4.13/ réwnania wyrazajace zatogzong pos=-
taé funkcji przemieszczen /4.3 - 4.6/, elementy k?j stycznej
macierzy sztywnodci otrzymujemy poprzez dwukrotne jej rdzniczko=
wanie wzglqdem sktadowych wektora przemieszczen brzegowych ele-
mentu {q} /[4.1/
7e wzgledu na to, ze algorytm - oparty o otrzymang styczng ma-
cierz sztywnosci = uaktualnia geometrig zadania na poczgtku kaz-
dego kroku iteracyjnego, elementy sztywnosci zalezne od przemiesz-
czei, bgdZz ich kwadratdéw, zerujg sig na poczatku kazdego z nich,
Gdyby brzyjqé ~ ¢o0 odpowiadatoby zmodyfikowanej metodzie Newtona=-
~-Raphsona - stalq postaé stycznej macierzy sztywnosci w kolej=
nych iteracjach danego kroku obcigZzenia nie byioby mozliwe od-
rzucenie zaleznych od przemieszczen wyrazdw macierzy sztywnosci,
co w konsekwencji spowodowatoby = jak stwierdzono - znaczng komp-
likacjg realizowanego postipowania. Powyzsza uwaga wyjasnia pray=-
; ézynQ odrzucenia na etapie obliczania przyrostu energii spresys-
tej preta tych jej wyrazdw, ktdre powstaly w wyniku uwzglednienia
dodatkowych cztondéw w wyrazeniach na przemieszezenia i czXonu

2
%( %%) tensora odksztaXcen Greena, Wyrazy te sg iloczynami co

najmniej trzech wystgpujacych w kwadracie funkeji przemieszczen
badZ ich pochodnych, a wige po dwukrotnym rdzniczkowaniu wazyst-
kie powstajgce elementy sg funkcjami przemiesgczein.

Ostateczng postac¢ stycznej macierzy sztywnodci elemenfu cien~
kodciennego zapisaé mozna jako

(112 =fieg) +2pke ] + o) e5flicg] + [l fcgl) + Mgllis) + [, )y ) o

v B[k +1k, ) /4..20/



gdzie [ko] jest sprezystsg macierzg sztywnoscl elementu, a po=-

zostate macierze oznaczone literg [ k] z odpowiednimi indeksami

porzgdkowymi stanowig macierz sztywnosci geometrycznej.

7e wzgledu na przejrzystosé zapisu i Yatwoséé analizy,ele-

menty stycznej macierzy sztywnosci rozbito na cztery grupy:

W

do pierwszej zalicza sig elementy macierzy [ko] » W ramach
ktdérej wyodrebniono elementy powstate w wyniku uwzglednienia
swobodnego 1 nieswobodnego skrgcania,

do grupy drugiej zalicza si¢ elementy macierzy : P°[k1],

Mg [k, My [ks], B°[k,),
do trzeclpj grupy zallcza sie elementy macierzy: Polk ]*
MY [kyJ% MY [kgl® BOTk,J"

czwartag prupq stanowig elementy macierzy m° [k J,i M [kBJ*‘
kazde]j z tych grup podano alternatywng postac elempntow sztyw=-

nogci, ktdre zmieniajg si¢ w wyniku przyjecia takiej funkeji

©(z), ktéra umozliwia swobode deplanacji jednego z koricdw preta.

Dla uproszczenia zapisu pomija sig¢ indeksy przy poszczegdlnych

elementach macierzy.
Blementy pierwsze] grupy( [kO]):

k(1,1) = -k(1,8) = k(8,8) = %ﬁ ; 14,21/
121
k(2,2) = -k(2,9) = k(9,9) = 13 ,
| 61T
k(2,6) = k(2,13) = -k(6,9) = =k(9,13) = —%* ,
; . l—.
ARI
k(6,6) = k(13,13) = —~pX&
L T
k(6,13)5 ~;T1x "
12R1
k(3,3) = =k(3,10) = k(10,10) = ___;_xgc_ A
651
k(3,5) = k(3,12) = -k(5,10) = -k(10,12) = - —F% ,
4RI
k(5,5) = k(12,12) = —%%



Elementy powstate w wyniku uwzglednienia nieswobodnego skreca-
nia majg postaé:

12BIgG

k(4,4) = =k(4,11) = k(11,11) = B /4.22)
6EIga
k(4,7) = k(4,14) = =k(7,11) = -k (11,14) = 1; ,
ABRI oG
k(7,7) = k(14,14) = —7—
2Eloo

k(7914)= il e

Uwzglednienie swobodnego skrgcania prowadzi do powstania ele-
mentdw:

6GI
k(4,4) = =k(4,11) = k(11,11) = =7 , /4.23/
k(4,7) = k(4,14) = =k(7,11) = =k(11,14) = 5+ @I_,

=k (
k(7,7) = k(14,14) = 78 611 ,

k(7,14)= - 35 GI1 .

Dla mozliwej swobodnej deplanacji konca preta elementy opisane
wzorami /4.22/ i /4.23/ przechodzs na elementy, ktdére odpowied-
nio opisuja wzory /4.24/ i [/4.25/.

Elementy powstate w wyniku uwzglg¢dnienia nieswobodnego skrg¢canial

3Elao
k(4,4) = -k(4,11) = k(11,11) = S /4.24/
3Bl ae
k(4,7) = “k(7,11) = ';E" ;

3E1leoe
k(7,7) = """1‘"""' .

Elementy powstaXe w wyniku uwzglednienia swobodnego skrgcaniat



661
~k(4,11) = k(11,11) = 5T 0 /4.25/

k(4,4)

H

GrIS ’

Uif—

k(4,7) = =k(7,11) = =

k(7,7) = 7% 61

Elementy grupy drugiej / PO[k1], Mg[kzl, M;[kBJ, ﬁO[k4] /:

622

k(2,2) = -k(2,9) = k(ggg) = 5.]. ’ /4026/
6P°y 6M°

k(2,4) = =k(2,11) = -k(4,9) = k(9,11) = == - —=F ,
k(2,6) = k(2,13) = -k(6,9) = =k(9,13) = =% P° ;
k(2,7) = k(2,14) = «k(7,9) = ~k{9,14) = 5:p°= —AuO

’ Bad S ’ »14) = 158 - 5%

6p°
k(3,3) = -k(3,10) = k(10,10) = %y
' 6P°x M

k(3,4) = =k(3,11) = =k(4,10) = k(10,11) = = -2 = =¥,

K(3,5) = k(3,12) = =k(5,10) = =k(10,12) = = 75 2° ,

k(3,7) = k(3,14) = =k(7,10) = -k(10,14) = = =3P - T%My ;
k(4,4) = ~k(4,11) = k(11,11) = 13;;31 + 122%91 122{”1 o
k(4,5) = k(4,12) = =k(5,11) = =k(11,12) = T%P§y0+:ﬁém; ;

k(4,6) = k(4,13) = ~k(6 1) = -k (11,13) = T%Poyo- Tgwg i

k(4,7) = k(4,14)= =k(7,11)= =k (11,14)= 757% + —EMOB, -

k(5,5) = k(12,12) = =& P° 1,



l 9 /Cd04‘026/

k(6,6) = k(13,13) = T% Po
k(6,7) k(13,14) -2 Py 1 2 M°1
] = ’ = 15 yo - 15 + ’

k(6,13)= = 55 BL

k(6,14)= k(7,13) = - 5 Pyl + g ML,

(o] 4..0 4,.0 =0
k(7,7) ;== k(14,14) = T%P &1l+ -T—S-Mxp,ll- 17;1"1}’)111- T%B 511 ’
1,40 1O 150
k(7,14) = = 73% 11" T5hP el Tyl de 5870, 1 .

Dla mozliwe] swobodne] deplanac]i koﬁca preta elementy opisane
wzorem /4,26/ przechodzg na elementy ze wzoru /4.27/:

k(2,2)7= -k (2,9) = k(9,9) = =T ; /4.27/

212%,  21M9
k(2,4) = =k(2,11) = ~k(4,9) = k(9,11) = 501 = ~301 !

k(2,6) = k(2,13) = -k(6,9) = -k(9,13) = 55 P°
1

k(2,7) = =k(7,9) = = 55 Py, + sy MO,

6P°
k(3,3) = =k(3,10) = k(10,10) = 2 ;

. T PR BN
k(3,4) = =k(3,11) = =k(4,10) = k(10,11) = = ——mme2 = =L |
k(3,5) = k(3,12) = -k(5,10) = =k(10,12) = = T% pO ;
k(3,7) = ~k[7,10) = E% POx, + =& M; ;



k(4,4).=

k(4,5) =
k(4,12)=
k(4,6) =
k(4,13)=
k(4,7) =
k(545) =
k(5,7) =
k(5,12) =
k(7,12}=
k(6,6) =
k(6,7) =
k(6,13)=
k(7,13)=

k(7,7) =

12P%,  12u0p
& 1 xM
k(4,11)= k(11,11) = —7— + S -
0 =0
12M 3y 12 B S
B 51 ’
= .2 o 0
ek PO O
-k(11,12) = = ol S My
0 3 0
- k(6,11) = 5% P, - 53 MO .
k(11,13) = = =L 2%+ L M0
‘ s 70+ Yo Y A0 Yxt
2 0 2 0 2 3a© 2 &0
(T,1)= = PR = 5 M P+ & M+ & B S
k(12,12) = T% et IR
5. =0 3,70
E-GPX01+§-(-)Myl b
1 50
g5 P°L
1 0 - -1 4o
- 76 P Xol TG Myl ’
k(13,13) = 75 P21,
S50 0
52 Pyl - Mo,
1 50
-5 P'1
1:%0 1.0
i 1 PR R
1,0 1,0 g0y 12 170
PR 1+ 3Mxp11 5o 1= 5B Ol

/Cdo4027/

Cig 0 0 0
Blementy grupy trzeciej- / P~ | k1]* y Mg [k2]*, My[ k]*,

R° [k4]" /



, 50
k(1,1) = ""k(1,8) = k(8,8) = T .
MO
k(13574 <k(1,12) = =k[5,8) = k(By12) = s i
: MO
k(1,6) = =k(1,3) = k(6,8) = k(8,13) = =L
=0
k(1,7) = =k(1,14) = -k(7,8) = k(8,14) = B~
12k 121
i IXX 1
Lyy 1 -
, gderod
k(2,3) = =k(2,10)= ~k(3,9)= k(9,10)= M_ ...._.,,% &
_ e
421 121
B D e g B0 LR
¥Rt Lol
e 121
k(2,4) = =k(2,11) = -k(4,9)= k(9,11)= M) —EL2
Igird
Fhpay o Tuin
T S L S SRR L S
i Too 12
vy

k(2,5) = k(2,12)= ~k(5,9)= ~k(9,12)= M —-X—‘l g

61 6
- M0 WL . 30 WS ;
g e
iy Towl
k(2,7) = k(2,14)= k(4,6)= k(4,13)= -
0 GIX' ® 0 6
= ~k(11,13)= M -~—-Y-2- - 17 Y
Ixxl 1




k(3,3)

k(3,4)

k(3,5)

k(3,6)

k(3,7)

k(4,4)

k(4,5)

k(4,7)

it

it

ii

121 19T
~k(3,10)= k(10,10)= P° —FX , yO XXX
) AL? T
‘ XX
M°-135§314_ 30 12lxs
Yi 2 y 3 ’
IVY 1 deb 1
' D
~k(3,11)= =k(4,10)= k(10,11)= M —%3
21 IXX 1
1 , 1o
¥4 590 16510
= ' 61
k(3,12)= -k(5,10)= =k (10,12)= -P° —%X
Al
‘61 61 ; p A
e T
XX vy Ionl
' 61_
k(3,13)= ~k(6,10)= =k(10,13)= M; __éé% &
61 61 Ixxl
Mo —2LL - B —m-lé )
IAL 1 Ionl
o 61
k(3,14)= =k(7,10)= =k(10,14) = Mj X
~6I 61 IXX1
m° fwﬁlg - RO L KGB :
Iy‘yl‘ Taal
i 12156 121
Al R 1
121 121555 e
b RIR. - (R}
) —I= - B ”; ;
y I 1 Ico 1
- 61
k(4112)= “k(5,11)= -k(11,12)= -M; ____;..{.2(.%‘_’
61 61 Ixxl
MO ~—51§ + B° Xﬁf :
Lo Ioal
Ty
o 6lae
k(4,14)= =k(7,11) = =k(11,14)= P —
1AL
o ®lxsa o0 Olyen o Olacd
Trai®an Voga g Tadl

/Cdo4028/



: AT, 41 AT ;
K(5,5) = k(12,12)= P° &£ 0 xXxx o Tk
( ’ ) ( ’ ) EJ._ + MX T—"—-Txx —My I;;% - /Cdo4-.28/
- 70 4Ixxﬁ
Ligs A ’
. 41‘\ AT 41 2 [ -
k(5,6) = k(12,13)= 10 5L o+ M0 5L 4 B° ;;ﬁlﬁ
ey y vy - DR i .
3 SR AT
k = - o KXW 0 Xy W =0 TR
(5,7) k(12,14)== MX T::-T + My 1—-—-1.[- . B T:::"ﬁw /
e ¥y 5
21, 21 21 2T
k(5,12)= pO XX g0 ZlxEX 40 XXy | 30 XX
- = oD Feai ! 2T
k(5,13)= k(6,12)= M) T=5L & M0 —SLL 4 B 2lyye
> tyx 1 y -[yy L las 1 4
21 = X T B
kK(5,14) = k(7412)= -M)C; XXW | 0 XyWw . 30 2l 56
XX Y yy 1 ik h
41 41 T
K(6,6) = K(13,13)= PO oL 4 1 PELY _ 4O NNY _ 50 1uy®
Al x 1 1 y I i = ’
XX Yy wWw
41 Al s
k(6,7) = k(13,14)= M0 208 _ 0 W40 _ 50 Hyas
' XX y lyy Iog L !
k(6913)= 2° Y . 30
(6,13)= __§I + M T——X% M __XI¥ __xx_ ,
o Haod 41_ - - . e oy L
k(797) = k(14,14)= M X0w 0 WO =0 41lpa
Gy v e M s i - B
XX y yy Taal
2I
Ml D ER o T“XKI P
o 2lae 2l 2looe

k(7,14)= P --A-l-—-»cm)‘;T—&:I-MyT-Y-‘:’I_-BT;T-— .
‘ 0.)(0

Dla mozliwej swobodnej deplanacji konca preta elementy opisane
wzorem /4.28/ przechodzg na elementy ze wzoru /4.29/:

k(1,1) = =k(1,8) = k(8,8) = %O , /4.29/

ol 7S

kK(1,4) = =k(1,11) = =k(4,8) = k(s,n) & 52-

o



k(1,5)
k(1,6)
k(1,7)

k(2,2)

k(2,4)

k(2,5)

k(2,6)

k(2,7)

k(3,3)

k(3,4)

il

it

0
M
“k(1,12)= -k(5,8) = k(8,12) = 1; ,
MO
-k(1,13)= -k(6,8)= k(8,13) = i
EO
~k(7,8) = 2 2
121 121
(e}
~k(2,9)= k(9,9)= P° —FL + M) —XLL
Al Ixx 1
121 1210 &
Mo ne g S sty
Iyy 1 Iop 1 .
“k(2,11) = =k(4,9)= k(9,11) = M° xxg
% Tl
Bhooas T BT
M;: ____‘13"(5_0 _Bo yOw ;
I,.1 Iol
o 4 R
k(2,12)= =k(5,9)= =k(9,12)= M ;—£f§
XX
61 61,
Mo——m.'.B ;
y Iyyl Iwul
o 61
k(2,13)= =k(6,9)= -k(9,13)= P° —I&L
‘ AL
61 61 61.) ie
MO — XY . MO —YYL . B0 VI8
g g | Sk Sl Toel
XX yy
Wit
k(4,6)= -k(6,11) = ~k(7,9)= M) =20
Gy
o Jlyys _ go 2lyas
y Tid Iagzi 4
& 121 121
~k(3,10) = k(10,10)= P° X 4 M° XXX
Sle Klineln s e
121 _% a
9
Igo 1
5 35 &
’k(3 11)= ~k(4,10)= 1o 1) = Xx®
; ) XIxxl3
3 s S . S
M° x13 - B g; '
e e | ool

/0d04029/



61 ~
k(3,5) = k(3,12)= -k(5,10)= -k(10,12)= -P° -ﬁg - /cd.4.29/
Cw0 e, e Sl go S
* 3 1? s Taal” f
vy e
k(3,6) = k(3,13)= -k (6,10)= ~k(10,13)= M X%%
0 2
& M __ﬁl% _,éfﬂ .
3Ixxw BIX Q =0 I 0w
k(3,7) = -k(7,10) M - M° L <1 I
I, Palons B O6 1 Tool2
yy WW
' 3100 31 --
k(4,4) = =k(4,11)= k(11,11)= P° . M0 Lz
g AL X1 10
31 Al i
- M0 Yew _ RO ““; :
y val Iaol
g 31 St s BTias
k(4,5) = =k(6,11)= M2 228 , ° - 50 2 x@o
1 O L e 1361°
XX vy w
3156 31 -~ B B T
k(4,7) = k(7,11) = P° —— + M) —289 _ 0 =2 . §° _Jﬂgﬁ
Al I_.1 y i Iaal”
41 41 Af s
k(5,5) = k(12,12)= PO X 4 M2 XXX . MO0 XXV | 3O XXW
( ’ ) ( ) Al X IXX b5 y _[yy an Lt
41 AT 5 M
= MO XX 0 .Xi RO XYW
rel SR D)5 T, T S M D BT
e(8,7) = 2lxxd v M° Lays + B° 2heag
2 S Ll y 'i"yy B Ton 1 ’
21 21 g o)
k(5,12) = PO X , MO XXX _ O XXy _ R0 __XXW
(5+12) S o (el e Rt
21 21 o
k(5,13)= k(6,12)= M) 5L + m? Y, B0 X8|
% XX y vy Iog 1
41 41 41 AT
0} (e} X (o] =0
k(6,6) = k(13,13)= P° =X 4 M - -M a8 TE%?' ;



i 5
K(6,7) = M2 '“"XI T—XXI TEﬁiI , /cd.4.29/

oI PO g
k(6,13)= P° 'Kxx + M2 T~—MY @ M; T"IX% & B° ‘aa%f )
ATy 31 S5 3 Tddn

(XIX]
k(7,7) = p° -Ir--i-MXT-"——I—MyT}-r?“I B oo
Elementy grupy czwartej / M; [kal*, M; [k3]* /

k(11,13) = - k(4,6) =M. ° /430

k(4,5) = = k(11,12) = My° '

Dla mozliwej swobodnej deplanacji konca preta elementy opisane
wzorem /4.30/ nalezy uzupetnié elementami ze wzoru /4.3%1/ v

e /4.31/

k(2,7) = - x(7,9) = - i

—]
-
—

f

M2

k(3,7) = - k(7,10) = - 55 M,

C

Powyzej przytoczone elementy dla symetrycznej, stycznej macie-
rzy sztywnosci elementu wyprowadzone zostaty dla dowolne]j konfi-
guracji poprzecznego, otwartego przekroju cienkosSciennego.

Na przyktad dla przekroju monosymetrycznego /z zatozenia
osig symetrii jest o8 c-y / dochodzi do znacznych uproszczen
w stycznej macierzy sztywvnosci. Dla tego prazypadku zeruja sie
nastgpugqce charakterystyki przekrojowe

|
{
s

Iyyy = Ixxy = Lexs = Iyyé = lyon

IC)C)C)=XO=61 ::y,,‘ = 0
/4.32/

a stata ‘ﬁf przyjmuje prostszg postad.



4.3. Macierze transformacji dla elementu

Transformacjg 2 ukiadu lokalnego elementu do uk*adu global-
nego konstrukcji przeprowadza sig¢ za pomocg macierzy transforma-
cji [T] tak, ze wektory ({q} lub (f} /okredlone we wspdt-
rzednych 1okalnych/ przechodzg na wektoryl {Q} lub {F} [w uk-
tadzie globalnym/ wediug wzordw [13,74]

{q} [r]* {a) .» ./4.33/
(¥ = ) ) s

Macierz [T] ma postaé¢ [9] quasidiagonalng

i

P

(7] =[[R] ' /4.34/
[R],
[R]

| | (Rl

- gdzie [R] Jjest macieriq cosinusdéw kierunkowych wersordw osi

c=X, C=y, C=3%

[#] <1 ep hoy 5oy yo /4435/
& 8."Y a’z
by by b,
i Pl &y oay) '
s gl B )
K = k (cx, cy, C, ) .

Jezeli przyjac¢, ze o8 c-x lokalnego ukxadu preta lezy w ptasg=-
czyznie réwnolegtej do ptaszczyzny wyznaczonej przez ogsie 0-X

i 0-Y globalnego uk¥adu odniesienia /mozliwe jest to dla prze=-
: krojéw monosymetrycznych/ to macierz [R] przyjmuje postad



[R] = L p 1 i =436/

~-m&p + (3 n “mPRk =K1
HP B

M%‘é‘ﬂ - 4&m "ZGM -n
5 J

gdzie £ , @,J& 83 kosinusami kierunkowymi wersora kK w global=~
nym uktadzie odniesienia, a pozostate wielko$ci wyraza sie jako

m = -gin 8\/1—3&2 $ /4.37/

Przez © ognaczono kgt obrotu elementu wzgledem osi c¢=~z 1lokale-
nego uktadu odniesienia.

Macierz [T] /4.34/ stosuje sig¢ do transformacji {q} 1lub
(f} na (Q} 1lub (F} w prazypadku przekrojéw bisymetrycznych;
tylko wtedy wszystkie skiadowe wektordw transformowanych odnogzo-
ne sq'do tego samego punktu przekroju.
W przypadku przekroju poprzecznego o dowolnej} konfiguracji nie=-
zbedns. jest transformacja, ktdora sprowadza sktadowe transformowa-
nych wektordéw do jednego punktu przekroju. Punktem tym, z zaloie-
nia, jest $rodek cigzkodci przekroju poprzecznego.
Wektory sit bgdZ przemieszczed wgztdéw elementu odniesione do Srod-
ka jego ciezkodci oznaczano indeksem "c",
Wepomniana wyzej transformacja ma postaé

{a} © = [+]{q) = /4.38/
o) - mofu] )0

gdzie [t] jest macierza o rozmiarach 14 x 14 zalesna od keztak-
tu przekroju poprzecznego elementu,

W przypadku przekrojéow bisymetrycznych maclerz [t ] jest macierzg
jednostkowsg [I]. :

b



& Bl

W przypadku przekrojéw monosymetrycznych /z zatosenia osig gyme-
trii przekroju jest o8 c-y/ macierz [t] otrzyma¢ mozna z pros-

tych zaleznosci miedzy przemieszczeniami i ich pochodnymi odnie~
sionymi do srodka Scinania "s", a odpowiadajgcymi im wielkodciam
mi w Srodku cigzkosSci przekroju "c",

I tak = w przypadku jednej osi symetrii przekroju poprzecznego -
mamy

U = T+y,0 , /4.39/
VvV = ¥ ;
U = U+y, 0 ,
V‘ = V’ .
Macierz (%] o rozmiarach 7 x 7 ma postaé
P e e i TR B R R /4.40/
0 et 00 g ‘
0.0 1 0 0 0 0
0 0 0 1 o) £ SO
@ el e W e 1 Qi
o il RUle |« A o R (S ¢
| O 0 0 0 0 0 1
d
Macierz transformacji [t] zapisaé mozna jako
(1 (o] |
["tl = ~F . /4041/
o] [

Nieco bardziej skomplikowans postac¢ ma macierz [t] dla dowolnej
konfiguracji przekroju poprzecgznego elementu. W tym przypadku ele-
menty macierzy [t]T otrzymano z relacji miedzy sit*ami w Srodku
$cinania i ciezkosdci przekroju. Przyjmujg one postac



P = P : /4.42/
T N ;
'Tryz \ ;
ﬁz=mz+vxyo-vyxo A
M, s M j
ﬁy-.- M, ;
B = B-Mx, + Myyq wa Py
gdzie
g o gyx sz vy} /4.43/

Przez Xgy Yg O2naczono wspdéirzgdne gitdéwnego wycinkowego punktu
profilu [54]. W tym przypadku macierz [t] zapisaé mozna jako

[#] wfiqs 00 0 0. 0 «a . /4.44/
@ o 00l 080 a0
O 08 4 Exy K0 0000
MR s b
oJel o s BRG E
o[ Rt R R
PR oagene Al oS To -

Ostatecznie macierz transformacji [T], dla przemieszczenl i si
z przyjetego lokalnego ukZadu odniesienia do uktadu globalnego wy-

razié mozna w postaci
[l = el el e /4.45/

a relacje migdzy sitami i przemieszczeniami w tych uktadach zapi=-
suje sie¢ jako

B B /4.46/

(o] o



Macierz sztywnoci stycznej [ K] S elementu w ukiadzie global=-
nym ma postad

S il 8 :
(K] =[T] (K} [T} o /4.41/
Styczng macierz sztywnosci catej konstrukcji otrgymuje sie po=-

przez odpowiednisg superpozycjg [74] macierzy sztywnosci jej ele-

mentow.

4.4, Algorytm rozwigzania

Procedura przyrostowa realizowana jest poprzez sukcesywne
obciagzanie konstrukecji max*ymi przyrostami A{f}(k) /k = krok ob-
cigzeniaj k = 1, 2, .../ wektora obcigzenia (f} , a% do zzda-
nej jego wielkosdci.

Stan konstrukcji na poczgtku "k-tego" kroku obecigzenia jest jedno=
znacznie okredélony poprzesz:
- wspétrzedne jego weztiw Xr(k)’ Yr(k)’ Zr(k); gdzie r =
= 1,2, ooy N /N = il08é wezéw konstrukecji/,
- kqty obrqtu elementow es(k) wzgledem ich pierwotnego potoze-
niay gdzie s = 1,2, «os 2P /P = ilosé pretdw konstrukeji/,
- sity wewngtrzne P(k)’ Mx(k)’ My(k) i E(k) w kazdym z "g"
elementow,
Zmiennos¢ wskagnika s od 1 do 2P wynika z tego, e w kazdym
precie konstrukeji wprowadzony jest wezet posredni.
Zwiezxy opis postgpowania w "k-tym" kroku obcigzenia konstrukeji
ujagé mozna w nastepujgcych punktach:
1/ Generowanie macierzy sztywnoéci kazdego z elementdéw, przy za-
Yozeniu, ze P° = Pl MY e M (k) * M°

X h 4
2/ Wyznaczenie macierzy transformacji [T]1 na podstawie aktual-

A =0 e
nej konfiguracji kazdego z elementdw, okreslonej poprzez wapdt-
rzedne jego koncow /Xi(k)é T 2i(k)e xj(k)’ Yj(k)’
Zj(k) / oraz kat obrotu s (k) * :
3/ Utworzenie globalnej macierzy sztywnosci konstrukcji z narzu-

conymi warunkami brzegowymi.



4/ Rozwiazanie liniowego ukXadu przyrostowych réwnand metody ele=
mentdéw skoriczonych.

5/ Okreslenie nowej konfiguracji konstrukcji /Xr(k+1)"Yr(k+1)'
B (k1) ? Sy teiay / mna podstawie - otrzymanego z rozwigza-
nia uk}adu rdéwnanl - przyrostu wektora uogdlnionych przemiesz-
czen A{q](k); @s(k+1) jest drednia arytmetyeczng z przyros-
téw obrotdéw weztdw elementdw "s",

6/ Wyznaczenie przyrostéw przemieszczedl wgz¥dw dla kazdego z "s"
elementdéw w ich lokalnych uk*adach odniesienia,

7/ Okreélenie przyrostdéw sit wewngtrznych w kazdym elemencie.

8/ sznaczenie nowych wartosei P4y Moy My(k+j)’
B(k+1) na- podstawie wartoSci P(k)' Mx(k)’ My(k)’ By
oraz Srednich przyrostow sit w elemencie wyznaczonych jako
potowa $rednich arytmetycznych z przyrostdw si* w jego wez-
Yach.,

9/ Wyznaczenie niezrdwnowazonych si* w weztach konstrukecji na
podstawie znanych siZ wewngtrznych kazdego z elementdw zbie-
gajacych sig w wgéle i aktualnego wektora obecigzenia {f} .

10/ Powtdérzenie operacji opisanych w punktach 1/ - 8/, z tym -
jédnak, ze wektor wyrazdéw wolnych tworzonego uktadu rdéwnan
stanowl wektor obcigzenia niezrdéwnowazonego zbudowany w punk-
cie 9/.

Cykl operacji opisany w punktach 1/ = 10/ powtarzany jest do-
tad, a% speinione zostang warunki narzucone na dokYadnosé rozwis- -
zania., Warunki te majg charakter przemieszczeniowy, to znaczy, se
przyroat przemieszczerl w kolejnym "p-tym" kroku iteracyjnym wyko-
nanym w ramach "k+1" Kkroku obcigzenia w stosunku do pewnej normy
przemieazczel jest pomijalnie maty /patrz punkt 3.3%.2/. Normy
przemieaszczell okreslane sa podobnie jak w punkcie %.3.2., z tym
jednak, #e sg one rdézne dla rdéznych pod wzgledem miary przemiesz-
czen uogdlnionych.

Opisana procedura stogowana jest w przedkrytycznym, krytycznym

i pokrytyecznym zakresie pracy konstrukcji. W obszarach punktow
granicznych algorytm jest modyfikowany stosownie do procedury po=-
zwalajgcej ~ przy zachowanym sterowaniu procesu obcigseniem -
przejé¢ obszar niestabilnodci metody /pkt 3.3}2./.



4.5. Przyk¥ady numerycznej realizacji programu na IMC

Zbudowany program napisano w jezyku algdrytmicznym Fortran
i przystosowano go do numerycznej realizacji na EMC ODRA 1305,

Oprogramowany algorytm testowano - podobnie jak w punkcie 3.5 Qj
na przyktradzie kratownicy Misesa /rys.4.2/, ktorej prety pul@«"
czono sztywno w wgZle i z ostoja. Przekrdj poprzeczny preta -

o jednej osi symetrii - dobrano tak, zeby jego sztywnosé osiowa

odpowiadata sztywnodci osiowej przyjetej w zadaniu z punktu 3.5,

2 A % 1 40,0

=
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100 200 B0 4
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Wymuszajac przemieszczenia w pXaszezyénie kratownlcy uzys-
kano przedstawiony na rysunku 4.3 wykres zalegnosci pilonowego
przemieszczenia wgzia centralnego od jego obecigzenia.

Na rysunku 4.4 przedstawiono zmiennos¢ wartodci wyznacznika atycs-
nej macierzy sztywmodci konstrukeji.

W tym przypadku nie uvzyskano efektu przeskoku, co spowodowane by-
Yo znaczng sztywnoscig gigtng preta w wymuszonej praszezyinie
przemieszczed kratownicy /smukYosé preta w tej praszezyZnie wy-
nogita okoxo 20/. Dla dwukrotnie diuzszych prgtéw - co odpowiada-
Yo smukYosci 80 w praszmczyénie przemieszczenia - uzyskany charakter
wykresu zaleznofci przemieszczenia od obcigzenia ulegk zmianie. /
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Krzywa 1 wyznacza Sciezke réwnowagi zadania w przypadku nie

uwzgledniania ani tych elementdw macierzg aztywnodci, ktdére wy-
nikaja z uwzgledniania sk¥adnika %( fﬁy)'
cenia, ani tych, ktdére sg konsekwencjg przyjecie "peiniejozych"

funkcji opisujacych przemieszczenia w elemencie. Krzywg 2 otrzy-

w tengorze odksaztat-

mano uwzgledniajac pierwsze z poprzednio pomijanych elementdw,:
Gdy do analizy wiaczono te elementy macierzy sztywnosci, ktore
prezentuja wptyw "peiniejszych" funkcji przemieszczetl = w stosun- .
‘ku do rozwigzania pierwszego - nie Zauwazono réZnia.A



Wartosé obceigzenia krytycznego okoito dwukrotnie przewyszszaka obe
cigzenie krytyczne okrzslone za pomocg modelu z przegubami,
Jdest to niezgodne'z badaniami doswiadczalnymi, ktére w obu prgy-
padkach /model z przegubami i model z wgzrami sztywnymi/ dajg
zblizone wartosci obecigzenia krytycznego [ 70].
Przyczyng tego okazato sig wymuszenie powierzchni przemieszcuzen
konstrukcji. Nalezy dodaé, ze analigowany pokrytyczny stan pracy
kongtrukcji zwigzany byt z wigkszym wytg¢zeniem prgta niz to na
jakie pozwalajg granice plastycznoéci stosowanych materiatow.
Poprzez wprowadzenie obclgzenia poprzeceznego Q /rys.4.2/,
ktére umozliwiato konstrukecji wychylanie sig 2 poprzedniej ptasz-
czyzny jej pracy uzyskano zgodno:s¢ obcigzed krytycznych w obu
analizowanych modelach.
Na rysunkach od 4.6 do 4,12 przedstawiono przemieszczenia i obro=-
ty wgziow zgodnie ze z.rotami podanymi na rysunku 4,2, Numerem 1
oznaczono Krzywe uzyskane bez uwzgledniania dodatkowych elementow
w macierzy sztywnosci; numerem 2 Krzywe uzyskane przy uwzglcdnie-
niu petnego tensora Greena, a numerem 3 Krzywe wynikaj ce 2z ana-
lizy wzbogaconej o dodatkowe cziony w funkcjach opisujgeych prze-
mieszczenia w elemencie. PowyZej opisane wykresy otrzymano dla
obcigsenia Q stanowigcego 1/10 obeigzenia pionowego P,
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Krzywe oznaczone na tych rysunkach numerem 4 uzyskano przy ob-
cigzeniu O bgdacym 1/200 obcigzenia P. Dla dwéch rdéznych
testowanych wartosci obcigZenia bocznego konstrukcja tracita
statecznoéé przy niemal tej samej wartosci obecigzenla pionowe-
go. 7%e wzgledu na znaczne przekraczanie granicy plastycznosci



materia¥u konstrukeji w obszarach pokrytycznych, ograniczono ana-
lize do obszardéw przedkrytycznych i krytyeznych jej pracy.
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Na rya. 4.1% proedstawiono wykresy gmiennodci wartodei wyznacani-
ka stycznej macierzy sztywnodei konstrukcji w czterech analizowa-
nych wyzej przypadkach.,

Przyjqbie swobodnej deplanacji koicdw zbiegajgcych sic w wez~
Yach pretdéw spowodowaXo pewne roznice tak w ich przemieszczeniach
jak i1 obrotach. Odpowiednie wykresy przedstawiono na rysunkach
4414 i 4.15 i oznaczono numerem 2; wykresy te sporzadzone sg na
tle rozwigzania, ktdére jest identyczne z prezentowanym na Y.
A.6 1 4.10 i oznaczonym numerem 1.
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We wszystkich analizowanych zadaniach prowadzono testy (
zbiesnodeci algorytmu tak pod wzglgdem wielkosci kroku obecigsenia,
jak i dok¥adnosci iteracji. Wszystkie prezentowane wykresy apo-
rzadgzone gostaty dla kroku obeigzenia, ktdry stanowit 1/20 ob=
cigzenia krytycznego i doktadnosci, ktdéra powodowaXa, Ze przy-
rogt przemieszczenia w ostatnie] iteracji kroku nie byZ wiek zy
od 0,75¢10 =3 cm, a kgta obrotu od 0,5410 =5 rad.

Przeprowadzone testy numerycznej realizacji algorytmdw wy-
kazaty, ze: \

- wpkyw w1elknf01 rzgdu drugiego jest znikomy w obszarach przed- e
krytyecznych pracy konsbtrukecjis w obszarach pokrytycznych, a 4
szczegdlnie krytycznych zaobserwowano ich ilodciowe znaczenie,

- wptyw zamocowania korcoéw prgtéw w wgztach ze wzgledu na mozli-
wos¢ ich deplanacji okazuje si¢ istotny w przypadku znacznych
skreceri elementdéw konstrukeji, :



- nalezy szczegdlng uwagg zZwrdcié na zapewnienie mozliwosci
przestrzennej pracy konstrukeji; wytgczenie pewnych stopni
swobody prowadzié moze do znacznych réznic w kodcowyeh rezul-
tatach /zwiqzane jest to z wystepujgcym w macierzy sztywnosci
geometrycznej sprzeganiem sie sztywnosci w rdéznych kierunkach/.

Zbudowany algorytm w pei*ni potwierdziX swg przydatnosé w geome-

trycznie nieliniowej analizie cienko$ciennych konstrukeji pre-

tow:YCho

1.6, Podsumowanie

Wptyw. dodatkowych cztondéw w wyrazeniach /4.3/ na funkeje
przemieszezenl zaznaczyt si¢ gidwnie w obszarach krytycenych
/np. rys.4:6+#4.12/, a wigc w tych obszarach pracy konstrukecji,
ktére charskteryzujs si; najwiskszym gradientem przemieszczen.
Uwzglednienie peiniejszych funkcji przemieszczerl powodowaXo ob-
nizenie wartoéci obcigzenia krytycznego /np. rys.4.6/.

Uwzglednienie sktadnika % %%)2 w tensorze odksztatcen
zaznaczyt sie w pokrytycznych obszarach pracy konstrukeji, a
wige w tych, ktdére charakteryzowaty sig wytgzeniem elementdw
znacznie pfzekraczajqcym dopuszczalne granice dla zwykle stoso-
wanych materiatdw, )

7zadowalajaca zgodnosé. wynikdéw otrzymanych przy usycin zbu-
dowanego aigorytmu i rezultatéw znanych [ 61,70], potwierdzita
poprawnosé przyjetych w analizie funkeji ksztaXtu.

7Zamocowanie preta w wezle, ktdére umogzliwito swobodna depla-
nacje jego;koﬁca okazato sie¢ istotne w przypadkach duzych katow
skrecen elémentéw. Zauwazono wtedy znaczne obniZzenie pogiomu ob-
ciazenia krytycznego /rys.4.14/.

Procedura prZyrostowa, oparta o uwaktualniang w kazdym % ite-
racy jnych krokéw sztywnos¢ stycezng wyprowadzong przy uwzglednie-
niu napresen poczatkowych, okazata sig¢ efektywnym narzzdziem ana-
lizy numerycznej cienkodéciennych uk¥addéw prgtowych. Przeprowadzo-
ne préby zastosowania w algorytmie rozwigzania zmodyfikowane}
procedury Newtona-Raphsona wykazaty znaczny stopiefd jego kompli-
kacji. Pojawity sie trudnosci natury numerycznej /wymagany



wiekszy obszar pamigeci operacyjnej, zwiekszony czas obliczed/,
a takze trudnosci w okresleniu wartosci niektdérych cziondw w
réwnaniach opisujgcych przyrost -energii sprezystej elementu.
Fazde z rozwigzywanych zadan traktowaé nalegzy jako problem
przestrzenny. Wprowadzane ograniczenia przez odbieranie niektd-
rych stopni swobody konstrukcji powodowaé moga istotne rdéznice
w rozwigzaniach otrzymywanych i uznawanych za poprawne /rysa,
4.3/.
7astosowanie sposobu odpowiadajgcego metodzie Runge-Kuthe-
go rzedu drugiego w okreslaniu poczatkowych sit wewngtrznych w
. elemencie pozwala na znaczne /o okoXo %/ zmnie jszenie czasu obe
liczen. '
Testy numeryczne - wykonane poza pracg - wykazaly mozli-
wosé zastosowania sformuXowanego algorytmu w analizie numerycz-
nej konstrukeji cienkosciennych innego typu.

5. ZAKONCZENIE I WNIOSKI

W pracy podjeto prdébg okredlenia wptywu wielkosci rzgdu
drugiego w analizie numerycznej uktadéw pre¢towych sktonnych do
przeskoku. Rozpatrywano ukZady prgtowe poddaﬂé wytgceznie sta-
tycznemu, konserwatywnemu obcigzeniu we¢zXowemu.

Wielkosciami rzedu drugiego nazwano zwykle pomijany sktad-
nik tensora odksztaXcehd Greena /pkt3.4./, a takze nie uwzglednia-
ne dotychezas cztony funkeji okredlajgcych przemieszezenia ele-
mentu /pkt 4./

W poszukiwaniu wpXywu wielkosci rzedu drugiego sformuXowa-
no sztywnosci elementéw, ktdre przyjeto do analizy w dwdch za-
stosowanych w pracy modelach konstrukeji pretowych.

Sformutowano algorytmy /pkt 332,b4/ opierajace sie na zna-
nych metodach rozwigzywania probleméw geometrycznie nieliniowych.
Algorytmy te poprzez odcinkowg linearyzacje ukXadu nieliniowych
réwnai algebraicznych pozwolity na sledzenie Sciezki réwnowagi‘
uktadéw pretowych tak w obszarach przedkrytycznych, jak krytycz=-
nych i pokrytyeznych pracy konstrukcji.



Funkec jonowanie - sformutowanych ogdlnie - programdéw nume-
rycznych zaprezentowano jedynie na najprostszych przykradach
konstrukcji pregtowych sktonnych do przeskoku, co podyktowane
zostaXo zbyt skromnymi srodkami finansowymi przeznaczonymi na
ten cel.

Jako rozdziat "pilotowy" dla problemdéw, ktérych prébs roz-
wigzania podj¢to w rozdziale czwartym, potraktowano rozdziax
trzeci pracy dotyczacy przegubowych uktaddéw kratowych. Stuszyk
on wyborowi mozliwie prostej i efektywnej procedury rozwigza-
nia, a takze pozwoliX na zdobycie koniecznego doswiadeczenia nu-

. merycznego w rozwigzywaniu problemdéw geometrycznie nieliniowych.

W rozdziale czwartym wyprowadzono macierz sztywnodci dla
preta cienkoéciennego z tymi jej elementami, ktdére powstaty w
wyniku przyjecia "pekniejszych" funkcji przemieszczed, jak i
wiaczenia do algorytmu pomijanego sktadnika skXadowe]j tensora
odksztaXcenia. Na tej podstawie zbudowano algorytm, ktdérego po=-
prawnosé fﬁnkcjonowania sprawdzono numerycznie na wybranym, pros-
tym przykiadzie.

Nalezy podkreslié, ze zbieznosé sformutowanych w pracy al-
gorytméw testowano tak pod wzglgdem wielkoSci kroku /przyrostu/
obciqéenia; jak i pod wzgledem dok¥*adnosci iteracji.

Przeprowadzone testy numerycznej realizacji algorytméw sta-
ty sie podstawg do sformulowania nastg¢pujgcych wnioskow:

analizowany wptyw wielkosci rzedu drugiego jest pomijalnie
maxy w przédkrytycznych obszarach pracy konstrukcjis

obazary krytyczne charakteryzuje wyraZny wpiyw dodatkowych
cztonéw w rdéwnaniach opisujgcych przemieszczenia, przy jednoczes-
nie znikomym znaczeniu zwykle pomijanego sktadnika tensora od-
ksztaXcen; _

w obszarach pokrytycznych pracy konstrukeji bardziej lstot-
nym /choé nadal niewielkim/ jest wptyw pomijanego sktadnika ten-
sora odksztatcen; _

uwzglednianie w analizie numerycznej wielkodci rzedu drugie=
go prowadzi: do obnizenia krytycznego poziomu obcigZenia konstruk-
ciis



gzczegdlnie dogodng w analizie standw przedkrytycznych,kry-
tycznych i pokrytycznych pracy konsgtrukcji jest metoda przyros-
towa oparta o styczng macierz sztywnosdci wyprowadzong przy uwzg-
lednieniu naprezern poczgtkowych w elemencie. Pogwolita ona =~
przy wykorzystaniu uaktualnionego uk*adu Lagrange’a - w sposdb
prosty i jednolity zastosowaé w analizie oba przyjete modele
konstruke jis

przy jete do analizy modele rzegzywistych konstruke ji pregto-
wych wyznaczajg, 2z zadowalajgcg dla praktycznego zastosowania
dok*adno$ciag, obszar krytycznej pracy konstrukcji. Drugi z tych
_modeli daje peiniejszy obraz zachowania sig¢ konstrukcji, szcze-
gbélnie w obszarach pokrytycznych jej pracy, co zwigzane jeast
z - na ogdétr w tym obszarze wyst¢pujgcg - utrata prostoliniowej
osi preta.

Zbudowane w pracy algorytmy tworza "narzedzie" badawcze,
ktére moze by¢ z powodzeniem stosowane w numerycznej analizie
ukYaddéw pretowych. Operowanie tym "narzedziem" jest skuteczne
jedynie wtedy, gdy posiadamy informacje dotyczgce poziomu kry-
tycznego obciazenia konstrukcji, wielkosel kroku obeigzenia, po-
ziomu'dokkadnoéci iteracji. Dane te = niezbedne dla prawid*owe-
go funkcjonowania algorytméw - mozna zdobyé w wyniku przeprowa-
dzania smudnych prdéb numerycznych.

Na koniec nalezy podkre$lié, ze praca dotyczy wpiywnu wiel-
kosel rzedu drugiego analizowanych na podstawie prostych, "ideal-
nych" modeli prgtowych konstrukeji rzecazywistych. W modelach
tych nie uwzgledniano mozliwych imperfekeji tak geometrii, ob-
cigzenia, jak i cech materia*owych, nie analizowano standw gra-
nicznych, pominigto efekty dynamiczne zwigzane z przeskokiem,
przyjeto jedynie statyczne, konserwatywne, obcigZenie wegzXowe,
Wymienione uproszczenia, jak i wiele innych, powodowaé¢ powinny
pewng ostroznosé w przyjmowaniu rezultatédw pracy i ich bezkry=-
tyeznym stosowaniu.
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Wojciech Glabisz

WPLYW WIELKOSCI RZEDU DRUGIEGO
W ANALIZIE NUMERYCZNEJ UKHADOW
PRETOWYCH SKLONNYCH DO PRZESKOKU

Streszczenie

W pracy podjeto prdbg analizy numerycznej uktaddw pregto-
wych sktonnych do przeskoku ze szczegdlnym uwzglednieniem wply-
wu wielkosci rzedu drugiego.

Wielkodciami rzedu drugiego nazwano zwykle pomijany skiad-
nik tensora odksztaktcen Greena, a takze nie uwzgledniane dotych-
czag czXony funkcji okreslajacych przemieszczenia elementu.

W poszukiwaniu wptywu wielkosdci rzgdu drugiego sformutowa-
no sztywnosci elementdw, ktdre przyjeto do analizy w dwdéch za-
stosowanych w pracy modelach konstrukcji prgtowych.

W pierwszym z analigzowanych modeli przyjeto, %e elementami
konstfukcji sa peinoscienne prety *aczgce sig w idealnych prze-
gubach. W drugim zaYozono, ze elementami sg cienkodcienne prety
taczace sie w sztywnych weztach. ‘

Sformutowane w pracy sztywnofci elementdw stanowity baze
dla prostych i efektywnych algorytmdw numerycznych, ktdére pozwo-
1lity na #ledzenie pracy konstrukcji w obszarach przedkrytycznych,
krytyecznych i pokrytycznyech.

Przeprowadzone testy numeryczne pozwolity wykazacl, ze wpkyw .
wielkogci rzedu drugiego w statycznej analizie obcigZanych wegzto-
wo ukltaddow prgtowych sktonnych do przeskokdéw istotny jest w ich
krytycznych i pokrytycznych obszarach pracy.



Wojeiech Glabisz

THE INFLUENCE OF SECOND ORDER VALUES IN THE NUMERIC
ANALYSIS OF BAR=STRUCTURES APT T0 SNAP-THROUGH

sSummary

The thesis presents an attempt of numeric analysis of snap-
-through bar-structures with special regard to the influence of
second order values. _

Usually neglected element of Green’s strain tensor and ele=-
ments of function determining element dislocation are called se-
cond order values.

In order to determine the influence of second order values
element stiffness was formulated, which was analysed in two mo=-
dels of bar-structures applied for the purpose of the studies.

It was assumed that bars joined in perfect articulated joints
are the elements of construction in the firast model.
Thin-walled bars joinéd in stiff joints are assumed to be the
elements in the second model.

Formulated in the thesis element stiffnesses were the basis
for simple and effective numeric algorithms which allowed to ob-
serve the behaviour of the construction in the prebuckling, buck-
ling and post-buckling range.

Numeric tests carried out for the purpose of the studies
indicated that the influence of second order values in static ana-
lysis of joint-loaded bar-structures apt to snap-through is signi-
ficant for their critical and postcritical ranges of work.
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Podsumowanie



Sprawdzanie napotkało na problemy, które mogą uniemożliwić pełne wyświetlanie dokumentu.





		Wymaga sprawdzenia ręcznego: 2



		Zatwierdzono ręcznie: 0



		Odrzucono ręcznie: 0



		Pominięto: 1



		Zatwierdzono: 28



		Niepowodzenie: 1







Raport szczegółowy





		Dokument





		Nazwa reguły		Status		Opis



		Flaga przyzwolenia dostępności		Zatwierdzono		Należy ustawić flagę przyzwolenia dostępności



		PDF zawierający wyłącznie obrazy		Zatwierdzono		Dokument nie jest plikiem PDF zawierającym wyłącznie obrazy



		Oznakowany PDF		Zatwierdzono		Dokument jest oznakowanym plikiem PDF



		Logiczna kolejność odczytu		Wymaga sprawdzenia ręcznego		Struktura dokumentu zapewnia logiczną kolejność odczytu



		Język główny		Zatwierdzono		Język tekstu jest określony



		Tytuł		Zatwierdzono		Tytuł dokumentu jest wyświetlany na pasku tytułowym



		Zakładki		Niepowodzenie		W dużych dokumentach znajdują się zakładki



		Kontrast kolorów		Wymaga sprawdzenia ręcznego		Dokument ma odpowiedni kontrast kolorów



		Zawartość strony





		Nazwa reguły		Status		Opis



		Oznakowana zawartość		Zatwierdzono		Cała zawartość stron jest oznakowana



		Oznakowane adnotacje		Zatwierdzono		Wszystkie adnotacje są oznakowane



		Kolejność tabulatorów		Zatwierdzono		Kolejność tabulatorów jest zgodna z kolejnością struktury



		Kodowanie znaków		Zatwierdzono		Dostarczone jest niezawodne kodowanie znaku



		Oznakowane multimedia		Zatwierdzono		Wszystkie obiekty multimedialne są oznakowane



		Miganie ekranu		Zatwierdzono		Strona nie spowoduje migania ekranu



		Skrypty		Zatwierdzono		Brak niedostępnych skryptów



		Odpowiedzi czasowe		Zatwierdzono		Strona nie wymaga odpowiedzi czasowych



		Łącza nawigacyjne		Zatwierdzono		Łącza nawigacji nie powtarzają się



		Formularze





		Nazwa reguły		Status		Opis



		Oznakowane pola formularza		Zatwierdzono		Wszystkie pola formularza są oznakowane



		Opisy pól		Zatwierdzono		Wszystkie pola formularza mają opis



		Tekst zastępczy





		Nazwa reguły		Status		Opis



		Tekst zastępczy ilustracji		Zatwierdzono		Ilustracje wymagają tekstu zastępczego



		Zagnieżdżony tekst zastępczy		Zatwierdzono		Tekst zastępczy, który nigdy nie będzie odczytany



		Powiązane z zawartością		Zatwierdzono		Tekst zastępczy musi być powiązany z zawartością



		Ukrywa adnotacje		Zatwierdzono		Tekst zastępczy nie powinien ukrywać adnotacji



		Tekst zastępczy pozostałych elementów		Zatwierdzono		Pozostałe elementy, dla których wymagany jest tekst zastępczy



		Tabele





		Nazwa reguły		Status		Opis



		Wiersze		Zatwierdzono		TR musi być elementem potomnym Table, THead, TBody lub TFoot



		TH i TD		Zatwierdzono		TH i TD muszą być elementami potomnymi TR



		Nagłówki		Zatwierdzono		Tabele powinny mieć nagłówki



		Regularność		Zatwierdzono		Tabele muszą zawierać taką samą liczbę kolumn w każdym wierszu oraz wierszy w każdej kolumnie



		Podsumowanie		Pominięto		Tabele muszą mieć podsumowanie



		Listy





		Nazwa reguły		Status		Opis



		Elementy listy		Zatwierdzono		LI musi być elementem potomnym L



		Lbl i LBody		Zatwierdzono		Lbl i LBody muszą być elementami potomnymi LI



		Nagłówki





		Nazwa reguły		Status		Opis



		Właściwe zagnieżdżenie		Zatwierdzono		Właściwe zagnieżdżenie










Powrót w górę

