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The minimum cost optimization problems with penalty function in

transportation systems

Abstract

We are considered routing problems, where penalties occur for
delivery points that either arrival time to a delivery point is less
then earliest delivery time or a service of a delivery point is com-
pleted after its due date. In these =routing problems it is required
to find a route or a set of routes do that certain constraints are
satisfied and the total cost of the routes is minimized. Constraints
ére imposed upon: vehicle capacities, demand requirements of delivery
points and the routing structure.

The total cost of roules is composed of: the total travel cost /the
totel distance covered by the entire fleet/, the acquisition costs
and the total cost arised from earliness and tardiness of the servi-
ce of the individual delivery points,

Various assumptions in forming the vehicle routes are considered:
(&) each delivery point is to be visited at most onece, ie when

a delivery point is serviced its requirments are satisfied;

(b) each delivery point can be visiting several times, by different
vehicles;

(c) each vehicle can be used in only one tour;

(d) each vehicle can be used in more than one tour,
Three new routing problems and their ‘extensions are shown,

All these problems are NP-complete,

Various mathematical models of the problems are formulated
which are extensions of the Traveling Salesman Problem, Valid rela-
xatious are disscussed for these models. In each case several lower
bounds are derived,

4 general methodology for computing lower bounds is Langrangean
relaxation. Subgradient optimization is used as a method of maximi-
zing the resulting lower bounds for imbedding into tree search algo-
rithms. '

Three heuristic algorithms are proposed for the design of effi-
cient vehicle routes,

A branch and bound scheme with stopped fathoming is used to find :
optimal and suboptimal routes. The methods introduced in the disser-
tation combine branch and bound scheme with heuristic algorithms.

Finnaly computational results are precented and disscused.



W pracy rozwazane sg problemy ustalania tras pojazddw przy kryterium
optymalizacji uwzglgdniajgcym kary za przekroczenie normatywnych
termindéw obstugi. Problemy te polegajg na wyznaczaniu zbioru tras
speiniajgcych zadane ograniczenja i takich, ze caikowity koszt rea-
lizacji tych tras jest minimalny. Uwzgledniane w pracy ograniczenia
gg wprowadzane przez: pojemnosci pojazdow, wielkosci zapotrzebowad
punktdw odbioru i przez dopuszczalna strukture tras. Rozwazane sg
trzy podstawowe problemy ustalania tras i ich uogdlnienia. Wszystkie
~te problemy sg NP-zupeine, Sformuiowano algorytmy prowadzzce do
konstrukcji efektywnych tras pojazddéw. Algorytmy 23czg schemat po-
dziaXu i ograniczen z podejsciem heurystycznym. Przedstawiono i prze-
dyskutowano otrzymane wyniki obliczeniowe,

Wstep
W wielu dziedzinach gospodarki wystepujg problemy optymalnego

wykorzystania istniejgcych $rodkéw transportu /mogg to byé samocho-

dy, pociggi, samoloty, statki, tasmociggi itp./ poprzez odpowiedni |

wybdr tras, Przykiadem zagadnied tego typu moze byé ustalanie tras
pojazddéw rozwozacych rdznego typu towary, np. gazety, nabiazx [HBJ,
pieczywo; tras autobusdéw szkolnych lub dowozgcych pracownikdw do
zakiaddw pracy; oczyszczanie miast: zbidrka $mieci, polewanie ulic;

ustalanie tras dla pojazdoéw w transporcie wewngtrzzakiadowym [25],

itd.

Ogdlnie rzecz biorgc, w systemie transportowym mozna wydzielid
nastepujgce istotne e’ementy:

(i) magazyny /liczba magazyndéw, lokalizacja, posiadane zasoby trans-

POortowanego materiazu/

(i) $rodki transportu /typy $rodkéw transportu, ich liczba, zdol-
nosci przewozowe/

(iii) punkty odbioru /zapotrzebowanie na materiaz, ograniczenie doty-
czgce obstugi: wymagany czas obsiugi, ograniczenia termindw
obsfugi, ograniczenie zwigzane z porzgdkiem 1 sposobem obsZugi

(iv) struktura tras /ograniczenie maksymalnej dXugosci trasy lub
czasu trwania przejazdu trasy/

(v) bazy $rodkéw transportu /lokalizacja baz, liczba Srodkdéw trans-
portu przydzielonych do baz/

Uwzglednienie tych wszystkich ograniczen w jednym problemie opty-
malizacyjnym jest praktycznie niemozliwe /a w kazdym razie byZoby za-
daniem ogromnie zXozonym/, nie jest takze konieczne z punktu widzenia
zastosowan, gdyz w problemach wzietych z praktyki, ograniczenia te
na szczescie nie wystepuja wszystkie rdwnoczedénie, Trzeba jednak

stwierdzié, ze znane algorytmy rozwigzujace zagadnienia tego typu
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uwzgledniaja tylko niektdre sposrdd ograniczen zasygnalizowanych w
punktach (i) - (v). Krétki przeglad tych zagadnierd znajduje sig w
rozdziale 1., Szczegdlnie wiele prac poswigconych jest zagadnieniu
komiwojazera /lub wielu komiwojezerdw/, ktdére prowadzi do skonstruo=-
wania trasy /tras/ o minimalnym koszcie /minimalnej dzugosci/, w
ktdérej kezdy punkt odbioru uwzglgdniony Jest dokiadnie raz /w jednej
z tras komiwojezerdw/. Kryterium mimimalizacji sumarycznego kosztu
realizacji tras /diugos$ci, czasu trwania tras/ jest podstawowym kry-
terium wystepujgcym w zagadnieniach ustalania tras., Niekiedy kryterium
to jest modyfikowane i uwzglednia takze /w przypadku zagadnierd z wie-
loma pojazdami/ koszt uzycia pojazddéw. W przypadku, gdy dodatkowe
optaty zwigzane z faktem uzycia pojazdu s3g znacznie wigksze niz kosz~-
ty zwigzane bezposrednio z realizacjg tras, otrzymujemy problemy z
kryterium minimalizacji liczby uzytych pojazddéw |46, 47| .

W niniejszej pracy zakiada sig¢ istnienie jednej bazy pojazdéw.
Uwzglegdnienie tego faktu nie powoduje specjalnych komplikacji w pro-
ponowanych w pracy algorytmach. lgtnienie odrebnych magazyndéw i baz
uwzgledniane jest takze w modelach zagadnier ustalenia tras w pra-
cach [2, 36, 42]°
' Celem niniejgzej pracy jest opracowanie algorytméw rozwigzywa=-
nia zagadniend ustalania tras, w ktdrych uwzglednione sg w funkcji
celu kary za przekroczenie zgdanych termindw obsiugi punktdéw odbio-
ru /oraz termindéw obsiugi pojazdu przez magazyn i baze¢/. Analogicz~
ne funkcje celu sg formuiowane w odniesieniu do zagadnieh optymali~
zacji kolejnosci operacji [37]°

Cechg cheaerakterystyczng problemdéw bedacych przedmiotem badan
w pracy jest: -

- rozréznienie bazy i magazynéw, ktdére nie muszg byé usytuowane
w tym samym miejscuj .

- uwzglednianie czasu obsiugi punktdéw odbioru i magazyndéw /czas wy-
Zadunku i zaXadunku towaru/;

-~ istnienie jednego typu towaru.

Problem ustalanie tras, w ktérym wystepujg ograniczenia na ter-
miny obszugi punktdéw odbioru zostaz sformuzowany w pracy [36], w
ktdrej nie przedstawiono jednak zadnego algorytmu rozwigzania tego
problemu, Podobnym uogdlnieniem w odniesieniu do zagadnienia komiwo-
jazera zajmuje si¢ praca l36 .

W wielu sytuacjach praktycznych uwzglegdnienie 2zgdanych termi-
ndéw obszugi punktdéw odbioru ma berdzo istotne znaczenie, np. ma is-

totny wpiyw na ciggiosé produkeji w przypadku transportu surowcdw,



W przypadku dostawy w terminie zbyt pdZnym w stosunku do wymaganego
najpééniejszego terminu obsiugi powstajg przestoje w produkcji,
ktére powodujg okreslone straty. Natomiast w przypadku zbyt wczes~-
nej dostawy mogg powstaé kiopoty zwijzane ze zmagazynowaniem zbyt
duzej ilosci towaru, i w konsekwencji, straty zwigzane z niewzasci-
wym przechowywaniem materiazdw,

Ogdlnie rzecz biorgc, w przypadku istnienia normatywnych ter-
mindw obsiugi mozna zastosowaé dwa odrgbne podejscia. A mianowicie =
albo mozna uwzgledniaé zgdane terminy obsitugi w ograniczeniach mode-
lu metematycznego [}6], albo tez mozna dopugcié mozliwosé przekro-
czenia tych termindw, natomiast wprowadzié do funkcji celu kary za
ich przekroczenie, Drugie rozwigzanie jest rdwnowazne pierwszemu,
jesli kary za przekroczenie termindw obsiugi sg dostatecznie duze,
Jest to jednak podejscie bardziej elastyczne, pozwala bowiem skons=-
truowaé rozwigzanie dopuszczalne nawet wtedy, gdy ograniczenia na
terminy obszugi sg sprzeczne,

Przedstawione w pracy algorytmy byiy formuiowane gidwnie z mys-
13 o koniecznodci uwzglednienia kar za przekroczenie termindw obszugi.

W znanych zagadnieniach ustalania tras przyjmuje sig zazwyczaj,
ze kazdy punkt odbioru jest obsiugiwany jednorazowo, przez jeden po-
Jazd.

W niniejszej pracy zostaiy zbadane wizasnosci rozwigzan problemu
ustalania tras, w przypadku, gdy dopuszcza sig¢ mozliwosé obsiugi jed-
nego punktu odbioru przez kilka pojazddw, co pozwala czegsto na us-
talenie tras o sumarycznych kosztach mniejszych niz w przypadku po-
przedniego zaiozenia [36] .

Prace zawiera: sformuiowanie modeli matematycznych rozwazanych
zagadniern ustalania tras; okreslenie i dowody wZasnos$ci zagadnien;
opracowanie algorytméw rozwigzania,

W rozdziale 1 przedstawiono przeglad znanych zagadnied ustalania tras,
W rozdziale 2 przedstawiono zagadnienie ustalania trasy jednego po~
jazdu. W rozdziale 3 rozwazany jest problem z wieloma pojazdami /przy
zatozeniu, ze kazdy punkt odbioru jest zaopatrywany jednoreazowo/

oraz uogdlnienie zagadnienia z jednym pojazdem, w przypadku gdy po-
jemnosé pojazdu jedt mniejsza niz suma zapotrzebowar punktdw odbioru.
Rozdziaz 4 zajmuje sie zagadnieniem ustalania tras wielu pojazddw,

w przypadku gdy punkty odbioru mogg byé zaopatrywane przez wigce]

niz jeden pojazd. We wszystkich wymienionych zagadnieniach funkcja
celu jest sumg czasdéw /kosztdéw/ przejazdu tras i kar za przekrocze-
nie termindw obsZugi. W rozdzisle 6 przedstawiona jest mozliwo$é



uogdlnienia tych zagadnien na przypadek, gdy w funkcji celu uwzgled-
niony jest dodatkowo czion okreslajgcy opiaty za uzycie pojazdow,.

W rozdziale 5 przedstawiono algorytmy heurystyczne rozwigzywanie
zagadnien rozwazanych w rozdziadach 2, 3 i 4.
W rozdziale 7 zaprezentowano wyniki przeprowadzonych eksperymentdw
obliczeniowych na maszynie cyfrowej,

1. Zagadnienia ustalania tras pojazddéw,., Zapis symboliczny
1.1. Ogdlne przedstawienie zagadnien ustalania tras,

zagadnienia ustalania tras pojazddéw mozna w opisowy sposdb
przedstewié nastepujgco.

Zaxézmy, ze jest dana mapa regionu, w ktdérym znajdujz si¢ baze,
magazyny i punkty odbioru. Mapa ta moze byé przedstawiona w postaci
grafu G = <CN,,€> , 2€ zbiorem wezidw N i zbiorem Z2ukdéw A = N X N,
 Zbidr wezXdéw jest postaci:

A SUR'VE £

gdzie:s
X = {3%, Ié, ey }:n} ~ jest zbiorem punktdéw odbioru pew-
nego materiaiu o zapotrzebowaniach opisanych przez funkcje
q: X—> R, /dalej zapotrzebowanie punktu Xy € X bedzie
0zZnaczone przez qi/;
M= -@%1, ceey :nﬁm} ~ jest zbiorem magazyndéw o zapasach trans-
portowanego towaru odpowiednio rdéwnych }L1, }12, o }Lm;
X neq ~ wyrézniony w zbiorze wgziéw N wierzchotek X
odpowiada bazie pojazddw.
Dalej, okreslona jest funkcje a: A —> RU{0}, gdzie a ( Xy, &k) =
= a;) 0znacza czas przejazdu /koszt, odlegZosé/ pojazdéw z punktu
X, do punktu Iko
Materiat zgromadzony w magazynach nalezy przewieZé do punktdéw odbio-

n+1

ru /tak, by zaspokoié zapotrzebowania odbiordw/ przy uzyciu pojazddw
/érodkéw transportu/ ze zbioru R = {B1, oy Rp}. Kazdy pojazd
charakteryzuje sig¢ okreslong pojemnoscig /maksymalng iloscig towaru,
ktdrg moze przewozié jednorazowo/, oznaczong przez liczbg Cj’

Rje JQ . Problemy ustalania tras pojazddw sprowadzajg si¢ do wyzna-
czenia drég w grafie G = < N, A> , przy czym kazda droga /odpowia-
dajaca trasie pewnego pojazdu/ zaczyna sie¢ i kordczy w wyrdznionym

wierzchozku I ktdry reprezentuje baze.

n+1?



Moga przy tym wystapié rézne dodatkowe ograniczenia na trasy pojaz-
déw, na przyklad ograniczenia na maksymalng diugos$é /czas przejazdu/
kazdej z tras.

WprowadZmy nastepujgace definicje:

Definicja 1. Turg pojazdu bgdzie nazywana droga prosta w grafie

G = <N, A> postaci (le, . x"z)’ speiniajgca warunkis

Xy € M,
1
xdie X, i=1, e.., 2 (z2>22) .s
Turg jest wigc pewien fragment trasy, w ktérym weziem poczgtkowym
jest magazyn, a nastgpne wgzly to punkty odbioru. Zaden z punktdw

odbioru nie moze wystgpié w danej turze wigcej niz jeden raz,

' Definicja 2. Trasg pojazdu bgdzie nazywany kontur Mmiekoniecznie

prosty/ w grafie G = <N, A> postaci ==(’IIﬁ1 :rpz, . ovp Iﬁw)
speiniajgcy warunki: '
(1) :r'p1 = xpm =L i1
(ii) :Cﬂ ey xﬁr € M, gdzie
t
(X*1, Y o0 ooes K‘t) jest pewnym podciggiem ciggu wskaznikdw
(2,35 sany -1) , takim ze: y, = 2 oraz Y, K Y i,17 1
i=1, eoey, t=1, przy czym t > 1.
(iii) kazda droga. (’Ilpﬁ Iﬁfd” y eees Ip s i=1, ..., %, /gdzie

Vi1 = @/ Jest tura.s Sivi' !

Warunek (i) oznacza, ze trass pojazdu zaczyna si¢ w bazie
/wierzchotek X  ./. Z warunkéw (i) , (ii) wynika, ze kazda trasa
sktada sigconajmniej z jednej tury. Na przykiad, niech trasa po-
jazdu bedzie postaci I =( NP xm, x1, I3’ X4, ’l)m, 1
X ,.q)+ Trasa ta skiada sig z dwa tur: (Im, X4 Xy X )
oraz (X

71° x2) /ryse 1.1/,



baza

x, Xy

Rys. 1.1 Trasa pojazdu ziozona z dwu tur,

Definicja trasy przedstawiona tutaej nie jest najogdlniejsza definicjg
jaksg mozna rozwazaé, Dotyczy ona sytuacji, gdy zapasy towaru w maga-
zynach sg znacznie wigksze niz pojemnodci pojazddw. W przypadku, gdy
wartosci I}Lgl (i=1, ..., m) s3 mniej wiecej tego samego rzedu co
wartosci Qe (k-1, ooy n) kazda tura w trasie pojazdu musiazaby
mieé ogdlniejsz3y postaé, to znaczy: (Iq1, .”’xd\?’ cevy &) ,

g
gdzie 'JCO(_1, coey Idv € M, natomiast crxm, eeey X, € X. Tego
pA

typu tury nie bgdg w pracy rozwazane,

Oprécz zagadnien, w ktdrych rozwaza sig¢ odbiory zlokalizowane

w pewnym punkcie, wystepuja takze problemy wymagajgace ustalenia

w grafie G drdg zawierajgcych pewne wyrdznione krawgdzie z tego gra-

fu /odbiory typu ukowego/. Najprostszymi zagadnieniami tego typu s3

problemy:

chiiskiego listonosza /CPP/, wiejskiego listonos”a /RPP/ i ogdlny

problem ustalania tras pojazddéw /MGRP/ sformuowany w pracach [57],

el |

Do tej pory nie by4y rozwazane zadne relacje czasowe wystepuja-
ce w trasie,
WprowadZmy nastepujace oznaczenia:
T‘g - oznacza czas obsiugi pojazdu w punkcie d:i /zatadunku, jesli
Ty € M jest magazynem, wyZadunku, jesli X , € X jest
punktem odbioru/,

: - oznacze najwczesniejszy zadeny termin przyjazdu pojazdu do
punktu OCi /jesli I?i = 33n+1, to r,,¢ oznacza zadany naj-
wczesniejszy termin wyjazdu z bazy/,

di - oznacza najpodiniejszy zgdany termin wyjazdu z punktu X i
/jesli I?i = X to d oznacza najpdéZniejszy zgdany

n+1? n+1 .
termin powrotu pojazdu do bazy/,
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l(J) - oznacza termin wyjazdu pojazdu o numerze j-tym z punktu OCl

Ti(s) -

Ei(s)

w l-tej turze trasy ( Sn+1(3) oznacza termin powrotu do
bazy) . Terminy Si(J) wyznaczane s3 tylko dla tych punktdw,
ktére wchodzg w skiad l-tej tury trasy j-tego pojeazdu. Jeze-
1i w trasie punkt Cﬁi poprzedza bezposrednio punkt ﬂ?k, to
musi by¢é speiniona nastgpujgca nierdéwnosé:

1. o 1+1 7.
s;(3) + ey, + TL < 50 ()

Nierdwnosé ta dopuszcza wystepowania w trasie przerw, w cza-
sie ktdérych pojezd nie porusza sig. Natomiast terminy ry i
di moga by¢ uwzgledniane, albo w postaci ograniczen, i wtedy
mamy spelnione ograniczenia

ri<§ s% ()
s%(j)ég dy,

/jezell punkt ﬂ:i wchodzi w skiad 1-tej tury trasy j-tego
pojazdu/, albo tez mogg by¢ uwzgledniane poprzez wprowedzenie
dodatkowych kar za przekroczenie tych termindw.

Dalej, niech:

oznacza spdénienie terminu zakordczenia obsiugi s punktu x5
wzgledem normatywnego terminu di’

Ti(s) 2 max { 0, s - di} .

Wartodé Ti(s) moze by¢é wigksza od zera tylko wtedy, gdy do-
puszcza sig mozliwoséé przekraczania normatywnego terminu di.
Podobnie, niech:

- oznacza wyprzedzenie rozpoczgcia obsiugi punktu dfi /ktdrego

obsiuga zostaa zakordczona w terminie s/ wzglgdem normatywne-

go terminu Ty

A o
E;(s) = max {o, ry + T35 -8} .

Wartosdé Ei(s) moze byé wigksza od zera, tylko wtedy, gdy do-
puszcza sig mozliwoéé przekraczania terminu L

Niech Wy i vy oznaczajg odpowiednio kary za przekroczenie
normatywnych termindw ry 1d;.

W zagadnieniach ustalania tras pojazddw mozne rozwazad nas-
tepujace postaci funkeji kryterialnych, ktdre nalezy minima-
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lizowacs

zza - oznacga sumaryczny czas przejazdu /koszt przejazdu/wszystkich
tras., Jezeli przez ﬂ'j = (5Tj(1) oeny ﬂ& (“ﬁ)) oznaczymy
trase pojazdu o numerze j-tym, to mamy: f

p A
qor (1) I, (i+1) © Zi &5 »
J J j=1

gdzie gj oznacza Cz&8s prZejazdu trasy j-tego pojaszdu.

max s, - oznacgza czas zakonczenia realizacji tras

+1

s (3)
n+1 1\<ng n+1

:EVT - oznacza sumeryczny koszt opiat za przekroczenie termindw di’

przy czym wartosé vl jest rdéwna:
1Y (Aj 1
a
2 2y > 2 Var @) T*n’j(i) SOTJ(i)(j)
j=1 i=1 i=2 J
:EWE - oznacgza sumaryczny koszt opzat za wyprzedzenie termindw nor-
matywnych ry. Wartosé wE jest rdwnea
o) t W, -1
é ® 1 3
ZWE = Z "ar (1) B, 1)y (o, o) @),
i=1 i=1 i=1 J J J

. ‘ ) A o) _
gdzie En+1(sn+1(3” max-{O, T T an+1,5ﬂj@) + Tfmj<2)

) sle(z)(j)} .
Niech ku(j) oznacza koszt uzycia /zakupu, wydzierzawienia/
pojazdu Rj.
zasz - oznacza sumaryczny koszt uzycia pojazdéw. Niech Y € K ozna-
cza zbidr pojazddéw, ktérym przydzielono jakgé trase, wtedy

mamy -
2kt 2 k@) .
I% € Y
W sytuacji gdy, dla xazdego J=1,,p, wartosdé ku(j) = 1, CO
inacze]j mozemy zapisaé w postaci:
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1, Jjesli By € ¥

0, Ww przeciwnym przypadku ,

otrzymujemy fuchjg celu postaci:

P
D% 2 Dy,
J=1
gdzies: :
}ED - oznacza liczbg uzytych pojazddéw. Funkcja celu.\ZZD prowadzi,
| wigc do kryterium minimalizacji liczby uzytych pojazddw,
Najbardziej ogdlng funkcjg celurozwazng w pracy bgdzie
funkcja celu postaci:

zza + EEWE + ZEVT + ZEku.

1.2, Symbolika zagadnien ustalania tras

W niniejszej pracy przedstawiony zostanie symboliczny z&pis
zagadniern typu ustalania trasy wzorowany na notacji stosowanej w od-
niesieniu do zagadnied sekwencyjmych [37, 48].

Zapis ten ma postad:

p]m, nlgd,d:lr

liczba pojazddw,

m - liczba magazyndw,

n - liczba punktdéw odbioru,

S typ tras,

o - informacja okreslajgca istnienie dodatkowych ograniczen

gdzie: p

i zazozen,
F - postaé funkcji celu
Typy tras (52) sg oznaczane nastepujaco:

P - Kazdy 2z pojazddw wykonuje co najwyzej jedng ture, to znacazy
odwiedza dokiadnie raz megazyn, w ktérym nastepuje zaiadunek
towaru, a nastgpnie zaopatruje jeden lub kilka punktdéw odbio-
ru i1 wraca do bazy. Kazdy punkt odbioru jest zaopatrywany
przez jeden pojazd.

WP - Kazdy z pojazddw wykonuje co najwyzej jedng ture. Kazdy
punkt odbioru moze byé zaopatrywany przez kilka pojazddw.
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PW - Kazdy pojazd moze wykonac wigcej niz jedng turg, /to znas«
czy, ze zatadunek towaru na pojazd moze odbywadé sig kilka=-
krotnie/. Kazdy punkt odbioru zaopatrywany jest przez je-
den pojazd, Jjednorazowo.

ww - Kazdy pojazd moze wykonaé wigcej niz jedng tureg. Kazdy
punkt odbioru moze by¢ zaopatrywany przez kilka pojazddéw
lub przez jeden pojazd kilkakrotnie.

Dodatkowa informacja o jest oznaczana nastepujgco:

}li - pojemnos$ci magazyndéw sg ograniczone /nalezy je uwzgledniaé/
T°>0 - czas obszugi pojazdu w punktach odbioru i magazynach
jest wigkszy od zera,
s%(j)gﬁdi - obszuga kazdego z punktdéw musi zostaé zakoriczona
przed zadanym terminem zakoriczenia obsdugi,
c; }Zqi - pojemnosé kazdego pojazdu jest wieksza niz suma zapo-
trzehowald wszystkich punktdw odbioru,
gj<; g - maksymalna diugosé /czas przejazdu/ trasy nie moze byé
wieksza niz ustalona wartosé g,

wt - wystgpuje wigcej niz jeden typ towaru
Ymﬂ,pi = wb - wystgpuje wigcej niz jedna baza; kKazdy pojazd nalezy
| 2% przydzielié do jednej z baz,
) ulbil =1 - wystepuje wiecej niz jedna baza; kazdy pojazd jest przy-

dzielony do jednej 2z baz,
£ - wystepujg wymagania okreslajgce porzgdek obsitugi punktdéw

ndbioru,
"droga™ - ustalona jest kolejnosé obszugi wszystkich punktéw od-
bioru,
L - wystgpujq odbiory typu }ukowégo

WL - wystepuja zardwno odbiory typu Zukowego jak i punkty
odbioru,

Brak odpowiednich symboli w ozmaczeniu zagadnienia nalezy interpre~

towaé jako informacje dopeinieniowg. Na przykiad brak symbolu wt

oznacza, ze rozwazany jest problem jednotowarowy. Przedstawiony

zestaw oznaczeln mozna dowolnie rozszerzaé w zaleznosci od potrzeb.

1.3. Vykaz zagadnien ustalania tras. Sformuiowanie zagad-

nien pracy

Przedstawiony zostanie obecnie wykaz zagadnien typu ustala-

nia tras rozwazan)ch dotychczas w litereturze, a ns ich tle zapre-
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zentowane zostang zagadnienia bgdgce przedmiotem niniejszej pracy.

Sporzadzajgc wykaz /tablica 1.1/ posiuzono si¢ zapisem symbolicz-

nym przedstawionym w poprzednim punkcie pracy. Wszystkie wymienione

zagadnienia sg NP-zupedne,

TABLICA 1.1

Wykaz zagadnien ustalania tras.

Zagadnienie Literatura zawierajgca?
algorytmy algorytmy tylko
heurystyczne doktadne model ma-

tematyczny

111,n|PP |Za (21, [35), (59 | [51, (8], [14],

zagadnienie komiwoja- 1, B4, b 155, 6j 16],

~ zera (TSP) 20], [22], [29
401, |41], 52
7], 160
P[1,n'PP’Cj>ZQiI 2a F8} » [59], [53] | [641,[7]
zagadnienie wielu ko~- 10
- miwojazerdw M-TSP
P|P,D|PW.Cj>Zqi, [45]
'bj_] =1l Za
1|1,nl\IVW,&’VL,c.?’Zqi a
Zagadnienie P [57]
p|1,n|WP,WL, b, =wb,
gy < Bl Za [10] [44]
p|1,n|PP,c52F qy |
IEa+—§D£u [
- gzagadnienie wielu ko- ]

miwojaz erow

pl1,nlPP, g5 > &l 22 (Ig [11,[17]6 [19] L]

. . 29 - ’ .
zagadnienie VRP it 51, Eﬁi’
71, e8], 169

:pkthP 7020,

8 <8l e [24]
p[1,n|PP,g; < EI

Za+ Zk [36]
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Pl1,n|WP, | Za £31, [32]

pl1,n|P?, 7°3> 0,
ri¢s; £ 4y, gjggl 2a [36]

p|m,n|PP, b,=wb | Zal/ Eggj D[é%j [36],

zagadnienie 1 M-VRP

zagadnienia rozwazane w pracy:

0/2a + ZTwE + ZvT.

111,nlPp, T°>

1mniPP, T%°> 0(5a + SwE + 2vT
1]1,niPW, T°> 0|2a + ZwE + 2vT
pl1,nlPP, 79> 0]2a + ZwE + 2T
p|1,n|WP, ‘Cog 0l2a + 2ZwE + 2 vT

Uogdélnienie powyzszych zagadnien
w przypadku funkcji celu postaci:

>a + 2wE + 2vT + Zlgl.

1/ W zagadnieniu tym przyjmuje sig¢, Zze kazda baza jest jednoczesnie

magazynem,

Wymienione w tablicy 1.1 zagadnienia obejmujg jedynie problemy
ustalania tras w przypadku istnienia jednego typu towaru. Pewne
problemy wielotowarowe byiy rozwazane w pracach [1, 2, 44].

Zagadnienia ustalania tras majg charakter kombinatoryczny.

Dla kazdego zagadnienia ustalania tras mozna skonstruowaé algorytm
- rozwigzania oparty na metodach podziazu: metodzie podziazu i ogra-
niczer lub programowaniu dynamicznym [31]. W rozwizzywaniu zagad-
nied kombinatorycznych szczegdlnie czgsto stosowana jest metoda po-
dziezu i ograniczen.

W stosunku do zagadnier ustalania tras szczegdlnie silnie roz-
winigte s3 metody heurystyczne, pozwalajgce na otrzymanie dobrych
rozwigzand dopuszczalnych probleméw., Przeglad.rdznych metod rozwig-
zywania zagadnien ustalania tras znajduje sie w szczegdlnosci w pra-
cach [9, 36, 4€, 55, 57]. .

Przedstawione w niniejszej pracy algorytmy zostazy oparte o
metode podziafu i ograniczen., Bardzo istotng role odgrywaja w tych

algorytmach rozwigzania otrzymane przy uzyciu metod heurystycznych.
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W przypadku zagadnienl o wigkszych rozmiarach uwzglgdniono mozliwos$é
otrzymywania rozvigzan o -optymalnych. W tego rodzaju sytuacjach

algorytmy te mogs byé traktowane jako przyblizone.

2. Zagadnienie ustalania trasyupojazdu.

W rozdziale niniejszym rozwazany bgdzie problem 1[1,n]|PP,
7°> 0| Ya + ZwE + ZvT. Problem 1|1,n|PP, T®°2> 0] Za +
+ ZWE + 2vT polega na tym, ze mamy zbidr punktdw odbioru { Xy
Loy eees (I)n}, magazyn 'JCz oraz baze pojazdu X . Macierz ai,j

n+1
przedstawia koszt przejazdu pojazdu z punktu I:i do 'X:j /inter~
pretowany dalej jako czas przejazdu pojazdu 2 I?i do X ., co nie

zmniejsza ogélnosci rozwazard/. Dla kazdego punktu €, (i=0,1, ...
..., n+1) okredlone sg terminy dostgpnosci ry 1dy (ri < di),
kary Wy i v, za przekroczenie termindw dostgpnodci /odpowiednio ka-

i
ra w, za wyprzedzenie terminu ry © jedng Jjednostke czasu i vy -~ za

spéé;ienie w stosunku do terminu d; o jedny jednostke czasq/ oraz
czas obsiugi punktéw odbioru i pojazdu w magazynie - ?:g (i=0,1,
ceey, N+1) o :

Zagadnienie optymalizacji polega na takim wyborze kolejnosci obszu-
gi punktdéw odbioru i odpowiednio: termindw wyjazdu sy, 1=0, ...,
«esy D+1, pojazdu z magazynu, z punktéw odbioru oraz terminu powro-
tu do bazy, aby przyjeta funkcja celu osiggneia minimalng wartosé.

2.1. Model matematyczny zagadnienia

Niech Xij bedzie binarng zmienng decyzyjna przyjmujacg wartosdci:
1, gdy pojezd przejezdza bezposrednio z punktu
. 0 numerze i do punktu o numerze j,

0, w przeciwnym przypadku,

Model matematyczny zagadnienia mozna przedstawié nastegpujgco:

. n n+1 n+1
2 z Xi5° 845 * 8nyq,0 t Z (wi Ej + 7y Ti)-——->min (2.1)
i i:o j=1 . i=0
przy ograniczeniach:
n
;E Xj5 = 1, j=1,2, «.., D41, (2.2)

1=
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n+1
Z %35=Ts 1=0, 1, ..., 10, (2.3)
J=1
_Xij > 1, dla kazdego wiadciwego, niepustego

i€V JEV v c{0,1, ..., n}, gdzie

V= {1,2, oo, n+1} -V (2.4)
x4 5€ f0. 00 10,1, e, 3=1,2, eee, N+1 (2.5
s > a w2 Y (2.6}

n
sj>z X5 (si+aij)+ 'z;?, J=1y eee, n+1,
1=0

przy czym T 3+1=O, (2.7)

gdzie E; i T; sa okreslone nastepujaco:

Ei=maX {O, I‘i+ T;—Si}, i=0,1, e e oy n,
Ti = max {O’ Si il di} 1] i=0,1, e o sy n,
o O
Bppq = max 'éo’ Tne1 T S 7 Z%nt1,0 T Us ¥ oo
Theq = m8X (0, 8y 4 - dn+1} .
Zak*ada sig, z€ a;; = ©90 ( i=0,1, «.., n+1).

W przedstawionym problemie nie ma ograniczen na czas trwania
przejazdu trasy, mozna je natomiast wprowadzié w sposdéb posdredni
przyjmujgc, ze T
trwania przejazdu trasy. Wtedy przy dostatecznie duzej wartosci ka- -
TY Vo otrzymamy w wyniku optymalizacji wart?sc Sn+1 < dn+1'

W przypadku, gdy kary za przekroczenie termindw dostgpnodci punktodw

= 0 oraz dn+1 jest rdéwne maksymalnemu czasowi

odbioru, magazynu i bazy s3 rdéwne zeru ( Wiy Vy = 0), przedstawiony

. problem staje sie¢ zagadnieniem znalezienia najkrétszej_drogi migdzy
punktami X /magazyn/ a 1:n+1 /baza/ przechodzicej przez wszyst-
kie punkty odbioru. Jest to problem réwnowazny zagadnieniu komiwo-
jazera [15].

Problem komiwojazera jest wigc szczegdlnym przypadkiem rozwazanego
zegadnienia, a zatem problem 1/1,n|PP, T° > 0l2a + 2ZwE + 2vT

jest problemem NP-zupeinym [48, 63], nelezy wiec do jego rozwiqzania:
stosowadé metody uzywane w rozwigzywaniu zagadnien nalezacych do kla-

sy zegadnien NFP-zupeinych.



2.2, VWyznaczanie dolnych oszacowan
Problem 1]1,n|PP, 'L’OZ 0l 2a + 2wE + 2 vT mozna zdekomponowad
na dwa zagadnienia, oznaczmy je A i B.
zagednienie A jest to problem (2.2) - (2.7) z funkcja celu postaci
2a /czyli we wprowadzonej notacji jest to problem 1{1,n|PP,
° Z.szia/. Zagadnienie A jest réwnowazne zagadnieniu komiwoja-
zera. Wynika to z faktu, ze ograniczenia (2.6), (2.7) s3 zawsze
a wartosci

niesprzeczne, niezaleznie od wartosci zmiennych Xij,

zmiennych s; nie maja wplywu na wartosé funkcji celu.

Zagadnienie B to problem 1]1,n|PP, T° > 0] X wE + >vT., W funkcji
celu zagadnienia B uwzglednione sg tylko kary za przyspieszenie

i opdfnienie termindw obsiugi w stosunku do ustalonych termindw ry
i di' Do problemu B jest redukowalny problem sekwencyjny n] 1| - |

2 vT, ktéry jest NP-zupeiny [ 37, 48]. Aby tego dowie$é wystarcay

przyjaé, ze agy = Py (i=1, ..y nj j=1, ..., n) wy=0, (i=1, ..., n),
natomiast kary A nie ulegajg zmianie /gdzie pj, j=1, «.¢y n 83
parametrami zagadnienia n|1] -|2vT/.

Z rozwazania tego wynika, ze problem B jest NP-zupeiny.

W celu wyznaczenia dolnego oszacowania dla zagadnienia A mozna
zastosowaé nastepujace relaksacje tego problemu, przy ktdrych istnie-
j3 algorytmy wielomianowe rozwigzania:

- zagadnienie przydziaku nastepnika (APN)[15, 48, 57] |

- zagadnienie wazonego 2-skojarzenia (w-2-MP) [16, 30, 31, 46, 48,57]

- zagadnienie minimalnego drzewa rozpinajgcego (SST) [5, 14, 15, 16,
40, 46, 48, 57]

- zagadnienie przydziazu pozycji (APP) [48, 60]

- zagadnienie najkrdtszej drogi (sP) [16, 60]

-~ gagadnienie redukcji macierazy aij stosowane w algorytmie
Little'a [52, 70]

W celu wyznaczenia dolnego oszacowania wartosci optymalnego rozwig-

zania problemu B mozna rozweazad nastgpujace problemy otrzymane po-

przez relaksacje zagadnienia B:

- zagadnienie przydziaZu nastgpnika (APN),

- zagadnienie przydziatu pozycji (APP),

- zagadnienie najkrdétszej drogi (SP).

Dalej zostang przedstawione dokiadniej metody konstrukcji oszacowan

dla zagadnien A i B wykorzystujgce wymienione problemy wielomianowe,

Nalezy przy tym wspomnieé, ze zagadnienia APN i APP sg zagadnieniami

przydzisXu, ktdére rdiniz sie miedzy sobg interpretecja zmiennych de-

cyzyjnych 1 wartosciami parametrodw.
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2.2.1. Zagadnienie przydziaiu nastgpnika APN

Dolne oszacowanie problemu B mozemy uzyskaé poprzez jego re-
laksacje. Usuwajac ograniczenia (2.4), (2.6), (2.7) otrzymemy zagad-
nienie APN /np. [15], [31]/ w nastepujscej postaci:

1y

przy ograniczeniach ;

n
zi X35 = 1, j=1, «.., n+1, (2.2)
i=0
n+1 v
2:. X4y = e 220,71, ssvy B, (2.3)
J=1
,Xij € {0,1} , i=0, ..., n, j=1, ee., n+1 (2.5)
gdzie
. 0, O _
¢y y=min (wi,vj) max {O,’ti+'rj+ 85 + Ty dj} ,
dla i#j, “=0,1,...,0; j=1, «.., D+l
(2.8)
C;i= 00 5 120,71, ..., Dn+1,

11l

Pokazemy dalej, ze tak sformutowany problem APN stanowi relaksacje
zegadnienia 1/1,n|PP, ¥° > 0lZwE + 2vT.
Nalezy stwierdzid, ze wartosci 45 okreslone w (2.8) sa wyzna-

czone poprzez rozwigzanie problemu /rys. 2.1./:

: ) )
c5y = gun (wyemax {0, ry - (sj—‘tj-aij-fi)}+ vy max {O,sj-dj}) :
J (2.9)
wi Vj
o o
AN SN TR
i d,.=s

j. . L}
Rys. 2.1 Kery za przekroczenie termindéw obszugi
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Jezeli bowiem dJ - Ty > a ij + Tg + 'l’o to Ci,j = 0 jest optymalng

wartogcig wyrazenia w, + max {O ry - (sJ--alJ TS.’ -7 0)}+

+ vj- max {O, dJ-s 3 , natomiast jesli d. -rJ < a,; i + ’t’l + (;[g "
j -

§ oo (a13+z‘i+'c’

to optymalng wartoscig c, i jest min {wi,v?
249)

- dy + ri) i ostatecznie otrzymujemy wzdr

Twierdzenie 2.1. Wartos¢ optymalnego rozwizzania problemu APN
jest dolnym oszacowaniem wartos$ci rozwigzania optymalnego problemu
111,n] 22, ©°> 0| ZwE + ZvI.

Dowdd ]

Dla dowolnego rozwigzania (xij) problemu APN mamy .

n n+1 n n+1
Z Z X35°C35 = Z Z Xi5° min (wi * max { O,rj_--s;i +
i=0  j=1 i=0  j=1 S

J
n n+1
+ag; + 'tg + 79} + vemax {0, s,-d.}) min [ Z 2 xy
J J J J J '%,‘S""”Sn‘q i:o j:‘] lj

(wi. max {0, rj=8y + a3y + Tg + T§}+ Ve max {0, s5-d; })]

I dalej, przy uwzglgdnieniu ograniczed (2.6) , (2.7), z ktdérych wy-

0 :
nika, ze 85 > Xij° (5 + aj5) + Ty otrzymujemy:

n+1

n n+1
Z Z Xij'cij \< min [Z Z - max {0, r; o+
i=0 Jj=1

SO,.O.,Sn+11 O

: n+1
+ 't’g - 85) + V4" max {O, 85 =d; })]: min [Z (Z x33F WyEy 4+
SO,...,SMZL 0 Jj=1
n+1 n n n+1
+ (z xij)'vj Tj]= min (Z Wy Ei+Z vy Tj)=
j=1 i=0 so,...,sn+}=0 J=1



Poniewaz problem

n n+1
Z: Wi‘Ei + zz vitTi'*’ min
i=0 al=9)

przy ograniczeniach (2.2), (2.3) ,(2.5) oraz ograniczeniach

(o] . .
Sj 2 Xij (Si+aij) + ‘tlj, 321, ecey n""‘, l=O, e o0y n’

stgnowl relaksacj¢ problemu B zardéwno ze wzgle¢du na ograniczenia

jak i na postaé funkcji celu, tak wiec wartosé optymalnego rozwigza-
nia problemu APN jest dolnym oszacowaniem wartosci optymalnego roz—
wigzania zazadnienia B.®

Réwniez optymalne rozwigzanie zagadnienia A mozna oszacowal pray
pomocy zagadnienia przydzialu nastepnika., Zamiast rozwigzywaé dwa
problemy przydzialu oddzielnie, wystarczy rozwigza¢ jeden problem
przydzialu nastepnika z macierzg kosztéw [c{&} , taka, ze

c{j = o3y + 8y (10, Tg «any ni J=1, eeey n+1) .

Takie oszacowanie begdzie silniejsze /nie gorsze/ od sumy osza—
cowalh dokonywanych odrebnie dla zagadnien A i B,

Zxo%onos¢ obliczeniowa zagadnienia przydzialu jest O(ns).

Innym ze sposobdéw otrzymania dolnego oszacowania dla zagadnie-
nia 1/1,n|PR, 7° >0/ Za+ 2uwE + 2VT jest dokonanie takiej jego
relaksacji, ktéra prowadzi do zagadnienia SST. Ziozonos¢ obliczenic-
wa problemu SST jest 0 (n) [15).

Takze zagadnienie w=-2-MP mo2na wykorzystaé do wyznaczenia dolne-
go oszacowania optymalnej warto$ci rozwigzania rozwazanego problemu.
Zagadnienie skojarzenia mozna zastosowaé jednak tylko wtedy, gdy
macierz kosztéw Jjest macierzg symetryczng. Macierz taks otrzymamy
w przypadku, gdy macierz [aié] jest macierzg symetryczng oraz dla
kazdego i=1, ..., 0 odpowiednie wartoéci-ri, di’ w; oraz d; sg takie
same, Zastosowanie problemu n-2-MP jest wigc bardzo ograniczone., Zlo=
zonos¢ obliczeniowa zagadnienia w=2-MP jest rzedu O(nB) [30, 46].

Wspbdlng cechg wszystkich wymienionych podejsé jest koniecznoéé
wyznaczania.kosztéw cij w funkcjach celu probleméw SST, w-2-MP, APN,
Koszty te sg dolnym oszacowaniem kosztdédw wynikajgcych z faktu, ze w
trasie pojazdu punkt o numerze i-tym wystepuje bezposrednio przed
j=tym. Koszty cy nie zalesza od przedziaiu czasowego, W ktérym odby-

wa si¢ przejazd z ZCi do 13.



Wady tej pozbawione sg przedstawione dalej podejscia wykorzystu-
jace problem przydzialu pozycji i zagadnienie najkrétszej drogi.

2.2.2. Zagadnienie przydzialu pozycji
Wprowad4my zmienng binarng |
-1, jezeli i~ty punkt odbioru jest obsitugiwany

jako j-ty w kolejnosei,
O, w przeciwnym przypradku,

yid =

Problem 1{1,n|PP, ¥°> 0| Za + 2wE + 2vT mosemy przedstawié
wtedy w postaci:

n-1 n n n
Z Z Z Jik* Tik+1° 813 ¥ %pe1,0 * Z (71,1 “8%9q *
k=1 i=1 j=1 ' i=1
n+1
*Ji,n" %i,n41 )"' z (wi By + vy Ti)ﬁmm (2.10)
: i=0

przy ograniczeniach

NMs
>

= 1y, k=1, ooy N, (2.11)
=1 ‘
n
Y ¥y = T B=1, eeey B, (2.12)
=
50 2 %n+1,0 * (S (2.13)
n--1 n
8y 2 Z i,k I3,keq (85%835) + ”53’*?31(80*'803)’
k=1 i=1 '
=1, eee, 1, (2.14)

n
St 2 2 Yin (85 + a5 niq)s (2.15)
i=1 |
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yike {0,1} 9 i=1, seey NI} k=1, eeoy n’ 2016
gdzie By, i T, okreSlone sq jak w modelu (2.1) - (2.7).

Probvlem (2.10) = (2.16) mozna, jak poprzednio, podzielié na
dwa podproblemy A° i B® /réwnowazne zagadnieniom A i B/.

Zagadnienie A’

n-1 n n n ,
8n+1,0 “_Z Z Z Vi’ Y5k+1° %13 * Z (711' 81 *
k=1 i=1 j=1 i=1

*+J3n° 8, n+4:)—ﬁ>m1n przy ograniczeniach (2.11) - (2.16).
Zagadnlenle A’ jest szczegdlnym przypadkiem kwadratowego za-—
'gadnienla przydziatu AQP, ktére jest zagadnieniem NP-zupeilnym. War-
tosé dolnego oszacowania problemu AQP mozna wyznaczy¢ rozwigzujac
liniowe problemy przydziaiu sformulowane w pracy [60]. A mianowicie:

n n

) ) by Iy —>min,
=1 =1
przy ograniczeniach

n
Zm

i=1

]
-
-
w
1}
—
-
L ]
.
.
-
B
-

n
> T =N i=1, .o, n,
i=1
yik > O’ i=1’ eeey n; 1=1, ecoy n,

bi,n = 84n4q Uin' Natomiast Ujk 8g rowne wartosSci rozwigzania opty-
malnego zagadnienia: '

Ei jz: u.r —> min

i#a r#k
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n
Z Usp = 1, i=1, ..., n, i£j,
ok
n
Z U, =1, r=1, ..., 0 r#k,
i

uir2 O,;i=1’ seoy ng i#d; k=1’ ceey n, I'afk.

Zagadnienie B’
+1

(wi Ei + vi Ti)-—}min
o

B

.
1}

przy ograniczeniach (2.11) - (2.16) .
Zagadnienie B’ mozna zrelaksowaé do nastgpujgcego problsmu przydziaiu:

n n '
> 2 8y -9y —>min
i=1 k=1

przy ograniczeniach (2.11) , (2.12) . (2.16) , gdzie

Eik'_' m:Ln ( L max{o T+ ’L’ -S, }+v max {0, si-di}
85 > t
(2.17)
Przy czym tl; (i,k='1, «esy, D) stanowi dolne oszacowanie najwczefniej-
82880 mozliwego terminu wyjazdu z punktu o numerze i-tym, ktory jest
obstugiwany jako k-ty w kolejnoéci w trasie pojazdu. Wartosé ti Wyz-
nacza nastepujacy wzér:

k

ts = a + min a.. + X+ min a, k>2,
i n+1,0 1\<jgn 0J . ’1<j<n ji® z
J#1 J#i
oraz
£



N
\J

gdzie k=2 ‘
i 32:_1 Ty B <8°C;j p5S P ageq pyag’ Car Pg AL =N e

ceoy (n-1)2). Wartosé P? jest réwna sumie k-2 najmniejszych
wartosci a1, 3 (1,5 £ i) w macier?y kosztéw [aij]’ |

Dolne oszacowanie najwczeSniejszego mozliwego terminu przyby-
cia do punktu mj_/jako k-tego w trasie pojazdu/ mozna tez wyzna-
czy¢ poprzez znalezienie najkrétszej drogi w pewnym grafie

N N Al
G =<N, A> /rys. 2.2/, gdzie zbidr wezldéw
N\ ) -
N: {Qj,k) l j,k=1, se ey D}U{mn_'_,], Io, $n+,l}

a zbidr tukédw

n
A =A{<T L, V) {<xy, (3,1)>, <Gam), X >FU

Jj=1
0 U [0 o> o]

(44) (4.2)

N+

(n,n)

A ~
Rys. 2.2 Graf G = <N, 4>

N
Obcigzenia tukéw ze zbioru A sg okreSlone przez odpowiednie wartosci
z macierazy [aij]' Kazdy wezel (j,k) odpowiada umieszczeniu punktu X
na miejscu k-tym w trasie pojazdu. Poniewa? czas przejazdu /koszt

przejazdu/ z A4 do fﬂj nie zalezy od tego, ile punktdw zostalo
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uprzednio odwiedzonych przez pojazd, stgd obcigzenie tuku:

<(i,k), (j,k+1)> jest réwne Ay fdla E=1. ey B,

<x’n+1, X o> Jest réwne 8n41,0°
<(j,n),wn+1> jest réwne a5 e (3=1y eeey D)e

Natomiast obcigzenie wegzlas
(j,k) Jjest réwne 't'g (k=1, ..., n),

Xq Jest réwne T 8,
ac;H_,,, X,eq Jest réwne zero,

N
Wartos¢ najkrétszej drogi migdzy 0C‘n+1 i (j,k) w grafie G
‘jest nie wieksza niz najwczeSniejszy mozliwy termin przybycia do

/jako k~tego w trasie pojazdu/ [60].

Wracajgc do wyrazenia (2.17),  wartosé Eik mozna dalej przed-—

stawi¢ w postaci /rys. 2.3/:

Cix =
- max {0, tl.l:—di} , dla t}; < vb T
.Eik = Vj+max {o, t'];-di} R tljf)ri + T,’Cj’.

min {w;,v;} + max {o, di-r ’tij + max 1O, vi-wi}-

Powyzsze wyrazenia otrzymane w wyniku rozwigzania problemu
(2.17) poprzez wyznaczenie kolejnych szczegdlnych przypadkéw,

Wi Vi
O
T
A
: -
K 0 =

Rys. 2.3 Wyznaczanie wartosci Eik .
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2.2.3., Zagadnienie najkrotszej drogi /przydziaiu pozycji i nastepnika/
Wprowadzmy binarng zmienng decyzyjng:
-1, jezeli punkt X j wystepuje w trasie na k-tym
miejscu bezpodrednio przed punktem Ty
Xij = :
O, w przeciwnym przypadku,

oraz zmienne decyzyjne s]']g oznaczajgce termin przybycia pojazdu do
punktu o numerze j~tym w k-tym etapie trasy /punkt :rJ jest obs};ugi~

wany jako k-ty w kolegnoéci/.
Problem 1|1,n|PP, ¥° > 0| Za + 2wE + 2vT mozna wtedy sformultowaé

nastgpujgco:

n n n X n n
8ne1,0 ¥ 2 2 Z ity * Z ( -Z,, X];j g1 *

. " - 1 1 s B § L] >
+ Z (wi Ei vy Ti)'in b Y l4"0 * vo To * W+ En+1+
+ vn+1'Tn+1 —>nmin

przy ograniczeniach

n n
> > s =1 k=2, ..., B, -~ (2.20)
$=1 J=1 '
= 1
> %55 = 1, @.27)
5=
n n

1
Z xfj = z %.(;: 9 j=1’ sy Il; k=2’ e ey n—'], (2022)
FE i=1

XOJ Z xji’ J20, scep B, (2.23)
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n n
k 1 .
Z Z Xij + XOJ I O s PO n, @.2u)
k=2 i=1
o H
8o 2 %ne1,0 * Too )

n
k+1 +1 0 .
3 /_Z Xli;, ( S + 813)+ Tsy 3=7, o0y D3 (2.26)
121 k=1’ ooy n“",
i . |
sg > XOj'(sO + an) + 2’3, =1, «eey n, 2.27)
n n '
n n
Sn+1 > Z Z Xij< S5 + aj,n-.-’]), (2.28)

o
]
-

3=1

xl.;j € {0,1} , 1=0,1, +euy 0, 3=1, eeey 0, k=1,2, ...y n (2.29)

T .4 Sa okreSlone jak w modelu (2.1) - (2.7,

gdzie Eq, Tor Bneqr Tne
natomiast
Sk - o _ .k
mi_max{o, ry o+ T si},
¥ = max {0, 4, - g5}, i=1 nj k=1 n
i — ’ i i ’ g ' ..., , - ' ..., .

Problem (2.20) - (2.24), (2.29) z funkcja celu postaci 2 a
/inne sformulowanie zagadnienia A/ jest szczegdlnym przypadkiem za-—
gadnienia czasowo-zaleznego komiwojazera (e0].

Przedstawiony powyzej model matematyczny problemu
111,nlPP, T°> 0|1 2Xa +2wE +3 vTD jest zvxlqzany z grafem 8 = <N >
/rys. 2.2/. Jezeli przyjmiemy, %e w grafie G zmienna xli = 1,
(13321, eeey D3k=2, eeey n-1) odpowiada rukowi < Ci,k—’lg, (j,k)>

zmienna xgjﬂ (j=1, e+, n) odpowiada Yukowi <Z£o, G,
zmienna xxilj='l (i,j:’l, eeey n) odpowiada Iukom ¢

<@n-1,3,m)> 4 <@E,n), X_..>,

n+1

to wtedy zmienne xk speiniajgce ogranlczenla (2 20) - (2. 24), (2. 29)
wyznaczaja droge mledzy Lol X _ 4w G =< N > , W ktoérej

dls kasdego j=1, ..., 0, Wwystepuje dokiadnie jeden wierzcholek ze |
zbioru L}{ {('j,k)} » Dalej taka droge bedsiemy nazywaé droga sekwen-—

cying.
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Problem 1/1,n|PP, 7 ° > ol 2a + 2wB + 2vT mozna wigc sformulowad
w nastepujacy sposdb:

Znalezé w grafie G <fﬁ, A> droge sekwencyjng oraz wyzna-
czy©¢ liczby s? odpowiadajgce weztom (j,k) w tej drodze /a takze licz-
by S i Sy odpowigdajace weziom OCO i ﬁln+1/ speiniajgce ograni-
czenia (2.25) - (2.28) /z uwzglgdnieniem wartosci X 4 wyznaczonych
przez drogge JI /, tak aby minimalizowaé funkcje celu 2.19).

Naturalnie takie sformulowanie nie upraszcza badanego zagad-
nienia. Jeéli jednak pominie sig¢ warunek (2.24), to ograniczeniom
(2.20) - (2.23) , (2.29) bedzie odpowiadala w grafie G dowolna droga
/niekoniecznie sekwenczana/ migedzy wierzcholkami Q?O 1’n+1°
Problem znalezienia w G drogi, ktéra minimalizuje funkcje celu (2.19)
jest nadal problemem NP-zupelnym. Zatem, aby uzyskac problem o zio-
zonoéci wielomianowej, nalezy dokona¢ dalszaj relaksacji.

Jezeli problem (2.19) - (2.23), (2.25) - (2.29) poddamy takiej
relaksacji,. ze funkcja celu bedzie miala postac:

ZZZ S

to otrzymamy zagadnienie wyznaczania nagkrotszea drogi [15, 51y 46]
/w grafie G/ 0 ziozonosci obliczeniowe] O(n )

Podobne podejscie zastosowane zostato w pracy [60]w odniesieniu do
pewhego problemu sekwencyjnego z funkcjg celu postaci Z:vT.

W odniesieniu do problemu 1|1,nlPP, T°> 0] Za + ZwB+ 2vT,
wspdiczynniki c%- mozna wyznaczy¢ postugujac si¢ wyrazeniem (2.17)
lub (2.9), prowadzi to jednak do bardzo silnej relaksacji funkcji
celu. Konisczne sg wigc dalsze badania wiasnoéci zazadnienia 1|1,n|PP,
°201%a + ZwE + 2vT.

Nlach I = (STC1) .usy UT&O) bed21° pewng drogg w grafie
& = <N >, Llczba wszystkich drég w G /migdzy Ay i X
wiec takze miedzy X' neq & L .4/ wynosi n(n=1)2" =
Oznaczmy zbiér tych drég przez[] Wsréd n- (n-1)"" -1 drég istnieje
dokladnie n! drég sekwencyjnych, z ktérych kazda odpowiada pewnemu
dopuszczalnemu rozwigzaniu problemu 1(1,n|PP, T°> 0l Za +2ZwhB+ 2vT
/ze wzgledu na ograniczenia (2,20) - (2.24) , (2.29)/. Zbiér drég
sekwencyjnych oznaczymy przez |l.

n+1? 8

Dalej, niech S(Jr) oznacza zbiér wszystkich dopuszczalnych
rozwigzan badansgo problemu ze wzgledu na pewne zmienne ciggle sf,
dla ktérych zmisnne xf spetniajace ograniczenia (2.20) - (2. %5),
(2.29) wyznaczaja droge J (J7(k) = i, k=1, ..., n) w grafie @, czyli



s ()= {(SO, sqﬁxq), coe S?ﬁ(n)’ sn+1) lspelnione s§ ograniczenia
(2.25) - (2.28)}.

Pozostale zmienne sy mozna pomingé, gdyz nie majg wpiywu na wartoéé
funkcji celu (2.19),

W ten sposdéb problem 1(1,n|PP, T ° > ol 2 a+ 2w8+ 2vT mo%na zapi-
sa¢ w postacis

n-1
min min Z 8 qr)arasn) * Bne1.0 *
ﬂen <SO""’Sn+1)€S(JT)i=1 + n ] .
n
.l i
PR Ty T2 a@yner Z T Faw *t Vo) Toa *

i=1
+ Wy By + vy To + Wooq Bpq + Ve Toer
gdzie

i v © :
Excyy = max {0, T eyt Tipes) = Sqr(pl o

i i - 4
TﬂT(i) max ‘{O, SlﬂT(i) ;(1) } 0

co W skrécony sposéb mozna przedstawié nastgpujaco:

min min 3:'(31‘,5)
IEl §€ s

gdzie s _oznacza wektor zmiennycb (so, 513.(,]), e snﬂ,(n), Sn+1)’
a (I, S) postaé funkcji celu przy ustalonej drodze a .,

Poniewa% zbidr drég sekwencyjnych ﬂ jest podzbiorem ﬂ .
stad

my min FULE) > min oin FGr,E) = F

e g€ s well sesb

Rozwazmy nastepujgcy problem, ktéry dale] bedzie nazywany
problemem PO, '

Problem PO /rys. 2.4/

Znalezé¢ takie O i Oc» ktére minimalizujq wyrazenie:
So-max {T:O-GO,O} + w-max {r+ “c°-e} + v-max {0, G-d} (2.31)

przy ograniczeniach
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§GO>,t
)
Le > 6pt+ta+ T

oraz wyznaczy¢ najwigksza wartosé & , dla ktérej

&+ max {0, 6 - @3{ 50' max {0, EO - 503 + w - max {0, v+ V°= é\} +

v « mex {0, © - d},
przy czym © jest wartoScig optymalng wyrazenia (2 31), a 60 id sg
dowolnymi wartosciami speiniajgcymi ograniczenia eo >t 0 i >a+
* T2 4 60, ’
Warto zauwazyé, ze problem (2.17) jest szczegdlnym przypadkiem prob-
lemu PO,

Rozwiazanie problemu PO mozZna otrzymaé rozwazajac kolejne

D>

\

'szczegbdlne przypadki zalezne od wartoSci parametréw a, 50, 59 :EO’
t°, r, d. Rozwazane beda tylko te przypadki, dla ktérych t, > t,.

go w v
a 59
Ao A
- L EAYAN A\
e GoNts v d 0
. Rys. 2.4

Przypadek 1

v £ 50, r < tyta, at+ 'L’°+t‘so > a4
W rozwigzaniu optymalnym problemu PO otrzymu,jem;y. eo—to, e-to+a+ T
oraz ¢ = So-v dla to > ty i S = oo dla tO = tye

o

Przypadek 2

v < 80+w, r-to+a, a+ T° +to > dy
‘W fozwigzaniu optymalnym PO: eo-to, 0 = to+a+ '2: oraz § = 80+w—v.

'Przynadek 3
ty > ty, at ’C°+E > d, r:’EO+a, v> § otW

W rozwigzaniu optymalnym PO: 6, = to - min {to 0? §O+a+ ?°-a} "
6 = d+max {0, t0+a+ T —d} oraz ©0 = go+w dla to*ra+ ¢ -d<t_;o-t

0
1 8§ =00 dla gyrar T °%-d > ty-t,
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Przypadek 4
. T r s i . -
%, > tys v>go, » < to*a, tyrat T > 4, tyta-r > min { o+

+a+ T °-d, tO to}

W rozwigzaniu optymalnym PO: 6 = t, - min {to to, to+a+ T -d}
® = d+max {0, tQ+a+ v °-al oraz % 8 dla tota+ 7% <t

O
i &=oc0 dla ty=ty < tora+ v °

Przypadek 5
v > SO’ | So+w >V, Ty > by, tyrar T° >4, r< Eofa,
’Eo+a-rg min {EO"tO’ Eo+a+ ?jo-d}

W rozwigzaniu optymalnym PO: eo = r-a, 8 = r+ ¢ ° oraz

= = o
; Sytw  dla By=ty > Tyrar T O-d,
©c© , W przeciwnym przypadku.

Przypadek 6

r £ atty, tyra+r T°< 4
= n~ O

W rozwiqzanixi optymalnym PO: eo = 1—;0, e = to+a+ L oraz

§o) dlar<a+ t,

§ =

go+w,dlar=a+to.

Przypadek 7 :
go+w < v, v> 80’ 1;0 > %5, Eo+a+ %> d, r < 1—:O+a, €O+a-r <

< min {‘Eo+a+ t° - a, ty - to}

W rozwigzaniu optymalnym PO eo = to - min {t - 1:0, to+a+ 't - d} .
© = d + max {O Gotrat 7% - d} oraz §= 5 +w dla to-to > ota +
+ T° i = o0 w przeciwnym przypadku.

Przypadek 8
w< v, S +tw >, O+8<I’, t ta+ *°>a

W rozwigzaniu optymalnym PO: GO-to, 6=Eo+a+ 7° oraz g = go+w—v.
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Przypadek 9
50+w <v, r > 1—70+a, Eo+a+ %> q,

W rozwigzaniu optymalnym PO: 90 = EO - min {Eo-to, Eo+a+ T° - a} .
0@ = d+max {O, Eo+a+ v° - da} oraz & = go+w dla ty-t, > Eo+a+ ?°-d

i 8= o0 w przeciwnym przypadku.

Przypadek 10

w<v, > 1_;O+a, §O+a+ 7°< 4, %> g-r
W rozwigzaniu optymalnym PO: eo =d-T°- a, 8 = 4 oraz 8§ = We

Przypadek 11

‘ r>§o+a,‘ Eo+a+ 7°< 4, (w>vAT?> d—r)\/('t’og d-r)
W rozwigzaniu optymalnym PO: 60 = r-a, 6 = r+ 7° oraz

T - .
w dla TOSdr, E0>t0
§= w-v  dla < d-r, Ty > %,
= dla tO = 'bo

Nalezy zauwazyé, 2e przedstawione w p:czypad.kach 1 = 11 rozwig-
zania optymalne nie sg zazwyczaj jedynymi rozwigzaniami optymalnymi.
Na przyktad w przypadku 7 optymalne wartoSci zmiennej 60 lezg w prze-
dziale [‘b‘o, a- 7°- a] . Z rozwazanych przypadkéw 1 - 11 wynika,
nastepujgca wktasnosé problemu PO:

Wtasnosé 2.1

0 {
Istnieje rozwigzanie optymalne problemu PO, w ktérym 6, = 6 - 7 - a.

2.2.4, Algorytm ALB wyznaczania wartosci dolnego oszacowania
Algorytm ALB polega na wyznaczeniu najtatiszej drogi J7 €
w grafie G = <§, A> , w ktérym obcigzenia tukéw sa dolnymi osza-
cowaniami kosztédw uwzglednianych w funkcji celu problemu 1]1,n|PP,
T°> 0| Za + ZwE + 2vT,
Niech frl.:j oznacza obcigzenie ruku < (i,k-1), (j,k)> i odpo-
wiednio wartosci .Tgl oznaczajg obciaZenia }ukéw <’.I.’o, (1,1)> oraz

1 " . . .
‘J'I_{':'m.,‘ - obcigzenia tukéw < (n,i) , ’Iln+1> .

Niech J = {1, «.., N} oznacza zbidér wskaznikéw punktéw odbioru.

Przedstawiony dalej algorytm ALB wyznacza wartosé F, ktéra jest dol-

nym oszacowaniem wartosci rozwigzania optymalnego problemu ’H’],nIPP, !
>0l Za + 2wE + 2vT. Na kazdym etapie algorytmu wyznaczenie
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obcigzenia Zuku ‘JJ :L.fj wymaga rozwigzania pewnego problemu PO,

Algorytm ALB

Krok 0. Wyznaczyé wartosdé

0 _ . - 0 ,
Fq = 8n41,0 * min (wo max {O, ryt 2’0-9} + Vo max {o,
: GO,G

’ . o)
6-dp} + Wy, 4 mex {0, rp -00}), 6,20, 6pa_ . +72 + 6
Dokonaé podstawien:

' 88;:8 - EO = 0 oraz t8:='a

Dla kazdego i € J wykonaé krok 1,
1
i 0

¥ - ’ - g 2 - O 1 _ . O’ . “O
Krok 1. Wyznaczy¢é wartosdé: F, = FJ + U’Oi = léuno{go max {O, to-eo}.;-
0

+ Wy max {0, ri+ 't'(i) - 6} + v;-max {O, e—di}} + Fg + 8oy

. . 0 (o]
przy ograniczeniach 80 > tO oraz 0 )6‘0 +a 5+ 't‘i.
Dokonaé podstawien: _ ‘
1._ i 1._ .0 o}
Si._g t1:=8, 1= 60 4 a, + 0.

Przejéé do kroku 2.
Dla k=2, e oy 143 Wykonaé KI‘OK 2.

Krok 2. Dla kazdego i,J € J i#j wykonad krok 24,

Krok 2A.
Wyznaczyé wartosé:

k _ k-1 k g1 +k-1
.. = F, + :Tji = emilél (gg max {O, ‘bj 90} +

§i J -
0 k-
+ W+ max {o, 2.+ Ty - e} + v;> max {0, di-e})+ F Lo 854
: : k-1 0
przy ograniczeniach 6 >t j 1@ 26q + ag; + Ty
Dokonaé podstawien:
k . k=1 o ko k  _
tji'" tj faji+ T3 tji" 0, Sji_g .

Koniec kroku 2A4.
Dla kazdego i€ J wykonaé krok 2B.
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D

]
n

Dokonaé¢ podstawien

Sk::: in gk. "
17 je g-{iy 9t

k . k
t.;:= min Tiso
toges-
Tk . zk
t::= min £ APy
1€ o) Ji
k k
F;s= min ) g
T JET-{i} J1

Koniec kroku 2B i kroku 2. Przejsé do kroku 3.
Dla kazdego i € J wykonadé krok 3.

Krok 3.

Wyznaczyé wartosdé:

+1 n+1 _ in
F?,n+1 F? + ﬂ' = min (8’ max'{o j - 80} +
- 6.,6

O’
+ V40 Max {O, Q ~ dn_1D-+ 5t 85 nyq

t? i >80

Koniec kroku 3. Przejsé do kroku 4.

przy ograniczeniach 6 > 0% 85, n41°

Krok 4. Wyznaczyé wartosé

_ . +1
F = min F?,n+1 ‘1
jE J

Korzystajac z wicsnosci problemu PO 2atwo jest pokazaé, ze wartosé

Fg jest dolnym oszacowaniem kosztu /ze wzgledu na funkcje celu (2.19/
najtardszej drogi miedzy wezlami OCI'H_,' i Xyw G = <I/\}, > .

Dalej zostanie pokazane, zZe wartosé FK jest dolnym oszacowa-
niem kosztu /ze wzgledu na funkcag celu (2.19) / najtariszej drogi

miedzy d:£+ a (j,k) w grafie GC.
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-

Tk, TER) = §) oclag

Oznaczmy pPrzez Cﬂ'l.{ =( JTL.{(1), .eos
esey k=1 odpowiadajgcy dowol=-

punktdéw odbioru ( Jrs.i(l)€ J., 1=1,2,

nej drodze w grafie G /rys. 2.2/ migdzy wierzchokiem fI.‘O oraz
(j,k)s Niech K oznacza zbidr wogzystkich takich drdg.
Dalej, niech
k=1
F;( 2  nmin min § I:Z a k( )S“k(i )+
ke Mk ( — T (L)IriG e
.’JTJGHJ O’ JTkG)’...’ j)€ S(Jr ) ‘1—1 j j
k-1
i sl
+ a + a k + w *E + v - T +
n+1,0 © 20, qry (1) 12_1( 3715(1) 31‘;((:0 3‘(‘7?(1) Jrl;(i))
+ WaEL + VTA + W E + w., E; Tk]
070 070 n+1 "n+1 J g d»

k

J

g)‘ speinione sg ogranicze=-
nia, (2.25) - (2.28)},

Wartodd iaest Kosztem najtanszej drogi migdzy ’rnﬂ a (j,k)
w grafie G = <N A> .

Zdefiniujmy funkcje

gdzie S (ﬂg) = {(so, 81:7\'1;(1) yoeees

?k(sk) w nastepujacy sposdb:

?k(sk ) 2 min ( min ( min
Jdd i -{5 = = - -
k=1 k o}
. 5; S 857843 ?ﬁ
k-2

( Z a .. .+ 8 + a . + (w .

1 1
T )+wOEO+VO‘I‘O+wn+1 En+1 +

B _ + Vv _ .
I CDIMN Rl PRI L €

k-1 k=1 k
+ Vi'Ti ))+ wj' E

k
+ aij + wj_'Ei 3 + vj-‘l‘j.

Wartosdé 3" ( ) oznacza koszt najtanszej drogi miedzy x‘n+1 a
(j, k) pod Varunklem, ze termin wyjazdu przyporzgdkowany wierzchotko-

wi (J,k) jest réwny pewnej wertosci s .

Latwo zesuwazydé, ze speinione sg nastepujace rdéwnosci:
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ﬁé{ > €mini's[ mjk;n - ,}"?—1 (sf‘ ) +a, J]+ wJ.E;.{ =
1€ J-13 0 |
§Z51 YRyt Ty,
k-1 k=1
85 AN
k
I A
Ty
oraz
A
‘:T-;‘(s?) [ min
i€ g-{3} t§'1\< 35-1 < sg—aia-fg

Dalej pokazemy, ze jesli dla kazdego j € J oraz dla pewnego
kﬁ{‘l, “ony n-1} speinione s3 warunkis:

(a) Fe < K

J J’
2k k k k : Tk k
(v) 3'3. (Sj ) > Fj + gj'max {o, b5 - 8; [

to speinione s3 >ne takze dla k+1, dla kazdego j € J /zatwo spraw-
dzié, ze warunki (&) i (b) sg speinione dla wierzchoika o

A mianowicie:

A A
Fit1 min [ min ( Tk( k) + a,. +
J i€ g-{3} k+1 S ales. 3 ?° = 1d
S Z "1 jo
k k
8y Ztl
+ wj,Es.c + vjoT'lj‘)JZ €min{ 3 [ min
i€ 7-{3 k1> _k o
857 2 sytay g+ 'Z‘j ,
k k
s; >ty

(lFik+ Sliivmax {O, Ek-sk}+ 855 t W3 E + V3 T . ):l- F +9'K+1 °

7 rozwigzania problemu PO /w kroku 2 algorytmu/ wynika dalej, ze



Ay
o > mln F;{? = FS{” , co dowodzi speinienia

S € 7-13}

warunku (&) .
Natomiast speinienie warunku (b) mozna pokazaé w Pastgpujacy sposdb:

?[‘H (s;.iﬂ) > min [ min
i€ *_T’{J} t}fgs*i‘g s‘;.iﬂ-aij—’?.’g
§K (sk) + a. ] + w.cEl.£+1 + v.".I‘L.{'H ) min [:
i i ij i 373 i€ - 13}

ml:;n . . (F}f + Sf * max {O, E];-sk} + ai,] +
+1 o]
RN s PR
k+1 k1 k k+1
+ wj Ej + Vj G g ] : éﬂlg-{as ( Fi + Tij )
Z wasnoéci rozwigzania problemu PO wynika, zZe
N
k+1 7 _k+1 . k+1 k+1 ‘K+1 k+1
. F.. 5 G - 8.
373 ( ) > iemffil{j} ij * 81;] max {O 13 53 }2
. kK+1 : k+1 ‘k.+1 k+1
> min F:O + min ( S ..+« max 10, -
i€ & {j} i€ -4 +d t })
k+1 K+1 : " Tk+1 K+1
> F. + ( min ) max 10 min t.:. -8
- i€ J-{3} te. ies-fif J ,}

k+ 1 ket 1 ghr1 | gkt
- F,j+ + gj'*‘ * max {O, tj+ - S,j+ } .

co dowodzi speinienia warunku (b).
Przeprowadzajgc analogiczne rozumowanie mozna sprawdzidé, ze wartosdé

fﬁﬂ = min min F (9,5) > F.
wef[] s€es@m
Poniewaz wartosdé Fn+1 jest dolnym oszacowaniem wartosci rozwigzania
optymalnego problemu 111,n1PP, T°> 0l Za+ ZwE + 2vT, czyli
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wartoéci min, min F (J,5), stad wyznaczana przez algorytm ALB war-

TE] =esEn

tosé F jest dolnym oszacowaniem wartosci rozwigzania optymalnego
problemu 111,n|PP, T°> 0| Ja+ YwE+ 2 vT.

2.3. Wyznaczanie optymalnych termindw obszugi punktdw
odbioru przy ustalonej trasie pojazdu

A .
Oznaczmy przeg F () , najmniejszy koszt/\realizacji trasy
opisane] przez droge sekwencyjng ¥ w grafie G /miedzy wierzchot-
kami -’I.'O i 3Cn+.|/. Tak wigcs

F() = min F(,5) = min [Z aﬁ'(i) '.);l\'('i+1)\+

s€ s(am s€ s(7)
n+1
+ a :ﬁ'(n),n+1 t 81,01 %o JT(1) i Z(W'E +V1T1)] =
=0

A N A
= Z a fr(l) J(i+1) T W@),n+1 t Bn+1,0 T B0, (D) F
1=

n+1
min w:E. + viT
€ M 1Z=0[ i ds ) i l] . (2.33)

gdzie s = ( Sgs 8 ﬁ@), . %y fT(n)’ S ) jest wektorem termindw
wyjazdu z kolejnych punktdéw odbioru w tra51e pojazdu. Poniewaz
rozwazdne sg tylko drogl sekwencyjne JTE ﬂ , nie ma potrzeby uzy-
wania do opisu problemu zmiennych sii z modelu (2.19) (2.29) , Edyz
kazdy punkt odbioru jest uwzglgdniany w drodze J dokZadnie raz,
Zbidr dopuszczalnych wektordw 5 przy ustalonej trasie 4y ma

postad:

. N o
5 ()= {s=(80's Feyr coer g1 )| S0 2 g ot o
i A "“OA -~ A .
s 3/\1"(1) 2 SO + 80. j.T(.]) + ¢ iﬂ'(” 3 eoeey S J(T(n) > S W(ﬂ"1) +
P A O A A -
* 8 gr(n-1), T(n) * iz JT(n)’ Sn+1 2 Sgr(m) * & W), n+1 } y

Niech (ﬂ'k oznacza droge czesciowg, drogi sekwencyjnej I , z?coZo-:
ng z k elementdw, a dokzadnie]



Tk (T, #@), ..., T®), k=1,2, ..., no.
Oznaczmy przez ﬁ(O) =0 i ff(n+1) = n+1 numery wskaznikéw odpo-
wiadajgcych magazynowi i bazie pojazdu.

Dalej sformulowany zostanie algorytm wyznaczania 0ptymalnyfh
terminéw obsiugi punktéw odbioru przy ustalonej trasie pojazdu U,
nazywany dalej algorytmem ALPR. Bez straty ogdlnosci mozemy przyagc
ze = (0y oeey n+1),

Algorytm ALPR polega na wyznaczeniu w kazdej iteracji algorytmu opty~-
malnych wartosci terminéw obstugi dla k ( k=0,1, ..., n+1)kolejnych
punkté. odbioru. Wymaga to rozwigzania w kezdej iteracji problemu:

k
T ~ :B L 2454
(Sd?l?“’ sk)E S(’J‘Tk) ( n+‘1 n+’] + go (Wi 31v4 1)) ’ ( )) |

Przy rozwlgzywaniu problemu (2.34) dla pewnego k > O wykorzystuje
sig¢ wartosci rozwigzania problemu (2.34) przy k-1.

Dla k=n+1 zamiast problemu (2. 342 rozwigzuje si¢ problem
n+

 min A (wyms +vyrmy)
(Sgs ++=» 8,,C 8(T)  i=0

Algorytm ALPR

Krok O, Wyznaczy¢ rozwigzanie optymalne problemu

o _ .
Fy = min S (w +VTO+Wn+1En+1>

Niech ggo) oznacza optymalng wartosé zmienne] 8¢ tym problemie,

Zatdsmy, e mamy rozwigzanie A(k-q) §§k—1), e Aék; otrzymane

w k=1 iteracji algorytmu., W k-teg 1teracji algorytmu nalezy wykonacd:

Krok 1.
Jezeli k £ n wyznaczyé wartosé s
kEk + Vka’ przy czym skk ) 3y -1 Jk + 'zk. W przeciwnym przypadku

+ ’
wyznaczy¢ wartosé 8(211), ktora mlnlmallzuge wyrazenie v

(k), ktéra minimalizuje wyrazenie

n+1’ n+1

i dokona¢ podstawienia T °

o-—O.
~ n+1
Jesli sék) > séqu) + ay_q Jk + Q’k’ to dokonaé podstawienia
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Aék{_sék), A(k)— Afk_1) (i—O eeey k=1) i przejéé do kroku 5
/wyznaczone zostalo rozw1%zanle optymalne problemu (2.34) 7/,

Natomiast, jeSli sék < Sy_q + ak—1,k + T k’ dokonac podstawienia

A= _ ak-1 o . ny
Sy =8q taqpt Ty 1 przejs¢ do kroku 2.
Krok 2.

Wyznaczy¢ zbiér gk = {k, k=1, ceey 13 1 >0 , taki, ze:

a(k-1) _ (k-‘ﬂ o
i i~1 +ai_1 i'l"’t-’ ikk"1 e ooy l+1o

Jezeli 1=0 1 s A(k N = an+1 ot T 2 or Yo dokonad podstaW1enla Qék) =

= gék"12(i=0,1, seey k)l przejsé do kroku 5.

W przeciwnym przypadku przejs¢ do kroku 3.

Krok 3.
0
T dla sy L v5 + Ty
Niech Xi(SQ !
0, w przeciwnym przypadku, i=0, +.., n.

1 dla s; > 4,

yi(si)
O, w przeciwnym przypadku, i=0, ..., n+1,

o ; k
1rdla sogrn+,]+an+,|’o+2'010€? i
oraz Xn+1(éo> =

0, w przeciwnym przypadku.

Jezeli

> (w,x é\i(k—'l)) vy7y (A(k My o x g (B “0)> 0

leg (2.35)
A(R)_ a(k=-1)

~to dokona¢ podstawienia sy t= &§ y 1=0, ..., kK 1i przejsé do
kroku 5, W przeciwnym przypadku przejsé do kroku 4.,

Krok 4.
Wyznaczy¢é wartosé:

A
§ = min {gfk—1)_ 81.1,1 = ’tg . min

ié{iegkl xg (gi(k—’l))z 0}
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GO 2o ), e (300 o)}
- T se{ie yi(gi(k“15=1} . :

przy czym dla 1=0, 84,0 = 8,4+1.0 °
9

Dokonaé podstawienia
A(k-’D,__ g(k-1)- §, 1€ Yx .

Jezeli 8_ A(k"q)— 81,1 ~ 'Zi, to przejsé do kroku 2, w prze-
ciwnym przypadku przejsc do poczatku kroku 3.

Krok 5.
Dokonaé podstawienia le=k+1. Jesli k K n+1 przejs¢ do kroku 1.

Natomiast, gdy k > n+1,t0 ostatnio wyznaczone wartosci .G,O(n‘”),

A (n+1) g(n+1)
=4 ' *vy Spyq

’(°>O,"droga'"’ Za+ ZwB + ZVT.|

sq rozwigzaniem optymalnym problemu 1/1,nlPP,

Zauwazmy, 2e w kazdej iteracji algorytmu, jesli mamy, 2ze

~ (k A (k=1 A (k=1 A (k-1
sk()> Suq * 8q x +’C’k, to wektor (s g eeey sk—’l)’
ngk) )E s(TE) , Stad wynika, iz:
2 min a)e S(ﬁT [ Z (wiEi + viTi) + Wn+”lEn+1 ]
o *°** "k =0
= min Wik +v:T.)+w > 15 :I+
k=1 [Z ( i7i ivi n+1 n+1
+ min ( w'E + g ’I‘ )
Sk>ak 1,6 Tk
i rozwigzanie go(k-’l) coey gk(k) jest rozwigzsniem optymalnym proble-

mu 2.34 .

Natomiast, jesli s(k) < Qk(k-ﬂ

0
Yot Ty

oraz



43

dek (wyrxy ( é‘i(k'ﬂ’) - Vi ¥y (s(k"q))) Wn+’!'xn+’|( 50 - > o,
i€ |

to, Jjak zostanle dalej pokazane, rozwigzanie- s(k) A(k"ﬂ

&1
i=0, aeey k wyznaczone w kroku 3 algorytmu jest roéwnies rozwigza-

S0

niem optymalnym zagadnienia (2.34). Jest oczywiste, ze jesli Sy

apsyl + Ay g k * Ty o dla kazdego s > B - St k-1, K"

+’¢"§ mamy Wy max {O, r * 'z’k - sk} + V) ' max {0, sk-dk} >
> W+ max {O Tyt ’t’o - s(k)}-t V) o max {O, g}({k) = dk}. Wartoséci

g§k) <i=0, wnny k—’l) sg, z2godnie z zalozeniem, optymalnymi wartoscia-

mi w zagadnieniu
k=1

G, mi? Syc 1>€s(ﬂk'“)[Z(W11+VTi) n“aEn”J’
o cees S

tak wiec zwigkszenie wartosci gi(k)
wartoéci funkcji celu (2.34).

Ponadto nalezy zauwazyé, ze dla kazdego A 2> 0 spelnione sg
warunki /rys. 2.5/

nie moze przyniesé zmniejszenia

Xi (Si> S Xi’(si— A) ’ i=O,.1, es ey n,
Xnaq (59 € Zpq(sp-a), (2.36)
yi(si) = yi(si'A) .
Zawsze tesz xi(si)' (ri+ Tg—si) >0 i y5(sy - (di-—si) > 0.

Wykorzystujgc warunki (2.35), (2.36) mozna pokazaé, ze dla kazdego
A>0 i 1> 0 zachodzi nastgpujacy ciag nierédwnoséci:

k
Z (wir max {O, Tyt Tg-gi(k)} + V4-max { 0, sfk) di} ) =

Z(w vxy (B0 Hogs 039) - vy, (F)(e, - ) <



44

n+j

Rys. 2.5 Wyzpaczanie zbioru ‘Hk.

Z (w*xi (s(k))(ri""to"sik) vi'J; ( (k))d A(k)))"'

k k
a2 Cagoxy (88 vy (85 = 7 [y =g (88 (e 73 -
i=1

Fi==i}

k
= (A(k) =Yy ’i(gi(k))(di“(gi(k) "A))]\<Z [w Wy i(s(k) -4a)-
=1

(rgr22-@En) - v, 3, (8P -n)(a,-(6-a))] .

Wynika stad, 2e wartosci gl(k), «9 slgk) minimalizujg wyrazenie

Z(wE«t-v .).

mi
= 1

(519 ceey sk)é S(fﬂ’k> 1=1

Poniewaz w rozwazanym przypadku zachodzi:
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k
Z [wi' max { O, ri+fg—§j€k)}+ V- max {O, gék)__ di}]+
1=0

W, 4 max {o, s ’2,‘8 + 80" QO(k)} = Z [wi' max {0, vy +

A(k=1) 3 =1
v ATy e vpneedo, B0 win e

(h . .o T B = mi
[Z <W11+V1 1)+Wn+1r'n+’l] (:;‘I’l“.s €S(3T11)

[Z (W E + vy T)+Wn+ n+1]+(m;:1,1 L sk)€S(5Tk)

i=1

co wynika z tego, 2ze s = 8, (i:O, ceey 1-1 ).
Rozwigzanie gO y eee Sp Jjest wiec rozwigzaniem optymalnym
problemu (2.34),
Do tej pory romwazany byl przypadek, gdy 1 > 0. Gdy 1=0 oraz
‘warunek (2.35) jest speiniony, to podobnie Jjsk poprzednio mamy:

X
2 [“’ Xi(s ( ry+ Ts- (k)) vi9y (8 k))(d A(k)]

i=0

A (¥) ~ (k)
t Wpe1 Fna (SO ) ( Theat ?O+an+’| o~ SO ) <
5 @) 0
2 [ "A)(ri“"'i (55 - A+ vy (35F -A)
i=0

(a5 (59 - 2]+ Wz G5 P =AMzt T * 2pq,0 -

-85 - A)).
A (k) A (%)

Wynika stad, :ze Sg 3 eeey Sy minimalizujg wyrazenie (2.34).
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Natomiast, jesli 1=0 i s = an+1,o+’tg, to niezaleznie od tego czy
warunek (2.3%5) jest speilniony czy tez nie, dalsze zmniejszanie war-
tosSci zmiennych Sy jest niemozliwe ze wzgledu na ograniczenia (2.6),
(?.7). Otrzymane rozwigzanie jest wigc rozwigzaniem optymalnym,

W kazdej iteracji /dla pewnego k > 0O/ krok 1 algorytmu reali-
zowany jest dokiadnie raz. Natomiast krok 2 moze byé realizowany co
najwyzej k+1 razy, gdyz przejscie dol kroku 2 z kroku 4 nastepuje
tylko wtedy, gdy nalezy powigkszyé zbibr E}k.

Dla kazdego ustalonego zbioru ?}k kroki i 4 mogg by¢ realizowane

co najwyze] 242}k|+1 razy, gdyz wartosd é? wyznaczana jest poczgtko-
wo jako minimum co najwyze] 24%’k|+1 elementéw i liczba ich zmniej-

sza sie co najmniej o jeden w kazdym kroku 3 algorytmu,

Tak wiec kroki 3 i 4 mogg by¢ wykonywane nie wiecej nisz (k+1}(2k+2)

razy.

Z¥ozono$¢ obliczeniowa kazdej iteracji algorytmu ALPR jest
wigc rzedu 0(x>).

Problem 1|1,n|PP, ’COZ 0, "droga"| X a+ 2wB+ 2vT jest proble-
mem klasy P. Problem ten mozna rozwigzal przy uzyciu algorytmu ALPR
o zlozonosci O(nB), gdyz choé kazda iteracja algorytmu jest wykony-
wana n+1 razy, to tatwo stwierdzié, iz takze zbidr §]k moze byd
wyznaczany nie wiecej niz n+1 razy podczas dziatania alzorytmu ALPR,
Stad, poniewaz dla kazdego zbioru ?{k nalezy wykonaé¢ co najwyzej

|?k| < n+2 iteracji kroku 3 i 4, ktérych ziozonosé jest rzedu
o) l?klz) < O(nz), tak wigc zlozonos¢é algorytmu ALPR jest rzedu
O(n )

Nalezy zwrbdci¢ uwage na to, 2ze problem PO jest szczegdlnym
. . . : y A
przypadkiem, rqzaazanego tutaj zsgadnienia i wartosc .g k:[wixi(sfkﬁ
: &
: N k"1 . ’ . A s, o
n+1’ Xn+1 ‘S0 ) Jest uogdlnienienl wartosci

S w problemie PO.

2.4. Subgradientowa metoda wyznaczania dolnego oszacowania

Przedstawiony w tym rozdziale sposdéb wyznaczania dolnego oszaco-
wania wartodci rozwigzania optymalnego zagadnienia 1[1,n|PP, “Zo;z ol
Sa+ TwE+ VT bazuje na metodzie konstrukcji dolnego oszacowania
przedstawionej w rozdziale 2.3.3. w postaci algorytmu ALB.
Wartosci F wyznaczanej w algorytmie ALB odpowiada pewna droga
| StF /niekoniecznie sekwencyjna/ w grafie 6, taka ze /rys. 2.6/,
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n+1

9 .(n) = 32 dla F.x = min Lo+ _
F( n Jn,n+1 i€ J ﬁj,n+1 F
WF (k) = j}:' dla Fk+1 = min % Fk+1 k=n~1 9 e 1.

Sodker  jE7- S Jsdxar’

(‘l,k) H,kd)

(j:““kﬂ)

A
Rys. 2.6 Wyznaczanie najtanszej drogi w grafie G

Jezeli Jq € r] /%o znaczy, ze ﬂ_F jest droga sekwencyjna
w G/, wtedy rOZW1qzan1e odpowiadajgce tej drodze, a mianowicie:

J %

(2.37)
speinia ograniczenia (2.24) z modelu zagadnienia 1|1,n|PP, ¥° > O]
Ja+ ywi+ 2vT postaci (2.19) - (2.29). Z rozwazah przeprowadzonych
w rozdziale 2.%.3., wynika, iz jest to rozwigzanie dopuszczalne roz-
wazanego zagadnienia ze wzgledu na zmienne xg-.

H

k
=z 1 LEk=1, oce rzy C2 *=0 ozostate x,.
Jk-—’?’alx{. ( y D, DPTZY yo jo )v P i

. J
Jezeli ponadto zachodzi réwnosé

F(Ip,5) = FTgs Bp) = F
_ min
s€S (ﬂf)
to wyznaczone w ten sposéb rozwigzanie jest rozwigzaniem optymalnym
problemu 111,nlPP, T°> 0] Za+ 2wB+ 2vT.
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Jezeli nawet 97(3TF, §F) > F, to nalesy sig¢ spodziewal, ze wyz-
naczone w ten sposbdb rozwigzanie jest rozwigzaniem optymalnym bgds
bliskim rozwigzania optymalnego.

W przypadku, gdy STF = (31, 32, weny a*);z’ﬂ to rozwigzanie
(2.37) nie speinia ograniczenia (2.24),

Dla problemu komiwojazera 1|1,n|PP|Xa znane sa rézne meto-
dy wyznaoiania dolnego oszacowania wartosci rozwigzania optymalnego
poprzez wprowadzenie do funkcji celu, kar za niespeinienie ograniczen,
ktére zostaly pominigte w problemie zrelaksowanym [5, 15, 41, 60J.
Tego rodzaju podejscie ma sens tylko wtedy, gdy zagadnienie ze zmody-
fikowang w ten sposdéb funkcja celu mo2na rozwigzal przy uzyciu algo-
rytmu wielomianowego. n+1

0 :
W ypadku proble n FJ o+ ’ ozna
‘ przypadku p mu ml ( 0 qu JﬁT(k—’l)JT(k) ) mozn
zmodyfikowaé wartosé funkcji ce u dodajgc do niej dodatkowy czion:

n n n - .
2 we (2 2 in’f%i-"),
iz k=2 J=1

gdzie u; oznacza "kare" za niespeilnienie i-tego ograniczenia postaci
(2.24). Latwo zauwazyé, ze begdzie to odpowiadalo zmodyfikowaniu war-
tosci F?i, w taki sposdb, ze:

(u) min ( Squ . max {0, tg-ﬂ - 6p) + (2.38)
O,

+ W max {o, ri+’Zg-6} + vyomax {0, 6-d;] )+ aji+F§"1(u)+ U,

“ 5 k-1
k=2, seay n’ l,a=1’ eo ey n,(eO 2 t'

o
3 ,9260+aji+2’i)

i analogicznie

Fi(u) = F] + u,, i=1, ..., n. (2.29)

Jezeli kary uy (i=1, ..., n)bedg dobierane w ten sposéb, ze

E: Uy = 0, to w sytuacji, gdy droga STF odpowiadajgca wartosci
] w

i=A

FP(u) = ?énJ F?jg+1 (u) bedzie drogg sekwency jng,wtedy wartosé
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n+1
: 0 k-1
Fw) =83 + p T Y ugrp (o) C
0 Mo (von) e (K F (x
k=1 Fu(k 1) lFu( ) k=1 L
n+1 X n 5
0 - -
= FO + Tm" + Z ul = Fo +
k=1 F_(k=1) 07 4 k) i=1
u
n+1
+ .

u

N
Niech ﬂf*e ﬂ bedzie droga sekwencyjna o najmniejszym koszcie, to
Znaczy

n+1 n+1 .
k-1 k-
nin Z i 77 (k=1) 7)) ~ Z J TMx=-1) k).
sren k=11 k=11
n+1
Jak wiadomo z rozwazan w rozdziale 2.3. wartos¢ F + E: ﬂ"gﬁk_quYkg
k=1

jest dolnym oszacowaniem wartoSci rozwigzania
optymalnego problsmu 1[1,nlPP, T° > 0| Za+ 2wB+ ZvT, Stqd
n+1

Flu) = 7 + u < FO
Z °+kz=,| “TKWF (=) T (k) kz___,‘ WF(k)\ -

u

n+1 n n+1

+ kZ_q T%;%k-']) k) * Zq U ox) = Fg * 1{2_1 Tﬁ_"q(k—ﬂ )

Z nieréwnosci tej wynika, ze dla dowolnych kar uy /dla ktoérych

n
S ui=0/ wartosé F(u), wyznaczona przez algorytm ALB zmodyfiko-

i=1
‘wany w przedstawiony wczedSniej sposéb (2.38), (2.39), jest dolnym
oszacowaniem warto$ci rozwigzania optymalnego problemu 1(1,m|PP,
> 0 | Za+ JwE+ 2vT. '
Najlepsze kary, ze wzgledu na wartos¢ dolnego oszacowania,
mozna otrzymal rozwigzujgc problem:

| B oy =00 ,
mix {F(u)li:i_"1 Ui }
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gdzie
n+1 n
: . 0 ; k-1
F(u) = ml‘n l-_FO -+ Z :n,(k_,]> UT'(k) -+ Z uJT(k)] =
e [] k=1 k=1
n+1 ; n
0 k-
= F1 + ZE T + U .
0 (k=) IT o (x Z Te (k
k=1 m’Fu Fu ) k=1 Fu )

Problem 2.40 mnmozna rozwigzaé¢ przy uzyciu subgrédientowej
metody optymalizacji [33, 42]. Bazuje ona na obserwacji, 2Ze wektor
A'P s ktbérego wspdirzgdne tworzg wartosci

n n

- 1

of P= D X5+ xXp5 - 1
k=2 j=1

n
/gdzie x5 opisuja droge I € ﬂ/, jest projekcja zbioru {u[ Z uizO}

13
w kierunku subgradientu F(u) w punkcie uP. Przy czym uP
jest pewnym wektorem kar, a I P najtahsza drogg odpowiadajaca tym

karomn,

i=1

Optymalizacja subgradientowa jest obecnie dobrze rozwinigts technikg
stosowang do otrzymywania rozwigzan przyblizonych problemdéw typu
(2.40).

Algorytm subgradientowy

Krok 1, Ustalié¢ poczatkowy wektor kar uO /np. ug = 0, i=1, ..., n/.
Podstawié 1=0,

. n+1
Krok 2, Wyznaczyé F(u') = min Fg * Z J I}F}k-'l) T *
ge(] k=1
n . n+ : n ﬂl
1,7 _ 0 k-1 L
2wty =Fg+ ) Ty gt 2 v Xy
i=1 k="1 1=1

' A
%
Krok 3. Jezeli grle ﬂ , to W= srl. Otrzymano rozwigzanie optymal-
ne problemu (2.40) i koniec algorytmu.

Erok 4, WyznaczyC nowe wartosci kar u* 7

1+1 1 1 (v - pGY) | arl
=u + AT ”AﬂTl” A

u
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Przej$s¢ do kroku 1.8
Symbole uzyte w algorytmie majg nastepujace znaczenie: ”' H
oznacza norm¢ euklidesowa, UB ~ oznacza gbérne oszacowanle
wartosci rozwigzania optymalnego problamu (2.40), a O<7\. £ 24
%1 ~ jest arbitralnie ustalanym wspolczynnlklem, ktory ma wpiyw
na zbieznosé algorytmu.
Jako warto$¢é UB mozna przyjaé wartoéé :F(GT) dla dowolnego
’ czyll wartosé dowolnego rozwigzania dopuszczalnego problemu
111,n|PP, ¢ ° > 01 2Za+ SwE+ Z vT,.

2.5. Algorytm rozwigzywania zagadnienia

Algorytm przedstawiony w tym rozdziale oparty jest na metodzie
podziatu i ograniczen, Zastosowano w nim mieszang strategie podziaiu
[37]- | A s

Rozpoczynajgc od pewnej drogi senwehvygnoa p G w G gene-
ruje sie ciag drég sekwencyjnych ITE ﬂ
Dla kazdej drogi sekwencyjnej 2z ciggu wyznaczony zostaje koszg\ngr>
przy usyciu algorytmu ALPR., Kazdg nowa drog¢ sekwencyjng I € ﬂ
w ciggu otrzymuje si¢ poprzez ustalenie nowe] pozycji w drodze dla
pewnego punktu odbioru, ktérego pozycja nie zostata do tej pory
ustalona.

W trakcie dziatania algorytmu zbiér punktéw odbioru J= {1, ...
esay n} bedzie podzielony na dwa rozigczne podzbiory T & J =J-J.

J bedzie zbiorem takich punktéw, odbioru, ktérych miejsce w trasie

pojazdu /w drodze sekwencyjnej € [] / zostato ustalone.
Przedstawione zostang dwie wersje algorytmu. W pibrwszej zbiorewi J
odpowiada¢ bedzie pewne rozwigzanie czeéc10we (an 1+1° Jn_l+2 coe
ceoy Jp ), gdzie 1 -[ J| , oraz is€ J (1 =n-141, «eo, n). W druglea
wersjl algorytmu zbiorowi J odpowiadal bedzie rozwiazanie cze$ciowe
(Gqs eees 37) » 35 E. J (i=1, cees 1) . Przy generowaniu nowej drogi
sekwency jnej T € ﬂ z droglﬂ'€[1 pewien punkt odbioru i € J° zosta-
nie umieszczony na n-1 pozycji /lub 141 pozycji w wersji drugiej
algorytmu/, natomiast punkty odbioru nalezgce do zbioru J bedg
zajmowaly te same pozycje w drodze sekwencyJjne] T co w drodze
sekwencyjnej I . Pozostalym punktom odbioru zostang przydzielone
‘pezycje w drodze Y przy uzyciu dowolnej reguily heurystycznej. Na
rys. 2.7 przedstawiony zostal pewien sposéb otrzymywania drogi sek-
wencyjne] T z drogi JT , ktéry mozna sformulowaé nastepujgco:
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jezeli 3T = (JT(,]), ST(2>, oo m(n"l), jn-l+1, s ey jn) jest

drogg sekwencyjng, w ktérej punktom odbioru ze zbioru-
= {jn-l+1’ ceoey jn} przydzieloqo n-1+1, ..., 0 pozycje (2.41)
w drodze, to 7 = (w(1), @), ..., TE-1), T(a-1),

e+, weey To~1-1),  I(K), 7,40 eees Ip)e

_ - / \ > /
7’ i
/---_-\
’b‘: @@... @..@®OO c @
- N
Y _J\ " —
N .
7 j
Rys. 2.7—_*mgposéb gensrowania nastepnika.

N
Przy gensesrowaniu nowe] drogi sekwencyjnej‘U ef]punkt odbioru
i€ J s, ktérego miejsce zostaje ustalone w trasie pojazdu, naleszy
dotgczy€ do zbioru J , a usunaé ze zbioru J' .
Proces generowania drég sekwencyjnych prowadzi sie¢ az do chwi-
1li, gdy wystapi jedna z dwu nastgpujgcych sytuacjis
. - mozZna wykazal, 2e z danej drogi sekwencyjnej ¥ nie mozna wygene-
rowa¢ /bezposSrednio lub posrednio/ drogt sekwencyjnej, ktéra data-
by mniejszg warto$¢ funkcji celu niz najlepsze do tej pory znale-
zione rozwigzanie, j
- zbidr J':,ﬂ} tzn. gdy ustalone zostaizo rozwigzanie problemu 1|1,n|
PP, T°> 0| Za+ JwE+ 2vT,
Wtedy nalezy odrzucié rozpatrywang droge sekwencyjng T i cof~
ng¢ sig¢ do drogi sekwencyjnej I , z ktérej Y zostata bezposrednio



N
N

wygenerowana. Proces generowania drég sekwencyjnych mozna przedsta-

wi¢ w postaci drzewa Hq, w ktérym kazdy wierzcholek bgdzie odpowia-

dat pewnej drodze sekwencyjnejJTE€ ||, a tuk bgdzie przedstawiat parg

drég‘<ﬂT,]‘>- ; sdzie 7Y zostala wygenerowana bezposSrednio z IJT .
Oznaczmy przez [11( jk’ jk+1’ Sy jn) zbidr wszystkich

drég sekwencyjnych, w ktérych ustalony Jest fragment drogi poczawszy

od k~tej pozycji, to znaczy,

”1 (jks jk+1’ ooy jn)z{fﬂ"erllﬂ(k): jk’ ceey JT(-U) = Jn}
i1 analogicznie przez
M, Caqe oeen 3) = {melllst@)= 3,5 ..., TG} = 3, 1.

oznaczmy zbidr wszystkich takich drdg sekwencyjnych, w ktdérych usta-
lony jest fragment drogi od pierwszej do k-tej pozycji.
Zbiér []1( jk, ...,_jn) jest zbiorem wszystkich drég sekwencyjnych,
ktére mozna wygenerowal z pewnej drogi sekwencyjnej JT , w ktoérej
ustalony zostat fragment drogi poczgwszy od k-tej pozycji /w przy-
padku pierwszej wersji algorytmu/. I'analogicznie zbidr r]2 (31, oo
ooy ak) Jest zbiorem wszystkich drég sekwencyjnych ktére mozna wy-
gensrowaé z pewnej drogi sekwencygnea Jr -, w ktérej zostal ustalony
fragment drogi od pierwszej do k-tej pozycal. Nalezy sie spodziewad,
ze obie wersje podzialu w ogdlnym przypadku bgda sobie rdéwnowazne,

W korzeniu drzewa H1 ktéremu odpowiada pgwna droga sekwencyj-
na B, , mamy J = & oraz ﬂ1(ﬁ) = r](ﬂ) = ﬂ .
Podziat zbioru drdég sekwencyjnych [] Jest réownowazny z podziaiem
zbioru rozwigzah dopuszczalnych problemu 1 1,n|PP, g O| 2 a+

2 wE+ ZVT.

Podziat zbioru ﬂ1 (jk, ceey jn) , k=1, ...y, n, przeprowa-

dzany jest w nastepujgcy sposbdb /rys. 2.8/:

ﬂ’l (jk' ¢oey jn)z U ﬂ1 (jnjk, es ey Jn) °

j€ J o {'jk’ o0y J'n]J
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Rys. 2.8 Podzial zbioru rozwigzan

Zbiory nq(j', Jqs eees jn) i ﬂ,,(j”, Iy oo 'jn) sg rozigczne,
jezell tylko j' # j“ . Zbiér J’ bedziemy nazywali zbiorem kandy-
datow,
Analogicznie przeprowadza si¢ podzial zbioru ﬂ2 (j,‘, cosy jk)
w przypadku stosowanis drugiej wersji algorytmu. i

W kazdym k::;oku algorytmu, dla kazdej nowo wygenerowanej drogi
sekwencyjne] TE ﬂ wyznacza sie dolne oszacowanie wartosci rozwigza-
nia optymalnego w zbiorze ”1 (jk, R jn)/lub ”2 (j,], . jk)/
rozwigzah, ktére mozna wygenerowaé¢ z T .

Sposéb wyznaczania wartosci dolnych oszacowan dla zbiordw

ﬂ,‘ (jk, eeey Jy) 1 ﬂ2 (dqs «oes jk) przedstawiajg twierdze-

nia 2.4 i 2.5.

Twierdzenie 2.4
Dolnym oszacowanizm wartoéci rozwigzania optymalnego problemu
min min JF (31, 8) jest wyrazenie

TE M (dgr ooer 3p)  FESEM

LB (j co o0 j )= min
1 ’ ’ 3 3
i k n (Sjk, s sy Sjn’ sn+1)e S (Jk? ooy an)

k Tk
{vnﬂ-max {O, Sn+'1"dn+’|}+ gjk. max {O, tjk = sjk} +

n

. - 0 e
+ ajn’n+1 Z{ ) wji max {O, rji+ T'ji sjj} +
i=K+ . =
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¢ FE (u,7). (@.s1)

i (0, s, -4 + a, .
* ij max { < SJi Ji} 5 =199 1 Jie
gdzie S(J i) = {(s s.. )l s, > t5 S A
k, ..., n jk, ..., n+1 jk/ jk’ ...’ n+1/
2 Sjn +.ajn, n+13
oraz F§ (u, J) jest wartosSciag wyznaczong przez algorytm ALB dla
zbioru & J=g - {jk, Co iy 'jnﬁ , przy dowolnym wektorze kar u.
Dowdd
Wartos¢ min ' min T(m’, §) mozna inaczej za-
we (g +oor 3g) SESM
pisa¢ w nastgpujgcej postaci:
min _ _min F(x, 8) = min o[.min ,  qmin 4,
min : { ) B[minq s
Jga1€ T= {dqs eoer Jgp3 &1 5 K2 4 0 + a, .
Jx-17% k-2 Jg-1  Jk=29dk-1
[ min 4 min
k- o o]
: . + .+ a. . . S. + 7z + a,
B I Speqedy Pt Tkt Wi T Y
n
[min [Z (w..-max{o,r + 79 -s }1-
s > s, + a, Ji Ji Ji T3
n+1 =2 534 Jn,n+’l i=k _
‘ n+1 '
+ vy, max {0, Sy, ~ dji_} + Zk 351 da4n * 23 pe1 * Vnen”
1= :

k-1
- max {0, Speq™ d.n_”} + Zq (wji-max {0, ry,t ’Zgi = sgi} +
. 1=

3., )* 8n4q,0 * Wneq* mx {0,

!
+ vjiomax {O, s-l- dji‘} + a‘_j

1 9141

o 0]
Tnaq * U0 * 8nyq,0 = Sof + Wormax {0, 26hTg - s Y+

+vo-max{d, so-—doﬁj] ] >
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min o min 9 [. ..[
S . S. + . +a. . S . > s. + .. +a
PRt PR ZF Wher TP N NPT G Ixdu+1  Tidi
min ‘ [ Z (w -max {O, z + g -8,V +
S > 8.+ a. i Jdi
n+l1 2 “j, 41,n+1 i=k ;
n-1
+ v, - max 10 s -d + a. . + a. +
J to, D 2 333341~ Insntd

i izk

* Vned max{ G Spst ~ dn+’l}] "'] + am-’l,O * ;nm a s
0 2 %+1,0" ‘o

[mln 5 min cee min , mln/l 5
34€ shS Jg-1€ T K1 5 &2 L ¢© +
§q2 " | =17 Jg-2 k-1
+ a, . (w »max {0, T, + 79 -sl}-a-
Ix-2 Jx-1 Z i J 3
+ vjl. max {0, s - }+ aJ 'ji+1) + W4 max {O, Toq *

- so} + Wy' max {O, ry + ’Zg - so} +v0-max{0,

+ TO* 810
L { | min [...[

-%ﬂgﬂémﬂt °  ta,

S S S + A -
S Z Ix e = 53y z3k+’1 Jxdxe1

n

[min [Z(Wj max {0, 2y ‘t’o -'s }+

St 25, * % ,me1 sk
n-"1
+ vji max {O, 8e, ~ d }> ] ] * iz-k ajiji-c-’l ' ajn’n+1 ¥

K , ko 2}
1 i . R .
Jk(u,J) + g); max {O, th sjk;

£

To ostatnie wyrazenie jest réwnowazne wyrazeniu (2.41) co konczy
dowdd.
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Nalegy zauwazyl, ze problem minimalizacyjny wystepujacy w wy-
razeniu (2.42) mozna rozwigzalé stosujgc algorytm ALPR.
Rysunek 2,9 przedstawia graf odpowiadajgcy problemowil

min . _min ’ 9"(5]” g),
Jreﬂq(jk;O'-, Jn) s € S((IT)

4 - k-

~

rJ

Rys. 2.9  Ustalanie drogi "od konca"

Natomiast rys. 2.10 przedstawia graf odpowiadajgcy problemowi
mi . . _min F(,58),
Jrel o (31’ eoey Jk) § € s(m)

=
+
-

=

Rys. 2.10 Ustalanie drogi "od poczgtku"

k

N

‘Oznaczmy przez S = :E? [wjjh.xji(sji) - vjj- y(sji)]+ Yoo T Fne (so)
0= )

- WO’XO(SO)-F Vo-yo(so) 5
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Twierdzenie 2.5
Dolnym oszacowaniem wartosci rozwigzania optymalnego problemu

mi min F (i, §) jest wyrazenie
71, (g <eey 3,) € S@

LB (j P ,j )= min { min [min PP
2 \vk? ¥ ¢n . :
s. >t J e€J' K+ 0
3z 3 k+1 S > S. +a. . + T3
e 5 x4 7 dk o Jxdke Ix+1
[min' [min ' [min N
If T i -1, g . % 7° Sped 2> S5 F 85 o
SJn> san-ﬂ dn-1 In ZJ : ‘n ‘o
n ) )
' o i i
z (w. - max {O,r. + T, - s + v. *max {0, st = d, |)+
Ji Ji Ji J J i J i J
i=k+1 * . > L + - 1
n
+ ;E* aji—1ji + 37(j1, ceeny jk) + an+1’o + 8031 + ajn,n+1 +
1= .
A. A(k) } |
+ g max {O, sjk - sjk}:].“] ’
gdzie
k=1
(o} 0 o)
Vg & . . + .
Jx .Zq(a«?i J 141 TJk) * 31,0 ¥ Tot Tjk
=

oraz 37(31, coey jk) jest wartoscig rozwiazania otrzymanego na
k-tym etapie algorytmu ALPR, to znaczy problemu (2.34), dla drogi

- czesclowe] fIT'k = '(j,‘, coey jk), a s 3 wartoscig zmienne] sj W roz-—
wigzaniu optymalnym. ¢ x
Dowéd
Postepujac analogicznie jak przy dowodzie twierdzenia 2.4 otrzymamy:
F (gt » §)= min [min [
min min 0 .0
. . + T L
g€ [1o(3qs =ves Jy) BE @) %02 ®n+1,0% “0 85, Z S0*%03," T3,
min [ min [ min [...
0 . k+1 o
S:. > S. +a. .+ Ts Ju. A€ J s > s. + a . + 7
3k 7 Tdgq dx-1 d . T Tk Jaepr 7 9 i I Tk
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min, oo [min [ Z (w s max {O

€ J' - {a1r ovr dp_qd Sp 4 > s? + 85 p4q 197
n n
k-1
r. + U9 «s +v-maxOs -d + a.. +
Ji Ji jis Ji { ] }) EZ 3 Jis
1=1
+ a + 85; + W__.'max {0, T + T2+ a - 8sq) +
n+1,0 0d4 n+1 * “n+1 o) n+1,0 0

+ W' max {o, r5 + ’L’g - so]j + v, max { o, so = doJ +

+ Z (w -max {O Ty * ’l’gl - 53: i}+ vj-"imax 10, sg.“i - dji}>f

i=k+1
n
Z a;ji_al Js 5 ajn,n-o-’l ¥ Yheq B {.O’ Sn+1 ~ dn+1}] "‘]
i=k+1
min [ min [mln | [min
s. >t Jraq€ 7' K+ 0 st J.€
i. 23 x+1€ 7' X > s, + a. s + T n
k k Ige1” 79, Idkan g4
[min [min
n n=-1 o n
: + a, . * - .+
san> ®3n-1 ~ Yp-1dn ?Jn ne1 2 ®3n T Mpent
{ min - [min z©
S > @ + ese B > S + a +
0 # "n+1,0 s Jk-17 Jg-2 k-2 k-1 Ix-1
k
s
[Z— (Wji max {0, rji+’fji~s } + vy - max {o, s5. = 4y })+
. o o
+ W 4 max {O, Theq t ’Z’O + an+’l,o" SOS + Wy max {O, Ty * ’Z:O -
| A n-1
- + Vo' m 0 - d + T + + a,.
S0 0 ax {0, So O} Z 83iai+’l 2h+1,0 agn,n«t-’l #

=1



60

- i . i oy
: sjj3 + vji max {0, sji djiﬁ)+

0
J

—~~

=
et

=
)
™

*}
H
+
~

vn+,]-max{0, Sp+e1 ~ 9neq }}}...J 2 min . '[min gt
%3 = ‘3, Jke1E€

«.o min {3:‘(3'1, cony Jy) * omax {0, 's\%!) -
: k

ot
)] ,
- 4 + .2 + + s + " + . o
SJkJ aJiJi+1 %n+1,0 aO;j,1 aJn,n+’l ;E?+1('W3j
=

¢ max

v max {O, TG S§5} + vy max {o, S%. - djkj)+ Va1

Ji Ji i i i

{O’ R dn+1} .

Co kotczy dowdd, B

Problem optymalizacyjny wystepujgcy w wyrazeniu (2.43) mozna rozwig-
zaé stosujgc algorytm ALB /z modyfikacja uwzgledniajgcg kary za nie-
spelnienie ogranicze® (2.24).

Pelne drzewo rozwigzan i sktada sig¢ z (e-1)n! weztéw [48].
Maksymalna glebokoéé drzewa /najwieksza liczba ukéw tworzacych dro-
ge skierowang w Hq/,jest rbéwna n,.

Obliczanie wartosci rozwigzania w kazdym weZle drzewa H1 oo A
wala na polqczenié metody podziatu i ograniczehd z dowolng metodg
/1lub metodami/ heurystycznymi. Algorytm heurystyczny, ktéry mozna
zastosowaé do rozwigzania problemu 111,n|PP, 7° >0 |2a+ 2ZwE+ 2vT,
‘a tym samym do wyznaczania rozwigzania czeSciowego uzupeiniajagcego
ustalony fragment drogi sekwencyjnej, zostat przedstawiony w rozdzia-
le 5 pracy. '

: Nalezy zwrédcié uwage, ze jebli rozwigzanie poczatkowe odpowia-

'dajgce drodze sekwencyjne] po>jest rozwigzaniem optymalnym rozwaza-
nego problemu oraz wyznaczona wartos8¢ dolnego oszacowania jest réwna

wartodcl tego fdzﬁigzénia,'wtpdy"wygenerowane drzewo Hq sktada sig "
tylko z jednego wierzchotka ﬁrbi '

Algorytm rozwigzywania problemu 1]1,n|PP, T°> 0| Zat+ 2wh+ 2yT
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mozna sformutowal nastepujaco /sformulowanie uwzgle¢dnia pierwszg
wersje podziatu zbioru rozwigzan opartg o ustalanie trasy pojazdu
“od koaca"/:

Niech korzeniem drzewa H‘l bgdzie droga sekwencyjna ﬁ)o oraz
niech J = o, kx'—* co , gdzie k* oznacza warto$é¢ najlepszego znanego
do tej pory rozwigzania,

Niech f. i ‘Tr = {,jk, cees jn} beda droga sekwencyjng
i zbiorem punktdédw odbioru o ustalonej pozycji w drodze w r-tej ite-
racji algorytmu.

Krok 1. wyznaczyé*dolne oszacowanie LB (jk, ceey J ) Jezeli LB (
Jgs sees 3 ) 27 k  to przejsé do kroku 5 W przeciwnym przynadku
przejsé do kroku 2e

"Krok 2. Obliczy¢ warto$é rozwiazania mln ?(F)r,é)z ?(F)r)
s € 5( PI' ~
Jezell 3:({51,)< k™ , to przyjaé k™ a= (pr). Przejs¢ do kroku 3.
] o
‘Krok 3. Wyznaczy¢ zbiér J ,=J - J . Dla kazdego j € J wyzna-
~czy¢ wartose LB,] (3 jk, ceey J ) Przejsé¢ do kroku 4.

Krok 4. Jezeli =g przegéc do kroku 5. W przeciwnym wypadku
‘znaleié takie J *e J ze:

% : . :
LB'](j » dgo ey Jn)= Sﬂé-Jn LBq (JsJkt sy Jn) .

Wygenerowaé¢ nowg droge sekwencyjng f) /wedlug reguty 2.41/, to
znaczy ustaliés

Py (e=)e=
pP (X = ﬁréﬁ*q) , gdzie ﬁr(x) =

ﬁp (i) i= pr(i) F) i:"v"’ ev oy n, i#k—‘l, ifx.

‘Dokona¢ podstawienias

] .3

~JI':= f - {J }

Ipi=Jdp U {3*}
Utworzyé w drzewie H1 nowy we¢zekl f’p oraz nowy ?1uk <?\r’ ?P> .

przejs¢ do kroku 1.
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Krok 5. Cofng¢ sig¢ do bezposredniego poprzednika ﬁrlto ZNnaczy ﬁﬁq,
ktéremu odpowiadajg zbiory Jh.i .fq. Przejsé do kroku 4, Jezeli
nalezy si¢ cofngl od korzenia drzewa Hq, to algorytm koaczy sig,

a droga sekwencyjna fﬁkzwiazana z aktualng wartoécia.k:* jest drogs
optymalng, to znaczy min 9¥m0=fF(Ff)= X" .

€[]
2.6. Problem ustalania trasy pojazdu w przypadku
istnienia wielu magazynéw

Rozwazane zagadnienie, ktére mozna zanotowa¢ w postaci 1|m,n|

PP, ¥°> 0l 2a+ 2 wB+ ZVT, jest uogdlnieniem problemu 1 |1,n|PP,

‘Z’O) 0l 2Za+ 2ZwE+ ZVT. ZakYada sig¢ w nim, 2%e istnieje zbiér maga-
zynéw {ffoq, eeey d:Om} s KtoOrych zapasy sa praktycznie nieograni-
czone, tak 2e nie ma potrzeby ich uwzgl¢dniania.

Problimowi 1|m,n |PP, 7° > 0l 2a+ 2 wE+ 2vT mozna przyporzgd-
kowaé graf Gm, ktéry jest uogdlnieniem grafu G w zagadnieniu z jed-
nym magazynem /rys. 2.11/. Uogdlnienie to polega na zastgpieniu
- wierzchotka ito /odpowiadajgcego magazynowi/ zbiorem wierzcholkoéw
{DCOi} =1, ..., m ©OFa8z na wprowadzeniu Xukéw <fl';,n+1, Xny 2
/

<Xy, &,1)> (i=1, ..., m; k=1, ..., n) zamiast tukéw<X .,

1,> 1 <Xy, (51>, (k=1, ..., 0).

“,m)

(mym)

Rys. 2.11 Graf odpowiadajgcy problemowi z wieloma
magazynami.

Analogicznie do pojgcia drogi sekwencyjne] w 6 mozna wprowadzié poje-
/N

cie drogi sekwencyjnej w Gm i uwogdlnié algorytm skonstruowany dla .
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rozwigzywania problemu 111, n]PP T° >0 | 2Za+ Zwi+ ZVT, tak by
wyznaczal drogg sekwencyjng w G ktéra minimalizuje funkcje celu
postaci Za+ Zwm- 7—v’1‘.

W przypadku, gdy przyjmiemy strategi¢ podziaitu opartg o ustala-
nie trasy poczawrszy od magazynu /wersja oparta o []g (}L, jq, ese
osey Jk) y gdzie M jest numerem magazynu, ktéry ustalono w trasie/
podzial zbioru rozwigzan w korzeniu drzewa H odpowiadaé¢ bedzie
dekompozycji problemu 1|m,n|PP, T° >0 | Za+ %wm-r 2vT na m probde-
méw 1|1,n|PP, 2° >0 Za+ ZwE+ ZvT.

Naturalnie "wilgczenie" tej dekompozycji w schemat metody po-
dziatu i ograniczen da lepsze wyniki niz podziail problemu z m maga—
zynami na m problemdéw z jednym magazynem i rozwigzywanie kaszdego
Zz nich z osobna, gdyz stwarza to mozliwoé¢ odrzucenia /nie rozwigzy-
fwania/ niektérych probleméw z jednym magazynem, Jezeli bowiem rozwig-
zanie wygenerowane w r-tej gatezi drzewa H;’2 /odpowiadajacej wybo-
rowl magazynu a:Or/ jest réwne wartosci dolnego oszacowania w ko-
rzeniu drzewa H_,to nie ma potrzeby rozwazania probleméw 1[1,n|PP,

2% > 0] 2 a+ %WE*- 2ZyT dla magazyndw chr-i-’l’ eeey  Xgpe
/rys. 2.12/

Rys. 2.12 Drzewo rozwigzan H1
m, 2

Drzewo rozwigzan H;’z posiada m(é-1)n!+1 wierzchotkéw.

Natomiast w przypadku, gdy przyjmie sie¢ strategie podzialu
zbioru rozwigzah oparta o ustalanie trasy "od kohca" /wersja wyko-
rzyétujaca [11 ( jk, cosy jn ), problem wyboru magazynu pojawia
. sié .dopiero na samym dole drzewa rozwigzan H ,1° Latwo zauwazyé, ze
petne drzewo H1 ,q posiada (e=1+m)n! w1°rzcholkow.

Poniewaz dla m > % zachodzi (e-1+m)n! < m(e-1)n! + 1, tak wigc
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z punktu widzenia liczby wierzcholkédw w peinym drzewie strategie
korzystniejsza Jjest strategia oparta o ustalanie trasy od konca.

3, Zagadnienie wyznaczania tras wielu pojazddw.

W zagadnieniu p [1,n| PP, o > 0l2a+ ZwE+ 2vT zaklada sie
istnienie p pojazddéw. Kazdy pojazd charakteryzuje si¢ okreSlong
popemnosécia c. /gdzie j jest numerem pojazdu/. Natomiast kazdy z
punktéw odbioru o numerach is1, ..., n posiada okreSlone zapotrzebo-
wanie na transportowany towar rdwne qi‘(i=1, eeey N ). Zakkada sig,
ze trasy pojazdéw sa typu PP, to znaczy, 2ze kazdy pojazd wykonuje
co najwyzeJ Jedng ture i powraca do bazy, natomiast kazdy punkt od--
bioru musi by¢ zgopatrywany jednorazowo. Podobnie jak w problemie
111,n1PP, T° > 0| Za+ ZuB+ 2yT istnieja pozgdane terminy obsiu-
gi punktéw odbioru /oraz mazazynu i bazy/ r; oraz d; (1=0,1, «-.
eeey n+1), Nalezy ustalié takie trasy pojazddéw, aby méc zaspokoié
zapotrzebowanie wszystkich punktdédw odbioru bez przekraczania pojem—
nosSci pojazddéw przy roédwnoczesnej minimalizacji sumarycznych Xosztéw
przejazdu tras ( 2 a )oraz kosztédw kar za przekroczenie termindéw obsiu-
gi punktéw odbioru /oraz magazynu i bazy/. Szczegdlnym przypadkiem
rozwazanego problemu jest zagadnienie 1)1,n PP, T°>0 |Za+ ZwE+ 2vT,
jezeli pojemno$é pojazdu ¢ jest nie mniejsza niz suma zapotrzebowan
wszystkich punktédw odbioru, to znaczy §:qi.$fc. Problem pl|1,n |
PP, 7° > 0l Za+ ZwE+ 2vT jest znacznie ogdlniejszy niz zagad-
nienia tego rodzaju rozwazane do tej pory w literaturze. Dotychczas
rozpatrywano zagadnienie ustalania tras wielu pojazddéw bez uwzgled-
niania czaséw obstugi punktdédw odbioru i z funkcjg celu postaci E:a,
lub tez przy kryterium minimalizacji liczby usytych pojazddédw 2D
L9, 10, 11, 17, 18, 19, 24, 29, 34, 36, 43, 63, 66, 67, 68, 691.

W zasadzie wszystkie z tych prac poza pracami W. Christofidesa (18]
bazuja na podejsciu heurystycznym przy rozwigzywaniu rozwazanych
-problemébdw.

3.1. Model matematyczny
Niech
1, 8dy pojazd o numerze j-tym w l-tym etapie trasy
x%k(j) = przejezdza z punktu T, do punktu Jik,
0, w przeciwnym przypadku
bedzie binarng zmienng decyzyjna opisujacg trasy pojazddéw oraz

o~/
niech rj oznacza liczbg punktéw odbioru obsitugiwanych przez pojazd
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0 numerze j-tym. Oznaczmy przez s%(j) termin wyjazdu pojazdu j-tego
z punktu odbioru ﬁli w l-tym etapie trasy. Model matematyczny za-
gadnienia mozna przedstawi¢ nastepujaco:

minimalizowaé
D p n 1 ;a' 1 D n
2 353(2'5’) =) 2. 2 L d)age v ) ) [ng(é)‘
j=1 a=1 i=1 k=1 =2 = k=1
n g, 2 5 oa on
(an+’l,0 + agy) + Z Xila{(a) 8 n+’l]+ 2 Z 2 X 2(3)e
i=1 J=1 1=1 i=1 k=1

ek /s S L P : = .
[wimi(a) + ViTi(Ji]+ zz [WOEO(J) + vdTo(a) + Wn+ﬁbn+1(3) *

(S
i
-

+ vn+ﬁTn+A(j)] (3.1)

przy ograniczeniach

P n 35 :
> [ > D xp () + xgk(j)]= 1, k=1, ..., 0} (3.2)
j=1 i=1 1=2

n n _
S 2 xh () =1, ale By > 05 1=2, ..., Ty =1,
i:’l k=1 ‘ ooy p’, (5'3)

M
-
L
NS
1]

n
Z x]];;q(j)’ 1=1, seoy ;j~1; (5.4)
i=1

J=1y eeey Py k=1, ..., Dj

1 ,. ~ ;
EE_ ka(a) = { 1, dla T >0, 3=, eeey D
=1 0, dla T, =0, j=1, eeey D (3.5)

J
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T. n n

1 /- 1 /. . .
Z’ Z Z x.lk(g) qy + Z XOk(J) *q < c5; §=1y «es 23(3.0
=2 1=1 k=1 k=

si(j) >/Z X}J;i(j) [_si-q(j) +oa, + 'Eg] , i=1, «.., 1, (3.7)
k=1

H

’ ..., rj,
3= ooy Py

1]

S (3) xol(a) ‘[_so(,]) + ag; + 7:;?_]» =1, cceqy B}
3=1, eeey D3 (3.8

n
sO(j) 2> Z X01(3> [ n+1,0 * 7?.]’ 3=y eeey DI (3’9>

G

= 2 7 T, |
speq(3) > Z z xig(j) [skJ (3) + ak,n+1]’ 3=1, .. D} (3.10)
k=1 i:1

gdzie wartosci Ei (3) i T}_L(j) sg okreSlone analogicznie jak w mode-
lu (2.1) = (2.29) , to znaczy:

E%‘.(j) = max {0, ry + 2' - si(;])} i=1, «oey 0, 127, ..o, E'Jj,
J= '1 esey D,

21() = max {0, s3(3) - 4} ‘

;Eo(j) = max {0, fo + T3 - so(j)} f 3=y cony B2

'To(j) = max {0, s, G) - a4} |

En+1(j) = max {O Tt 'ZO * 8,10 so(;j)}’ J=1, «eey D

'Tn+1(j) = max { O, sn+1(3) - dm_,'}}

natomiast 521 i
J=1 ..., P; _ =1 ees D

‘X = (Xl (3) ,k i 1, iy n, | § = (SO(J)» 84 Q)’ Sn+1(j)) 121 o

~

Ponadto zmienne x (1) oraz rﬁ muszg spe*niaé ograniczenia:
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o G R o B aoo i al aoon 9 SRl oo Sj; (3.1

J=T1, eeey P .
ije cU{0} , 3=1, eee, Do (3.12)

Zmienne s%(j) zostaly wprowadzone do modelu zamiast zmiennych sy ze
wzglgdu na tatwo$é przeprowadzenia dalszych relaksacji zagadnienia
' p |1,n[PP, A > 0] Zat+t Swh+ 2vT przy wyznaczaniu dolnych oszaco-
wah wartoéci rozwiazania optymalnego problemu.

W rozwigzaniu dopuszZczalnym doktadnie jedna ze zmiennych
si(j) (1:1, ceaey ;j’ j=1, e.., p) ma interpretacj¢ terminu zakoncze-
nia obstugi punktu XC i i tylko one sg uwzgledniane przy obliczaniu

wartosci funkcji celu. Podobnie zmienne sy(j) , (), oznaczajgce

S
gtermin wyjazdu z magazynu i1 termin powrotu do baz?tqsq uwzgledniane
w funkcji celu jedynie wtedy, gdy zostanie uzyty pojazd o numerze
Jj-tym.
Ograniczenie (3.2) oznacza, 2e¢ kazdy punkt odbioru Jjest odwiedzany
dokladnie raz, ograniczenie (3.3) ,2e kazdy uzyty pojazd przybywa w
kolejnych etapach trasy do dokiadnie jednego punktu. Ograniczenie
(3.4) méwi, ze jesSli pojazd przyjechatr do dansgo punktu w l-tym eta-
pie trasy, to w nastgpnym etapie musi z niego wyjecha¢. Ograniczenie
(3.5) oznacza, ze jesli pojazd zostaje uzyty, to przyjezdza do maga-
zynu w pisrwszym etapie trasy; natomiast ogr aiczenie (3.6) oznacza,
ze zapotrzebowania punktdédw odbioru obsiugiwanych przez pojazd j-ty
‘nie moze by¢ wieksze niz pojemnosé pojazdu Cj‘ Ograniczenia (3.7) -
(5.10) opisuja zaleznosci mig¢dzy terminami obsiugi punktéw przy tra-
'sach wyznaczonych przez zmienne xikﬁj) .
Ograniczenie (3.2) , (3.6) , (3.11) odpowiadaja podziatowi zbioru
punktéw odbioru J = {4, cssy n“}na p podzbiordw Ij ( e p)
. takich, ze:

p / i

U Ij =Jd » I, N I =4, Jfa' y Jyd =Ty «eey P}

d=1

™M

44 < cj, J=Ty eeey D
iﬁlj
Nazwijmy powyZszy problem zagadnieniem p-podziaktu.
Jak tatwo zauwazylé powyzszy problem jest uogbdlnieniem problemu po-
dzialu [48], ktéry mozna sformutowal nastepujacis



Problem podziaiu

Dane sg licazby Qqs ooy 9y Czy istnieje taki podzbidr

ICJ:{’I, ...,n} y 2€ Z Qy = Z qi?.

1€ I i€ J-I
Problen podzialu Jest zagadnieniem NP-zupeinym.
n
Jezell przyjmiemy p=2 oraz Cqp=Cph = EZ‘ qi/2, to problem p-podzia-
=1 :

- u zostanie sprowadzony do problemu podziatu. Stad wjnika, ze prob-
lem p-podziatu jest zagadnieniem NP-zupeinym.

Tak wigc, rozstrzygnigcie problemu czy istnieje rozwigzania
dopuszczalne spelniajace ograniczenia (3.2) -- (3.12) jest réwnie
" trudne jak rozwigzanie problemu optymalizacyjnego (5.1) - (5.12).

Z praktycznego punktu widzenia problem istnienia rozwigzania
dopuszczalnego zagadnienia p |1,n (PP, T° > 0] Za+ 2wE+ 2T jest
czgsto latwy do rozstrzygniecia. Wystarczy bowiem znalezé rozwigzanie
dopuszczalne problemu p-podziatu stosujgc jeden ze znanych algorytmoéw
rozwigzania problemu pakowania‘[GSJ. Sytuacja komplikuje si¢, gdy
 ograniczenia (3.2), (3.6), (3.11) sa na tyle “ciasne" /przy czynm
okre$lenie “ciasne" trudno formalnie zdefiniowal/, ze rozwigzanie
odpowiedniego problemu pakowania otrzymane przy uzyciu znanych algo-
rytmbéw nie jest rozwigzaniem dopusmczalnym problemie p-podzialu.

W takim przypadku rozwigzanie zagadnienia p-podziaiu wymaga zastoso-
‘wania jednej z metod rozwigzywania probleméw kombinacyjnych, a mia-
‘nowicie metody opartej o schemat podziatu i ograniczen, schemat
programowania dynamicznego bgdsz programowania catkowitoliczbowego

lub ich kombinacje.

i Przedstawiony dale] algorytm rozwigzywania zagadnienia
:pl’l,anP, T° >0l Za+ Swi+ 2yl jest ukierunkowany przede wszyst—
kim w strong rozwigzania problemu optymalizacyjnego, to znaczy zakila-~
da sig¢, 2e istnieje wiele rozwigzan dopuszczalnych problemu, ktérych
znalezienie nie przedstawia wiekszych trudnosci. ie oznacza to na-
~turalnie, ze algorytm ten nie begdzie funkcjonowal poprawnie w przy-
padku, gdy ograniczenia (5.2), (§.6), (3.11) sg "“ciasne", Jednak .
‘nie bedg wtedy aktywnie wykorzystane wszystkie wtasno$ci zagadnienisa,
ktére uzyto przy konstrukcji algorytmu.

; Kazde rozwigzanie dopuszczalne problemu p-podzialu prowadzi do
dekompozycji zasadnienia p|1,n|PP, 7° 20| 2a+ sz+ vl na p-
~problenéw typu 111,nl|PP, T° > 0| Sa+  2wi+ ZVT, ktérego rozwig-

5]
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zanie zostatro przsdstawione w rozdziale 2.

3.2. Wyznaczanie dolnych oszacowah
3.2.17. Dolne oszacowanie problemu wykorzystujgce
J
szczegdlny przypadek problemu zaladunku

Pomifimy w problemie (3.1) - (3.12) ograniczenie (3.2) 1 za-
miast niego wprowadizmy ograniczenia

p ' .
Z "i{j = ng (3013)
J=1

~
o r.
> f xp () + (DK, 3=, ..., by (3.13)
i=1  1=2
=Ty =aey D

Dla dowolnego rozwigzania dopuszczalnego zagadnienia (3.2) -
- (3.12) z warunkéw (3.3) , (3.5) wynika speinienie ograniczenia
bedacego relaksacja (3.3) , (3.5) :

T, n n n

1 s T ~ ~
Z] Z Z Xik(a) + Z xok(a) = rj, dla rj>0,
1=2 i=1 k=1 k=1 =1 99e D,

a w konsekwencji, speinienie ograniczenias

T, n n n 1Y
zf ~ zzl Eg% x%k(j) + zz xék(j)] = ZZ

1=1 i=1 k=1 3=

lva4w

‘Réwnoczeénie z ograniczenia (3.2) wynika, 2ze

n P n F. ,.-E. g' n
Y 2 I3 X aAwedels y [ 3
k=1 = i=1 1=2 J=1 1=2 i=1
n n

Y )+ Y 1 (D] .

k=1 k=1

Y
Stad otrzymujemy, 2e ozraniczenie postaci ZZ ?j = n wraz z ogra-

1
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niczeniami (3.3) - (3.12) jest relaksacja problemu (3.2) - (3.12).
Tak wig¢c rozwigzanie optymalne problemu (5.’1) y (3.3 - (3.14) moze
dtuzyé¢ do wyznaczenia dolnego oszacowania rozwigzania optymalnego
problemu p M,nlPP, T°> ol Za+ Zwa+ 2y,

Jest to jednak nadal problem NP-zupeiny.
Dla kazdego j=1, .., D mozna wyznaczy¢ dolne 1 gbérne oszacowanie
wartosci :ca W rozwigzaniu dopuszczalnym problemu (5 1), (5 3) - (5 ’14)

~ N 5
Oznaczmy przez Q = Z q; oraz C = Z C;j .
1= Jj=1
Dla kazdego pojazdu j (j=1, ..., p)mozna wyznaczy¢ minimalne obcig-
zenie cglm, ktére wystapi w rozwigzaniu dopuszczalnym, w sytuacji
gdy pojemnos¢ pozostaiych pojazddéw zostanie wykorzystana calkowicie,
czyli

A ~
len Q=-C + c d=0s evey e

J 3’
Jezeli ngin < 0, to nie mozna wykluczyé, ze w rozwiqzaniu optymal=-
nym problemu (3.1) = (3.12) /lub (3.1), (3.3) - (5 14) /wartosé f"a
bedzie réwna zeru /czyli pojazd o numerze j-tym nie zostanie wyko-
rzystany/. Natomiast, jes$li cgn’n > 0, to j-ty pojazd musi zostaé
uzyty. Oznaczmy minimalng liczb¢ punktéw odbioru, ktére musi obsiu-
giwaé j-ty pojazd, przez 'i"glln. Jezell przyjmiemy, 2Ze punkty odbioru
zostaly ponumerowane w taki sposéb, ze Q3 > Q3419 i=1, ..., n=1, to

;mlnsmln(zﬁ {’l_...,n}lz Q4 > cl?ln’ zgn>

Natomiast goérne oszacowanie rgl x

wartosci ;j , Wynikajace z ogra-
'niczenia (3.6), mozna wyznaczy¢ w nastepujgcy sposdb:

n-2+1
;gzax = max (z € {’I, 5oy n}l Z’] 9y £ Cys z\<n>
i=

Zamiast ograniczenia (3.6),'(3.2) mozna wprowadzié ograniczenie

’Eglln S E:J S rf?ax ’ J=1, «eey Do (5-15)

‘Problem (3.1), (3.3) -(3.5), (3.7) - (3.15) jest wigc relaksacja
zagadnienia p 1,n|PP, T°> 0| Za+ Zwi+ 2vT,
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Dla kazdego ciggu ;3, j=1, ..., P speiniajgcego ograniczenisa
5 15), (5 15) problem optymalizacyjny z funkcjag celu Dostaci (3.1)
mozna zdekomponowaé¢ na co najwyzej p probleméw /dla ktérych rj > 0o/
z funkcjg celu.

B

n

¥, - Z) 2. 2 =8y Z [Zka e net *

=2 i=1 k=1

SEANCIR ao,k] + 8,40 * Yo Bo(d) + V5T () + Wy 40 E Epq(3) +
' Y PP ool ]
1 /. Lo sl e
* Vneq Ln+1(j) zz‘ 2: in(J) S Ei(a) Yy Ii(j) * (3‘16>
? 1=1 i=1 k=1
Problemowi z funkcja celu postaci (3.16) i ograniczeniami (3.3)

- (3.5), (3.7) - (3 11) /dalej oznaczanemu przez PF(?jY mozna przy-
porzgdkowal graf G(rj) przedstawiony na rysunku 3.1,

(1,1) (1, )

Rys. 3.1 Graf G(Fy

Jesli ;j = n, to otrzymamy graf 8.

W ten sposéb zagadnienia (3.15), (3.3) - (3.9, (3. 7) -(3.11)
odpowiada problem znalezienia drogi sekwencyjnej w graflp G(r ’
ktéra minimalizuje funkcje celu postaci (5.16). Jezeli T, = n, to
otrzymujemy znany problem miggﬁﬂhozwaZany w rozdziale 2 /zagadnie-

]
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nie 111,n|PP, T° >0l Za+ 2wi+ 2vT{.
Dolnym oszacowaniem wartosci rozwigzania optymalnego problemu

(3.15), (3.3) = (3.5), (3.7) = (3.11) jest wartos¢

~ ~
(~ ) r.+ r.+1
Flr,) = F = min F,
J n+71 jeJ Jyn+1
ry+d - . n+1
gdzie Fj,n+1 jest zdefiniowane sanalogicznie jak Fj,n¢1 w algoryt-
mie ALB.

Analogicznie jak poprzednio wartosé F(T.) mozna wzmocnié wprowadzajac
kary za przekroczenie ograniczenia (3.14 ) 1 rozwigzujgc odpowiedni

problem dualny przy uzyciu metody subradientowej opisanej w rozdzia-
le 2, :
Oznaczmy przez ﬁ(z) warto$¢é rozwigzania problemu

‘max_ Flu, ?.), gdzie U ={u= (uqy «o0ep u)d fu; >0,i=1, ..., n} ,
ucvu J
oraz wprowadZmy zmienng binarng:

1, jesli “r’j =z

¢zi T

O, w przeciwnym przypadku.

Problem (3.1), (3.3) - (3.15) mozemy zastgpi¢ zagadnieniem
zrelaksowar,m /ze wzgledu na postaé funkcji celu oraz ograniczenia
(3.14) / postacis

D n
Z Z 'ﬁ}zj' P(z)——-> nin (3.17)
j=" z=1

 przy ograniczeniach’

7max
’ %Zj = 1, J2Ty ceey B (3.18)
~min
zZ=Yr.
J
. Al',max
2 R (3-13
J=1 Z:E'/min
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: ~min ~max , .
'sze {0’1} ’ Z = I‘a 9 ooy I'j 9 Jz/], ecey P o . (3020)

Problem ten nadal jest problemem NP-zupelnym, gdyz Jest to problem

zaiadunku [31] Z dodatkowym ograniczeniem

~max
N

Z sz = 1, j=’], oo;, po
min

Z=I'a-

A ,
Niech F{z) = _Eéél oraz Yzj = Z° sz .

Wtedy problem (3.17) - (3.20) mozna zastapi¢ problemem:

~max

P Ty 4 _
;E; :%;min Yzj ) P(Z) T min G.21)
J4= er,j »

przy ograniczeniach !

P T
Y .=n (3.22)
;z; Z=pnin “ ’
- 7
o ~  mi ~max,
O < fzj g Z' Z:I'glln, ceoeg rlan ’ J 1 e ooy p 9 (3.23)

w ktérym ograniczenie 0 < Yzj < z zastgpilo ograniczenie Yz.e

(3 {O,z} /réwnowazne ograniczeniu (3.20)/, a ograniczenie (3.18)
zostato pominiete. Problem powyiszy Jjest szczegdlnym przypadkiem za-
'gadnienia zatadunku, dla ktérego rozwigzania istnieje algorytm efek-
tywny [31], tzw. algorytm "cheiwosci” {greedy" algorithm/, ktéry
polega na ustalanin maksymalnych wartosci tych zmiennych Y 23? ktore
odpowiadajg najmniejszym wartosciom P(z) az nie zostanie speinio-
ne ograniczenie S? .19).

Wargosci ﬁ(z) mozna interpretowal¢ jako Sredni koszt obsiugi
punktu odbioru, Jjezell znajdzie si¢ on w trasie obejmujacej liczbe
z punktéw odbioru.

Warto$é rozwiazania optymalnego problemu (3. 21) - (3 23%) jest
dolnym oszacowaniem wartosci rozwigzania optymalnego problemu
pl1,niPP, ¥°> 0| >a+ Zwh+ 2vT,

Wartos¢ ta bedzie dalej oznaczana przez LB% (J) .
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3,2.2. Wyznaczanie dolnego oszacowania problemu 1 |1,n|PP, Y > ol
Ya+ Zwi+ 2vT przy wykorzystaniu problemu dualnego.
Rozwazmy problem (5.1) - (5.12) z dodatkowymi ograniczeniami

~

T,
J

n
D 2 D+ x (@) by =1 (5.24)
i=1  1=2
P n '
> 2 by = Dn | (3.25)
=1 k=1

€ {O 1} k$1, Suey B G=TaNCN T B (3.26)

Latwo zauwazyé, ze dla kazdego rozwigzania dopuszczalnego problemu
(3.1) - (3.12) istnieja takie wartosci zmiennych b (k; eeey N}
j=1, eeeyD ), 2e spelnione sa ogranlczenla (3. 24) - (3. 26)

A mianowicie, jezeli w rozwigzaniu mamy :E? :E?xik(j) + ng(j) =
. =2 =

= 1, to nalezy przyjaé bkj = Qe

Oznacza to, ze punkt odbioru x Jjest zaopatrywany przez pojazd
-ty. Natomiast jeéli punkt X nie jest zaopatrywany przez j-ty
pojazd, czyli dla

n

2%' Zi:x (i) + ka(g) 0 nalezy przyjaé by = T
i=11

Stad po zsumowaniu po J otrzymujemy:

D =
EZ [ zi zix%k(j) & xgk(j) ¥ bkj] = p, k=1, ..., n.
J=1 i=1

1=2

RéwnoczeSnie, Ze speinienia ograniczenia (3.2) z problemu (3.1) -
(3.12) wynika, ze musi byé:

D
Z bkj+1=p’ k=1, ..., 1,
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Skad, sumujgc po wszystxkich k, otrzymujemy
n D
2. 2 bgytm=nmce,
=1 j=1

co jest réwnowazne ograniczeniu (5.25).
Z powyzszych rozwazan wynika, 2%e wprowadzenie dodatkowych ograniczen
(3.24) - (3.26) nie wpiywa na 2zbidr rozwigzan dopuszczalnych proble-
mu p|1,n]PP, T°> 0l Za+ Zwh+ Zyr, / (3.1) - (3.12) /.
| Wprowadzmy kary uy k=1, ..., D 2za przekroczenie ograniczel
(3.2) oraz kary ITj
seey Dy E=ly v, B .

Mozna wtedy sformutowaé problem dualny do zagadnienia (3.1) -

3(3.12) , (3.24) - (3.26) w nastepujacej formie:

za przekroczenie ograniczen (3.24) [ j=1, ...

wyznaczyC wartosci Uy (k:ﬂ, PR n) . ijk (.kzﬂ, veny I}
321, +.., D), ktére maksymalizuja

15 j=1 k=" 1 i=1 2
p o n T ;
+ ) > sk (2 xiy () + Zope (3) + byy -]
J-‘-‘-'] k=1 i=1 =2 (3 27)

- przy ograniczeniach (3.3) - (3.12) , (3.25), (5.26) .

Twierdzenie 3.1

Dla dowolnych wartosci Uy (k:ﬂ, ooy n), ﬂTj k- (j=1, eeey Di
?

:k=1, ceoy B ) rozwiazanie optymalne problemu (3.27) - (3.3) - (3.12),
(3.25), (5.26) jest dodnym oszacowaniem rozwigzania optymalnego
problemu (5.1) - (3.12) .

Dowdd
Poniewaz w rozwigzaniu optymalnym problemu (5.1) - (3.12) spei-
nione sa ograniczenia (5.2) i (5.24) , mamy wiec nast¢pujgca réwnosi:
P P P T n
. . —_ -~ _ fnd et - ~ A~ .
z_nlxé_l Z ‘}‘j(x,s>~ .ZI%ZX’S)~ -Z,] j(x,s)+ Z uy
J: J:

ol k=1
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19

D n _E‘_'J T n n
(2 2 2 3"%143)‘“;{‘01:(3)"1]’“ 2 Z’%k [2

j=1  i=1 1=2 i=1 k=1 i=1

-
H

T @)+ B v By - 1]

"Pvlﬁl

seey D

Poniewaz wartosci zmiennych X (?c' (a))
l k 1- 1 ® o o ’ n

j=1, s 00y n e 0oy p

Gy 2 ]
oraz §'= (gb(j), S%(j)’ Sn+4j»] ’

° =(bk3> k=1, ees, D 1,121, v.ey B

sg pewnym rozwigzaniem problemu (3.27), (3.3) - (5.’]2), (5.25),
(3.26), a wyrazenie po prawej stronie réwnoéci ma postaé¢ funkcji
celu w (3.27), tak wiec rozwigzanie optymalne problemu (3.27), (3.3)-
- (3.12), (3.25), (3.26) jest dolnym oszacowaniem wartosci

Z (}'j (i,é') , co kohczy dowdd twierdzenia,ll

J=1
Funkcje celu (3.27) mozna zapisaé w postaci:

P T, n n D n
z 27 Z Z | x}_k(j) {aik +u + '\J’Jk] Z Z

J=1 1=2 k=1 i=1 J=1 k=1
xg (37 [ + V. +u ] + i i Vi, b +
k n+1,0 Ok jk k Jk “Jk
=1 k=1
P n n = n P SZ N
Z Z Z Xil?i(j)'ak,n-o-'l + Z Z [Wi‘ Ei(«j) +
j=1 k=1 1=1 i=1 j=1 1=
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Jezell ograniczenie (5:6) zostanie zastgpione przez ograniczenie

(j ’]5) czyli przez B < T, < Toax J=1 P to zagadnienie
s ] i J LY J N J 9 9 e ey ’ :

z funkcjg celu postaci (3.27) przy ograniczeniach (3.3) - (3.12),

(5.15) mozna zdekomponowa¢ na p problemdw optymalizacyjnych PRj

(j:'l, coey p) oraz problem B, nastgpujgcej postaci:

Problem PR.:

T n n n
PR, (u,V) = ZJ z Z x]%_k(,j) [aik +owy + ’u’jk] + Z [xgk(j).
i k=1

_ 2 5
| N 1.
(2ne1,0 + 30k ) * 2 i) ak,n+’l] B Z‘] 2 R{C

i=1 1=2  i=1

1 ] w : | w s .
* "i‘Ti(J)J“f Wy B (3) + vor T (@) + wp g7 B 4(3) + v g0 T 4(3) > min
przy ograniczeniach

1, dla T. > O,

n
) J
Z Xox (3) = ~
k=1 0, dlar, = 0,
dJ
n n
> xh () =1, ala F; > 0, 1=2 ¥
. ik 'd/ = h 8 Iy y +FCy ecoy Tye
i=1 k=1

n n
1 ¢ +1( . ca
EE xik(J) = 2{ .xii (g), 1=1, ..., rj-1, k=1, «.., 0,
i=1

=4
~m' ~s X
rjln \< = \< 2‘4'{18

¥y € qu{o} |

~

1 :
XikQ)E{O’q} ’ l':o,q, o0 ey n; k:-’l’ ey I’l; l=1’ ey I'j.

oraz ograniczeniach (3.7) - (3.10); i
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Problem By @

P n
Y 2 byev g —>nin (3.28)
J=1 k=1

przy ograniczeniach (3.25), (3.26).1

Optymalng wartosé funkcji celu PRj(u,'U') mozna wyznaczy¢ roz-
wigzujac /dla kazdego ustalonego T, speinigjacego ograniczenie ol
4 'i-'a. < E?EX/ problem PF(E"J.) z uwzglednieniem kar u, Vv i wybiera-
jac min ?Yu, v, T.), gdzie F* u, v, T.)

ghin g o gEaX ’ ’

J > 3T J
- Jest wartoscig rozwigzania optymalnego odpowiedniego problemu P F('f-) .
Wartosé 7*(u, v, 'i"j) mozna oszacowaé _od dolu wyznaczajac /jak po- ’
przednio w rozdziale 3.2.1/ wartosé Fij;_:q =F (u,’})’,'i"j).
Natomiast rozwigzanie optymalne B; problemu B,, mozna otrzymaé
. przyjmujacs:

b& = 1 dla i-'-'", ey (n—’]).p‘)
i Pj_ '

bq
s Py

przy czym pary wskaznikéw s F)i sg uporzadkowane w taki sposédb,

zes

O dla i: (n—’])-p + /], cs oy np;

J LV (iz-ﬂ's ceey DD-1 )
Uy P~ %ers Pien

W ten sposdéb dla kazdego Uy (k=1, eoe, n) i vjk (j:’l, ssey Do
fk:’l, esay n)otrzymujemy dolne oszacowanie wartosci rozwiagzania

optymalnego problemu (3.27), (3.3) - (3.12), (3.25), (%26) w postaci:

p - % n . P
2 (u,v) = Z min y(u,'lf',f.)-t- By - Zuk+ Vv s
~min ~ ~max J Jk
j=1 oL P T k=1 =1
J J J
Poniewaz zalezy nam na otrzymaniu jak najwigkszej wartoSci dolnego
oszacowania rozwigzania optymalnego problemu pl1,n|PP, T° > 0| Z a+
ZwE+ 2T , nalezy wybraé takie wartoéci kar Ek (k:’l, oo iay L)y
%jk (=1, ¢eey P 3§ k=1, +.., n), by maksymalizowaé wartosé Z(u,'v).
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Nalezy wiec rozwigzal problem

max zCu, V) .

U,V
Jak poprzednio do otrzymania rozwigzania tego zagadnienia zostanie
zastosowane procedura subgradientowa opisana w rozdziale 2.
Niech u™ . 1fl oznaczajg wektory kar u, Vv wyznaczone w i-tej ite-
racji procedury subgradientowej. Jako wektory uO, QY przy jnuje
sie wektory zerowe,

i+ v i+1

Nowe wartosci u ’ wyznaczane sg w nastepujgcy sposoéb:

7.
a n
i+ i (uB = z(u}, vi) zﬂ 1 /. 1 .
Vi = UJk + A" g [ Z,] Xsk<3) + ka(;J) +
J 1=z2 s=

+ b -1 ]; k=1, ey ns jzll, eeey D gj > Oo

kj

gdzie UB oznacza dowolne rozwigzanie dopuszczalne problemu
pl1,n|PP, T°> 0l Z a+ 2uwE+ 2vT, natomiast wartosé g 3 jest

réwnas

\

\]Z (3 Sl s vl i so)

k=1 1e2 g=1

Jezeli gj = 0, to wartosci kar 1ij nie ulegajag zmianie, oznacza

. to bowiem %e w trasie przydzielonej Jj—temu pojazdowi, kazdy przy-
‘dzielony punkt odbioru wystepuje dokiadnie raz /speinione Jjest ogra-
niczenie (3.14)/. .

Wartosd kar u§+1 (k- e ey n>)wyznaczane sa wedlug analogicznego

‘wzoru, czyli:

n
7 x @ w =] G)-1],

i1 i i (UB = 2@, v 4
>u1];+ =u}l£+7\l' "gil [Z( 2 g=11

W N

-k::,], se0y n’ 9)>0

gdzie
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n p ;a' n ;
Z [ Z Z Zx;:k(j) + xgk(j) = 1]
k=" j=1 1l=2  s=1

Jezeli W= 0 /oraz gj =0 Jj=1, .., p/, to otrzymane zostaio

rozwiazanie optymalne problemu max Z,v) .
u,v

Rozwigzanie to speinis ogranlczenle (3.14) oraz (3.2), nie musi byc¢
jednak rozwigzaniem optymalnym problemu pl|1,n|PP, 20 > > 01 2 a+
"+ LwE+ 2-vT gdyz pray wyznaczanlu wartosci Z (u, V) zamlast wartos-
ci optymalne] I; (u, v, r ) uzyto dolnego oszacowania tej wartos-
ci w postaci F (u, v ra)

Analiza sposobu wyznaczania kar ui {R=1, oe., n) pokazuje przyczyny
wprowadzania do modelu zagadnienia p|1,n|PP, 7° > ol 2a+ ZwB+ ZvT
ograniczehd (3.14). Latwo zauwazyCt, ze wProwadzenle kar tylko zs prze-
kroczenie ograniczen (3.2) powoduje, 2e w przypadku, gdy Cj = C

G=1, eeey D), Wszystkie problemy PRj sg identyczne, niezalezne od
wartosci kar uy (k=1, ..., n) W konseE%enqji wartosci x}k(j) odpo-
wiadaaaoe wartosci min dld"beda tak;e same dla kazdego
: j ’< r <F ; , . : . e

=1y aeey D /czyli wszystkim pojasdom zostana przyporzgdkowane te
same trasy/ i ograniczenie (3.2) nigdy nie bedzie spelnione.,
Uwzglgdnienie ograniczen (5.14) i zwigzanych 2z nimi kar 1rjk powodu-
je, 2e nawet w sytuacji,gdy pojemnosci wszystkich pojazdéw sg takie
same, w kazdym z probleméw PRj (j=1, ..., P) Wwystepujg inne wartosci
parametréw /w konsekwencji nastgpuje rozdziat punktdéw odbioru miedzy
poszczegbdlne pojazdy/.

Istnieje takze inna mdzliwod¢ unikniecia identycznosci proble-
méw PR (3=1, eeey D)o A mlanow101e, zamiast rozwazaC p probleméw
'PRJ, nalezaloby w kazdym grafie G(r ) (3?ln<:rj < rmax:) wy zna—

czaéd p-najkrdtszych /w sen31evwarboéci
p
7 Zj v
.Zq Tam T 2 taw T3 A csatiel
1= 3l

Sfektywne algorytmy istniejg jednak tylko dla przypadku wyznaczania
p-najkroétszych drég rdéznych, lecz niekoniecznie rozlgcznych, stdd
wyznaczone drogi najczesciej rodznityby si¢ miedzy sobg jednym lub
dwoma punktami odbioru.
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Jak wynika 2z powyzszych rozwazan nie mozna stwierdzié¢ w sposéb arbi-

tralny, ze jedno z proponowanych podejs¢ jest lepsze od drugiego.

Wydaje sie, 2e wieksze nadzieje nalezy wigzal z podejsciem wykorzys—

tujacym kary ﬂij za przekroczenie ograniczeh (3.14), ktoére jest

prostsze do realizacji na maszynie cyfrowej.

Wartoéé rozwigzania problemu max Z{u,v) , ktére jest dolnym osza-

cowaniem wartosci rozwiazania’®ptymalnego problemu p|1,n|PP, Z° > Ol
Za+t 2wB+ Zv‘I‘, bgdzie dalej oznaczana przez T (3).

Istnieje mozliwoéé wzmocnienia oszacowan LBI(J) i LB;I (J). Mozna

tego dokona¢ modyfikujac graf §<gj), ktéry odgrywa zasadnicze zna-

czenie przy konstrukcji tych oszacowan,

y tym celu, korzystajac z ograniczenia (3.6), nalezy usungé¢ z grafu

G(rj) uki <@y,1) 4, (Xpy +1)> , ktére speiniaja warunek

1-1
> qyf + a4 +q > c (3.29)

; J
i=1
/gdZie qu< qi‘+1’ i=1, e .’ n"’]/.

Jesli bowiem warunek (3.29) jest speiniony, to dla dowolnej drogi
N

sekwencyjnej I w G(ij), w ktérej (1) = i oraz T (1+1)=k, nie

moze byé speinione ograniczenie (3.6).

3.2.3, Zagadnienie minimalnego drzewa rozpinajacego (SST)

Wprowadzmy nowg zmienng binarng

1, jezeli punkt ‘xi wystepuje bezposrednio przed
xik(j) = punktem X, w trasie j-tego pojazdu,
O, w przeciwnym przypadku.

Model matematyczny zagadnienia p(1,n|PP, T°> 0| Za+ 2wi+ ZyT
mozna wtedy sformutowaé nastepujaci:

P n

p n n
Z’I .Z,‘ %fik(j) " agy + .21 [kzq XOk(,j)-( 8,41,0 * aOk) (3.30)
J= 1= = J= =

p n+1

n
+ X g (@) ak,n+’|] b { 2 (@58, G) + vi2; () Y Fiy @] +
J=1 i =] k=1
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n
+ Z,] X0k (j)'[_wdEO(j) + vgTo () + Wn+.’lgn+’l(j) + Vo 4T (jj}—» min
k= 7

przy ograniczeniach:

D n
W R ) = i soon i , (.3)
j=1 i=0
P n+1 A
Ei jz' xik(j) =1, 1=1, cee, n§ (3.%2)
j=1 k=1
n n+1
ZO x,,(G) = D (@), k=1, ooy by 3=, een, B3 (3.33)
i= 1=1

n n
VI D e e (5.34)
=1 i=1
n
Z Xoi(j)< Ty 3=1y eeey D3 (5‘35)
1=1
n n+1
21 xok(j) 22 xik(j), 228, avig | 151, neey i (5.36)
k= k=1
n+1
sk(j) > z xik(j)~( si(j) + a5 + T;), Eatly eosq B% (3.37)
i=0 j=1, co oy p;
n
30(3)22 xoi(j)'( 8n+1,0 * Tg)' 3=y eeey P (3.38)
=
n
Sn+1(j)>ii. xk,n+’l(j).( ak,n+1 + sk(j))’ 3=T5 eeey Py (3'39)

k=1
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n n
xik(j)‘qi< C,j’ J=1y eeey Do (3.40>
i=1 k=1
Z Xy @) + xgi(j)z 1, VHG) = V(G x ﬂ(j)‘ y (3.4
(,K)€E 4, (37
n+ n
VeI ={1€3] T xp (931 1wy xme1)
k=1 k::O

vt(j)? Ij - Vt(j)’ J=1, eeey D

X (V€ 10,1) 7, 120, ooy B3 k=1, ovoy BN J=1, eeo, D (3.42)
gdzie:

= i 0 . . .
Ei(a) = max io’ I‘j + ’tj == Si(a)} 3 l:O, eo ey n; J-_-’I’ 000y P)

T, (3) = max {0, s;(3) - di} ,  i=0, evey D+ 3=, .e., D,
+a 3 [ o 2 3
mn+1(3) = max {O, Tt (4 ot an+1,0 - s0(3)§ o=l a2

Ograniczenie (5.31) oznacza, 2e do kazdego punktu odbioru przyjezdza
dokladnie jeden raz jeden pojazd, a analogicznie, ograniczenie (3.3%2)
oznacza, 2& z kazdego punktu odbioru wyjezdza dokiadnie jeden raz
jeden pojazd. Ograniczenie (5.35) odpowiada temu, ze Jjesli dany po-
jazd przyjezdza do pewnego punktu odbioru.?tk, to ten sam pojazd
musi z punktu 13k wyjezdzaé, Ograniczenie (3.34)oznacza, 2ze kazdy
pojazd wyjezdza z magazynu /i bazy/ tyle samo razy, ile razy przy-
jezdza z powrotem do bazy. Ograniczenie (3.35) oznacza, ze kazdy po-
jazd wyjezdza z magazynu co najwyzej raz /lub nie zostaje uzytyw o-
gble/. Ograniczenie (3.3%6) oznacza, ze je$li dany pojazd odwiedza
pewien punkt odbioru, to musi on takze wyjezdzaé¢ z magazynu.
Ograniczenia (5.37) - (3.39) opisujg warunki, ktére muszg speiniaé
terminy wyjazdu pojazddédw z punktdéw odbioru,

Ograniczenie (5.40) oznacza, %e suma zapotrzebowan punktéw odbioru,
do ktérych przyjezdza pojazd o numerze j-tym, nie moze byé wiecksza
niz pojemnos¢ tego pojazdu.

Natomiast ograniczenie (3.41 )oznacza, ze trasa kazdego pojazdu jest
spéjna. Ograniczenie to powoduje eliminacje z trésy pojazdu podkon-

x, )y iq,ei, € {1, L., n) .
1

tu?ow postaci (ﬁ:iq, X ,.MIjz, 5

is
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Ograniczenie (3.41) jest uogbélnieniem ograniczenia wystepujgcego w
modelu matematycznym zagadnienia komiwojazera opartym na problemie
drzewa rozpinajgcego [16].

Ograniczenia (3.41) sa takiej postaci, ze zmienne Xik(j) two-
rzg rozpinajacy las p drzew w grafie peinym bez petli zbudowanym
na zbiorze wierzchoikéw :ti (i=1, coey n), Jezeli dla pewnego
3J=1, eee, P, mamy Ij = g, to j-te drzewo,spodrbd6d p drzew,jest zbio-
rem pustym.
Przy spelnieniu pozostalych ograniczen, kazde z drzew ma postaé dro-
gil, ktéra odpowiada sekwencji punktéw odbioru w trasie pewnego po-
jazdu. Na rysunku 3.2 zostaly przedstawione trasy trzech pojazddw.
Pogrubionymi liniami zaznaczono las 3 drzew rozpinajacych, dla ktére-
go spelnione sg ograniczenia (3.31) - (3.42).

(magazyn) , -
~

o

¢
=
\J§£; ( baza)

Rys. 3.2

Zagadnienie pl1,n|PP, T°> o0l 2a+ 2wiE+ Z2vT mozna zrelakso-
‘waé usuwajac z modelu metematycznego (3.30) - (5.42) ograniczenia

(3.31), (3.32), (3.3%, (3.569 - (3.46) oraz zastepujac w funkcji

celu czion WE+ vT przez wyrazenie:
D n+1 n
2 2 By oz (D
j=1 k=1 i=0

gdzie wartosci 5ik sg okreSlone przez wyrazenie (2.8).
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Zamiast usunietych ograniczel mozna wprowadzic¢ ostabione ograniczenia

- W postaci:

) n
53 i > 0.1
J="1 i=1
A
gdzie i n
Ppip = B0 {’l<l\<p IZ C . 22 iy C &, 2> © . 9
3=1 J i=1 J J+1
oraz

Wartosc Podn ¥ (3.43) jest dolnym oszacowaniem liczby pojazddéw, ktbdre
musza byé uzyte w rozwigzaniu dopuszczalnym zagadnienia p|1,n|PP,
?°> 0| Za+ ZwE+ 24T,
Tak zdefiniowany problem bgdzie dalej nazywany problemem PIR,
Zatézmy, ze w rozwigzaniu zagadnienia PTR speiniony jest warunek:

P n
2 2 %1 =2 . PP > Ppins (.45
a= i=1

Dla kazdego ustalonego p< zagadnienie zrelaksowane ( (3.34), (3.35 ,
(.41), (3.42), (3.44), (3.45) mozna zdekomponowaé na trzy niezalez-
ne problemy: PT, PP1 i PP2.

Zagadnienie PT

P n n
2 2 2 xx(d) (agg + Ty ) —> min
J=1 i=1 k=1

przy ograniczeniach (3.35), (3.41), (3.42), (3.44) oraz (3.45) .18
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W zagadnieniu PT ograniczenie (5.44) przyjmie postac

D
2
J=1

. n
x
k=1

IANE

Zagadnienie PP

p

Y 2 %@ (apeq,0 * 20 + Gnpq0 * Soi ) —>min
j=1 k=1

przy ograniczeniach (3.42), (3.45), (3.35).1

Zagadnienie PP2

P n
< N . — .
ZZ L X]::,n«t—’l(J> ('ak,n+1 * Cx,n+1 ) > min
1= k=1 ,

przy ograniczeniach (3.34), (3.42) , (3.45), (3.35).18

Rozwigzanie zagadnieh PP1 i PP2 nie przedstawia zadnych trudnosci.

W tym celu wystarczy znalezé p‘ najmniejszych wartosci a e+ O

+ agy + GOk /oraz odpowiednio A n+1 + ¢y X, +1/ i dla wybranych W ten
sposéb wskaznikow Ky «ee, kp przygqc Xok. (i) = 1, i=1, «eee, D ¥
/1ub odpowiednio Xy (1) =z 1, i=1, eee, % /. Pozostatym zmiennym

k(J)(:xk n+1(3)> ﬁalezy padaé wartos¢ réwng zeru,

Natomisst zagadnienie PT jest réwnowazne zagadnieniu wyznacze-
nisa rOZplnaaacego lasu p’? drzew o minimalnym koszcle w grafie pei-
nym, bez petli, zbudowanym na zbiorze wierzchoikéw ‘I (i=1, +.., D).
Rozw1azan1e tego zagadnienia polega na wyznaczeniu mlnlmalnngo drze-
wa rozpinajgcego, a nastepnie na usun1¢c1u z tego drzewa p -1 Yukédw
o najwiekszych obcigzeniach ajx + cik .

Wynika %o z nastepujacego rozumowania,

Zaléznmy, ze px'= 2. Usuniecie z minimalnego drzewa rozpinajace-
go tuku o najwiekszym koszcie /oznaczmy g0 przez A" / spowoduje, ze
otrzymamy dwa drzewa T; i Iﬁ o kosztach odpowiednio K1 1I(2. Koszt
minimalnego drzewa rozpinajgcego jest wiec roéwny K1 + h2 + A" .
Przypuscwy, ze istnieje las rozpinajgcy dwu drzew o koszcie mnlegszym
niz 71 + K2. Oznaczmy drzewa odpowiadajgce temu lasowi przez 'l‘3 TK’
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a ich koszt przez odpowiednio z% i K,. W tagkiej sytuacji KB + K, <
< -I'{',] + KZ'..

Niech &4 oznacza koszt najtanszego luku lgczecego drzewo
’l‘g z drzewen ’l‘g /to znaczy luku o wg¢zle poczatkowym nalezgcym do
jednego drzewa i o wezle kohcowym nalezacym do drugiego drzewg/.
Dotgczenie tego tuku do zbioru iukdw tworzgcych drzewa ’.I‘g i_Tg po-
woduje powstanie drzewa rozpinajgcego o koszcie K5 + Kb, + A .
Poniewaz K1 + K2 + A jest kosztim mlﬂimal?_ego drzewa rozpinajgcego,
stad otrzymugemy. K,‘ + K2 N K5 + K, + A . Z warunku spdjnosci
drzewa wynika, ze istnieje w minimalnym drzewie rozpmaaacym co na;-—
mnie] Jedon tuk Tacmgey zbidr wisrachoikdw wchodzqcych w sktad drze-
wa Tg ze zbiorem wicrzcholkéw wchodzacyeh w sktad drzewa Tg Koszt "
tego luku jest wn.ec nie mniejszy niz A . , Stad otrzymujemy, se AS AF .
a w konsekwencji K5 + X, 2 K4 + K, +&-A > K, + K2, co jest sprzecz-
ne z przyouszczeniem, ze istrnieje las rozpinajacy dwu drzew o koszcie
mnlegszym niz K,] + KZ' Analogiczne rozumowanie mozna przeprowadzié
dla p > 2.

Rysunek 3.3 przedstawm rozpinajacy las 2 drzew w pewnym gra-
fie zbudowanym na zbiorze wierzchoikéw -{ AP 2, ey 5}. Gruby-
mi liniami zostalo zaznaczone rozwigzanie problemu PT. Linig przery-

wang oznaczono odrzucony 1tuk o najwigkszym obclgzeniu.

=

Rys. 3.3 Rozpinajgcy las 2 drzew

Oznaczmy wartosé¢ rozwigzania problemu ('3.34), (3.25) ’ (3.41),
(3.42), (3.44), (3.45) ze zmodyfikowang funkcjg celu /przy ustalonej
wartosci p* / przzz TR(p*) . Rozwiazaniem optymalnym problemu PTR
jest wartosé TR(p™ , dla ktérej zachodzi

TR(p**) = min . TR (p®)
Ppin$ PP

Zastosowanie zagadnienia minimalnego drzewa rozpinajacego (sSsT)
do wyznaczenia dolnego oszacowania problemu pt’l,anP,'Z’o > ol Za+

+ 2ZwE+ 2vT wymaga silnej relaksacji problemu.
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Zaleta tego podejsécia jest natomiast mnisjsza zlozonos¢ obliczeniowa
zagadnienia SST /rzedu O(na) /, w stosunku do zlozonosci obliczenio-
wej metod wyznaczania dolnego oszacowania problemu przedstawionych

w rozdziatach 3.2.1, i 3.2.2. /rzedu O(na) VN

Podobnie jak przy poprzednich relaksacjach zagadnienia p|1,n|

pp, 2°> 0| 2 a+ ZwE+ 2vT takze w przypadku zagadnienia PTR mozna
pewne: ograniczenia usuni¢te z podstawowego problemu uwzglednié po-
przez wprowadzenie do funkcji celu zagadnienia PTR kar za przekro-
czenie tych ograniczei. Ograniczeniami takimi sg warunki (3.37,
(3.32), ktérych wiaczenie do funkcji celu zagadnienia PIR nie zmieni
charakteru tego problemu,

W zagadnieniu PTR istnieje niewielka mozliwo$é uwzglednienia kar za
‘przekroczenie termindw obsitugi punktdédw odbioru /tylko w postaci kosz-—
oW aih/ oraz ograniczel zwigzanych z pojemnoscia voiazddw. Znacznie
lepsze s3 pod tym wzglgdem dolne oszacowania LBg(j) i LB%I(J)o

Z kolei problem PTR w wigkszym stopniu uwzglednia koszty zwigzane 2z
sumaryczng diugoscig tras pojazdodw (:Ea). Dolne oszacowanie otrzyma-

ne w wyniku rogzwizzania problemu PTR bedzie oznaczanec LBEII (J)o

3.3. Algorytm rozwigzywania zagadnienia

Algorytm rozwizzywania zagadnienia p}1,nl|PP, = } 0l 2 a+t ZWE-i-
+ 2vT oparty zostal o metodg podziazu i ograniczen ze strategig po-
dziazu z kolejnego wezia,

Jak wiadomo, jezeli znany jest zbidr punktéw cdbioru Ij przy-
dzielonych do trasy j-tego pojazdu (j=1, eeesy P), to problem wielo-
pojazdowy w sposdb natiralny dekomponuje sig na p problemdw postaci

1, Ij lpp, 7° > 0] 2a+ SDwE+ ZVT, ktéSrych wymiar Ij jest zazwy-

' czaj niewielki., Algorytm rozwigzywania zagadnienia pl|1,n]|PP, 0 ;;OI

>a+ ZWE+ 2vT polega na generowaniu dopuszczalnych podziaidéw zbio-

ru punktéw odbioru J ne podzbiory Iy (j=1, .., p) i rozwigzywaniu
odpowiadajgcych im problemdw jednopojazdowych., W trakcie dziazania
algorytmu wykorzystywane sg wartosci rozwigzan dopuszczalnych proble~-
mu p|1,n]|PP, T° > ol 2 a+ 2wE+ 2vT otrzymane przy uzyciu algoryt-
méw heurystycznych, Metody heurystyczne rozwigzywania zagadnienia

pl1,nlPP,T° > 0] Ya+ LwE+ 2T zostang przedstawione dokXadnie
w rozdziale 5 pracy. Oznaczmy wartos$¢ rozwizzania heurystycznego
przez HR(p,J) °

Funkcjonowanie algorytmu mozna przedstawié w postaci drzewa
przydziakdw Hys w ktérym kazdy wgzex P, = {11, Iy eees Ij,;j<§ p}
odpowiada pewnemu czgs$ciowemu przydziazowil punktdéw odbioru do tras
pojazdéw, natomiast zbidr ukéw jest postaci <P, Pr>> . Jeseli
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Jezell wgzel Py = {Iq, ceey Ij} zawiera przydzial punktoéow odbioru
do tras wszystkich pojazdé4w o numerach od 1 do j, to jego nastgpnik
P, = {Iq, e Ij’ Ij+1} zawiera dodatkowo przydzial punktéw odbio-
ru do trasy j+1 pojazdu. W korzeniu drzewa H_ zbiér przydzialdw Ib
jest zbiorem pustym. W bezposrednich nastgpnikach PO zostajg ustalo-
ne wszystkie dopuszczalne przydzialy punktéw odbioru do trasy
pojazdu o numerze Jj=1.

Maksymalna gigbokosé drzewsa Hp rowna sie liczbie pojazddw p.
Wiszgcym wezlom drzewa Hp odpowiadajg przydzialy punktdéw odbioru do
tras wszystkich pojazdéw, to znsczy, jesli Ps.jest weztem wiszacym
w drzewie Hp’ to PS = {11, 12’ ooy Ip}.

Na rysunku 3.4 przedstawione zostalo drzewo przydziatdédw H_ od-
powiadajace zazadnieniu pl1,nlPP, 2° 2> 0l Za+ Z wE+ Zv'l‘, W kgc)érym

p=2, n=5, °1=159 02310a Q4=9, q2=q§=Q4=5a q5=1-

B (1,={23,4})

P (I1={1,2,5}) B (I,=14135%)

B (I,=11253%IL,=134})
B (I,-1135}I,=124})

R (11234} L={157)

Rys. 3.4 Drzewo przydziazdw Hp

Z kazdym weziem Pk = {Iq, ceny Ij} w drzewie przydziaidéw Hp

wigze si¢ proplem 1|1, leHPP, 7°> 0] Ya+ 2ZuwE+ 2.y, Rozwigzaniu
tego problemu odpowiada wygenerowanie drzewa rozwigzan Hq(Ij) /1lub
H2(Ij) /, w ktérym dokonuje si¢ bezposredniego lub posredniego prze-
gladu wszystkich sekwencji punktédw odbioru nalezgcych do zbioru I..
Oznaczmy warto$é rozwigzania optymalnego problemu 1|1,|Ij"PP, 2° > o
Ja+ ZvB+ 24T przes B(Ij). '

szystkich dopuszczalnych rozwiazah problemu p|1,n|PP, T° > 0| 2a+
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9740,

+ 2wB+ Eﬁﬂ?jest co najwyze] (p+n-1)!. Natomiast liczba wszystkich
dopuszczalnych p-podziatéw zbioru J /wezidéw wiszgcych w drzewie przy-—
dziatéw H_/ réwna si¢ co najwyze] pn. Jezeli speilniony jest warunek
c: =¢ (j=1, eeey P, to liczbg¢ rozwazanych p-podziatdédw mozna zmniej-
szyé Zauwazmy bowiem, ze w tym przypadku kazdemu p-podz1alow1 {Iq,
12, sees IPS odpow1ada p! roéwnowaznych p-podzialdw {Id s I(xz,
aele ch } /gdzie Ky eoey cip jest dowolna permutac]
vwskaéniﬁéw 1, 2y eeey /e W tej sytuacji wystarczy wigc rozwazat co
najwy zej pn-P.p! p-podziatéw. W konsekwencji, przy generowaniu dopusz-
zalnych p-podzialéw mozna wtedy przydzieli¢ arbitralnie pewien punkt
odbioru do trasy dowolnego pojazdu /na przyktad dla j=1/, a nastepnie

po ustaleniu zbioru Iq postepowanie to powtdrzy¢é w odniesieniu do

nastepnych pojazdéw.
Jezell w rozpatrywanym uprzednio przykiadzie przyjmiemy, ze

Cq = Co = 14, to drzewo przydzialéw HS bedzie miato postal przedstg-

wiong na rysunku 3.5.

R (I1,={13}) P(I~{14D)

={12}1,2{3.45
B (11123 1,-{3.4,59) I T
R (L,=(1431,-{235})

Rys. 3.5 Drzewo przydziakéw H;

Proces generowania w drzewie Hp czeSciowych rozwigzan P {Iq, cos
L ey Ij} problemu p-podzialu prowadzi si¢ az do chwili, gdy zajdzie
jedna z trzech nastepujgcych sytuacji:
(a) - mozna wykazal, ze rozwigzanie czesciowe {Iq, o3 Ij} nie
prowadzi do otrzymania rozwigzania dopuszczalnego problemu
p-podziatu.

(b) - dolne oszacowanie wartosci rozwiazania optymalnego proble-
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mu pl1,nlPP, T° > 012a+ 2wE+ 2vT /przy uutalonych
zbiorach I,, 12, .ok Ij/ jest mniejsza, co najwyzej row-
na, wartosci najlepszego do tej pory znalezionego rézwig-
zania.
(¢c) - ustalone zostalo rozwigzanie dopuszczalne problemu p=po=-
dzialu /wygenerowany zostat wierzchoiek wiszacy w Hp/.
Wtedy nalezy odrzucié rozPatrywany wezel P = {I,, «.0y I, } i cof-
ngé¢ sie do jego poprzednika P {Iq, Dy eeey Ij—1 y W drzew1e Fp.
Niech Jk C J bedzie zblorem punktéw odbioru, ktére nie zostaly
jeszcze przyd21§lone do trasy zadnego pojazdu w weile Pk = { Iﬂ,
12, “nuy Ij } . Sytuacja opisana w punkcie (a) zachodzi, gdy

e b= >
Y = > C= Qe
i€ J, i=j+1

1}

Przy generowaniu kolejnego wegzls Pr {Iq, 12, ooy Ij+1} Z pewnego
wezla P, = {Iq, ceey L. } a wiec przy wyznaczeniu zbioru Ij+1’ okres—
lany jest zbidér K kc: Jk. Kk'zawiera wszystkie punkty odbioru na-
lezace do Jé, ktére moga byC¢ przydzielone do trasy j+1 pojazdu, Je=-
zeli z Pk nie byl generowany do tej pory zaden wezel, to zbidr Kk ma
postaé Ky = {1 € Jk } q; < CJ""‘} Natomiast je$li z wezta

Pk byly juz wygenerowane wezly postaci P = {Iq, csey Ij’ IJ+1 =
ﬁs1, R g} y to do zbioru Kk nie nalezq punkty odbioru 151.
Przydzial kolejnych punkté4w do trasy pojazdu j+1 odbywa sie az do
chwili, gdy ze wzgledu na pojemno$¢ pojazdu, nie mozna juz zadnego
punktu odbioru przydzielié.

Algorytm

Niech k ¥ oznacza wartosé najlepszego znalezionego rozwigzania,
Na poczgtku dziatania algorytmu przyjmijmy, ze

k)Q =00 ,J"= {1, ceey n} oraz

- n
6= ici’ §= Z] qi,
1=

i=1

Niech r-tej iteracji algorytmu odpowiada czeSciowe rozwigzanie prob-
lemu p-podziaiu postaci P, = {Iq, 12, o wsy Ij} .
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Krok 1. Wyznaczanie dolnego oszacowania LB,
WyznaczyC wartoéé B(I.) poprzez rozwiazsnie problemu 1!1,[Ij||PP,
7°> 0l Ya+ ZwB+ 2vT.

Wyznaczy¢ wartoéé dolnego oszacowania LB j (J;,} problemu p-j|1,|J;”

p—
PP, ?° o} Za+ ZwB+ 2vT,
J
Dokona¢ podstawienia LB:= 551 B(Ii) + LB, J,7.

Jezeli LB > K™ to nalezy przejs¢ do kroku 6,
W przeciwnym przypadku przej$é do kroku 2.

Krok 2. Wyznaczanie goérnego oszacowania,
WyznaczyC wartosé HRp-j (J;) rozwigzania heurystycznego problemu
o-jl1, IJI:I PP, ¥°> 012a+ 2ZwE+ 2vT. Dokona¢ podstawienia:
. J
Ks= Z B(I) + HR _, (3.0 .
g )
Jezeli k < k*', to dokona¢ podstawienia K i=k 1 zapami¢taé rozwigza-
nie odpowiadajace wartosci k /jako najlepsze do tej pory znalezione
rozwigzanie/. Nastepnie przejéé do kroku 3.

Krok 3. Sprawdzenie dopuszczalnoSci rozwigzania.
Dokonaé podstawienia:

ji= j+1
P
A ;
C = Z Cys
i=j+1
I,j = @,

J
JI' = J -U Ijo
i=1

Jezeli spelniony jegt WoTrunek

Z qi<5,-?1
i€ J,

przejsé do kroku 6. W przeciwnym przypadku przejsé do kroku 4,
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Krok 4.

Wyznaczy¢ zbiér Kp= {i € Jr’ | 9 < ¢y = Z Qe }
- . S kEI.j

r N .
Jezelli K, = g i 2{ qi<< Q - C, to przejsé do kroku 6,
i€ Ij\

A N
Jezeli Ko = g i Z Qy > Q - C, to utworzyé w drzewie H-p
i=I,j

nowy wezekt PS = tI1, “ ey Ij} i nowy 1uk '<Pr, I’s> . Nastepnie
przejsé do kroku 1.
W przeciwnym przypadku sprawdzié warunegi
g+ 2 >Q-0
i€ Iy i €K,
Jezeli warunek ten jest speiniony, to przejsé do kroku 6, w przeciw-—
nym przypadku przejsé do kroku 5.

Krok 5. Uzupeinianie przydziaiu punktdéw odbioru do trasy j—-tego
pojazdu,.

Wybraé i€ K , takie, ze qi¥ =

i Q3.

max
i€ K,

Dokonaé podstawieh:

Przejsé¢ do kroku 4.

Krok 6. Cofanie

Jezeli Ij = & oraz j=1 czyli nalezy si¢ cofngé od korzenia drzewa Hp,
to koniec algorytmu. Znalezione do tej pory najlepsze rozwigzanie
jest rozwigzaniem optymalnym problemu pl|i,n IPP, E® > 0 | 2a+ >wE+
+ 2ZvT o wartoéci k* .

W przeciwnym przypadku, jesli Ij =P 1ijj>1, to podstawi¢ j:=j-1

i cofngé si¢ do poprzednika P = {11, e Ij} . Przejsé do kro-

ku 6. JeSli natomiast Ij # @, nalezy dokonaé podstawienia:
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gdzie ) jest punktem odbioru przydzielonym ostatnio do zbioru I..
Przejs¢ do kroku 4.1

W przypadku, gdy cj = ¢ (j=1, eee, P mOZna wyeliminowaé przy
generowaniu drzewa przydziaidw Hp powtarzanie réwnowaznych przydzia-—
téw poprzez zastapienie w kroku 6 algorytmu warunku Ij = O przez
warunek IIjl = I,

3.4. Uogdlnienie problemu z jednym pojazdem

W rozdziale tym rozwazany begdzie problem ustalania tras typu
PW. Zagadnienie 1}1,n|PW, ¥° > 0l Za+ 2wB+ 2vVT jest uogbdlnieniem
problemu 1 11,n|PP, z° > ol >a+ Zwh+ 2vT. W zagadnieniu z trasg
typu PP zaktada si¢, 2e pojazd wykonuje doktadnie jedng ture¢, po
czym powraca do bazy. W sytuacji, gdy sumaryczne zapotrzebowania
punktédw odbioru Q3 (i€ J ) sg wieksze niz pojemnosé pojazdu c, ko-
nieczne jest wykonanie wigkszej liczby tur. Takg wiasnie sytuacje
uwzglednia problem 1|1,n|PW, T° > 0] Za+ 2wB+ Z2vT.

W przypadku, gdy baza oraz magazyn sg zlokalizowane w tym sa-
mym miejscu oraz gdy funkcja celu jest postaci Eh% to problem
111,nPw, %° 2 0] Za jest réwnowazny problemowi P |1,n|PP, ¢y = ¢,

*® > o] Xa /np. [9], [19], [36]/, sdzie D jest gérnym oszacowa-
niem liczby tur,.ktére nalezy wykonal .

3.4.1., Model matematyczny
Wprowadzmy nast¢pujace zmienne decyzyjne:
1, gdy w j-tej turze trasy pojazdu, jako l-ty

wystepuje punkt X,, a bezposrednio poprze-

X}_k(a) =
dza go punkt Xy

O, w przeciwnym przypadku,

p € 8 , oznaczajgca liczbe tur realizowanych
przez pojazd,
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%3 € N, j=1, ..., p , oznaczajgce liczbg punktdéw odbioru
obsitugiwanych w j-tej turze trasy
poJjazdu,

s;'].L‘ (30 € R+U {O} - okre$lajgce termin wyjazdu z punktu N
obstugiwanego jako 1=ty w kolejnosci w j-tej
turze trasy pojazdu, -

so(j)62R+LJ {O} - okreslajgce termin wyjazdu z magazynu w j-tej
turze trasy}
oraz zmienng

S € R, - okreslajgca termin powrotu pojazdu do bazy.

Wtedy model matematyczny zagadnienia 111,nl|PW, T° > 0| Za+ ZwB+
+ 2 vT mozna sformulowaé w nastepujgcy sposéb:

minimalizowacs

.

S Iy

WM B

n n

1 /.. 1 a5,
Z x5 (30 " 8y + Z %01(3) ,"“01]* %n+1,0 ¥
k=

j:'l l:'] 1 1 i=1
- 2 3 12 2 7,
P . d(s) -
+ Z x;k () %,n+1 ¥ Z Z Xik(']) a,0 *
=1 k=1 3=1 =1 k=1

D n _
* e En+1 * Vhe Tn+1 * :iﬁ [ ;Z% Xgi(j)].[WO'EO(j) + WO°T0<3)]+
Jd= 1=

n p T. n
+ 2 [2 ZJ 2 %@ ][y 0 BLG) + vimg @], (3.46)
i i j=1 1=A k=0

i=1

przy ograniczeniach (3.2) - (3.12).
oraz ograniczeniach

n n
Z ng (j) 2 Z ng(j""]) 9 qu, o0y p"',]
k=1 k=1 -

n

n n T, |
Z Z ZJ X:iLk(j)’ U *+ Z ngﬁ)'qké cy 3=y eeuy D (3.47)
i=1 k=1 1=2 k=1



96

(0]
5o (M > ape1,0 ¥ Yo o

n n o~
I, 3t o
=y =1 (= 0
so(3) > :Z ZZ X G=1 [Sk (=1 8,0 * 'CO:],
i=1 k=1
j=2’ ..., p
n n ~
: T T
)Y . b
Spen > ) % 2(0) [P (o) + ak,.n+1]’
i=1 " k=1 .
: _ ‘ 0
gdzie E 4 = max{0, r 4+ o+ a 4 - so(ﬂ)}
Theq = nax {0, dpeq = Speq ] o

natomiast pozostate wartosci 3, (), Ty (G E%(j) , Ti(j)
sa okreslane jak w modelu (3.4) - (3.12).

Latwo zauwazyC, Ze zmienna p musi speiniaé ograniczenie n>p
>Ppin /gdzie Ppin J6St okre$lone wediug wzoru (3.43%), przy zaloze-
niu, e ¢y = c dla j = Ty soeyg Dfa n

Jezell p ;, = 1, to musi by¢ spelniony warunek zi a3 < c

1i=1
i optymalne rozwiazanie problemu 1/1,n|PW, v ° Ol 2 a ZwBE+ ZVT.
Natomiast w przypadku, gdy Ppin = 2, %o zagadnlenlu ’1[’1 anW 7° > ol
2 a+ Zw&+ 2yl mozna przyporzadkowac §raf G <AW’ >
ktéry jest uogdlnieniem grafu G < N, A> . Graf G moZna otrzy-
ma¢ w nastg¢pujacy sposéb:

A . 2n-2 2n-3%

L {'Inm’ Lo n+’l} v U Lj((k n} U U {(0, 1)}
1=2
Ay = 1<% 15 xo>}UU <%, G, D>}y U {<@x,2n-2), % >}
k=1 k=1
n 2n-3 n 2n—-4
0,1, &, 14U ! {k,1), ©,1+1»
2 =4} 2n-% n
U {<0,1), (0,241>} UL ) U { @, &1

=7 k=T

k#1



A

Graf GW przedstawiony zostal na rysunku 3.5,

(1,1) (4,2) (4’3)

(12r-3) (12n-2)

(02) (4,3) (0,2n-3)

A
Rys. 3.6 Graf G

Trasie pojazdu odpowiada droga sekwencyjna w Gw, ktéra zawie-
ra dokladnie jeden wierzchoiek z kgzdego zbioru

2nr-ct
L\/) {Ck,l)} y k=1, ..., n oraz zawiera co najmniej p_; -1
1=

2n=-3
wierzchotkéw ze zbioru {03,1)}

1=2
:Koszt najtanszej drogi w grafie 6W jest dolnym oszacowaniem problemu
’ll’l,nIPa, TO} ol 2 a+ 2wi+ ZVT, przy czym obciazenia Yukéw w
§rafie GW sg analogiczne jak obcigzenia odpowiednich ukédw w grafie
G, a obcigzenia rukéw < (0,1), (0,1#1)> , 1=2, ..., 2n-4 sg réwne
Zer'U. .

Gdyby w problemie 111,n|PW, 2° > 0l Za+ JwB+ 2vT nie wyste-
powal warunek <3.47}, to do jego rozwigzania mozZnaby zastosowad
wogdlniony algorytm rozwiazywania zagzadnienia 111,nlPP, T° > 0| Za+
+ 2w+ 2vT, Algorytm ten prowadziiby do wyznaczania drogi sekwencyj~
nej w @wo minimalnej wartoSci funkcji celu (3.46). W’zwiqz&u Z ogra-
‘niczong pojemnoscig pojazdu nie kazda droga sekwencyjna w GW miedzy
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. / a . .
wierzchotkami o odpowigda rozwigzaniu dopuszczalnemu

n+1? . ned

problemu 1|1,n|PW, '502 ol Za+ 2wE+ 2ZvT. W przypadku zagadnie-

nia 111,n|PP, °> 0l Za+ 2wE+ 2vT, w trakcie dzislania algoryt-
mu mozna byio ustalaé jako kolejny punkt w trasie /w drodze w G/ do-
wolny punkt odbioru, ktéry nie zostal jeszcze ustalony w trasie.

Natomiast w przypadku zagadnienia z trasg typu PW jako kolejny punkt

w trasie mozna przyjmowac:

-~ taki punkt odbioru, ktérego przydzielenie do aktualnie rozwazane]
tury nie spowoduje przekroczenia pojemnosci pojazdu /i ktéry nie
zostat do tej pory ustalony w trasie/,

- punkt X, /ktéremu w aw odpowiadaja wierzoholki‘(o,l), =
eeey 2n-% , przy czym kazdej turze odpowiada w drodze sekwencyjne]
fragment drogi miedzy dwoma wierzchoikami ze zbioru

Kazdemu rukowi <(0,1), (0,1+1)> ustalonemu w drodze sekwency j-
nej odpowiada tura pusta. Liczba tur w drodze sekwencyjne] w grafie
éw jest roéwna n. Jezeli od liczby n odejmiemy liczbe tur pustych, to
otrzymamy warto$¢ zmiennej p okreslajacg rzeczywistg liczbe tur rea-
lizowanych przez pojazd. Przy ustalaniu dopuszczalnej drogi sekwencyj-—
nej w aw mozna wykorzystaé warunki dopuszczalno$ci okreélone w algo-
rytmie rozwigzywania zagadnienie p|1,n|PP, 2’02 0l 2Za+ ZwB+ 2vT,
Zbiory Ij j=1, ...y P wystepujace w tych warunkach nalezy interpref
towaé jako zbiory punktdw odbioru przydzielonych do j-tej tury w tra-
sie pojazdu. Warunkiém istnienia rozwigzania dopuszczalnego problemu
111,n|PW, Z°> 0] Za+ ZwB+ 2vT jest speinienie nierdwnoéci !

qi é C,‘ i:’l, e 0y n.

4, Zagadnienie wyznaczania tras wielu pojazddéw. Uogdbdlnienie.
Rozwazane w niniejszym rozdziale zagadnienie p|1,nlWP, 7° ;;0]

Ya+ 2ZwE+ ZvT jest uogdlnieniem zagadnienia pl1,nlPP, ° > 0

za+ ZwE+ Zv‘l‘ ze wzgledu na typ tras. W przypadku tras typu WP
dopuszczalne Jjest zagopatrywanie jednego punktu odbioru przez kilka

pojazdéw. W wielu sytuacjach pozwala to na zmniejszenie kosztdéw rea-
lizacji tras /poprzez zmniejszenie sumarycznej diugosci drogi, ktoéra
muszg przebyC¢ pojazdy/, a czgsto pozwala réwniez na zmniejszenie
liczby uzytych pojazdéw,

Jak to =zostato pokazane w rozdziale 3, problem stwierdzenia,
czy istnieje rozwigzanie dopuszczalne zagadnienia pjﬂ,anP, ?fO;B 0

-~

2 a+ 2 wi+ ZﬁT,jest problemem NP-zupeinym. W przypadku zagadnienia
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z trasg typu WP, rozwiazanie dopuszczalne istnieje zawsze, gdy tylko
speiniony jest warunek

Warunek ten Jjest tylko warunkiem koniecznym, lecz nie wystarczajacym,
1stn1erla rozwigzania dopuszczalnego dla zagadnienia p|1 Ber,
20 > 0| Za+ 2wB+ 2vT.

Rozpatrzmy prosty przykiad zaczerpniety 2z pracy [36].
Przyklad /rys. 4.1, 4.2/
Dane 54 trzy punkty odbioru o zapotrzebowaniach q, = s = q5 = 2
oraz trzy pojazdy o pojemnosciach c, = SoR=NCEs 3. Rysunek 4,1
‘przedstawia trasy pojazddéw typu WP, a rysunek 4,2 trasy pojazddw
typu PP.

®

x' * 0
\\ : .
w by
tv S
/ o',}
Ly= Ly Lnt1= X,
Rys. 4.1 Trasy typu WP Rys. 4.2 Trasy typu PP

Latwo zauwazy¢é, 2e w przypadku tras typu WP wystarczy uzyé
‘tylko dwu pojazddédw, natomiast trasy typu PP wymagaja uzycia trzech
pojazdéw, ktdérych pojemnosé nie jest w peini wykorzystana. Ponadto
w przypadku, gdy odleglosci migdzy X, i Ib oraz X, i x} 53
odpowiednio mniejsze od odlegiosci miedzy Xy i sz oraz 3:0 i

IB’ to sumaryczna diugoéé tras typu WP jest mniejsza niz sumarycz-

na diugosé tras typu PP. '

Nie istniejg do te] pory zadne algorytmy doktadné rozwigzywa-
nia zagadnieh z trasami typu WP. We wspomnianej wczeSniej pracy [36]
zostala przedstawiona jedynie propozycja, aby w przypadku, gdy ist-
nieje potrzeba zgopatrywania jednego punktu odbioru przez kilka po=-
jazdéw, dzielié zapotrzebowanie g; migdzy pojazdy w sposdéb losowy.
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Problem pl1,nlwP, ¥° > ol mozna naturalnie sprowadzié
do zagadnienia

n
pl1y |2 o |I®R, T3 oIT ,
=l

traktujgc kazdy punkt odbioru o zapotrzebowaniu Qi jako Q3 punktéw
odbioru o zapotrzebowaniu jednostkowym. Ma to jednak sens praktyczny
tylko wtedy, gdy wartosci q; saq wniewielkie, w przeciwnym przypadku
rozmiar zagadnienia z trasami typu PP, ktéry trzeba rozwigzaé, rosnie
w sposbb drastyczny.

4,1, Model matematyczny

Model matematyczny zagadnienia p|1,nlWP, T° > 0l 2a+ ZwhE+
+ 2vT rézni sie od modelu matematycznego (3.1) - (3/%0 /zagadnie-
nie pl1,n|PP, T®° > 0l Za+ 2ZwB+ 2v1/ tylko ograniczeniami (3.2)
i (3.6). |

Wprowadzmy dqdatkowa zmienng decyzyjna fj(i), ktoéra oznacza
iloé¢ towaru jakg przywozi pojazd j-ty do punktu odbioru d:i. Za—
miast ograniczeh (3.2) , (3.6) nalezy wprowadzié ograniczenias:

jo) 'i" n

1 (. 105y .
Z ZJ Z Xik(a) . fa(k) + XOk(J) fj(k) = qk, k:'], ecey Il,(q-.'])
J=1 1=2 i=1
7. n n n

1. 1.
¥ S K@ 258+ ) x(3) c 250 < o, :
1=2 i=1 k=1 k=1 3=1, veey, p @.2)

fj(k) }O, k=1, ey ns qu’ e e ey P (405)

Ograniczenie (4.1) oznacza, ze ilo&¢ towaru przywiezionego przez
wszystkie pojazdy do danego punktu odbioru C[k musi by¢ réwna za-
potrzebowaniu tego punktu Qe Ograniczenie (4.2) oznacza, ze ilosgé

towaru transportowana przez dany pojazd jest nie wieksza niz pojem=—
nos¢ tego pojazdu.

4,2, Wrasnosci zagadnienia

W rozdziale tym zostang omdwione pewne wiasnosci problemu
pl1,nlWP, ¥° > 0l 2 a+ 2Zub+ 2vT, ktére pozwalaja na wykorzystanie
schematu algorytmu rozwigzania zagadnienia z trasami typu PP do
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konstrukcji algorytmu rozwigzywania zazadnienia z trasami typu WP,
Niech Ij oznacza, jak poprzednio, zbidr punktdéw odbioru, ktdére

sa obsiugiwane /czgsciowo lub w catosci/ przez pojazd o numerze j-tym.

Twierdzenie 4,1

Istnieje rozwigzanie optymalne problemu p|1,n|WP, «° > ol > a+
+ 2 wB+ ZVT, w ktérym speiniony jest warunek:

T3 N Il €1y 145, 1,350 e, b , ¢o4)

Dowdd /rys. 4.3/

Zatbzmy, ze mamy rozwiazanie optymalne problemu pl|1,nlWP, 'C°;> o]
Ya+ Zwi+ 2vT, w ktérym istnieje para i, (i3, 1,3 € {1,.¢-, PP

dla ktérej zachodzi

IIi N Ijl =k, k>1.

Wybierzmy z tras pojazdédw o numerach i oraz J dwa takie punkty odbio=
ru, ktére réwnoczeSnie sg obstugiwane przez oba pojazdy. Oznaczmy je
przez k1 i k2.
Niech f = min -{fi(kql, fj(k1), fi(k2)’ fj(kg} . Bez straty ogdlnos-
ci mozna przyjaé, ze f = fi(k1)‘ :
Wprowadzmy nowe wartos$ci

fl(k']) = fi(k'\) -f =0,

£ (k) fi(kz) + £,

H

£5(kp = £5(k)) + T,

£5(ky) = £5(ky) - £,

Jezeli wartoéci fi(kq) - fj(kz) speiniajg ograniczenia (4.1) - (4.3)
to takze wartosci f;(ky) =0, ..., fj(kz) spetniajg te ograniczenia,
gdyz sumaryczna ilos¢ towaru przewozona przez oba pojazdy nie ulegnie
zmignie, Nie zmieni sie¢ réwniez sumaryczna ilos¢ towaru dostarczana
‘przez te pojazdy do punktéw odbioru k, i k>. Istnieje wiec rozwigza-
nie dopuszczalne problemu p|1,n]WP, T° > 0| Za+ ZwE+ 2vT speinia-
jace warunek |Ii - {kq}f\ Ij' = k-1 nie gorsze niz rozwigzanie
optymalne. Wynika to z faktu, ze punkt k, /ze wzgledu na fi(k1> =0
‘mozna usungé¢ z trasy i-tego pojazdu, natomiast trasa j-tego pojazdu
nie ulegnie zmianie. Rozumowanie to mozna powtdérzyl jzszcze k-2 razy

dla kolejnych par punktdédw odbioru wystgpujgcych w trasach obu pojazdow.
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Otrzymamy wtedy, ze ]I; ) ISI = 1, gdzie I; i Ié oznaczajg nowe
zbiory punktédw odbioru obstugiwanych przez pojaszd i-ty oraz j-ty.
Postgpowanie to mozna powtdérzy¢ dla kazdej pary i,J, ktoéra nie spei-
nia warunku (4.4). W wyniku tego postepowania otrzymamy rozwigzanie
dopuszczalne, speiniajgce warunek (4.4), w ktérym wartosé funkcji
celu nie jest wieksza niZz w rozwiazaniu optymalnym problemu. Musi‘wiéc
tyé to takze rozwigzanie optymalne, co koriczy dowdd twierdzenia.fl

Rys. 4.3 Przeksztaicenie tras 2 pojazddw obsiugujgcych
wspdélnie 2 punkty odbioru

Niech rozwigzanie optymalne problemu pl1,n| WP, 2% >0l T a+
+ 2ZwE+ 2vT sktada si¢ 2z z niespdjnych komponentdw 39 151, ces
«sey 2 takich, ze

f)CiC‘ {1, «eeh 2}, iz, vu., 2

)

przy czym speinione sg nastgpujgce warunki:
, ,

\V/ lxll >1 = 3 J E:r.i: IIJ N Ijllf 0 (a)
i=1, ... 2 ;€ L.

aE

N>

Xi= {1 eeer b} . - (v)

X.N X, =g, g’ , 1,i° =1, euu, 2, )

D
UJ = A e 0 @)
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Kazdy komponent X, (i=1, ..., %) jest zbiorem tras, ktére obsiu-
gujg wspdlnie pewne punkty odbioru.

Podzial zbioru tras pojazddédw na niespdjne komponenty zostal
przedstawiony schematycznie na rys. 4.4, gdzie okregi odpowiadaja
poszczegdlnym trasom pojazddw, a pogrubione punkty przedstawiajag te
-punkty odbioru, ktére sg zaopatrywane przez wig¢cej niz jeden pojazd.

®

'B

4

Rys. 4.4 Podzial zbioru tras na niespdjne komponenty

Lemat 4.1. Istnieje rozwigzanie optymalne problemu pl1,n|WP, A > ol
Ta+ Zwi+ 2vT speiniajace warunek (4.4), dla ktérego

) IIjlle Ij|+|$i|-1, §=1y ees B .

J€% JE X

gdzie 3%, ceey :rg sg niespéjnymi komponentami skigdajgcymi si¢ na
to rozwiazanie.,

Dowédd /indukcyjny/

:Niech :ri = {;j,], ceey jco} . Rozwazmy kolejne podzbiory DC = \I
v =1y aee,® A takie 2ze dla kazdego UCQ speiniony jest warunek
(a), Jezeli - 1 = {31} t0 otrzymujemy natychmlast ze lI l =

|1 |+ 1-1. 21

: A

Zalézmy, ze dla 3C9= {31, 32, teny jg} speiniony jest warunek
j{ lI | :IL\/L\ Ij‘ + ¥V <1, Pokazemy, ze ze speinienia tego warun-

& JC

ku dla Y wynika, Ze musi on byé spetniony takze dla Y + 1.
A

38 241 T {31, ceey Iy +1} QLJ{J,?+1} « Z definicji komponentu
/z warunku (a) / wynika, ze istnieje co najmniej jeden element



jc x\? , taki Z°II" &P
[To NIy 4= 1.

Stgd, jezeli istnieje dokiadnie jeden element 3, taki ze lIg N Ij v+
= 0, to |

Z,\ I ‘ z III*’IIJ\’MI“’U l+91+lI39+q’

5 9+1|;£ #, a z warunku (4.4) wynika, iz

T j€X
:U I +(\.) +1)— 1 . . (405)
jﬁI\?i-’l ’ Jl |

fa)
Zatrbézmy, ze istnieje ponadto j’ # 3, taki ze §€ Ly  oraz IIJ./ N

Ij P +1 | = 1. Wtedy mamy z warunku (4.4),
albo Ij/ N IS‘ N Ij Ve = az /Tys. 4.6/,

W pierwszym przypadku réwnosé (4 5) jest padal speXniona.
Natomiast w drugim przypadku, poniewaz :Cp speinia warunek (a) musi

istnieC taki cigg O, +.ey °Cs€ DC? y 28 I N %“”l = Sq
n I- = k eocoe I' n IA = k
3 2 ? J J S

Przeprowadzajac analogiczne rozumowanie jak w dowodzie twierdzenia 1,
mozna pokazac¢, ze istnieje takie rozwiazanie dopuszczalne problemu
pli,nlwp, T°> 0| Za+ Zwd+ ZVT, nie gorsze od rozwazanego Troz-
wigzania optymalnego, w ktérym dla pewnej pary <aﬁ ,F2> S
{<jp+1’ J’> ’ <.j,,j¢x1> y ey <jds’ 3>, <J a39+1>}

/ ’
‘zachodzi I, B N I B2 = g.

Stad mozemy wyciaggnal wniosek, ze istnieje takie rozwigzanie opty-
‘malne problemu pl1,nl|WP, TOAZ ol Za+ Zwi+ 2vT, w ktérym spelnio-
‘ny jest warunek (4.5) dia IW,'.

Poniewaz \I@- i wigc otrzymujemy

2 5=-U 1o U s X, -0,
e ;e ie Xy

co koficzy dowdd lematu.s
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"

Rys. 4.5 Rys. 4.6

Korzystajgc z powyzszego lematu mozna udowodnié¢ nastepujgce twier-
dzenie,

Twierdzenie 4,2

Istnieje rozwiszanie optymalne problemu p |1,n|WP, T“);a()l 2 a+
+ 2 wE+ ZVT, dla ktérego speiniony jest warunek

Y
Z |Ij|\< p+n-1 .,
=

Dowdd. zaxrdéimy, Ze rozwigzanie optymalne problemu skiada sig¢ z z kom-
ponentéw DC.l (i=1, o.u, 2), gdzie 1< 2 < p.

Z lematu 4.1 wynika, 2e istnieje takie rozwigzanie optymalne proble-~
mu, w ktérym

~ A
P Z Z
Z|13|=Z 2 II;)'I =2 'U Ijl* [lxi"'/‘
=1 i=1  je Xy i=1 €
z
Z definicji Ii’ z warunkéw (b) i (¢), wynika, ze Z [:Il' = Do
: i=1

Natomiast z warunkéw (b) , (c) , (d) wynika, ze
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A

=3 | 5=n.

J=1 i=1 Je DC
P
A N
Stad otrzymujemy, ze Z l Ij ' = n+p-z. Poniewaz 1 z L p, tak wige
e

speiniona jest nieroéwnosé

Z | IJ | n+p=--1

co konczy dowdd twierdzenia.m

Z twierdzenia 4.2 wynika, 2%e szukajgc rozwigzania optymalnego
problemu p |1,n |WP, 7° >0 | Za+ 2 wE+ 2vT wystarczy ograniczy¢
sie do przegladu takiego zbioru rozwigzan, w ktérych co najwyzej p=-1
réznych punktéw odbioru obsiugiwanych jest przez wigcej niz jeden
pojazd, natomiast jeS8li jeden punkt odbioru jest zaopatrywany przez
wszystkle pojazdy, to pozostale punkty odbioru sg zaOpatrywano Jed-~
norazowo. /kazdy przez jeden pojazd/. - ‘ ‘
Oznaczmy przez I;j C I;j’ zbiér takich ounktéw odbioru,ktére sag
zaopatrywane t,ylko i wylacznie przez pojazd j-ty /to znaczy f (1) =
= q4 dla i € I /

1ach IJ = I. - I oznacza z0idér tych punktdéw odbioru, dla ktérych

0 £5(1) £ g5, & €Iy

Wtasnosé 4.1
W rozwigzaniu dopuszczalnym problﬂmu pl’l n|WP 0% > Ol > a+ 2 wE+
+ 2vT musi by¢ speilniony warunek

Z q + [EJI\< Cja J =7y ecey Do

. I\
i€ Ij
Niech wartosé A
Q4 e I,j
fj(i) = min {qi-—’l, I {1}[ - Z/f y , 1€ Ij)
0, dla i,e’ I, J

oznacza maksymalng ilo$¢ towaru, jakg pojazd j-ty moze przywiezé do

punktu odbioru X;, DPTzZy zatozeniu, ze do innych punktédw odbioru,
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zaopatrywanych czesciowo przez ten pojazd ( fj(i) <’qi), przywozi on
jedng Jednostke towaru.

Wiasnosé 4.2

W rozwigzaniu dopuszczalnym problemu p|1,n |WP, To° > ol Za+ ZwE+
+ 2ZvT musi byé speiniony warunek:

Z,\ q + ZN fj(i) ZZ q - Z Ck"'Cj’ J=1y eeey D@
i=1 '

1, 1 k=1
i€ j i€ 5
Zdefiniujmy zbiér "
J—-
T & J. o4y =~
J,j = {1€J IZ fk(:x_) + fj(l) < qi} .
=1
gdzie Jj jest zbiorem takich punktdédw odbioru, ktére nie zostaly

w catosci obsiuzone przez pojazdy o numerach 1,2, ..., j 1 musza
by¢ uwzglednione takze w trasach pozostalych pojazddw,

WtasnosC 4,3 p
Dolnyﬁ oszacowaniem liczby zi | Ijl jest wyrazenie
=1

=1
lmln(a) = ZI lIkl + |IJ| + lj‘JI ’ qu, eeey D .
k=

Korzystajgc z wtasnosci 4.3 oraz twierdzenia 4.2 mozna sformuiowadl
nastepujacg wiasnosé,

Wtasnosé 4.4

Istnieje rozwigzanie optymalne problemu pli,nlwp, ¥°> o | Za+ 2 wE+
+ Zv’l‘, w ktérym

lmin(;j)s n+p- 17 vj=19 eeesy Do

W przypsdku wyznaczenia pewnego przydziatu punktdéw odbioru do
tras poszczegdlnych pojazddéw, to znaczy ustalenia zbiordw I1, I2, -
v ey Ip, ktére spelniajg warunki z twierdzed 4,1 i 4.2, nalezy spro-
wadzié¢, czy istnieje dla tych przydziatdw rozwigzanie donuszczalne
problemu p|1,n|WP, 7° > 0| 2a+ 2w+ 2vT ze wzgledu na zmienne
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fj(i) (121, veey D3 3=1, weey D)

W przypadku ustalenia zbioréw Iq, s ey ik ograniczenia (4.1) - (4.5)

p’
przyjmujg postal:

Zagadnienie P

2 231 oy a3 e m

i€ Ij

D

Z fj(k) = qk 9 :1, eseg nj
3=

fj(k) =0, kg£€I

0 f5(k) < @ » kKEI

CJ.

:Problem P jest zagadnieniem znalezienia przepiywu o maksymalne]
wartosci [26] w sieci D =<N, A> , w ktorej zbidr wierzchoikédw
ma postad:

P n
R SRVR Y W CANUN PR LA
j=1 i=1

natomiast zbidr 1ukdéw jest nastepujgcy:
’ n

p n P
f- U de Ul el U[U gy < U dg]
J= 1= J=

i=1

iWierzcholki s 1 t sg odpowiednio 2roédiem i odpiywem w sieci, nato-
miast wierzchoiki dj (j=1, coug I))odpowiadajg poszczegblnym po-
jazdom, a wierzchoiki ‘Ii (i=1, P - ) poszczegbdlnym punktom od-
bioru. Przepustowoéci Iukéw <s, dj:> sg Téwne cy (3=1, eeey D)y
przepustowosci tukéw <xi’ t >  sa réwne a; (i=1, «ee, n), nato-
miast przepustowosci pbOzostatych *ukdédw sg nieograniczone. Jezeli
maksymalny przepiyw wD = <N, 4> nasyca wszystkie tuki <3Ci,1>,
i=1, «.., D, %o wartodci przepiywu w lukach <., ’xi> odpowia-
daja wartoéciom zmiennych fj(i) , ktére sg rozwigzaniem dopuszczalnym
problemu P. W takiej sytuacji ustalone przydziaty Iq, ceo Ip odpowia-
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daja rozwiazaniu dopuszczalnemu problemu pl1,n|WP, T® > 0] 2a+
+ YwB+ ovT. Strukture sieci D= <H, A> przedstawia rysunek
4.7 .

Rys. 4.7 S5ieé¢ odpowiadajgca problemowi P

Dolne oszacowania dla zagadnienia pl1,n|PP, T°> 0| Ja+ 2 wE+ 2yT
przedstawione w rozdziale 3 pracy mozna wykorzystaé jako dolne osza-
cowania dla zagadnienia p I’l,nIWP, T°> ol 2a+ 2 wE+ ZVT. Mozliwosé
ta wynika z tego, 2ze relaksacje problemu p H,anP, 9% > ol La+

+ 2 wh+ 2yT stanowigce jego dolne oszacowania, sg réwnoczesSnie re-
lake cjami problemu pl1, nlWP T° >0 l 2 at+ 2wi+ ZvT /bez uwzgled-
nlanla modyfikacji grafdw G(r) poprzez usuwanie ukéw z G(r ) /.

-

4,3 Algorytm

Algorytm rozwigzywania zagadnienia pl’l nlw]? (A O' 2 a+
+ L Wi+ ZVT, Jjest modyfikacja algorytmu rozwigzywania zagadnienia
p!11,0lPP, T°> 0| Zar Zwi+ 2vT,
W algorytmie wykorzystane zostaly wkasnosci problemu przedstawione
w rozdziale 4.2.

W trakcie dziatania algorytmu zb/i\ér ICL (j:’l, ..., D) bedzie
podzielony na dwa rozitgczne podzbiory Ij i Ij.
Przy pow:‘;@kszagiu zbioru IJ wyznaczane bedg, zamiast zbioru g ,
zbiory K i K , zaxrleragacce te punkty odbioru, ktére mogg byé
dotgczone, odpowiednio, do IJ i IJ. Oznaczenia stosowane w poprzed-

nim algorytmie pozostajg bez zmian.
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Alzory tm
Na poczatku dziatania algorytmu nalezy przyjacé Kk = oo "
o=1{% <.y n}, §=0, Q= 2 q -
Niech w r—tea 1teracal algorytmu mamy ustalony przydzial czesciowy
_{11-11U11, ceny IJ.-I UI 5.

Krok 1. Wyznaczanie dolnego oszacowania LB
Wyznaczy¢é wartosé B(I ) rozwidzujac problem 1|1, 'IllPP T°:> ol
Za+ 2wE+ ZVT o
yznaczyé wartos¢ dolnego oszacowania LB__ . (Ei)problemu p—1|1,[J I
p-3 ‘] J
WP, Z°> 0 | Za+ Zwm+ 2T,
Dokona¢ podstawienia
J
LB:= )  B(I;) + LB
i=1

A\ J

=3 (73)

A *

Jezeli LB 2 k to nalezy przejsé do kroku 7.
W przeciwnym przypadku przejsé do kroku 2.

KErok 2. Wyznaczanie gérnego oszacowania

WyznaczyC¢ wartosé HRB_j ((I.) rozwigzania heurystycznego problemu
p=3l 1, lel lwp, ¢ > 0| 2a+ 2 wE+ 2vT,

Sprawdzié, czy dla wyznaczonego w rozwigzaniu heurystycznym przydzia-
H H . _ a
Iu Iq, cosy Ij’ Ij+1’ cee Ip istnieje rozwigzanie dopuszczalne

problemu P,

Jezeli nie, to przejsé do kroku 3.

W przeciwnym przypadku dokona¢ podstawienia
J

> B(ry) + R 5 (F,).

b=J J
i=1

Jezeli k < k’t to dokonaé¢ podstawienia k*:zk i zapamietaé¢ rozwigza-
nie odpowiadajgce wartoéci k /jako najlepsze do tej pory znalezione
‘rozwigzanie/.

Przejs¢ do kroku 3.

Krok 3. Sprawdzanie dopuszczalnosci przydzialu
Dokona¢ podstawienias

Ji= J+1,
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Q>
W
N
o
@5

l:j+1
A
Ij:= g,
Ij = @,

Wy znaczy¢ zbidr Jj'
Jezelil spelniony jest warunek

A ~
zz Q4 <Q-6C ,
e T
i€ 3
to przejsé do kroku 7. W przeciwnym przypadku przejs¢ do kroku 4,
Krok 4.
Wyznaczy¢ zbidr

J=1

A\ ~ ~ ~ .
Kj:-_- {ké Jj-v Iilqu cs= ZA Q- IIJ.] },
1=1 i€ I,
J
oraz zbiédr
el : ~ J-’I A ~ ~ ~
K = {k€J ;- L|INI A=k €1, i=1, ..., 3-1].
i=1
A ~ o~ " ~
Jezelil Kj=¢} Kj=ﬂ oraz Z{ q; + le|<: Q = C to przejéé

. N

1€EIj

do kroku 6. W przeciwnym przypadku wyznaczy¢ lmin(j)‘

Jezeli 1 . (3)> n + p -1 to przejsé do kroku 7.

! %—n i~ N

Jezeli j=ﬂ i Kj=ﬁ oraz Zf) Qg + I. > Q = C, to doigczyd

i e-?j !

A ~
‘do drzewa przydziaidéw nowy wezel Pg = {11, snogy Ij = IjLJ Ij} i
Tuk <Pr’ Ps> . Nastepnie przejsé do kroku 1.

‘W przeciwnym przypadku sprawdzié warunek

ZI\ 9 ¥ ZI\ 9 * |§J- £J|+lf|<§-6
iE;Ij ieﬁ



112

Jezeli jest speiniony ,to przejsé do kroku 6; w przeciwnym przypadku
przejsé do kroku 5.

Krok 5. Uzupeilnianie przydziatu punktédw odbioru do trasy j-tego
pojazdu
~ N
Jezeli Kj = @, to przejéé do kroku 6. W przeciwnym przypadku
wybra¢ takie i*'e Kj’ ze:

Dokona¢ podstawienias
N

I:= /I\J U {i*}o

Przejs¢é do kroku 4.

‘Krok 6.

Sprawdzié¢ warunek

3=1
IK\/} Ij|:> n+p-1
i=1

Jezeli jest §Pelniony przejsé do kroku 7. W przeciwnym przypadku
wybraé i* € Kj’ taki ze:

qi)( = qi .

max,
1€ K,

Dokonaé¢ podstawienia:

~

1.7 *
- LUfth,

O>
O>

]

<a RN

- {17y,

5.:: .
J J

Przejs¢ do kroku 4.
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Krok 7., Cofanie

Jezeli Ij = f oraz j=1,czyli nalezy cofnaé¢ si¢ od korzenia drzewa, to
koniec algorytmu. Znalezione najlepsze do tej pory rozwigzanie o war=-
tosci k * jest rozwigzaniem optymalnym problemu.

W przeciwnym przypadku, jesli Ij =g i3 > 1 to podstawié j:= j=1

i cofnaé sig do poprzednika P, = {Tqs cees Ij} i przejsé do po-
czatku kroku 7.

W przeciwnym przypadku, jesli Ij # 0, nalezy dokona¢ podstawienia

I = I,- {11,

gdzie g jest ostatnim elementem przydzielonym do Ij‘ Jezeli EIE Ij’
to dokonaC podstawien:

x>
i
>
[
1
~A.
RS
(S

‘f.:z ’f.— ‘13\.} ’

Przej$é do kroku 4.1

5. Algorytmy heurystyczne

W rozdziale tym sformulowane zostang algorytmy heurystyczne,
ktére mozna zastosowaé do wyznaczania rozwiazalh zagadnieh rozwaza-
nych w pracye. '
| Znanych jest obecnie wiele heurystycznych metod rozwigzywania
zagadnienia komiwojazera. Najbardziej znane w8réd nich, tos
- metoda najblisszego sgsiada, ktoéra gwarantuje otrzymanie wartosci
rozwigzania nie gorszej niz 1/2 ([log n}] + 1) wartosci rozwigzania
optymalnego [61],

- metoda trasy r-optymalnej Lina [51]), ktéra dlan > 8 ir £ n/4
gwarantuje, 2ze rozwizzanie r-optymalne Jjest nies gorsze niz 2 (1-1/n)
rozwigzania optymalnego [61]



114

- metoca rozwizzania optymalnego w sensie $rednim [54], ktéra pozwa-
la uzyskiwac¢, jak to wynika z eksperymentdéw obliczeniowych, roz-
wigzanie réznigce si¢ przeci¢tnie nie wigcej niz 1 % od rozwigza-
nia optymalnego.

W przypadku zagadnien zblizonych do zagadnienia komiwojazera,

w Ktoérych wystepujg dodatkowe ograniczenia, wraz ze wzrostem liczby

ograniczen, problem konstruowania dobrych rozwigzan przyblizonych

staje si¢ coraz trudniejszy. Istnieje wiele algorytmdéw heurystycznych
stuzgcych do rozwigzywania zagadnien typu p[ﬂ,n}f&’lZZh} Algorytmy te
nie daja juz jednak tak dobrych wartoSci rozwigzan, Jjak metody
heurystyczne® rozwigzywania zagadnienia komiwojazera. Ponadto wymaga-
ja one zazwyczaj =za*ozenia, ze liczba vojazddw jest nieograniczona

/co pozwala unikngé rozwazania problemu istnienia rozwigzania/.

| Przedstawione w pracy zagadnienie pl’l,nIPP, 'Z'OZ ol Za+

+ 2wE+ 2vT wymaga uwzglednienia duzej liczby ograniczeh. Poza tym,

‘ze wzgledu na bardziej ziozong /niz w przypadku problemu komiwojaze-

ra/ posta¢ funkcji celu, wymaga uwzglednienia wieksze] liczby para-

 metréw przy konstruowaniu “dobrege“ rOZW1qzania dopnsz¢zalnego Zagad-
nienia, Parametrami tymi sa: e s %0

- najwczeSniejsze pozadane tnrmlny obstugi punktéw = Ty 1=0, <.,
coey n+1°

- najpbéiniejsze pozgdane terminy obsiugi punktéw - di’ 1i=0, e¢ee
esey N+

- kary za przekroczenie pozgdanych termindéw obsiugi - Wy OTaz Vi,

i=0y eeey D+l

- czas obsiugi punktéw - ‘Zi 5 1=0, «e.y n} i

- macierz kosztéw /czasdw/ przejazdu miedzy punktami - Laik]

i,k=0, eeey n+1
- zapotrzebowania punktéw odbioru gy, i=1, ..., n;
- pojemnos$ci pojazdéw cj , 051, ceey D
W pracy sformulowane zostang trzy wersjie algorytmu heurystycz-
‘nego, ktdére wykorzystano w implemementacji programowe] algorytmu

rozwigzywania zagadnienia pl’l,n‘PP, T° >0l 2a+ 2wiE+ 2vT,
Okreélmy wartosé Hk(i)

)_.‘5._ o]
H, (1 2rayy + Ty 0 W, o+ dy/vy - 81 pe1 = i

=1, cusy 0§ i £ Ik, SEsal



115

Wartosé }Ik(i) ma oceniaé, ktéry z punktdédw odbioru nie przydzielony
do zadnej trasy, ma by¢ umieszczony bezposrednio za punktem k.

Niech ‘Trkal = (JT?(/‘)’ eeey W?(I'J)) s =1, «.., D oznaczalq porzadek

punktdéw odbioru w trasach poszczegdlnych pojazddw,

Algorytm I

Jako wartosci poczagtkowe przyjgé: j = O, ST?(O) 2 0y =05 dee P,
J: J ’ lo =_,’l ) lj=0; jzt?., ee ey po .

Krok 1.

Znalez¢ punkt odbioru i", ktéry minimalizuie wyrazenie:
(i) , gdzie Bj = {16 J‘Zl q;ﬂ’?(k) + qig C,j} .
k=

R

min 1
1€ Bj'
Dokonaé¢ podstawien:
‘ .*
3\'?(1’)3= ’

Przejsé do kroku 2.

Krok 2.

vJeZeli J = #, to koniec algorytmu, wyznaczone zostalo rozwigzanie
dopuszczalne problemu pl|1,n|PP, T°2> 0] Za+ ZwE+ ZVT. Jezeli

L.
.Bja = & /dla kazdego j=1, ..., p/, to koniec algorytmu. Nie znale-

‘zione zostalo rozwigzanie dopuszczalne. W przeciwnym przypadku doko-
na¢ podstawienia:

Ji= Jj+1,
Jezeli j £ p, to dokona¢ podstawienia j:=1.
Podstawié:

lj:= j+1,

i przejs¢ do kroku 1. g
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W algorytmie I przydziela si¢ punkty odbioru réwnoczesnie do tras
wszystkich pojazddw. Algorytm kohczy dziatanie, gdy wszystkie punkty
odbioru sg przydzielone do trasy jednego z pojazddw.

Moze sie zdarzyé, ze w przypadku, gdy zbidr J nie jest zbiorem
pustym, to wszystkie zbiory P J sq zbiorami pustymi. Oznacza to,

ze ze wzgledu na pojemnosé pogazdow, nie mozna juz zadnego punktu od-
bioru przydzieli¢ do tras pojazddéw. W takiej sytuacji algorytm I nie
znajduje rozwigzania dopuszczalnego problemu p |1,n |PP, T Z:OI

Ta+t 2wB+ ZvT.

Algorytm II

Jako wartoéci poczgtkowe przyjaé¢: j = O, :ﬁﬁ(o) 2 0 (k=1, ceey D)y
;lo.‘:’], :T-: J

L]

Krok 1.
Znalezé punkt i.*, ktéry minimalizuje wyrazenie:
V- ey
: B,"= i€ J q + q; £ c; } ¢
Hph( ,,)(1) s { — T g 17
J k=1 N
min 4

i€ B, J

'Dokonac podstawiens:

3\’?('):= i,

5 = J - {i*} .
Przejsé do kroku. 2.

Krok 2.
Jezeli J = #, to koniec algorytmu. Znalezione zostaio rozwigzanie
dopuszczalne. W przeciwnym przypadku, sprawdzié¢ czy mamy:

Blj = @, Jedli nie, to dokonal podstawienia lj = lj+1 i przejs¢
J , ]
do kroku 1.

W przeciwnym przypadku dokonaé¢ podstawienias
Ji= j+1 .
Jezeli j > p, to koniec algorytmu. Nie znaleziono rozwigzania dopusz=—

czalnego problemu. W przzciwnym przypadku dokonaé podstawienia
lj:: 1 i przejsé do kroku 1.



117

W algorytmie II wyznacza sie kolejno trasy dla poszczegdlnych
pojazddédw. Algorytm ten zapswnia lepsze niz algorytm I wykorzystanie
pojemnosci pojazddéw, w sytuacji gdy

p
A
ZZ Q3 jest nie wiele mniejsza niz C = ZE Cj « W przypadku,
. j=1

gdy p = 1 oba algorytmy sg rownowazne i zawsze prowadzq do otrzyma-
nia rozwigzania dopuszczalnego problemu jesli tylko C :> Q.

Algorytm III

Algorytm ten polega na wykorzystaniu jednego z algorytméw pako-
wania zamisszczonych w pracy [65] do znalezienia rozwigzania proble-
mu p-podziatu. W algorytmie tym rozwigzanie konstruuje sig¢ dwustop-
‘niowo. Najpierw wyznacza sié dopuszczalny przydzial punktdéw odbioru
do tras poszczegdbdlnych pojazdéw w ten sposdb, ze przydziela sig
kolejno punkty odbioru do trasy pojazdu o mozliwie najmniejszym nume-
rze /pod warunkiem, %e nie zostanie przekroczona pojemnosé pojazdu/.
A nastepnie, jesli otrzymano rozwigzanie dopuszczalne problemu p-po-
dziatu,wykorzystuje si¢ algorytm Il wyznaczenia mozliwie najlepsze]
sekwencji punktéw odbioru w trasie kazdego z pojazdéw.

Wszystkie przedstawione algorytmy majg ziozonosé O(na). Zzaden _
z nich nie gwarantuje otrzymania rozwigzania dopuszczalnego problemu
pW,nlPP, 7° >0| 2Za+ 2 wE+ 2vT.
Algorytmy te mozna zastosowal bezposrednio do wyznaczania rozwigzania
dopuszczalnego problemu pli,nlwP, ¥°> ol Za+ 2wi+ 2vT,
Wynika to z faktu, ze rozwigzanie dopuszczalne problemu 2z trasami
typu PP jest réwniez rozwigzaniem dopuszczalnym problemu z trasami
typu WP.
Inng z mozliwosci jest modyfikacja algorytméw polegajaca na podziale
pewnych punktéw odbioru X na dwa punkty o sumarycznym zapotrzebo-
waniu réwnym poczgtkowej wartosci q; . Podzial %taki nastgpuje w sy-
tuacji, gdy dolgczenie punktu pdbioru Xy do trasy pojazdu powoduje
przekroczenie pojemnosci pojazdu. To znaczy, je$Sli mamy
1-1
Z qm?(k) +q > C5 to punkt odbioru zostaj° podf/ielony na
k=1

1

. 2
dwa punkty ;1 xi o zapotrzebowaniach q1 c ZZ q h(k) oraz
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qg = qy - qg. Punkt xz zostaje dotgczony do trasy pojazdu, nato-

miast punkt 1ﬁ§ zostaje umieszczony w zbiorze J =zamiast punktu ‘ri.

6. Zagadnienia ustalania tras pojazddédw przy funkciji celu
uwzledniajacej kary za uzycie pojazddw

Zagadnienie p|1,nlPP (WP), °> ol Za+ 2ZwE+ ZvT+ Zlﬁ
rézni sig¢ od poprzednio formulowanych problemdédw z trasami typu PP
(;ub WP),tym ze w funkcji celu wystepuje dodatkowy czion postaci:

D
; z x5 (1) @ x,(3)

’gdzie ku (j) jest dodatkowg optatg za uzycie pojazdu o numerze j-tym.
Wartosc ku‘(j) moze by¢ interpretowana jako koszt wydzierzawienia
badsz koszt zakupu pojazdu. Uwzglednienie w funkcji celu czionu ziku
wymaga tylko niewielkiej modyfikacji algorytmdéw rozwigzywania zagad-
nieh p|1,n|PP, T° >0 Za+ ZwiE+ 2vT i pl1,n|wp, 7% > 0| Za+

+ z:wE+ ZEVT przedstawionych w rozdziale 3.4 pracy.

A miagnowicie:

- przy wyznaczaniu warto$ci rozwigzania problemu z jednym pojazdem
/krok 2 algorytméw/ nalezy przyja¢ /w przypadku, gdy I. # 0/, ze
nowa warto$é rozwigzania B'(Iy jest réwna wartosci B(Ij) + ku(j).

- przy wyznaczaniu dolnego oszacowania mozna do wyznaczonej wartosci
LB (J) doda¢ wartosé dolnego oszscowania kosztdw uzycia pojazdéw

LBK przy czym

D’
P
LBK , = ﬁ:ﬂ Ry (o) kg (o)< (o ),
Jd= .
J=1y ooy P,

gdzie Ppin 02n3Cza dolne oszacowanie liczby uzytych pojazddw
okreSlone w rozdziale 3.2.3. pracy.

Wprowadzenie kar za uzycie pojazddéw pozwala na zupeinie inne niﬁ do~-
tychczas potraktowanie zagadnienia istnienia rozwizzania problemu
pM,nlPP, 2°> 0l Za+ Zwid+ 2vT. Mozna bowiem wprowadzié fikcyjny
p+1-szy pojazd o nieogranicuzonej pojemnosci i przyjac ku (p+1)= oo .
W takiej sytuacji, nawet je$li algorytm nie znalazl rozwiazania do-
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puszczalnego, to rozwigzanie, w ktdérym zostal uzyty fikcyjny pojazd,
moze zostaé wykorzystane w rzeczywistym systemie transportowym.
Zamiast jednego fikcyjnego pojazdu o nieograniczonej pojemnosci moz-—
na wprowadzié¢ dostatecznie duzo fikcyjnych pojazdoéw o okréélonej
pojemnosci.

7. Bksperymenty obliczeniowe

Bksperymenty obliczeniowe zostaly przeprowadzone dla algorytmu
rozwigzywania zagadnienia p|1,n|PP, ¥° >0l Za+ 2wi+ 2vD. Opra-
cowano dwie wersje algorytmu. W jednej jako dolne oszacowanie stoso-
wano wartosc testu LBE (J), w drugiej testu LB%I(J).

W algorytmie uwzgledniono mozliwoé¢ wyznaczania rozwigzania
L —optymalnego. W trakcie dziatania algorytmu sprawdzany jest waru-
nek k© - 1B K ocﬂk*, gdzie LB oznacza wartos¢ dolnego oszacowania,

a k Jest wartosScig najlepszego do tej pory znslezionego rozwigza-
nia. Jesli warunek ten jest speiniony to nastepuje operacja cofania

w drzewie rozwigzan. W przypadku, gdy o€ =0, po skonczonym przebiegu
programu otrzymywane jest rozwigzanie optymalne, natomiast, jesli

o > 0, to po skohczonym przebisgu programu wiadomo, 2e rozwigzanie
optymalne znajduje sie¢ w przedziale [k:x'(ﬂ- oc), k*]. Poniewaz, w
trakcie realizacji algorytmu, wyznaczenle dobrego dolnego oszacowa-
nia zalezy od tego, jak blisko wartosci optymalnej znajduje sie war-
toéé¢ gdérnego oszacowania, stad korzystne jest kilkakrotne uruchomie-
nie programu z coraz mniejszg wartoscig o i z coraz wigeksza war-
toécig gbérnego oszacowania, ktoérg zostatla otrzymana w poprzednim
'przebiegu programu jako wartosé k™ ., Podobne podejsécie /w rdéznych
wersjach/ zastosowane zostato w pracach [4] [5]. W trakcie dziala-
nia algorytmu, w przypadku ustalenia tras p-1 pojazddéw, automatycz-
nie otrzymywany jest przydziak punktéw odbioru do trasy p-tego pojaz—
du. W takiej sytuacji przyjeto, ze nie wyznacza sie dolnego oszaco-
wania w wezle bezposrednio poprzedzajacym wezel wiszgcy w drzewie

H., tylko przechodzi sig¢ do rozwigzywania kolejnego problemu 1|1,
[IpllPP, 7° > ol Za+ ZwE+ 2vT. W ten sposdéb, zamiast dwu wezldw
Pz {Ly eeey T B e I,_qs I}, vozpatruje sie
tylko wezel wiszgcy Ps’ Jak wiadomo, kazdemu we¢ziowi Pk = {Iq, coe
oo ey Ij} odpowiada rozwigzanie pewnego problemu Jjednopojazdowego.
Jezeli wartosé dolnego oszacowania rozwigzania optymalnego tego
problemu, LB(Ij) spelnia warunek
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J=1 _
> B(1y) + LB(IJ.) > k™,

i=1

to nastgpuje cofanie do poprzednika w¢zia Pk w drzewie przydzialéw
H_.

Wgrunek ten zastosowano jako dodatkowy test sprawdzajgcy mozliwosé
wygenerowania lepszego rozwigzania, niz rozwigzanie odpowiadajgce
aktualnej wartosci k¥,

Dla realizacji eksperymentdéw obliczeniowych napiéano progran
w jezyku ALGOL 1900. W programie wykorzystano mozliwos¢ dynamiczne]
rezerwacji pamieci operacyjnej. Uzyskano w ten sposdéb maksymalng po-
jemnos¢é pamigci celédw roboczych., Pojemno$¢é te przedstawiono w posta-
ci stosu, co umozliwilo rozwiazywanie stosunkowo duzych przykladdw
na maszynie ODRA 1325, Sam program bez danych zajmuje 18 ksidéw pamig-
ci. Ponadto w programie przewidziano mozliwoé¢ przerywania obliczen
w przypadku przekroczenia dopuszczalnego czasu obliczeh i odczyta-
nie najlepszego dotychczas znalezionego rozwigzania,

Ze wzgledu na mozliwos$é przeprowadzanis obliczed nie tylko na
maszynie ODRA 1305, ale 1 na maszynie ODRA 1325, przy wyznaczaniu
dolnych oszacowan zastosowano rozwigzanie programowe minimalizujace
zajetos¢ pamieci operacyjnej kosztem czasu obliczen., Rozwigzanie to
polega na tym, 2e nrzy wyznaczaniu najkrétszej drogi w grafie 6 lub
8(53) w kagzdej iteracji procedury subgradientowe] pamigtane sg tylko
obcigzenia ﬂdgj tukédw dla ostatnio rozwazanej wartosci k, czyll za—
miast 2n+1 + n(n-—’l)2 liczb pamieta¢ nalezy tylko coonajwyze] n(n-1)
liczb., W konswkwencji jednak w kazdej kolejnej iteracji procedury
subgradientowe]j obcigzenia tukéw 3’?3 nalezy wyznaczaé od nowa, CO
wigze si¢ 2z rozwigzaniem ponownie n(n'--’l)2 + 2n+1 probleméw PO, a tym
samym kilkakrotnym wydluzeniem czasu wykonywania iteracji.

7.1. Przykiady testujace

Eksperymenty obliczeniowe przeprowadzono na 7 przykiadach
testujacych. Podstawowe dane przedstawiono w tablicy 7.1.
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TABLICA 7.1. Przyriady testujgce

Zapotrzebowania punktéw

numer | liczba pojemnosci liczba
przyk-| pojaz~ | pojazddéw c.,| punktoédw | odbicru Qi i=1, ooy n
Yadu déw p ' J odbioru
J=1y eee P "
1 1 - 6 -
2 3 20, 20, 15 7 10, 9, 8, 7, 6, 5, 5
3 5 20, 20, 15 10 1y 25 3y %, 55 6, 7, 8,
9, 10
4 3 20, 20, 20 10 1, 2, 3, 4, 5, 6, 7, 8,
9, 10
5 10 3@, 50, 30, 18 20, 18, 18, 17, 16, 12, 12,
30, 20, 20, 12, 11, 11, 11, 11, 10, 9,
20, 20, 20, 9, 8
10
6 10 30, 30, 30, 18 20, 18, 18, 18, 17, 16, 12,
30, 20, 20, 12, 12, 1, 11, 11, 11, 10,
20, 20, 20, 9 9, 8, 5, 5
10
7 v 50, 50, 50, 18 48, 42, 31, 31, 26, 26, 25,
50, 90, 90, 24, 23, 23, 22, 20, 19, 18,
18, 17, 16

i Wartosci czasu obsiugi
‘miernego w prz=dziale B,ﬂo . Jako macierz czaséw /odleglosci/ [éijJ
przyjeto macierz kosztédw /badz jej fragmenty/ z przykiadu zagadnie-

nia komiwojazera umieszczonego w pracy [20]. Wartosci Ty i di wygene-

%° zostaly wylosowane z rozkladu réwno-

rowano z przedzialu [0,500] s DPrzy czym zawsze sprawdzany byl waru-
nek Ty £ di‘ W kazdym 2z przykladdédw testujacych, poza przykiadem 5,

przyjeto, ze kary za przekroczenie termindw obsiugi LA iv

i sg réwne

jednodci., W przykadzie 5 wartosci LA 1 v; wygenerowano z przedziaiu

h,5].
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7.2. Wyniki obliczeniowe

Przeprowadzone eksperymenty obliczeniowe skiadajg sie z dwoédch
czesSci: w pierwsze]j skoncentrowano sig¢ na badaniu zbieznosci procedu-
ry subgradientowe] przy wyznaczaniu dolnego oszacowania LBII (J)
oraz dolnego oszacowania problemu 1|1,n|PP, T°> 0| Za+ %WE-!- 2y
w drugiej badano czas obliczenn i liczbe iteracji wykonywanych przez
algorytm rozwiazywania zagadnienia p|1,nlPP, T° > 0| Za+ 2wE+ 2vT,
Na rysunku 7.1 przedstawiony zostatr fragment drzewa przydziaiédw dla
przyktadu 3, w przypadku, gdy zastosowano w algorytmie test LBg (J).
Przyjeto o = 0. Liczby obok 1ukéw drzewa oznaczajs numery punktodw
odbioru przydzielonych do trasy kolejnego pojazdu. Liczby obok wezidw
drzewa oznaczajg kolejno wartos¢ testu oraz wartos$é rozwigzania do-
puszczalnego. Podwédjnym kétkiem zostal oznaczony we¢zel edpowiadajacy
najlepszemu znalezionemu rozwigzaniue.

(4 \ 1.8 =50, uB=99

1“-’
@) ¥ D
L8=5g,-co N.
451 e Lb= 52 Uub=Mr o 19 LB=61, Us=99
36
9.
@ . ot
B=up=97 LB=yYp=93 -
© x \"
oy "'
) (-4 )
Le=up- 87 / & = (13) °o_
w S : o L=Up=78 ::-
o o \® t |z
(5) "7 “"% - (16)
LB=us =99 LB = UB=19 * LB=1UB~> 94
Q LB=up= 77
LB=yB=99 O
: ®
é L&=UB=95 LB=-ys=83(1
L L6=uB=89
LB=ub =91
. , - o . . , I
Rys. 7.1 fragment drzewa rozwigzan, test LBP (J).
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Natomiast na rysunku 7.2 przedstawiono fragment drzewa przydziatdw
dla przykiadu 3, w przypadku, gdy zastosowano w algorytmie test

LB 1(J) Podobnie jak poprzednio przyjeto o = 0, Na rysunku wezly
beg numerdé4w odpowiadajg sytuacji, gdy nastgpito cofanie do poprzed-
niego wezia drzewa przydzialdw w trakcie dziatania algorytmu rozwig-
zujacego problem 1|1, | |pp, T°> ol Za+ ZwE+ 2vT.

o LB= 55, UB~ 99

150
. 45,1 e LB=57 up= ¢4z ‘E 39
9 M )
4 (8)
h LB= 62,.,,
L8=ug=97 4 (6 3 L0 61, yp=99 4

R

()
UN
o

o
@ | &
[y -
2 A

@ ®
(5 B=us=74 ‘ ‘

LB=up=77
O O

Rys. 7.2 Fragment drzewa rozwiagzan, test LBgl(J)

Z poréwnania rysunkéw 7.1 i 7.2 wynika, 2ze niewielka poprawa war-
todci dolnego oszacowania pozwala znacznie zmniejszy¢ liczbe przeglg-
danych wezidéw w drzewie Hp. W obu przypadkach wykonywano , przy wyz-—
‘naczaniu wartosci oszacowan, te¢ samg liczbe iteracji procedury sub-
gradientowej.

Na wykresie 7.3 przedstawione zostaly wartosci oszacowania LBII(J)
uzyskiwane w kolejnych iteracjach procedury subgradientowej. Jako
wartoéé¢ gérnego oszacowania przyjeto wartosé UB = 180. Obliczenie
przeprowadzone zostaly dla réznych wartoéci wspélczynnikéw A

W nawiasach obok wykreséw podano wartosci A stosowane przy wyznacza-
niu kar u, oraz 1Tjk.
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i wartosé
aﬁug) A A A A A a A A
L8p ( A g 4 o A= (0150.1)
fo g
ol & AT (0.1;1)
Q
X
”lb
X
A= (05;05)
501
X
%uba”
(teragt
X
20 ; . ‘ ;

. . . - ARG el
1 2 3 4 5§ 6 7 8 93 1 # {42 15 19 {5
Rys. 7.3  Wykres zaleznoéci wartosci testu LBII(J)
od liczby iteracji dla przykiadu 3,

ﬁa ryse 7.4 1 7.5 przedstawiono wykresy zaleznoéci wartoéci dolnego

oszacowania LB%I(J) od liczby iteracji procedury subgradientowej
dla przyktadu 3.

a5 ) LB;,(J)
e ©®
Mt o ®
[ L} -
35. . . . . . ® °® e .
®
27 ®
7\‘(0.1;0_1)

M1 l,iczba_.
l‘em%

wL: it ———— + —t—t ——t 2,0 —

1 2 3 4 5 6 T & 9 40 M 12 13 M 15 €

Rys. 7.4
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Rys. 7.7

b wartosd
testuw
18p (3)
A=(01;1)
34
33 ° ® -] ® ® [ ) { ] [ ] ®
321
214 © -
bczba
tteraqjL
30— - + < ‘ ‘ + -
1 2 6 7 8 9 10 M 12 1B M
Rys. 7.5
ﬁvnrtos'c'
testu
LBA(D)
M5 1 5 « ° ©® o
Y p. ® o [ J
"ot
1051
. A=(0.1;01)
mb
F liczba _
% ‘ g : . . . Uferage
7 3 4 5 ¢ 7 ¢ © 2 13 1 e
Rys. 7.6
, } wartosé
4251 testu ° e © © o o
. | LBp(J) p e o &
45 +
40 t+
4051 @
400t
295 1
390 + liczba
cteracja
3959— . . — et
4 2 6 7 8 9 0 M 122 13 14 15
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Rysunki 7.6 1 7.7 przedstaw1agq wykresy zalezno$Sci wartosci dolnego
oszacowania LBEI(J) w zaleznoéci od liczby itoracjl procedury subgra-
dientowej dla przykladow, w ktorych pE3 i 'p=5, n=18. Pozostate para-
metry sa takie same jak w przypadku przyktadu 6. W obu przykltadach
przyjeto, ze poczgtkowe wartoSci wspdticzynnika A sag réwne 0.1,

W przypadku wykonania 5 niepomy$lnych iteracji wartosci wspdiczynni-
ka byta zmniejszana o poilowe. W przypadku, gdy kolejna iteracja pro-
wadzita do poprawy wartoSci dolnego oszacowania, wspdiczynnik A byl
zwigekszany o 25 %.

Analiza wykreséw przedstawionych na rys. 7.3 do 7 .7 prowadzi do
wniosku, Ze JjuZ po kilkunastu iteracjach procedury subgradientowe]
wartosci testu LBII(J) nie ulega wig¢ksze] zmianie., Wynika to z faktu,
ze zagadnienie, ktorego rozwigzanie optymalne siuzy jsko dolne osza-
cowanie wartosci rozwigzania problemu p}'],anP, ?.'02 0| Za+'ZwE+
+ ZvT, nie uwzgle¢dnia /lub uwzglednia w bardzo matym stopniu/ wielu
ograniczel wystepujgcych w rozwazanym problemie. Natomiast w przypad-
ku zagadnienia 1|1, [I.]] PP, ¥ ° > ol Za+ ZwB+ ZvT /ktére jest roz-
wiazywane w kazdym wezle drzewa przydzialu H_/, bardzo czg¢sto, jusz
w trzeciej lub czwartej iteracji procedury subgradientowej, otrzymy-
wana warto$é dolnego oszacowania byta rdéwna wartosci rozwigzania opty-
malnego.

'~ Analiza czaséw realizacji poszczegdbdlnych krokéw algorytmu roz-
wigzywania zagadnienia p |1,n|PP, 70 > 0] Za+ 2wEB+ 2T wykazata,

ze krok 1 algorytmu /obliczanie wartosci testu/ zajmuje okolo 60 do
80 % czasu dziatania programu /przy przyjeciu jako wartosé maksymal-
na liczby 20 iteracji procedury subgradientowejl Dlatego tez przy
dalszych eksperymentach obliczeniowych zdecydowano si¢ na znaczne
ograniczenie maksymalnej liczby iteracji procedury subgradientowe].
Wyniki obliczen testujacych przedstawiono w tabeli 7.2.

Nalezy nadmienié, 2ze we wszystkich rozwigzywanych przykladach war-
t08¢ dolnego oszacowania byla nie mniejsza niz 50 % w stosunku do
najlepszego rozwigzania wyznaczonego w trakcie dziatania algorytmu.
Rozwigzanie to znajdowane byito juz w kilku pierwszych iteracjach
‘algorytmu i dalsj nie byto juz poprawiane, mimo wykonania znacznej
liczby iteracji. Nalezy si¢ wiec spodziewal, ze otrzymane rozwigza-
nia niewiele roéznig si¢ od rozwigzania optymalnego.

Bksperymenty obliczeniowe wskazuja na mozliwoé¢ zastosowania przedsta-
wionego algorytmu do rozwigzywania zagadnien Sredniego rozmiaru /rze-
du n=20/. W przypadku wieksze] liczby punktdéw odbioru czas obliczen,
a szczegdlnie czas przeznsczony na wyznaczanie wartosci dolnego osza-



TABELA 7.2 Wyniki obliczeh testujacych

Nr

iczba

Wartosci po- *
przy=- DARE = czgtkowe i tera- wgrtoéé
ktadu| P uB A kdiw nailep

tescie| O szggop
rozwig
. -zania
1 1 6 180 | 0.1 20 10,0 45
2 3 7 60 | 0.1 2 0.0 53
3 10 180 | 0.1 2 1043 79
3 5| 10 79 | 0.1 2 |0.3 77
4 3 10 77 | 0.1 2 10.3 73
& 3 10 73 | 0.1 2 0.3 73
2 10 18| 1790 | 0. 2 10,3 1276
5 10 18| 1276 | 0.1 2 0.2 1276
6 10 18 | 1000 | 0.1 1 10.3 942
7 7 18 | 2000 | 0.1 1 10.3 1894
6 10 18 942 | 0.1 1 0.4 942
7 7 181 1894 | 0.1 1 0.4 1734

1/ ODRA 1305




J Liczbas Czas
itera-|pop~ [1ite- ite- | obli- Uwagi
cji w |rawne|racji | racji czeﬁq/
tegé-~ |roz-~ |kroku | kroku| s
cie wigz, 1 2
- - - - 650
7 1 60 34 354
14 2 27 9 309 rozwigzanie
suboptymalne
7 i 211 108 715 rozwigzanie
suboptymalne
6 1 181 9% 615 rozwigzanie
suboptymalne
4 0 107 56 386
9 2 8 3 45
91 0 10 4 378 rozwigzanie
: suboptymalne
11 1 198 104 364 rozwiazanie
suboptymalne
69 1 67 5 366 rozwigzanie
suboptymalne
24 0 23 5 %61 rozwigzanie
, : suboptymalne
1352 1 128 8 360 rozwigzanie

suboptymalne

AP
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cowania silnie si¢ zwigksza. W takim przypadku korzystnizjsze byioby
. . s . ITT
wykorzystanie do wyznaczania wartosci dolnego oszacowania testu LBp

(J) o zlozonosci O(nz).

8. Zastosowania

W rozdziale tym przsdstawione zostang dwa praktyczne przykiady
zastosowania zagadnien optymalizacyjnych rozwazanych w niniejszej
pracy. Sg to: problem optymalizacji transportu wewngtrzzakitadowego
w tloczni blach'karoseryjnych oraz problem ustalania tras autobuséw
dowozgcych do miejsc pracy pracownikoéw kopalni odkrywkowych wegla bru-
natnego okregu koninhskiego. Pierwszy z nich dotyczy zagadnienia pl1,
n]PP, ¥° > o, °j> Zq | Za+ >ws+ 2vT, natomiast drugi jest
przysntadem dla zaoadnlenla pl1,nlwe, T°> 0! 2a+ 2 wB+ 2vT, Przed-

stawione przyktady maja charakter ilustracyjny.

8.1. Optymalizacja procesu transportu wewngtrzzakladowego

Rozwazany Jjest prcblem transportu wewne trznego w tioczni blach
karoseryjnych FSM [25]. Zadaniem tego transportu jest dowozenie blach
- przygotbébwek -~ z pola odstawczego krajalni do linii pras. Transport
odbywa si¢ w paletach przy uzyciu woézkéw widiowych., Kazdy wézek jed-
norazowo przewozi jedng palete. Rysunek 8.1 przedstawia schematy~z-
nie sytuacje transportu wewngtrznego w tioczni.

Unie pras

pole -
osdstawcze [So———0

kmjatn‘ x

Iy

baza
transport.

A

Rys. 8.7 Transport wewnetrzny w tiloczni
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Natomiast normatywny termin Ty okresla najwczeSniejszy pozgdany mo-
ment rozpoczecia wytadunku przygotdédwek potrzebnych do realizacji i-te-
go zadania ttoczenia. Termin ten jest zalezny od pojemnoSci magazynu
buforowego znajdujqcego si€¢ przy linii pras przeznacionej do reali-
zacji i-tego zadania tioczenia. W magazynie tym moga znajdowaé sig
jednoczeSnie co najwyzej 2 palety przygotédwek., Stad Jjako wartosé

Ty nalezy przyja¢ termin zakonczenia realizacji k~tego zadania tlo-
czenia realizowanego na tej samej linii pras, drugiego poprzedzajg-
cego zadanie i-te., To znaczy, 2%e pomiedzy zadaniem k-tym, a zadaniem
i-tym na tej samej linii pras realizowane jest dokladnie jedno zadanie
tioczenis,

Zadane Zadanie zadanie [-te
aas zakod. Czas rozp. czas zaked. C(zas r0zP. czao
i 4
4 zojgtoéé
{rmqumohéwuny

Rys. 8.2 Sposéb wyznaczania wartosci ry

Przekroczenie terminu di powoduje naruszenie harmonogramu pracy
tloczni i przestdj linii pras, na ktérej ma by¢ realizowane i-te za-
danie, Natomiast wyprzedzenie terminu ri,powoduje, ze dostarczone
przygotéwki nie mieszczg sie w magazynie buforowym i nie mogg byé
prawidrowo skiadowane, co jest zjawiskiem niedopuszczalnym. Dlatego
zgklada sie, ze terminy Ty i di mogg by¢ naruszone tylko w wyjatko-
wych przypadkach. Wymaga to przyjecia, e wartosci kar za przekro-
czenie normatywnych termindéw obsiugi, wy oraz v; sg bardzo duze,
praktycznie réwne nieskonczonoéci. To znaczy, ze wy = V; = JU
(i=1, coey n), gdzie ufﬁ jest dostatecznie duzg liczba /gbérnym osza-
cowaniem kosztu realizacji tras wszystkich woézkéw/. ,

Otrzymujemy w ten sposéb problem p|1,n| PW, cy = 1, a5 = 1,

T° >0| Za+r 2wB+ ZvT, gdzie p oznacza liczbe wozkéw widtowych.

Jezeli przyjmie si@, 2e zadanie i-te i1 zadanie k-te obsiugiwane
sa przez ten sam wdzek, to minimalny czas T jaki upiynie pomiedazy
zakonczeniem obsiugi i-tego zadania a rozpoczeciem obsiugi k-tezo
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zadania jest rowny sumie czasdw: |
- przejazdu wézka od linii pras realizujgcej i-te zadanie do pola
. odstawczego krajalni,
- zatadunku przygotdéwek, ktére bedg podlegaly obrdébce w k-tym zada-
niu tioczenia,
- przejazdu od pola odstawczego krajalni do linii pras realizujgcej
k-te zadanie.
llacierz wartosci a;), nhie musi by¢ pamietana w catosci. Byloby to
w przypadku duzej liczby zadahn tloczenia bardzo pamieciochlonne.
- Poszczegdlne wartoéci[aikJmogq by¢ wyzngczane na biezgco podczas
dziafania algorytmu.
fazdy wdzek moze obsiuzyC praktycznie dowolng liczbe zadan tio-
czenia i nie ma potrzeby uwzgledniania pojemnos$ci wozkédw i wielkos-
ci zapotrzebowan zadan /punktédw odbioru/. W ten sposdb problem z tra-
sami typu PW, w ktérych kazda tura zawiera dokiladnie jeden punkt od-
bioru /gdyz mamy: c. = 13 Q = 1/, mozemy sformuiowaé jako zagadnie-
nie p M,n|PP, T° >0, c; > Zaq Za+ ZuwB+ 2vT,
Jest to zagadnienie prostsze od rozwazanego w pracy zagadnienia
pl1,n|PP, T°> 0 |3a+ 2 wh+ ZVT, ze wzgledu na upraszczajacy wa-
runek postaci: cj ;;Zgi (i=1, eeey D3 J=1, ee., p), ktéry pozwala
na pominiecie w modelu matematycznym ograniczenia na pojemnos¢ po-
jazdéw. Problem ten mozna rozwiagzaé¢ przy uzyciu algorytmu sformulowa-
nego w rozdziale 3 pracy . dolnym oszacowaniem LBg(J) /1lub LBéI(J)/.'
Ze wzgledu na warunek C;j 2 Zqi, istnieje mozliwo$¢ uproszczenia
algorytmu polegajacego miedzy innymi na pominigeciu tych fragmentéw
algorytmu, w ktérych nastepuje sprawdzanie dopuszczalnoéci ustalo-
nych przydziatdéw punktéw odbioru do tras pojazdow.

' Przedstawiony w pracy algorytm pozwala zardéwno na opracowanie
planu pracy wbézkdéw w ciggu okresu czasu, dla ktoérego ustalony zostal
:harmonogram pracy tioczni /jedna zmiana robocza/, jak i na sterowa-
nie transportem na biezgco fustalanie planu pracy wézkéw na krétki
okres czasu/ 2z quglednianiem zmian zachodzgcych w harmonogramie
pracy tioczni oraz zmian liczby sprawnych wézkéw.

Punktem wyjécia przy ustalaniu tras wézkéw jest okreSlony harmonogram
pracy tioczni. Wszystkie wézki transportowe mogq<byé'ﬁzyte,do obsiugi
kazdego z zadah ttoczenia, niszaleznie od rodzaju prizyzotéwek, ktére
majg podlegad tloczeniu. Do obstugi jednego zadania t2oczenia potrzeb-
ny jest jeden wbzek.

Z purnktu widzenia procesu transportu, istotnymi wielkoSciami

opisujgcymi poszczegdlne zadania tloczenia realizowane przez linie
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pras sg: _
- termin rozpoczgcia realizacji zadania tioczenia,

- termin zakonczenia realizacji zadania ttoczenia,

- numer linii pras, na ktérej realizowane jest zadanie.

Ze wzgledu na matg liczbe wédzkdédw niedostarczenie w wymaganym
terminie odpowiednich przygotdéwek bywa czesto przyczyng przestojdw.
W okresie czasu, dla ktérego ustalony jést harmonogram pracy tidczni
wézki powinny obsituzyé u zadah ttoczenia. Wartosé T g oznacza €zas
wy adunku przygotédwek przeznaczonych do obrébki w i-tym zadaniu tio-
czenia. Czas ten zalezy od rodzaju przygotdwek.

Ze wzgledu nas istnienie jednego magazynu /pole odstawcze kra-
jalni/, obsiuge jednego zadania tioczenia przez jeden wdzek widlowy,
przystosowanie wézkdéw do przewozenia rdznego rodzaju przygotdwek,
mozliwe jest rozwazanis zagadnienia transportu réznego rodzaju pray-
gotowek jako zazadnienia jednotowarowego.

Termin rozpoczeciag realizacji i-tego zadania tloczenia nalezy
przyja¢ jako normatywny termin dy zakonczenia wyladunku przygotdéwek,
ktére bedg podlezaly obrdbce w i-tym zadaniu troczenia.,

8.2. Zagadnienie dowozu pracownikoéw do miejsca pracy

Problem dowozu pracownikoéw kopalni odkrywkowych wegla brunatne-
go “est zagadnieniem specyficznym ze wzgledu na rozlegly teren kopal-=
ni i znaczne odlegioéci pomigdzy poszczegdlnymi odkrywkami.

Transport pracownikéw odbywa sie przy uzyciu autobusédw. Poszczegdlne
miejsca pracy o numerach i=1, ..., n traktowane bedg jako punk.y od-
bioru o zapotrzebowaniach q; réownych liczbie pracownikdédw pracujgcych
w danym miejscu na Jjednej zmianie, Baza, z ktérej wyjezdzaja autobu-
sy jest jednocze$nie punktem, w ktérym wsiadajg pracownicy /co odpo-
wiada funkcji magazynu/. Dopuszczalne jest dowozenie pracownikéw do
jednego miejsca pracy przez kilka autobuséw. Ze wzgledu na wymaganie,
by czas transportu pracownikéw nie byt zbyt diugi przyjmuje sie, ze
kazdy z autobusédw wykonuje Jjednag ture, po czym powraca do bazy. Roéw-
noczesnie z dowozem pracownikdéw odbywa si¢ zabieranie z miejsc pracy
‘ludzi pracujgcych na poprzedniej zmianie. Poniewaz liczba pracownikoéw
na wszystkich zmianach jest w przyblizeniu réwna, wystarczy rozwazad
jedynie problem dowozu pracownikéw,

Do kazdego miejsca pracy pracownicy powinni zostaé¢ dowiezieni
przed terminem rozpoczecia kolejnej zmiany /normatywny termin di:d/.
Frzekroczenie tego terminu Jjest niepozgdane, gdyz powoduje przecigg-
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nigecie czasu pracy poprzedailej zmiany bagdz przestoje. Wartosci Vi
oznaczajg kary za przekroczenie terminu Ve Nie ma potrzeby okresla-
nia normatywnych termindéw przybycia autobusdéw do miejsc pracy, stad
zaktada sig, ze r; = 0 1i=1, ..., n . Natomiast w przypadku bazy /ma-
gazynu/ ustalony Jjest normatywny termin Ty oznaczajacy najwczeSniej—
szy pozadany termin wyjazdu autobuséw z bazy, ‘iprowadzenie kary

za wyprzedzenie tego terminu, ma na celu skrécenie czasu dojazdéw

pracownikéw do miejsc pracy, a tym samym wydiluzenie efektywnego cza-

su .pracy. ,

Przedstawiony problem mozna sformutowaé¢ jako rozwazane w pracy
zagadnienie p|1,n|WP, Y% >0l 2a+ Zwi+ Z-VT, gdzie:

- p jest liczbg autobusdw,

- wartosci ‘Zg, okreslaja czas postoju autobusu w i-tym miejscu
pracy /mozna przyjac, ze sg one w przyblizeniu sobie réwne, to zna-—
czy Zg = 9,

- macierz aié] jest macierzg czasdw przejazdu migedzy poszczegdlnymi
miejscami pracy oraz bazg.

Odrebnym zagadnieniem wymagajacym analizy ekonomicznej jest spo=-
séb ustalenia wartosci kar vy i WO tak by odpowiadatly one rzeczywis-—
tej relacji wartosci strat spowodowanych przekroczeniem termindw T
i di w stosunku do wzrostu kosztéw realizacji tras spowodowanych
przez zwiekszenie dlugosci tras /czasu przejazdu tras/.

Zakonczenie

Rozwazania prowadzone w pracy koncentrowaly sie wokoél zagadnien
rozwozenia towaréw. To znaczy, Ze zajmowano si¢ sytuacjami, gdy po-
jazdy zostajg zaladowane w magazynie a nastepnie dostarczajg wymaga-
ne ilosci towaru do punktéw odbioru. Analogiczne rozwazania mozna
przeprowadzié w odniesieniu do zagadnien odbierania towaréw, w ktoérych
pojazdy zabierajg towar z punktédw wytwarzania i przewozg go do magazyé
nu /magazynéw/. Przyktadem tego typu zagadnienia moze by® problem
oczyszczania miasta. Wszystkie przedstawione w pracy algorytmy mozna
w.prosty sposdb przystosowat do rozwigzywania zagadnien odbierania
towardw.

' Rozwazane w pracy zagadnienia sg znacznie ogdlniejsze niZ proble-
my ustalania tras uwzgledniane do tej pory w literaturze, stad tez
konstrukcja efektywnych /w sensie praktycznym/ algorytmdéw rozwigzywa-
nia byia problemem niezmiernie trudnym. '
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W pracy zastosowano jednolite podejsécie do rozwazanych zagadnien
ustalania tras, wysorzystujgce fakt, ze w istocie kazdy problem tego
typu mozna sformuzowac jako zagadnienie wyznaczania najkrétszej drogi
/spelniajacej dodatkowe ograniczenia/ w specjalnie skonstruowanym
grafie.,

Algorytmy oparte na metodzie podziatu i ograniczen, ktére zostaly

sformutowane w pracy charakteryzujg sie nastepujacymi wiasciwosSciamis:

1. Na kazdym etapie obliczeld rozwigzanie, najlepsze do tej pory zna-
lezione, i w razie przerwania obliczend mozna je uznaé za rozwigza-
nie suboptymalne, co pozwala na zastosowanie algorytméw w syste-
mach sterowania uwarunkowanych czasowo.

2. lioga wspodipracowal z dowolnymi algorytmami heurystycznymi. Rozwig-
zanie przyblizone otrzymane Jedng z metod heurystycznych jest przyj-—
mowane jako gérne oszacowanie wartosci rozwigzania optymalnego.

3, Pozwalaja na wyznaczanie rozwigzan &K -optymalnych. W przypadku,
gdy oo > 0, to otrzymane rozwigzanie nalezy traktowaé jako rozwig-
zanie suboptymalne, przy czym  rozwigzanie optymalne znajduje sig
w przedziale x*(1- Oé), k*].

4, W kazdym wezle drzewa rozwigzan /przedziatéw/ wyznaczane jest roz-
wigzanie dopuszczalne problemu, co w ogdédlnym przypadku przysSpiesza
otrzymanie rozwigzania optymalnego.

Rozwazane w pracy zagadnlnnia sg NP-zupelne i do tego jeszcze o bar-

dzo duzym stopniu komplikacji. Nie ma aktualnie mozliwosSci skonstruo-

wania dla nich algorytméw wielomianowych. Dlatego tez uzyskane wyniki
obliczeniowe trudno uznaé¢ za w peini zadowalajgce.

Nalezy jednak zauwazyé, 2ze najwigekszy problem ustalnia tras po-
jazdéw /VRP/, ktéry zostal rozwigzany doktadnie, zawieral jedynie 23
punkty odbioru [3617

Uzasadnione wydaje si¢ jednak prowadzenie dalszych badand nad
szczegbdlowymi wtasnosciami probleméw, ktére umozliwig zwigkszenie
efektywnosci algorytmédw opartych na metodach podziatu, a szczegdlnie
nad metodami wyznaczania dolnych oszacowan,

1/ Do momentu zakonczenia redagowaia niniejszej pracy autorka
nie mia*a mozliwo$ci pordwnania tej liczby zostatnimi wynikami

obliczeniowymi uzyskanymi przez N, Christofidesa, A; Mignazzi.
i P, Totha przy rozwiazywaniu zagadnienia VRP /zapowiedzianymi

w pracy [18] /
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Na odrebne opracowanie zastuguje rozszerzenie przedstawionych
w pracy podej$¢ na przypadki zagadnien z trasami typu WW /i ogdlniej—
szymi/ oraz na problemy z wieloma magazynami o ograniczonych zapasach
towaru. Konieczne jest jednak w tym celu przeprowadzenie dalszych
badan szczegdlowych wiasnoéci wymienionych probleméw.,

Ciekawe, ze wzgledu na praktyczne potrzeby byioby rozszerzenis
prowadzonych rozwazah na przypadki, gdy do transportu towaru, poza
pojazdami, mozna uzy¢ réwniez sieci transportowe] /np. sizci koleje—
wej/ o ustalonej strukturze. W takim przypadku problem optymalizacyj-
ny polegatby na ustalaniu zaréwno tras pojazddéw, jak i wartosci prze-
plywéwvw stalej'sieci transportowej. Poczgtkiem rozwazan z tej dzie=-
dziny sg zagadnienia przedstawione w pracach [38], [39], w ktérych
opracowaniu autorka niniejszej pracy uczestniczyia.

' Dalszym istotnym kierunkiem badan Jjest.uogdlnienie wspomnianych
‘zagadnieh na przypadek istnienia wielu typdéw towaru.

Rozwazane w pracy zagadnienia moga by¢ bez wiekszych modyfikacji
‘zastosowane do optymalizacji przeplywu informacji w sieciach telein-
formatycznych. Ponadto nalegy zaznaczyé, ze wyniki uzyskane w niniej-
sze]j pracy mozna wykorzystaé¢ nie tylko w odniesieniu do systeméw
transportowych, lecz takze w zagadnieniach optymalizacji kolejnosci
operacji w przypadku wystepowania przezbrojen (371.

Serdecznie dzigekuje prof. dr hab, inz. Zdzistawowi Bubnickiemu za
umozliwienie powstania niniejszej pracy w Zespole Systeméw Sterowania,
Réwnie serdecznie dziekuje promotorowi, doc,., dr hab. inz. Jbzefowi
Grabowskiemu za pomoc i cenne uwagi.
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