Wojciech Glabisz

Sily niekonserwatywne
w mechanice
ustrojow pretowych



%

i EXL




Wojciech Glabisz

Sily niekonserwatywne
w mechanice
ustrojow pretowych

P

Oficyna Wydawnicza Politechniki Wroctawskiej
Wroctaw 1998



Recenzenci
Roman BoGACz
Gustaw RAKOWSKI

Opracowanie redakcyjne
Aleksandra WAWRZYNKOWSKA

Riblinteke G uuna I U ¥
Bolitechniki ¥roctawskie

iy

2997251,

© Copyright by Oficyna Wydawnicza Politechniki Wroctawskiej, Wroclaw 1998

OFICYNA WYDAWNICZA POLITECHNIKI WROCELAWSKIET
Wybrzeze Wyspianskiego 27, 50-370 Wroctaw

ISBN 83-7085-339-0

Naktad 100+50 egz. Ark. wyd. 10,75. Ark. druk 97/,. Papier offset. k. IIT, 80 g, B1.
Drukarnia Oficyny Wydawniczej Politechniki Wroclawskiej. Zam. nr 300/98.

V]



Spis rzeczy

Lo WSTEP . ettt e

2. METODA ELEMENTOW SKONCZONYCH W ANALIZIE UKLADOW
Z SEAMINIEKONSERWATYWNYMI . ... .
2.1 WProwadzenmie . . .. ..ottt e
2.2. Przyrostowe sformufowanie metody elementéw skonczonych.................
2.3. Macierze korekcyjne prostego elementu belkowego ........................
2.4. Procedury symbolicznego generowania macierzy korekcyjnych . ..............
2.5. Algorytm rozwiazania i przyklady numeryczne ................... . ........
2.5. POASUMOWAEINIE . . . .« .ottt ettt et e it e e e e e et e e

3.1 Wprowadzemie . ... ...
3.2. Analiza pretéw o ciaglej zmianie parametrOw . ... ...
3.3. Analiza preta o skokowej zmianie parametrow . ..................... ... ...
3.4. Przyklady DUMEIYCZNe. . ... ..ottt
3.5 . POdSUMOWANIE . . . oottt t ittt e e e e
4. PRAWO I ZASADA HAMILTONA W ANALIZIE UKEADOW
NIEKONSERWATYWNYCH . . ..o e
4.1, WPTOWAAZENIC 1 1 1055w 558 o 55 3im 5008 58 59055 5155 350 o fo i £ 3 518 505 565 & 40 63 o oot 600
4.2. Interpretacja wynikow prac Hamiltona . . .................................
4.3. Sity niekonserwatywne w sformulowaniach zasady i prawa Hamiltona. .........
4.4. Przyklady nUMETYCZNe . . . ... .ottt e
4.5. POUSTIMOWAINE: . &« o o5 5c 5 sio 5 s s s s a5 4 6w 5 wis o s Gm s 5556 a w5 5 b nms i bnms smnie
5. STATECZNOSC UKEADOW DYSKRETNYCH POD DZIALANIEM
DYNAMICZNYCH SIE NIEKONSERWATYWNYCH. .. ........ ...
5.1 WpProwadzenie . . . ... oottt
5.2. Uktad o jednym stopniu swobody . . ...t
5.3. Analiza numeryczna uktadu o jednym stopniu swobody . ....................
5.4. Nieliniowy model o dwéch stopniach swobody ............ ... ............
5.5. Analiza numeryczna uktadu o dwéch stopniach swobody ....................
5.6 POASUTNOWEATIE & 10 = 5.« o 5 1 5 55413 51 6 e85 55 50 08 806 55 o 60 65061650 8 80 o 0 0L 0 6 9 o 0
6. ZASTOSOWANIE PAKIETU MATHEMATICA DO FORMULOWANIA ZASAD
WARIACYJNYCH PROBLEMOW MECHANIKI Z SIEAMI
NIEKONSERWATYWNYMI . ... e
0.0 WPTOWAAZETE . . ¢ 5515 s s 6 o5 59 618 505 im0 50 5 505 s 3 o 35 606 008085 08 30 8 o 2 )
6.2. Metody budowania funkcjonatéw w zagadnieniach niekonserwatywnych. .. ... ..
6.3. Krétki opis metody dodawania operatora SprzgZonego ......................
6.4. Procedury symboliczne w jgzyku pakietu Mathematica . .....................
6.5. Przykiady funkcjonowania procedur symbolicznych ........................
0.6. POASUMOWAIIE . . . .\ .ottt et e ettt e e e e
ZAELACZNIK A oo e
ZALACZNIK B . oottt e e e
LITERATURIA . . iviv mniiboni s 8 8 e 500 86508 1805 95005 6 mERE L MM S0 8 E0TH5 25 o 03






1. WSTEP

W zadaniach klasycznej mechaniki zwykle zaklada sie, ze dziatajace obciazenia sa
potencjalne, a wigc sg gradientami mozliwych do okre$lenia potencjatow ¥(q, ¢) zalez-
nych od potozenia okreslanego wspotrzgdnymi q zadania i czasu ¢. Ten typ obcigzenia
jest jednym z wielu mozliwych rodzajow sit czynnych, ktére moga oddziatywaé na
konstrukcje. Sily czynne dzielimy ogélnie na monogeniczne i poligeniczne. Sity mo-
nogeniczne maja potencjal uogoélniony ¥{(q, q,¢), ktory moze by¢ funkcja wspotrzed-
nych q, ich predkosci q i czasu t. Sity poligeniczne potencjatu nie maja. Sity monoge-
niczne, w zaleznosci od tego, czy ich potencjat jest czy nie jest jawnie zalezny od pred-
kosci 1 czasu, dzielimy na niezachowawcze (niekonserwatywne) i zachowawcze. Sily
poligeniczne nie majgce potencjatu zaliczamy do sit niezachowawczych. Sily zacho-
wawcze dzielimy z kolei na sity niezalezne od przemieszczen, tak zwane sity martwe,
i sity zalezne od przemieszczen, tak zwane sity niecyrkulacyjne (np. odsrodkowe). Sity
martwe sg najczgsciej przyjmowanym modelem oddziatywan statycznych w analizie
wigkszosci konstrukceji. Sity niekonserwatywne — sily poligeniczne i te sity monoge-
niczne, ktérych potencjal jawnie zalezy od predkosci przemieszezen i czasu — dzielimy
na sity Q(q, q) jawnie niezalezne od czasu, zwane stacjonarnymi i sity Q(q, q,?) od
czasu jawnie zalezne, okreslane jako sity niestacjonarne. Sily stacjonarne mozemy
podzieli¢ na sily zalezne od predkosci i sity od predkosci niezalezne, zwane sitami
cyrkulacyjnymi. Sity zalezne od predkosci, w zaleznosci od tego, czy w uktadzie nie
wykonuja pracy, czy ich praca jest ujemna, dzielimy na tak zwane sity zyroskopowe
1 dysypatywne. Na rysunku 1.1 przedstawiono schemat przyjetego podziatu sit czynnych.

Jak juz wspomniano, najczesciej spotykanym modelem sit czynnych przyjmowa-
nym w analizie konstrukcji sa zachowawcze sity niezalezne od przemieszczen, wcze-
Sniej nazwane sifami martwymi. Ten model sit oczywiscie nie jest odpowiedni do opi-
su sit czgsto wystepujacych we wzajemnych oddzialywaniach osrodkéw, gdzie war-
to$¢ tego oddziatywania moze si¢ zmienia¢ wraz ze zmiang konfiguracji uktadu obcia-
zanego. Sily niekonserwatywne (niezachowawcze) pojawiaja si¢ migedzy innymi
w wyniku oddzialywania na konstrukcje réznego rodzaju osrodkéw. Powstajg one na
skutek parcia wiatru, parcia o§rodkéw sypkich, oddziatywania optywajacego konstrukcje
ptynu, przeptywu cieczy przez podatne rurociagi. Sity niekonserwatywne wystgpuja
takze w zagadnieniach robotyki, aerodynamiki, mechaniki maszyn, a takze w proble-



mach kontroli uktadéw 1 ich sterowania. Wymienione przyktadowe oddziatywania nie-
konserwatywne sg sitami powierzchniowymi; przyktadem niekonserwatywnych oddzia-
tywan objetosciowych moga by¢ sity dzialajace na ciala przemieszczajace sig¢ w po-
lach magnetycznych. Znaczenie obcigzen cyrkulacyjnych, sledzacych jest podstawo-
we w zagadnieniach statecznos$ci i szczegolnie istotne wtedy, kiedy w uktadach podda-
nych ich dziataniu powstaja duze przemieszczenia.

Do pierwszych prac dotyczacych zagadnien z sitami niekonserwatywnymi naleza
prace Nicolai [1.1, 1.2] 1 Zieglera [1.3, 1.4]. Gwaltowny wzrost zainteresowania ukta-
dami z sitami niekonserwatywnymi nastapit po opublikowaniu w 1961 roku przez Bo-
lotina monografii [1.5] w calo$ci poswigconej analizie tego typu uktadow. Pojawito
si¢ wiele prac dotyczacych szerokiego spektrum probleméw zwiazanych z analiza, glow-
nie liniowa, ukladéw niekonserwatywnych. Do wazniejszych nalezy zaliczy¢ prace,
ktorych autorami sa: Leipholz [1.6, 1.7, 1.8, 1.9, 1.10, 1.11], Herrmann i Jong [1.12],
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Rys. 1.1. Klasyfikacja sit zewnetrznych

Fig. 1.1. Classification of external forces



Dowell [1.13], Levinson [1.14], Herrmann [1.15], Roorda i Nemat-Naser [1.16], Bar-
soum [1.17], Plaut [1.18], Gajewski i Zyczkowski [1.19], Gajewski [1.20], Kikuchi
[1.21], Hauger [1.22], Zyczkowski [1.23], Husein i Plaut [1.24], Argyris i Symeonidis
[1.25], Kounadis [1.26] oraz Bogacz i Mahrenholtz [1.27, 1.28]. Obszerny, krytyczny
przeglad literatury mozna znalez¢ w pracy Bogacza i Janiszewskiego [1.29]. Z uwagi
na olbrzymia liczbe prac dotyczacych omawianej tematyki ograniczono sie w niniej-
szej pracy jedynie do przedstawienia wybranych pozycji literatury, ktére daty podsta-
wy do dalszej analizy ukladow z sitami niekonserwatywnymi. Dalej, we wprowadze-
niach do kolejnych rozdziatéw przedstawiono szczegdtowo te pozycje, ktore $cisle do-
tycza poruszanej tam tematyki. Nalezy wspomnie¢, ze ostatnio niektorzy autorzy wy-
razaja watpliwo$¢ co do sensu analizy uktadow z cyrkulacyjnymi, $ledzacymi obciaze-
niami bez ich wcze$niejszej eksperymentalnej weryfikacji (Elishakoff [1.30], Koiter
[1.31]). Podstawe tych watpliwos$ci stanowi praca Willemsa [1.32], w ktorej rezultaty
analizy teoretycznej uzyskane przez Becka [1.33] zostaly btednie eksperymentalnie
zweryfikowane. Fakt ten wykazat Huang, Nachbar i Nemat—Nasser [1.34]. Autorzy pod-
dajacy w watpliwo$¢ sens analizy uktadow z sitami niekonserwatywnymi nie cytuja
niestety innych prac z zakresu eksperymentalnego potwierdzania rezultatow uzyski-
wanych teoretycznie. Przykladem jest ostatnio opublikowana praca Xionga, Wanga
i Tabarroka [1.35], w ktérej eksperymentalnie potwierdzono rozwiazanie zadania Bec-
ka. Inne prace z zakresu eksperymentéw z sitami §ledzacymi zacytowano we wspo-
mnianej juz przegladowej pracy Bogacza i Janiszewskiego [1.29].

Celem pracy jest przedstawienie zagadniern mechaniki, ktére maja fundamentalne
znaczenie w analizie stateczno$ci ustrojow pretowych ze stacjonarnymi sitami niekon-
serwatywnymi typu cyrkulacyjnego i z niekonserwatywnymi sitami niestacjonarnymi.

W rozdziale drugim oméwiono zagadnienia zwigzane ze sformutowaniem metody
clementéw skonczonych odnoszacej si¢ do uktadéow z sitami niekonserwatywnymi
1 badaniem mozliwosci stabilizacji uktadéw przez ich obciazanie sitami cyrkulacyjny-
mi. Rozdzial trzeci po§wigcono analizie statecznosci pryzmatycznych i niepryzmatycz-
nych pretow o dowolnych warunkach brzegowych i dowolnie obcigzanych sitami za-
chowawczymi i sitami niekonserwatywnymi. Prawo i zasade Hamiltona w zagadnie-
niach z sitami niekonserwatywnymi przedstawiono w rozdziale czwartym. W rozdzia-
le piatym oméwiono zagadnienia zwigzane ze statecznoscia uktadow dyskretnych pod-
danych dziataniu statycznym i dynamicznym obciazeniom niekonserwatywnym ze
zmiennymi w czasie parametrami $ledzenia. Tematem ostatniego, szostego rozdziatu
sg problemy formutowania funkcjonatéw w zagadnieniach z sitami niekonserwatyw-
nymi,

Rozdzialy, poczynajac od wstepu, sa numerowane cyframi arabskimi; dotyczy to
réwniez podpunktow wystgpujacych w rozdziatach. Pozycje literatury, wzory i rysunki
oznaczono numerem rozdziatu i liczba oznaczajacg kolejng pozycjg literatury czy ko-
lejny wzor lub rysunek, pojawiajace si¢ w ramach rozdziatu.



2. METODA ELEMENTOW SKONCZONYCH
W ANALIZIE UKEADOW
Z. SILAMI NIEKONSERWATYWNYMI

2.1. Wprowadzenie

Zwykle stosowana, a czgsto jedyng metoda prowadzaca do rozwiazan w analizie
uktadow nieliniowych jest metoda elementéw skonczonych w jej przyrostowym sfor-
mutowaniu (Bathe, Ramm, Wilson [2.1], Horrigmoe, Bergan [2.2], Kleiber [2.3], Klei-
ber, Wozniak [2.4]). W liniowych zagadnieniach niekonserwatywnych podstawy me-
tody elementow skonczonych sformutowat Leipholz [1.6]. Levinson [1.14] podat zasa-
de¢ Hamiltona, ktéra pod warunkiem zerowania sig wariacji z sit niekonserwatywnych
mozna stosowa¢ do analizy ukltadéw niezachowawczych. Barsoum, wykorzystujac wy-
niki pracy Levinsona i stosujac metodg Ritza, sformutowat metode eiementéw skon-
czonych do analizy liniowych uktadéw niekonserwatywnych z sitami cyrkulacyjnymi
bgdacymi liniowymi funkcjami przemieszezen [1.17]. Kikuchi, stosujac metode Ga-
lerkina, sformufowal metodg elementéw skonczonych i zastosowat ja do rozwiazania
zadania Becka [1.21]. Argyris 1 Symeonidis, wykorzystujac podej$cie naturalne zbu-
dowali algorytm metody elementéw skonczonych w ujeciu przyrostowym do nielinio-
wych zagadnien statyki z sitami niekonserwatywnymi [1.25, 2.5]. Metode elementow
skoniczonych do nieliniowej analizy konstrukeji sprezystych pod dziataniem dynamicz-
nych obcigzen niekonserwatywnych sformutowali Argyris, Straub i Symeonidis [2.6].

Z reguty punktem wyjscia do formutowania rdwnan metody elementéw skonczo-
nych w jej przyrostowym lub nieprzyrostowym ujgciu sg zasady wariacyjne badz zasa-
da prac przygotowanych (Washizu [2.7], Kleiber [2.3]). W przypadku analizy ukiadow
niekonserwatywnych, ktorych opis prowadzi do niesamosprzezonych zagadnien brze-
gowo-poczatkowych, ogélne sformutowania wariacyjne przedstawiono jedynie w sto-
sunkowo nielicznych pracach. Problem budowania zasad wariacyjnych do analizy ukta-
dow niekonserwatywnych begdzie szczegétowo oméwiony w rozdziale széstym.

Jak juz wspomniano, podstawg ogdlnych sformutowan metody elementdéw skonczo-
nych stosowanej w analizie uktadéw niekonserwatywnych moze by¢ zasada prac przy-
gotowanych, modyfikowana o cztony wynikajace z pracy obciazen niepotencjalnych,



bedacych funkcjami stanu odpowiedzi konstrukcji na odpowiednich polach przemie-

szczen wirtualnych. Zasada prac przygotowanych stanowi takze punkt wyjscia do roz-

wazan prowadzonych w tym rozdziale.

Celem rozdziatu jest:

* uzupelnienie algorytmu metody elementéw skoficzonych bazujacego na uogélnio-
nym, przyrostowym sformutowaniu zasady prac przygotowanych o elementy wyni-
kajace z zaleznoSci obciazen od powstajacych w konstrukcji przemieszczen, pred-
kosci 1 przyspieszen,

* wyprowadzenie przy uzyciu narzgdzi przeksztatceni symbolicznych $cistych formut
okreslajacych tak zwane korekcyjne macierze obciazen, korekcyjne macierze pred-
kosci obciazen i korekcyjne macierze przyspieszen dowolnie obciazonego elementu
belkowego,

+ zaadaptowanie algorytmu geometrycznie nieliniowej analizy statyki uktadow preto-
wych do analizy statyki i stateczno$ci uktadéw poddanych dziataniu wieloparame-
trowych, weztowych cbcigzen potencjalnych i niepotencjalnych,

o okreslenie warunkow, w jakich mozliwa jest stabilizacja uktadéw potencjalnych po-
przez dzialanie dodatkowych sit niepotencjalnych.

W punkcie drugim tego rozdzialu pokazano konsekwencje uwzglednienia istnienia
sit niekonserwatywnych w przyrostowym sformutowaniu metody elementéw skosiczo-
nych. W punkcie trzecim zademonstrowano przyktadowe postacie macierzy korekcyj-
nych obcigzen, ktére wygenerowano za pomoca symbolicznych procedur opisanych
w punkcie czwartym. W punkcie piatym krotko omdéwiono algorytm metody elemen-
tow skoniczonych z uwzglednieniem sit niepotencjalnych oraz podano przyktady jego
stosowania glownie w zakresie analizy stateczno$ci uktadéw ramowych.

2.2. Przyrostowe sformulowanie metody elementéw skonczonych

Roéwnanie metody elementéw skonczonych uogélnione na zagadnienia z sitami nie-
potencjalnymi otrzymujemy korzystajac z zasady prac wirtualnych do przyrostowego
opisu zagadnien duzych deformacji. Po infinitezymalnym przyroscie przemieszczen Au,,
odksztalcen AE,, oraz naprezen AT K przyrostowe sformulowanie zasady prac wirtual-
nych do zagadnien dynamicznych przyjmie posta¢ (Kleiber [2.3]):

j p 4ii:8(Au;)AQ + f [HCuAE8(AE )+ Bpaind (4w, )]
Q 0Q

+ J[CklmnAEkl5(AEmn ) + TklAui,ka(ui,l)]
Q

2.1)
= [ pAf8(Aw )2+ [ 40,6(Au, )d(0Q)+ Y, AFS(Au;)
Q aQ i



Zatozono, ze na poczatku przyrostu $cisle spetnione byty wszystkie rownania,
a przyrost byt rozpatrywany w dowolnym, ustalonym w danym kroku uktadzie odnie-
sienia. W réwnaniu (2.1) przez p oznaczono gestos¢ osrodka, &(Au,) jest wariacja i-tej
sktadowej przyrostu przemieszczenia Au, (11 3 sa wspotczynnikami charakteryzujacy-
mi odpowiednio thumienie masowe i thumienie lepkie, Ciﬂd jest macierza w}a~snoéci
materiatowych, AE,, jest przyrostem peinego tensora odksztatcen Lagrange’a, T, jest
drugim tensorem naprezen Pioli—Kirchoffa, a Af,, Az, 1 AF. sa odpowiednio przyrosta-
mi sktadowych sit objetosciowych, powierzchniowych oraz sit skupionych. Z uwagi
na to, ze sformutowanie metody elementéw skonczonych na bazie rownania (2.1) jest
dobrze znane i w szczegotach prezentowane na przyktad w ksiazce Kleibera [2.3], dal-
sze rozwazania zostana ograniczone wylacznie do tych jego elementow, ktore wynika-
ja z istnienia sil niepotencjalnych.

Sity niepotencjalne moga by¢ zwigzane zarowno z objeto$cia materiaty (f'w) , Jak
i z oddziatywaniem powierzchniowym roztozonym i skupionym (t",F"}. Obciaze-
nia wystgpujace w rownaniu przyrostowej zasady prac przygotowanych mozna przed-
stawi¢ w postaci sumy obcigzen konserwatywnych, niezaleznych od stanu konstrukcji
(fc,tC,Fcﬁri obcigzen niekonserwatywnych (%, ¢, F*¢) bedacych, z zalozenia, funk-

cjami przemieszczen (u) oraz predkosci (i) i przyspieszen (ii)
021 )+ (1 i)
fes t”(ﬁf)—i— t”“(ﬂ;w,u,ﬁ,ﬁ) (2.2)
F= FE(A;)+F"C(,1';C,u,u,ﬁ)
Przez A z odpowiednimi wskaznikami oznaczono wektory parametréw charaktery-
zujacych zmiang konserwatywnych (4,47, 4% ) i nickonserwatywnych (A7, A7, A})

poziomoéw obciazen. Przyrosty, a precyzyjniej ich czgéci liniowe, niekonserwatywnych
sktadowych obciazen ( Af"¢, At", AF™ ) mozna przedstawié jako:

afll(_‘ ne afnc afn(.‘ ) afnc

Af = A/’Lf + Au + Aua + Au
8/1’}0 odu oa di
ne &tnc e atll(,‘ atnc ) &HC .
At = 3/1;10 A//{., + 8[1 Au + 8“ An + 8“ Al (23)
AF™ = AXF + Au + Au + Al
oy du ou dii

Pierwsze sktadniki kazdej z prawych stron roéwnan (2.3) wynikaja ze zmiany pozio-
mu obciazenia niekonserwatywnego mig¢dzy sasiednimi konfiguracjami, a pozostate skta-
dniki wyrazaja zalezno$¢ obciazen od przemieszczen, predkosci i przyspieszen. Stosu-
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jac zwykla procedurg metody elementéw skonczonych zaktada sig, ze aproksymacje
przyrostow przemieszczen wewnatrz elementu wyraza relacja

Au =NAv* (2.4)

w ktorej Au® jest wektorem przyrostow przemieszczen weztowych, a N jest macierza
funkcji ksztaltu. Zmiang AA™ (u) wektora charakteryzujacego przyrosty poziomu kaz-
dej ze sktadowych obciazenia — spowodowane zatozona zaleznoScia wielko$ci obcia-
zenia od stanu przemieszczenia — mozna przedstawi¢ w postaci

AXY =N, Au®
AX =N, Au’ (2.5)
AN =N, Au’

Symbolami Njs, N, i N, oznaczono z zaloZenia znane macierze charakteryzu-
jace funkcyjna zaleznos¢ wzrostu poziomu obcigzenia od przyrostow przemieszczen
weztow. Macierze te w szczegdlnym przypadku moga by¢, z doktadnoscia do wspot-
czynnikéw wymiarowych, rowne macierzom funkcji ksztattu. Jesli w relacji (2.1)
uwzglednimy zwigzki (2.3) oraz (2.4) i (2.5) i wezmiemy pod uwagg jedynie cziony
liniowe, to otrzymamy przyrostowe rownanie ruchu elementu

(m—m" )Aii + (e - " JAu-+ (kK" JAu = Ap(u,1) 2.6)

Przez m, ¢ 1 k oznaczono odpowiednio zwykte (Kleiber [2.3]) macierze bezwtadno-
$ci, thumienia 1 styczne macierze sztywnosci elementow w ich lokalnych uktadach od-
niesienia, a Ap(u, ) jest przyrostem wektora obcigzenia. Korekcyjne macierze obcia-
zen (k"9), korekcyjne macierze predkosci zmian obcigzen (¢¢) oraz korekcyjne macie-
rze przyspieszen obcigzen (m”"¢) wynikaja z zatozonej niekonserwatywnos$ci obcigzen
- ich zalezno$ci odpowiednio od przemieszczen, predkosci i przyspieszen. Formuty
okreslajace te macierze sg nastgpujace:

knc _km: +kllc+k +knc+knc+knc

.
= [ pNJ, A NdQ + [N} | Z— A Ndag +ZNM XN
5 a }C 5 a/uzc 8 ne

&G

7 "
d I r| ™ 2)
+ | N Z— | NdQ+ |N Nd 12 EN N
}[2 [ o ] ‘ aJ;) [6uj 3 [ ou ]

gi‘nivgi
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T
ne T 8fnc
B P e -'pr [ = ) NdQ

+jNT(‘9;U Nd(002)+ ZN (aguj N

i oMo
&fﬂc 4
nc _ nc nc nc __ T
m" =my +m, +mp —ij ( % J NdQ (2.7)
+ [NT 3‘" Nd (002)+ ZN il N'
a2 au 8.1 |§ 1:,6;

Przez &, m, oraz ¢, oznaczono wspélrzedne punktéw dziatania niekonserwatyw-
nych obcigzen skupionych. Jezeli obciazenia elementu sprowadzimy do jego weztdw,
to formuty okreslajace macierze korekcyjne dane relacjami (2.7) w istotny sposob sig
upraszczaja, a podczas ich generowania nie wymagane jest czasochtonne catkowanie.
Taki sposob postgpowania w przypadku obciazen niekonserwatywnych moze jednak
prowadzi¢ do istotnych réznic w wynikach i dlatego nie powinien by¢ stosowany. Dal-
sza procedura konstruowania rownan ruchu w ujgciu metody elementow skonczonych,
polegajaca na transformacji macierzy elementéw do ukfadu globalnego i agregacji glo-
balnych macierzy sztywnosci, thumienia i bezwtadnosci, przebiega w zwykly w meto-
dzie elementow skonczonych sposob (Przemieniecki [2.8], Bathe, Wilson [2.9], Klei-
ber [2.3], Kleiber, Wozniak [2.4]).

2.3. Macierze korekcyjne prostego elementu belkowego

W punkcie tym na przyktadzie prostego elementu belkowego przedstawiono proce-
durg budowania korekcyjnych macierzy obciazen. Procedura ta moze by¢ wykorzysta-
na podczas wyznaczania korekcyjnych macierzy obcigzen elementéw innego typu.

Macierz funkcji ksztaltu N prostego, pryzmatycznego elementu belkowego zwykle
przyjmuje si¢ w postaci (Przemieniecki [2.8]):
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N, 0 0 0 0 N, O 0 0 0 0
0 N, 0 0 0 N, 0 N, 0 0 0 N
N 0 0 Ny O -N, O 0 0 N 0 -N, O
0 0 0 N 0 0 0 o0 0 N, 0 0 (2.8
0 0 N, 0 Ny 0 0 0 -N, 0 N 0
0 =N, 0 O 0 Ng O N, 0 0 0 Ny|
gdzie:

Ny =1-§ Ny =& Ny =287 =387 +1; N, =IE(E" - 26 +1) Ny =£7(-2£+3),

Ng=18*(E-1); Ny =—68/1(E-1); Ny =3E> —4E+1; Ng =§(3E-2),

a & = x/I jest wspdtrzgdna bezwymiarowa okreslajaca, w lokalnym uktadzie odniesie-
nia preta, pofozenie przekroju poprzecznego o gtéwnych, centrainych osiach bezwtad-
nosci (oyz). Przez [ oznaczono dhugo$¢ elementu pretowego. Postacie macierzy korek-
cyjnych zostana pokazane na przykladzie korekcyjnych macierzy obciazen wybranych,
prostych schematoéw obciazen elementu. Dalej uzywane bedzie pojecie parametru §le-
dzenia ¢, ktory jest miarg zmiany kierunku dziatajacego obcigzenia niekonserwatyw-
nego. Jesli o= 0, to bgdziemy mieli do czynienia z obcigzeniem martwym, ustalonym
przestrzennie, a gdy o= 1, wtedy obciazenie bedzie $cisle Sledzace, ustalons material-
nie. Na przyklad przy statym, rownomiernie roztozonym na diugosci preta, dziataja-
cym w plaszezyznie x—y $cisle Sledzacym (a(x) = 1) obciazeniu o intensywnodci g,
wektor przyrostow obciazenia At™ w przekroju o wspotrzednej £ ma postaé

At =[q.6, ~gq4, 0 0 0 0 2.9)

gdzie przez ¢, i ¢, oznaczono katy obrotu przekroju poprzecznego okreslonego wspot-
1z¢dna & odpowiednio wzgledem osi x i y lokalnego ukfadu odniesienia elementu. Na
podstawie zaleznos$ci (2.7), (2.8) 1 (2.9) mozna przedstawi¢ korekcyjng macierz obcigzen

nc ne
K = [k;lc iz J (2.10)
kt3 kt4

Jawng postaé poszczegdlnych elementéw macierzy pokazano w zataczniku A.

Korekcyjna macierz obciazen (2.10) jest niesymetryczna, co implikuje brak syme-
trii globalnej macierzy sztywnosci i tym samym istotnie wptywa na zwigkszenie cal-
kowitych naktadow obliczeniowych w rozwiazaniu zadania. Proby, z reguty prostej sy-
metryzacji (Mang [2.10], Argyris 1 Symeonidis [1.25]) korekcyjnych macierzy obcia-
zen w sposob istotny upraszczajg proces obliczen, ale moga by¢ akceptowane jedynie
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w ograniczonym, zwykle na poczatku obliczen nieznanym, zakresie pracy konstrukcji.
Stosowanie jakiegokolwiek algorytmu symetryzacji korekcyjnych macierzy obcigzen
w analizie problemow statecznoéci konstrukeji pod obcigzeniem niekonserwatywnym
jest na ogdt nie do przyjecia. Symetryzacja prowadzi do zagadnienia wlasnego z ma-
cierza symetryczna, uniemozliwiajac znalezienie tych stanéw krytycznych, w ktorych
konstrukcja traci stateczno$¢ przez flatter.

W zalaczniku A przedstawiono takze przyktadowe, jawne postacie elementéw ma-
cierzy korekcyjnych przy statym (g,) i liniowo zmiennym (g, (x) =gq,x+q,) obciaze-
niu roztozonym o odpowiednio funkcyjnym (a(x) =e;x+e, ) 1 stalym (a(x) =1) pa-
rametrze §ledzenia. Korekcyjne macierze, ktore wynikaja z zalezno$ci poziomow ob-
cigzen od przemieszczen i sg wyznaczane przez picrwsze sktadniki prawych stron rela-
cji (2.7) w jawny sposob zaleza od przyjgtej postaci macierzy funkcji sterujacych pro-
cesem zmian pozioméw obciazen N,. Dalej zaktada sig, ze macierz funkcji sterujacych
w sposob linlowy wiaze poziomy parametrow obcigzZenia z przemieszczeniami weztow,
a wzrosty obciazen w kierunkach osi gtéwnych przekrojow poprzecznych sa miedzy
sobg sprzgzone przez dane pary bezwymiarowych parametrow (AL, A% ) i (A7, A7)
odpowiednio przy obciazeniach roztozonych i roztozonych obciazeniach rhomentbwy&.
Jesli przyjmiemy takie zatozenia, to macierz funkcji sterujacych procesem wzrostu ob-
ciazen mozna zapisac

r -

NN 00 0 0 0 N, 0 0 0 0 0
O NN NN Ou&O.. /0 O N, N, O O 0
M= O Ny N 0 0 0 0 N, N, 0 0 0
0 0 0 N, 0 0 0 0 0 N 0 0| (211
0 0 0 N, N, 0 0 0 0 N, N,
L0 0 0 0 N, N, 0 0 0 0 Ny N|

gdzie:

Ny =(1-&)/; Ny =815 Ny =A% (1-€)/ I, Ny =A5,E/1; Ng =A% (1-€)/1;
Ne=25E/1; Ny =208 Ny = A5, (1-8); Ny = A& Ny = A7, (1-&).

W przypadku jednego z najprostszych typow obciazen, ktérego wektor mozna przed-
stawi¢ w postaci

Aty =[0 0 g4, 0 0 0] (2.12)

przyjeto, ze g, jest stale na dlugosci elementu, a A_ jest funkcja opisujaca zaleznosé
poziomu obcigzenia od przemieszczen na kierunku osi z lokalnego ukfadu odniesienia.
Macierz korekcyjna tak zdefiniowanego wektora przyrostu obcigzeh ma postaé
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ne _ | Kin Kip
k’u = k" nc (213)
a3 K

Jawne postacie elementow macierzy k%, , kK%, , K}, i k), przedstawiono w za-
taczniku A.

Czynnikiem, ktéry w istotny sposéb moze przyspieszaé zbiezno$¢ procesu iteracji
jest pewien efekt rzedu drugiego, powstajacy na skutek zalezno$ci pozioméw dodatke-
wych obciazen, wystepujacych w wyniku na przyktad $ledzenia, od stanu przemieszczen.
Na przykiad, jezel: przyjac, ze jedynym obciazeniem preta jest state na dtugosci, $cisle
sledzace obciazenie roztozone g,, to, jak wiadomo, obciazenie pojawiajace sig w trak-
cie przemieszczen wyraza si¢ zwiazkiem (2.9). Tym samym wielko$cia, ktora bedzie
modyfikowana przez funkcyjne parametry wzrostu A, i ;ty bedzie wektor

A =[g,0,2 -q.bA 0 0 0 0 (2.14)

Przyjmujac zaleznos¢ wektora parametrow obciazenia od przemieszczen wezto-
wych (2.5), uwzgledniajac zaleznos¢ (2.11) i znane — wynikajace z pierwszej itera-
cji w analizowanym kroku obcigzen — przemieszc%enia brzegowe elementu i — j
[uxi Uy Uy G Oy 0w wy u G 0 Gy ] sktadowe dodatkowej korek-
cyjnej macierzy obciagzen — zgodnie z uktadem danym relacja (2.13) — mozemy wyzna-
czy¢ przez wielkosci ]N(’jjl,w’;z ,~2f3 ilN("/u" 4 - Posta¢ jawna tych macierzy przedstawiono
w zalaczniku A.

Przytoczone Sciste formuly okreslajace elementy korekcyjnych macierzy obciazen
mozna bezposérednio wykorzysta¢ w algorytmach analizy metoda elementéw skonczo-
nych nieliniowych uktadéw pretowych pod obcigzeniem niepotencjalnym. Korekcyjne
macierze predkosci zmian obciazen i przyspieszen obcigzen mozna formutowaé przez
proste analogie. Pokazano tutaj jedynie korekcyjne macierze obcigzen najprostszych
przypadkow obcigzen i ich prostych zaleznosci od stanu przemieszczen konstrukcji.
W innych przypadkach formuty tych macierzy komplikuja si¢ znacznie, cho¢ w spo-
s6b elementarny moga by¢ wyprowadzone przy uzyciu narzedzi przeksztalcen symbo-
licznych.

2.4. Procedury symbolicznego generowania macierzy korekcyjnych

Liczne pakiety programéw przeksztatcen symbolicznych, do ktorych naleza takie
programy jak Derive, Macsyma, Reduce, Maple i Mathematica, w sposob zasadniczy
upraszczajg proces generowania skomplikowanych formut algebraicznych na macie-
rze korekcyjne. Przyktadami wykorzystania rachunkéow symbolicznych do — miedzy
Innymi — generowania macierzy sztywnos$ci w analizie konstrukcji metoda elementéw
skonczonych sg prace Luffa, Roesseta i Connora [2.11], Cecchiego i Lami [2.12], Korn-
coffa i Fenvesa [2.13], Kikuchiego [2.14], Nagabhushanama, Srinivasa i Gaonkara [2.15]
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i wiele innych. Nizej przytoczono dwie proste procedury generacji korekcyjnych ma-
cierzy obciazen, na przyktadzie elementu belkowego, napisane w jezyku pakietu Ma-
thematica (Wolfram [2.16], Maeder [2.17]). Procedury te mozna bezposrednio wyko-
rzysta¢ do generacji korekcyjnych macierzy obciazen przy ciagtym, dowolnie zalez-
nym od przemieszczen obciazeniu elementu belkowego. Nic nie stoi na przeszkodzie,
aby, po modyfikacjach, procedury te uogélni¢ na dowolny element skonczony. Proce-
dury napisano tak, by byly czytelne dla znajacych sktadnig jednego z jgzykow wyso-
kiego poziomu; jezyk programu Mathematica umozliwia przedstawienie tych procedur
w bardzo zwartej, czgsto trudno czytelnej postaci.

Procedura fzq shuzy do generacji korekcyjnych macierzy obciazen przy obcigzeniach
ciagltych o dowolnych, funkcyjnych opisach zalezno$ci obcigzen od stanu przemie-
szczen.

fzqla_,df0_,dgx_,dqy ,dqz ,dmx_,dmy ,dmz |: =
Block[ {pL,p2,p3,p4,p5.p6,p7,p8},
pl = D[df0.x]; p2 = D[df0,y]; p3 = D[dfV,z]; p4 = D0,/
p5 =D[df0.fy]; p6 = D[Afz]; p7 = {pl.p2,p3,p4,p5.p6};
gx: =dgx; qv: =dqy; qz: = dgz; mx: = dmx; my: =dmy, mz: = dmz;
p8 = Simplify[Integrate[(I*Transpose[a]. Transpose[p7].a),{x,0,1}]];
gx=.,qy=.qz=.,mx=. my=. mz=. p8/MatrixForm
)
Parametrami tej procedury sa:
a_ — macierz funkcji ksztattu dana relacja (2.8),
dfy_ — wektor obcigzen przyktadowo dany relacja (2.9) (¢, = fx,¢, = f),
dgx_, dqy _, dqz_, dmx_, dmy , dmz_— funkcje zalezne od wspdirzednej bezwymiaro-
wej x (x = &) dane w postaci iloczynu funkcji opisujacych intensywno$é obciazen
i funkcji §ledzenia odpowiednio przy obciazZeniach roztozonych q,,4q, 19, w kierunkach
osi lokalnego uktadu elementu oraz roztozonych obciazeniach momentowych m_, m,
i m,. Na przyktad elementy macierzy korekeyjnej dla ¢, = g,x+g, iat(x)=1 mozna
otrzymac, gdy dgz_ = (g1 *x+q2)*/ 1 jesli pozostale parametry charakteryzujace dziata-
jace obciazenie sa zerowe.
Procedura fglk generuje dodatkowe korekcyjne macierze obcigzen

fqlk[a_,n_,df0 ]: =
Blockf {pl,p2,p3,p4,p5,p6,p7,p8.p9},

pl =D[df0,Ix]; p2 = D[df0,ly]; p3 = D[df0,Iz]; p4 = D[df0,ifx];
p5 =D[dfv,lfy]; p6 = D[df0,ifz]; p7: = {pl,p2,p3,p4,p5,p6},
P8 = a.{uxi,uyi,uzi,fxi,fyi,fzi,uxj, uyj,uzj fxj, fj.fzj};
we =p8[[1]]; uy =p8[[2]], uz = p8[[3]]; fx = p8[[4]]; fy = p8[[5]]; 2 = P8/[[6]];
p9 = Simplify[Integrate[(I*Transpose[n].Transpose[p7].a),{x,0,1}]];
ux = uy =, uz=.,fx=.,f=. fz=. p9/MatrixForm
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Parametrami tej procedury sa:

a_— macierz funkcji ksztattu dana relacja (2.8),

n_ — macierz funkcji sterujacych procesem wzrostu obciazen dana na przyktad relacja

@11),

dft)_— wektor obciazen dany na przyklad relacja (2.14) (¢, = fx,0, = fy,A4, =Ix,A, =ly).
Za pomocg procedury fglk mozna tatwo wyznaczy¢ na przykiad prezentowane

w zalaczniku A postacie macierzy k3¢, k7%, k%, ik, . Czas generowania macierzy

korekcyjnych w przypadkach skomplikowanych funkcyjnych zalezno$ci obcigzen od

stanu odpowiedzi konstrukcji jest pomijalny, gdy korzystamy ze wspbtczesnego sprze-

tu komputerowego.

2.5. Algorytm rozwigzania i przyklady numeryczne

Zakladajac, ze material konstrukcji jest liniowo sprezysty, a powstajace w nim od-
ksztalcenia s mate, sformutowano styczna macierz sztywnosci prostego, krepego ele-
mentu pretowego. W elemencie tym naprezenia normalne ¢° (dodatnie przy rozciaga-
niu) sa w rownowadze z poczatkowq sita osiowa P° i poczatkowymi momentami zgi-
najacymi M }9 1 MZ(’ wzgledem glownych, centralnych osi bezwtadno$ci przekroju po-
przecznego. Symbolicznie sktadowe stycznej macierzy sztywno$ci elementu mozna
przedstawic jako

k =k, + Pk, + MUk, + Mk, (2.15)
gdzie k jest sprezysta macierzg sztywnosci elementu, a pozostate macierze oznaczo-
ne literami k; z indeksami porzadkowymi stanowia macierz sztywnosci geometrycz-
nej. Taki sposob formutowania stycznej macierzy sztywnosci w analizie statyki i sta-
teczno$ci pretowych uktadéw cienkosciennych z powodzeniem stosowali migdzy in-
nymi BaZant, El Nimeiri [2.18] 1 Glabisz [2.19].

Jezeli przyjac¢ oznaczenia:

m"=m-m"
¢’ =c—c" (2.16)
k" =k-k"
to przyrostowe roéwnanie metody elementow skonczonych catej konstrukcji mozna za-
pisa¢ jako (Kleiber [2.3])
M"AU+C AU+K"AU = AP +R (2.17)
Macierze M*, C* i K" s3 odpowiednio macierzami bezwiladnosci, thumienia i sztyw-

nosci stycznej konstrukeji, powstatymi przez akumulacje transformowanych do ukta-
du globalnego odpowiednich macierzy elementow. Przez AU, AU1 AU oznaczono od-
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powiednio przyrosty przyspieszen, predkosci 1 przemieszczen weztow w uktadzie glo-
balnym, a przez AP i R oznaczono wektor przyrostéw obciazen 1 wezlowych sit nie-
zroOwnowazonych. W tak sformutowanym zagadnieniu sterowanie sktadowymi obcia-
zen niekonserwatywnych odbywa si¢ na poziomie elementu. Sposob ten moze by¢ szcze-
golnie przydatny, a nawet jedyny, na przyktad w analizie uktadéw kratowych, w ktorych
za zmiang konfiguracji obciazenia wgzlowego moze by¢ odpowiedzialny jeden wybra-
ny, taczacy sig z tym weztem element. Gdy sterowanie obciazeniem nie odbywa si¢ z
poziomu elementu, a wyraza si¢ prostymi funkcjami globalnych przemieszczen wezla,
globalng styczna macierz sztywnos$ci mozna przedstawi¢ w postaci

K'=K-K» (2.18)

Przez Kj; oznaczono korekcyjng macierz sztywnosci powstata z akumulacji ma-

cierzy korekcyjnych (kj; ) wynikajacych z zalezno$ci niekonserwatywnych obciazen

wezlowych od przemieszezen weztow w uktadzie globalnym. W przypadku wezta uktadu

pretowego o szesciu stopniach swobody macierz kj; , przy weztowym obciazeniu nie-
konserwatywnym sterowanym przez parametr $ledzenia ¢, ma postaé

Uy U, U, @ D, @,
000 o E, -F
000 -F 0 Fy

K = o 000 F -F 0
600 0 M, -M (2.19)
000 -M, 0 M
000 M, -My 0

gdzie wielko$ci U,,®,,F,, M, (i=X, Y, Z) wyrazaja wezlowe przemieszczenia, obro-
ty, sity 1 momenty wyrazone w globalnym ukfadzie odniesienia konstrukcji. Sterowa-
nie obciazeniem z poziomu wezta — o ile jest mozliwe — jest wygodniejsze ze wzgledu
na obliczenia i prowadzi do globalnie mniejszej liczby transformacji miedzy ukladami
lokalnymi elementéw a globalnym uktadem odniesienia konstrukcji, w por6wnaniu z
przypadkiem sterowania obciazeniem z poziomu elementu.

Przyrostowe sformutowanie metody elementéw skonczonych opisane zalezno$cia
(2.17) moze by¢ podstawa analizy statyki i dynamiki uktadow obciazanych sitami po-
tencjalnymi 1 niepotencjalnymi w ich przedkrytycznym etapie pracy. Okreslenie war-
tosci obciazen krytycznych jest mozliwe — przy przyjetym dynamicznym kryterium sta-
tecznoscei (Zyczkowski [1.23]) — na podstawie §ledzenia zachowania sie czestosci drgan
wiasnych uktadu. Czgstosci drgan wiasnych uktadow niezachowawczych mozna wy-
znaczy¢ stosujac standardowa procedurg (Kleiber [2.3]) w postaci

(K* —a)zM*)U=0 (2.20)
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gdzie w jest czgsto$cia drgan wiasnych, a M* macierza bezwladnosci badanego ukta-
du. Analiza czgstosci drgan wlasnych uktadu umozliwia ustalenie poziomu pierwotne-
go obciazenia krytycznego jak i charakteru utraty stateczno$ci (Bolotin [1.5]). Jezeli
wszystkie czgsci urojone czgstosci @ sg wigksze od zera, to ruch jest asymptotycznie
stabilny. Jezeli czgSci urojone wraz ze wzrostem poziomu obcigzenia zeruja sig, to mamy
do czynienia badz ze stanem krytycznym — dywergencja, jezeli w czestoéci @ zar6wno
czg$¢ rzeczywista jak 1 urojona sa rowne zeru, badz flatterem, jezeli czg$¢ urojona jest
rowna zeru a czgS¢ rzeczywista @ jest rozna od zera. Gdy cze$ci urojone @ sa tozsamo-
$ciowo roOwne zeru, a wraz ze wzrostem obciazenia nastepuje zréwnanie sie czesci rze-
czywistych, wtedy mamy do czynienia ze stanem krytycznym, w ktérym konstrukcja
traci stateczno$¢ przez flatter. Konsekwentne stosowanie procedury (2.20) na wyzszych
poziomach obciazenia umozliwia wyznaczanie wtormych poziomow obciazen krytycznych.
Sformutowane ogolnie réwnanie przyrostowe (2.17) wykorzystano nastepnie do
analizy ukiadow ze statycznymi sitami niekonserwatywnymi. W algorytmie postugi-
wano si¢ uaktualnianymi uktadami Lagrange’a i zastosowano, standardowa w analizie
uktadow geometrycznie nieliniowych, procedurg Newtona—Raphsona (Kleiber [2.3]).
Generowanie w kazdej iteracji — sterowanego parametrami obcigzen procesu obliczen
—nowej (zmodyfikowanej) macierzy sztywnosci oraz wyznaczanie i odpowiednie ku-
mulowanie (Kleiber [2.3]) przyrostéw naprezen w elementach wraz ze stosowna trans-
formacja niepotencjalnych sktadowych obciazenia umozliwia $ledzenie nieliniowych
Sciezek rownowagi ukladéw niezachowawczych. Poczatkowe sity wewnetrzne w ele-
mentach wyznacza si¢ jako $rednie z aktualnie istniejacych sit na ich koficach (BaZant,
El Nimeiri [2.18]). Procedurg iteracji na danym kroku obcigzenia prowadzi sie do mo-
mentu speinienia narzuconego na poczatku rozwigzania warunku, ktéry dotyczy po-
wstajacych przyrostéw przemieszczen weztéw. Obliczanie, w kazdej iteracji kroku ob-
cigzenia, wektora si niezrOwnowazonych modyfikujacego prawa strong robwnania przy-
rostowego umozliwia pelng — na miarg przyjetej doktadnosci — kontrolg spetnienia wa-
runkow réwnowagi konstrukcji. Badanie — po zakonczeniu cyklu iteracji na wybranym
lub kazdym kroku obciazenia — widma wartosci czesto$ci drgan wlasnych konstrukcji
shuzy do okreslenia poziomow obcigzen krytycznych oraz charakteru utraty statecznosci.
Budowa algorytmu rozwiazania jest typowa w analizie zagadnien nieliniowych geo-
metrycznie, dlatego tez w opisie ograniczono sig tylko do zasygnalizowania jego wy-
branych elementow. Poprawno$¢ funkcjonowania algorytmu testowano na wielu zada-
niach z sitami konserwatywnymi — majacych $ciste rozwigzania (Timoshenko, Gere
[2.20]) oraz z sitami niekonserwatywnymi o znanych rozwiazaniach (np. Saje, Srp&i¢
[2.21]). Z reguly uzyskiwano w pelni zadowalajaca zgodno$¢, a odchylenia ktore sie
pojawialy wynikaly ze stosowanego w algorytmie sposobu aproksymacji (przyjecie sta-
tych, $rednich) wartosci poczatkowych sit wewngtrznych w elementach. Nalezy pod-
kreslié, ze analiza geometrycznie nieliniowa zagadnien nieckonserwatywnych w stosunku
do analogicznych zagadnien konserwatywnych prowadzi do zwigkszenia liczby itera-
¢ji — przy tym samym poziomie doktadnosci — $rednio od 10% do 30% w zaleznosci
od wielko$ci powstajacych obrotow. Badanie statecznosci preta Becka (Bolotin [1.5])
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przy dowolnym parametrze $ledzenia juz przy podziale preta na trzy elementy dawalo
rozwiazanie, ktorego blad — zar6wno w przypadku bifurkacji jak i flatteru — w poréw-
naniu do znanych, $cistych rozwiazan nie przekraczat 0,1%.

Praktyczne funkcjonowanie zaproponowanej procedury w analizie uktadéw prgto-
wych testowano migdzy innymi na przyktadzie wspornika obciazonego Scisle sledzg-
cym obciazeniem rownomiernie roztozonym g, . W algorytmie wykorzystano wypro-
wadzone korekcyjne macierze obcigzen. Na rysunku 2.1 pokazano schemat preta oraz
jego odksztatcona pod dziataniem $ledzacego obciazenia g, = 0,2 kN/m. Na rysunkach
2.2 1 2.3 pokazano przemieszczenia (poziome u, pionowe w) konca wspornika przy
roznej liczbie elementdéw e i roznych liczbach s okreslajacych liczbg stosowanych kro-
koéw obciazenia. Cyfra 1 oznaczono rozwigzania, w ktérych za sterowanie obcigzeniem
niekonserwatywnym ,,odpowiedzialne” byly jedynie przemieszczenia weztow. Cyfra 2
oznaczono te rozwiazania, w ktérych wykorzystano prezentowane w pracy postacie
korekcyjnych macierzy obciazen, co w konsekwencji prowadzito do uwzglednienia,
w generowanych dodatkowych obcigzeniach, wptywu pol przemieszczen wewnatrz ele-
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Rys. 2.1. Schemat statyczny preta i jego odksztatcona pod dzialaniem $ledzacego obciazenia g,
Fig. 2.1. Statical scheme of a cantilever and its deflected axis under a follower load g,
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mentéw. Roznice migdzy tymi dwoma podej$ciami zanikajg przy zwigkszaniu liczby
stosowanych elementoéw 1 sa zgodne z tymi, ktore pokazano w pracy Argyrisa i Syme-
onidisa [1.25]. Uwzglednienie dodatkowych, wynikajacych z istnienia efektéw rzedu
drugiego, macierzy korekcyjnych obciazen prowadzi do zmniejszenia catkowitej licz-
by iteracji (w stosunku do rozwiazan bez tych macierzy) $rednio od 2% do 4% w za-
leznosci od poziomu obcigzenia 1 zadanej doktadnosci. Na rysunku 2.4 przedstawiono
wyniki analizy statecznosci prostej ramy obcigzonej niekonserwatywna sita skupiona.
Pokazano charakter zmian kwadratow czgsci rzeczywistych podstawowych czestosci
drgan wlasnych uktadu w zalezno$ci od parametru $ledzenia « i dzialajacej sity N. Przez
N, oznaczono krytyczne obciazenia bifurkacyjne, a przez N, obciazenia przy ktérych
konstrukcja traci stateczno$¢ przez flatter; utrata statecznosci zachodzita w plaszczy-
znie ramy. Jak wida¢, poziom krytycznego obciazenia konstrukcji poddanej dziataniu
sit niepotencjalnych moze by¢ wielokrotnie wyzszy od wartoéci krytycznych obciazen
potencjalnych. Wykorzystujac ten fakt mozna spodziewac sig, ze w $cisle okreslonych
warunkach mozliwe jest zwigkszenie poziomu krytycznego, potencjalnego obciazenia
konstrukcji — jej stabilizacja — poprzez dziatanie dodatkowych pdl sit niepotencjalnych.
Problemem stabilizacji na ogét liniowych uktadéw potencjalnych sitami niekonserwa-

0.70
ujm] | e = 1 q=0.2 kN/m
s=100
0.66
| .. e —_—
0.62 ] /—"—é
€
0.58
2 4 6 8 i0 12
0.35
wh| | e - 1 q=0.2 kN/m
s=100
0.30
0.25 -;._____;._J-l
[
0.20
2 4 6 8 10 12

Rys. 2.2. Przemieszczenia u i w konca wspornika przy roznej liczbie e elementéw skonczonych
Fig. 2.2. End displacements » and w for a cantilever for various numbers e of finite elements
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Rys. 2.3. Przemieszczenia u 1 w kofica wspornika przy rbznej liczbie s krokéw obciazenia

Fig. 2.3. End displacements # and w for a cantilever for various numbers s of load steps

tywnymi zajmowali si¢ migdzy innymi Lachadanow [2.22], Singh [2.23] i Krasinskaja
[2.24], ktorzy sformulowali teoretyczne podstawy stabilizacji uktadow opisywanych
réwnaniami rézniczkowymi zwyczajnymi drugiego rzgdu. Przedstawiony tutaj algo-
rytm w szczeg6lno$ci umozliwia wyznacéanie obszardw statecznosci konstrukcji pod-
danych dziataniu sif potencjalnych i niepotencjalnych. Na rysunku 2.5 pokazano rame
obcigzong sitg potencjalng P (stanowiaca obcigzenie zasadnicze konstrukcji) i sitami
niepotencjalnymi N, i N, o parametrach $ledzenia ¢, ic, , ktorych zadaniem jest sta-
bilizacja uktadu. Przez pojgcie stabilizacji nalezy rozumie¢ stworzenie takiej sytuacji,
w ktorej mozliwe jest dopuszczenie wyzszych poziomow obciazenia zasadniczego P
niz te, ktére wynikaja z analizy statecznosci konstrukcji pod dziataniem jedynie sity
potencjalnej P. Na rysunkach 2.6 i 2.7 pokazano obszary statecznosci ramy w prze-
strzeni sit N, N, 1P . Linig ciagla potaczono punkty przestrzeni obciazen, w ktdrych
nastgpuje utrata statecznosci przez bifurkacje, a liniq przerywang potaczono te punkty
przestrzeni obciazen, w ktérych uklad traci statecznos¢ przez flatter. Linia przerywana
z kropkami pokazuje stany obciazen krytycznych, w ktérych poziom obciazen powo-
dujacych bifurkacje i flatter jest identyczny. Obszar stateczno$ci prezentowany na rys.
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Rys. 2.5. Schemat statyczny i wykres czesto$ci drgan wlasnych ramy
poddanej obciazeniu potencjalnemu P i stabilizujacemu obciazeniu niepotencjainemu N, N,

Fig. 2.5. Static scheme and eigenvalues of the frame
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Rys. 2.6. Obszar statecznosci ramy pod dziataniem sity potencjalnej P
i sit niekonserwatywnych N, N, o parametrach $ledzenia o, = o, = 1

Fig. 2.6. Stability region of the frame under potential P and nonconservative loading N,, N,
with follower parameters o, = @, =1

2.6 uzyskano przy parametrach §ledzenia &, =@, =1, a na rys. 2.7 pokazano obszar
dla ¢, =110, =2. Zmienno$¢ kwadratéw czesci rzeczywistych podstawowych czg-
stosci drgan konstrukcji obciazanej tylko sita N, (&, =1) w funkcji poziomu obcigze-
nia pokazano na rys. 2.5. Jak wida¢, przy tym obciaZzeniu o utracie stateczno$ci kon-
strukcji przez flatter decyduje druga i trzecia czestos¢ drgan uktadu. O utracie statecz-
nosci ramy pod dziataniem jedynie sity N, decyduje przy o, =1 oczywiscie pierw-
sza czgstos¢ drgan, a przy «, =2 dwie czgstosci najnizsze. Na rysunkach 2.6 1 2.7 —
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Rys. 2.7. Obszar statecznosci ramy pod dziataniem sily potencjalnej P
i sit nickonserwatywnych N, N, o parametrach $ledzenia o, = 11 o, =2

Fig. 2.7. Stability region of the frame under potential P and nonconservative loading N\, N,
with follower parameters ¢, = | and @, =2

W plaszczyznie N, — N, — linia kropkowang oznaczono obszary, w ktérych uzyskuje
sig efekt stabilizacji uktadu. Prezentowane obszary uzyskano realizujac obciazenia
w kolejnosci: N,,N, i P. Z uwagi na przyjgte usytuowanie przekroju poprzecznego
utrata stateczno$ci ramy zachodzi z jej ptaszczyzny; zadanie rozwiazywano oczywi-
Scie jako przestrzenne.
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2.6. Podsumowanie

Uwzglednienie w analizie konstrukcji obcigzen, ktore funkcyjnie zwigzane sa z od-
powiedzig konstrukcji, wymaga pewnych modyfikacji algorytmow konstruowania roz-
wiazan. W rozdziale tym skoncentrowano si¢ na metodzie elementdw skonczonych
w jej przyrostowym ujeciu i efektach wlaczenia do nieliniowej analizy obciazen nie-
konserwatywnych. Punkt wyjscia do sformutowania réwnan metody elementow skon-
czonych stanowila zasada prac przygotowanych z jawnie uwzglgdnionymi elementa-
mi, ktore wynikaja z obecnosci sit funkcyjnie zwiazanych z polami przemieszczen, pred-
kosci 1 przyspieszen powstajacych w konstrukcji. Konsekwencjg uwzglgdnienia sit nie-
konserwatywnych jest modyfikacja wektora obciazen, ktory przedstawiono jako funk-
cjg przemieszczen, predkoscei 1 przyspieszen. Cztony wektora obciazen funkcyjnie zwia-
zane z odpowiedzia konstrukcji wydzielono i skojarzono z macierza sztywnos$ci, ma-
cierza thumienia i bezwladnosci. Elementy modyfikujace te macierze nazwano odpo-
wiednio korekcyjnymi macierzami obciazen, korekcyjnymi macierzami predkosci ob-
clazen i przyspieszen obciazen. Macierze korekcyjne sa niesymetryczne, co powoduje
utratg symetrii uktadow réwnan metody elementéw skonczonych i w rezultacie pewne
niedogodno$ci numeryczne. Uwzgledniono takze pewne efekty rzedu drugiego, wyni-
kajace z zaleznosci od odpowiedzi konstrukceji tych dodatkowych obciazen, ktore po-
wstaja na skutek zmian poziomdéw obciazenia spowodowanych stanem przemieszcze-
nia. Wspomniane efekty rzedu drugiego wyrazaja si¢ w postaci dodatkowych korek-
cyjnych macierzy obciazen. Formuly okreslajace macierze korekcyjne lub dodatkowe
macierze korekcyjne zalezg w sposob istotny od charakteru obciazen oraz funkcji wia-
zacych obciazenie z odpowiedzia konstrukcji. W rozdziale tym podano — mozliwe do
natychmiastowego wykorzystania — korekcyjne macierze obcigzen prostych przypad-
kow obcigzen elementu pretowego. Postacie macierzy korekcyjnych innych, bardziej
skomplikowanych przypadkow i innych elementéw skonczonych mozna tatwo wypro-
wadzi¢, bazujac na pokazanych w pracy przyktadach procedur przeksztatcen symbo-
licznych. Pakiety wykonujace rachunki symboliczne umozliwiaja generowanie $cistych
formut macierzy korekcyjnych dowolnie skomplikowanych obciazen i funkcji opisuja-
cych ich zachowanie. Scisle wyprowadzone formuty macierzy korekcyjnych uwzgle-
dniono w zbudowanym algorytmie metody elementow skonczonych, ktéry wykorzy-
stanc w analizie statyki i statecznos$ci uktadow pretowych pod statycznym obcigze-
niem potencjalnym i niepotencjalnym.

Zastosowanie kryterium dynamicznego w analizie statecznosci pozwala wyznaczy¢
obciazenia krytyczne powodujace bifurkacjg i flatter konstrukcji, a takze okresli¢ gra-
nice stosowalnosci statycznego kryterium statecznosci. Analiza konstrukcji poddane;
dziataniu wieloparametrowym, niezaleznym obciazeniom potencjalnym i niepotencjal-
nym jest podstawa okre$lenia obszaroéw statecznosci jako funkcji rozktadow i wartosci
parametrow $ledzenia, a takze kolejnosci oraz sposobu realizacji dziatajacych wekto-
row obcigzenia. Na podstawie przeprowadzonych analiz mozna sformutowac kilka uwag,
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ktore moga by¢ istotne z punktu widzenia analizy statecznos$ci i sposobOw stabilizacji

uktadéw pretowych poddanych dziataniu sit potencjalnych i niepotencjalnych:

+ o utracie stateczno$ci konstrukcji przez flatter nie zawsze decyduja jej dwie najniz-
sze czgsto$ci drgan wilasnych (Bolotin [1.5]),

« graniczny parametr $ledzenia, oddzielajacy obszar stosowalnosci statycznego kryte-
rium statecznosci od obszaru, w ktérym konstrukcja traci stateczno$¢ przez flatter,
jest cecha indywidualng konstrukcji 1 konfiguracji obciazenia — w szczegolnosci moze
on naleze¢ do obszaréw nads$ledzenia (@ > 1) (Zyczkowski [1.23]),

« obciazenia niepotencjalne (cyrkulacyjne) moga — cho¢ nie musi to by¢ regula — sta-
bilizowa¢ uktad poddany dziataniu sit potencjalnych jedynie wtedy, gdy ukfad pod
tym obcigzeniem niepotencjalnym traci statecznos$¢ przez flatter,

« stabilizacja uktadéw potencjalnych przez dzialanie pdl sit cyrkulacyjnych (tylko tych,
ktore indywidualnie dziatajgc na konstrukcjg moga powodowac jej flatter) moze pro-
wadzi¢ do wielokrotnego zwigkszenia krytycznych pozioméw obcigzen potencjal-
nych.

W rozdziale tym wykorzystano wyniki przedstawione w dwoch pracach autora [2.25,

2.26].



3. STATECZNOSC PRETOW POD OBCIAZENIEM
NIEKONSERWATYWNYM

3.1. Wprowadzenie

Wyznaczanie czg¢stosci drgan wlasnych oraz pozioméw obciazen krytycznych pry-
zmatycznych i niepryzmatycznych belek prostych jest bardzo waznym elementem ana-
lizy wielu wspoétczesnych konstrukeji inzynierskich. Zwykle — przynajmniej w pierw-
szym przyblizeniu — zadanie to sprowadza sig¢ do analizy belek wedtug teorii Bernoul-
liego—Eulera albo teorii Timoshenki, jezeli odksztalcalno$¢ postaciowa 1 bezwtadno$é
obrotowa sa uznane za istotne. Przyktadami konstrukcji inzynierskich, ktére mozna
analizowa¢ wykorzystujac teori¢ belek, sa migdzy innymi belki i kolumny punktowo
lub odcinkowo sprezyscie podparte, pryzmatyczne i niepryzmatyczne belki z masami,
belki wstgpnie sprezone, belki z rysami, rurociagi spr¢zyscie mocowane czg§ciowo
wypelnione ciecza, pale fundamentowe, maszty antenowe, wieze wiertnicze, podatne
ramiona robotoéw 1 wiele innych. Konstrukcje tego typu moga by¢ poddane dziataniu
roznego typu obcigzen, z ktorych jednymi z istotniejszych, z punktu widzenia okre§le-
nia ich cz¢stosci drgan i poziomow obciazen krytycznych, sa obciazenia konserwatyw-
ne i niekonserwatywne.

Problemowi stateczno$ci prgtow pod obciazeniem niepotencjalnym poswiecono
olbrzymia liczbg prac, o czym juz wspominano we wstgpie. W rozdziale tym nie przed-
stawia sig szczegblowego przegladu literatury w tym zakresie, ale omawia si¢ jedynie
wybrane pozycje, ktore maja bezposredni zwiazek z dalej stosowanymi sposobami analizy.

Szczego6lnym, analizowanym w tym rozdziale rodzajem pretow sa prety niepryzma-
tyczne o ciaglej badz skokowej zmianie parametrow. Tego typu prety sa czesto stoso-
wanymi elementami wspoiczesnych konstrukeji inzynierskich, a ich stosowanie dykto-
wane jest zarowno wzglgdami wytrzymato$ciowymi, ekonomicznymi jak i architekto-
nicznymi.

W analizie niepryzmatycznych pretéw wedtug teorii Bernoulliego—Eulera wykorzy-
stywano wiele metod. Jedna z nich jest metoda macierzy przeniesienia, ktéra miedzy
innymi stosowali Chu i Pilkey [3.1], Chang i Liu [3.2] oraz Lin i Bapat [3.3]. Metodg
elementow skonczonych stosowali migdzy innymi Gallagher i Lee [3.4] oraz Thambi-
ratnam 1 Zhuge [3.5], metodg réznic skonczonych Liable [3.6]. Metodg Rayleigha—Rit-
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za stosowali Alvarez 1 Laura [3.7], De Rosa i Franciosi [3.8] oraz Mittendorf i Grief

[3.9]. Rozwiazan dotyczacych belek niepryzmatycznych szukano takze wykorzystujac

metody analityczne badZ semi-analityczne. Do tego typu prac mozna miedzy innymi

zaliczy¢ artykuly Eisenbergera [3.10] i [3.15], Banerjee i Williamsa [3.11], Elishakof-
fa i Pellegriniego [3.12], Sen Yung Lee i1 wspoétautorow [3.13], Eisenbergera i Reicha

[3.14] oraz De Rosa 1 Auciello [3.16]. Aproksymacje niepryzmatycznych belek Berno-

ulliego—Eulera pryzmatycznymi odcinkami, w obrgbie ktérych wykorzystywano roz-

wigzania $ciste rownania rozniczkowego belki, stosowali migdzy innymi Jang i Bert

[3.17], Wang [3.18] oraz Gast i Sneck [3.19].

W zadaniach, do analizy ktérych przyjmowano model belki Timoshenki, wykorzy-
stywano giéwnie metody numeryczne i aproksymacyjne. Metode elementow skoniczo-
nych stosowali Irie, Yamada 1 Takahashi [3.20], To [3.21] oraz Cleghorn i Tabarrok
[3.22], sposob Rayleigha—Ritza — Gutierrez oraz Laura i Rossi [3.23], a metode Galer-
kina — Chehil 1 Jategaonkar [3.24] oraz Jategaonkar i Chehil [3.25]. Metody analitycz-
ne w analizie niepryzmatycznych belek Timoshenki stosowali Lee i Lin [3.26] oraz
Leung 1 Zhou [3.27]. Tong, Tabarrok i Yen aproksymowali belki niepryzmatyczne od-
cinkami pryzmatycznymi, do ktérych wykorzystywali rozwiazania zamkniete [3.28].
Analizie statyki 1 dynamiki, a w szczego6lnosci statecznosci pretdw pod obcigzeniem
niepotencjalnym poswigcono w literaturze wiele miejsca. Stosunkowo nieliczne sg prace
dotyczace zachowania si¢ pretow niepryzmatycznych pod obcigzeniami nie majacymi
potencjatu. Massey 1 Meen [3.29] badali stateczno$¢ wspornika o zmiennej szerokosci
przekroju poprzecznego pod dzialaniem skupionego obciazenia §ledzacego. Sankaran
1Rao [3.30] stosujac metodg Galerkina analizowali poziom obciazen krytycznych zbiez-
nych kolumn ze sztywno 1 sprezyscie zamocowanymi kofcami. Stateczno$¢ niepry-
zmatycznego preta Leipholza badali Elishakoff i Couch [3.31] stosujac rachunek sym-
boliczny w podejsciu bazujacym na metodzie Galerkina. Elishakoff i Pellegrini [3.32]
wykorzystujac funkcje Besla analizowali swobodnie podparty niepryzmatyczny pret
pod dziataniem $ledzacego obcigzenia roztozonego. Nageswara, Rao i Venkateswara
uwzgledniajac thumienie wyznaczali obcigzenia krytyczne liniowo zbieznych pretow
wspornikowych poddanych §ledzacemu obciazeniu skupionemu [3.33]. Lee i Kuo ana-
lizowali proste prety niepryzmatyczne poddane dziataniu $§ledzacego obciazenia rozto-
zonego [3.34]. Model Timoshenki wykorzystali Irie, Yamada 1 Takahashi w analizie
niepryzmatycznej belki pod obcigzeniem $ledzacym [3.20]. W analizie pretow niepry-
zmatycznych pod obciazeniem niepotencjalnym stosowano analogiczne metody, jak w
zadaniach konserwatywnych z tego typu pregtami.

Celem tego rozdziatu jest:

* uogdlnienie otrzymanych przez Eisenbergera [3.15] formut macierzy sztywnosci
1 bezwladnosci prostych pretéw o dowolnie w sposob ciagly zmieniajacym sig prze-
kroju poprzecznym i dowolnych, ciagtych rozktadach masy i sztywnosci na przypa-
dek pretéw spoczywajacych na jedno- i dwuparametrowym podiozu sprezystym
o ciagltym rozkladzie sztywno$ci i poddanych dowolnemu statycznemu obcigzeniu
niepotencjalnemu;
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 zbudowanie spdjnego algorytmu do analizy czgstosci 1 statecznoéci dowolnie, kon-
serwatywnie i nickonserwatywnie, statycznie obcigzanych ciaglych i przegubowych
pretow prostych (modeli belek Bernoulliego—Eulera 1 Timoshenki) o zmiennych sko-
kowo charakterystykach przekroju poprzecznego, ktére moga spoczywac na odcin-
kowo zmiennym dwuparametrowym podlozu sprezystym i sprezystych podporach

o charakterystykach nieliniowo zaleznych od obcigzenia i czgstoSci drgan.

W punkcie drugim rozdziatu przedstawiono algorytm analizy prostych, niepryzma-
tycznych pretéw, ktorych charakterystyki rozwijano w szeregi potggowe. W punkcie
trzecim, wykorzystujac $ciste rozwigzania rownania rézniczkowego preta, analizowa-
no prety o charakterystykach skokowo zmiennych. Przyktady numeryczne ilustrujace
sposoby analizy przedstawiono w punkcie czwartym, w ktérym bada si¢ zagadnienia
okreslania czestoéci drgan i stateczno$ci pretow niepryzmatycznych obcigzanych sta-
tycznymi sitami niepotencjalnymi.

3.2. Analiza pretow o ciaglej zmianie parametrow

Przy klasycznych zatozeniach liniowej teorii belek Bernoulliego—Eulera, rownania
rézniczkowe opisujace osiowe, skretne i gigtne drgania preta niepryzmatycznego moz-
na otrzymac¢ z warunkow rownowagi wycigtego, rézniczkowo matego jego elementu.
Réwnania opisujace drgania osiowe 1 skrgtne preta o dtugosci / spoczywajacego na
jednoparametrowym podlozu sprezystym (rys. 3.1) maja odpowiednio postaé

o’U
atZ

=n(x,1)

- gx—[EA(x)%]] + Ky (x)U(x,7) + P(X)Av(x)

2

. %{GJO (x)%i’i] #Ka(90(0r) + (o) SL =m) G

Przez E oznaczono modut Younga, G jest modutem odksztatcalnosci poprzecznej, A(x)
i Jy(x) sa odpowiednio polem przekroju poprzecznego i biegunowym momentem bez-
wladno$ci przekroju poprzecznego. K (x) i K 4(x) sa funkcjami charakteryzujacymi re-
akcje podloza sprezystego odpowiednio na przemieszczenia osiowe U(x) i kat skrece-
nia P(x). Przez p(x) oznaczono ggstos¢ materiatu preta, a n(x,7) 1 m(x,f) sa odpowie-
dnio osiowymi i skrgtnymi obciazeniami roztozonymi na dtugos$ci preta. Zaktadajac
(np. Ghani Razaqgpur i Shah [3.35]), ze reakcj¢ dwuparametrowego podloza sprezyste-
go mozna opisac jako

2*w

R(x,1)= RyW(x,t)~2Cy (x) e (3:2)

otrzymamy réwnanie drgan poprzecznych W(x,f) poprzecznie (p(x,?)) i osiowo (N(x))
obciazonego preta, majace postad
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Rys. 3.1. Schemat typowego prgta niepryzmatycznego

Fig. 3.1. Diagram of a typical non-prismatic rod

PL IwW]| 9 W
gEI:EI(X) axz :I E= g[N(X)?Jx-:i RW (X)W(X)
2 2 (3.3)
~20y (9% 3+ WAL = pl)

Przez I(x) oznaczono moment bezwladnosci przekroju poprzecznego, N(x) i p(x,?)
sa funkcjami opisujacymi silg osiows i obcigzenie poprzeczne preta. R (x) i Cp(x) sa
funkcjami charakteryzujacymi dwuparametrowe podioze sprezyste. Rownanie drgan
preta w drugiej plaszezyznie mozna otrzymac przez odpowiednig zamiang funkeji opi-
sujacych sztywno$¢, parametry podioza sprezystego i obcigzenie poprzeczne. Zatozo-
no takze, ze wielkosci charakteryzujace pret, podioze i obciazenie mozna przedstawié
W postaci szeregow potegowych:
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P

Ry, (x) = 2 B’

i=0

Cy(x)= Cyix’ (3.4)
i=0
N(x)=) Nx'
i=0
El(x)=) Rx'
i=0

J :
i=0

Przyjmujac wspoirzedng bezwymiarowa & = x//, rbwnania swobodnych, harmonicz-
nych drgan osiowych (u(&)), skretnych (¢(&)) 1 gietnych (w(&)) preta mozna zapisaé
jako

o) |-k ue)-se(e) -0

gg{g(a@}k¢(:>¢(¢)—f(¢>¢(a>=o (35)

2% % e @2 T -0

W réwnaniach tych wprowadzono nastgpujace oznaczenia:

a(ﬁ):iEAiliéi =ia,.§"
i=0 i=0

Z

b(é):_zpa)2Aili+2€i :ibigi

i=0
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n

ZKUle‘zé zku1§
5) = _zj‘,GJOiliﬁi = igiéi
i=0 i=0

f(é)= pr Tyl Zfé

i=0

5)"" 2 K@iliﬂéi = ikwéi
i=0 i=0

(&)= ZRlé =Yg

i=0

ZiNili+2§i =zn:ni§i (36)
i=0 i=0

ZRWIZL+4 zp:ruzél

i=0 i=0

4

ZCWle—zél - 2 gi

i=0

zia)szilHLtéi zzz*‘digi
i=0 i=0

Przez w oznaczono czgstos¢ drgan. Rozwiazan rownan (3.5) poszukuje sie w posta-
ci nieskonczonych szeregdéw potegowych.
Podstawiajac do pierwszego z réwnan (3.5) zatozong postac rozwigzania

u(&)= ug’ (3.7)

i=0
po prostych przeksztatceniach otrzymujemy ogdlna formule wspéiczynnika szeregu
potegowego
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min(i,z—l)
—1 ; K+l
T — k+1)i— k),
. (i +1)(i +2)a, ;( i ke
min(i,z) min(i,z) min(i,m) (38)
+ 21 k+1)(i =k +2)u;_y p0,— Zu,._kbk- Zui_kkuk
=] k=0 k=0

Jak tatwo zauwazy¢, wspotezynniki u, (dla i > 1) sa liniowa kombinacja u, 1 u,,
a zatem po uwzglednieniu kinematycznych warunkéw brzegowych dla E=01 £ =1
mozemy wyznaczy¢ u, 1 u,, a w konsekwencji okresli¢ wszystkie nastgpne wspoétczyn-
niki poszukiwanych szeregéw (Eisenberger [3.15]). Ogoblna formuta okreslajaca roz-
wigzanie drugiego z rdwnan (3.5) jest analogiczna do danej rownaniem (3.8) po za-
mianie a(&) na g(&), k(&) na k(&) i b(£) na f(5).

Poszukujac rozwiazania trzeciego z rownan (3.5) w postaci

=Y we! (3.9)
i=0

otrzymujemy wyrazenie okreslajace wspdtczynnik poszukiwanego szeregu

o 1 ik
i) +3)i+4)n| A (i-k) *
min(i,r-1) 2k +1i -k +3 min(i,n)
- Z ( .}( ) TerWickss T z —k+ 1 —k+ 2wy
= (i-k)!
min(i,r-2) 4+ 1)k +2)\i—k+2) min(i.c)
-y (e 1 : )(l' ) TesaWign + D (i —k+1)(i—k+2)c, Wiy, (3.10)
k=0 (l - k)~ k=0
min(i,n-—l) . mm(l z) min(i,p)
+ Y (i D + Y dewi— Y Ry
k=0 k=0 k=0

Wspétezynniki w; szeregu (dla i > 3) sg liniowa kombinacja wy, w,, w, i w,, moze-
my wigc — uwzgledniajac warunki brzegowe wyrazajace przemieszczenia poprzeczne
1 katy obrotu dla przekrojow £= 01 &= 1 preta — wyznaczyé Wos Wy W , 1wy 1w konse-
kwencji wszystkie nastgpne wspotczynniki poszukiwanych szeregow. Wspoiczynmkl
u,,,jak 1w, , dane relacjami (3.8) i (3.10) daza do zera, gdy i dazy do nieskoficzonosci.
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Majac okreslony sposdb znajdowania rozwiazan w postaci szeregdéw, mozemy ana-
lizujac poszczegdlne stany jednostkowych przemieszezen tatwo okreslié $ciste funkcje
ksztattu dla dowolnego, niepryzmatycznego elementu belkowego (Bathe i Wilson [2.9]).
Wektor przemieszczen wewnatrz elementu ma postaé

Q)= 1" (2 611

gdzie H(&) jest macierza funkcji ksztaltu, a q wektorem przemieszczen brzegowych.
Blok macierzy w zakresie sztywnosci osiowej (S, ) mozna wyznaczy¢ z relacji

__JH’ BLEE d§+zjn Yo (§)HL (6)dE (3.12)

gdzie H (&) jest macierza funkcji ksztattu, a Hj, (f) Jej pierwsza pochodna po zmien-
nej £ Sztywno$¢ skretna (S (p) mozna wyznaczy¢ korzystajac z relacji (3.12) po zamia-
nie a(§) na g(&), k,(§) na k (/,‘) 1 przyjeciu macierzy funkcji ksztattu H ¢(§)

Macierz sztywnosci ngtnCJ (S,,) wyznaczamy z relacji

S, =—13— j HY (E)r(EYHT (E)E +- j H, (E)n(E)H,, " (£)d€

i 1 (3.13)
B () (R ()dg +- J H,, (&)c, (¢)Hy ()de

0

gdzie przez H, (£) oznaczono druga pochodna macierzy funkcji ksztattu po zmiennej &
Macierze bezwladnosci wyznacza sie z relacji

B= lj H(&)m" (E)HT (£)d& (3.14)

gdzie, na przyktad dla stanu gigtnego, H() = H (&), a m" (&)= p(&)A(E) jest masa
przypadajaca na jednostke dhugosci preta. Znajac macierz sztywnosci S i macierz bez-
wladnoéci B, tlumienie w ukladzie mozemy modelowaé (Bathe i Wilson [2.9]) w po-
staci

C=nS+ uB (3.15)
gdzie 0 i y sq wymiarowymi wspotczynnikami thumienia. Wektor obciazen weztowych
F(#) otrzymujemy z relacji

(3.16)

i

S — )
<
—_
e
T~
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Przez v(£, f) oznaczono wektor obciazenia w analizowanym stanie, H(&) jest sto-
sowng macierza funkcji ksztattu,

Znajac wyrazone w uktadach lokalnych prgtow macierze bezwladnos$ci B, sztywno-
$ci S, thumienia C i wektor obcigzen weztowych F, w sposob tradycyjny formuluje sig
réwnania ruchu w uktadzie globalnym (Przemieniecki [2.8], Bathe i Wilson [2.9]). Na
podstawie tych réwnan mozna analizowaé statyke i dynamike konstrukcji o elemen-
tach niepryzmatycznych. Nalezy podkresli¢, ze rozwiazania otrzymane przy podziale
preta na elementy i te, ktore otrzymuje sig traktujac prety jak pojedyncze elementy, sa
identyczne. Wynika to z przyjetej, Scistej szeregowej aproksymacji przemieszczen we-
wnatrz elementow. Pokazany sposéb analizy konstrukcji zbudowanych z pretéow nie-
pryzmatycznych pozwala na minimalizacj¢ rozmiaréw zadania, przy jednoczesnym za-
chowaniu jego $cistosci na poziomie przyjetych zatozen (Eisenberger [3.15]).

Analiza uktadéw niekonserwatywnych wymaga modyfikacji w przytoczonych for-
mutach. Zaktada sig, ze prety moga byC obciazane statycznym, dowolnie zmiennym
osiowym obciaZeniem niekonserwatywnym badZ niepotencjalnym weztowym obcig-
zeniem skupionym. Istnienie niepotencjalnych obciazen osiowych preta powoduje —
przy jego poprzecznym odksztatceniu — powstawanie obcigzen poprzecznych. Warto$§é
tego obciazenia zalezy od przyjetej funkcji wiazacej stan przemieszczenia i obciaZenia
preta. Tutaj zakiada sig, Ze obciaZenie to jest liniowa funkcja obrotow przekrojéw po-
przecznych o funkcyjnym wspétczynniku §ledzenia o(€). Zgodnie z powyzszym, war-
to$¢ powstajacego obciazenia poprzecznego p(&) mozna przedstawié w postaci

p(é)=n(5)%a(¢) G.17)

Istnienie tego obcigzenia powoduje modyfikacjg formuty (3.10), ktéra po wprowa-

dzeniu oznaczenia n"* (5) = n(é)a(é) przyjmuje postaé

mln(t n

1

=W 1
Wira = Wiy + (l + 1)([ + 2)(1 + 3)(! 4 4 l’b kzz“ —k+ nkwl k+1 (318)

gdzie n; jest k-tym wspotczynnikiem szeregu potegowego bedacego iloczynem funk-
cji rozktadu sit osiowych n(&) i, z zalozenia potegowej, funkcji parametru $ledzenia
of&). Powstanie poprzecznych obciazen preta implikuje istnienie obciazen weztowych
liniowo zaleznych od funkcji katow obrotéw przekrojow poprzecznych. Obciazenia te,
w pokazany w rozdziale drugim sposoéb, mozna przedstawi¢ w postaci iloczynu korek-
cyjnej macierzy obciazen k™ 1 wektora przemieszczen weztowych, a nastgpnie skoja-
rzy¢ z macierza sztywnosci stanowiaca podstaweg dalszej analizy. Macierz korekcyjna
obciazen otrzymujemy z zalezno$ci

K" =£Hw(§)aa”—;H{v(5)d§ (3.19)
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Istnienie niepotencjalnych, skupionych obcigzen wezlowych prowadzi do modyfi-
kacji macierzy sztywnosci przez korekcyjna macierz obcigzen weztowych w sposob
przedstawiony w rozdziale drugim. Przy niepotencjalnych obciazeniach weztowych nie
ulega modyfikacji formuta (3.10). Rozwiazywanie zagadnienia wasnego ze zmodyfi-
kowana sztywno$cia pozwala na $ledzenie zmian doktadnych czestoéci drgan wiasnych
uktadu, w zalezno$ci od charakteru i poziomu obcigzenia niepotencjalnego. Czestosci
drgan, w my$l dynamicznego kryterium statecznosci, sa podstawa do okre$lania pozio-
mu obcigzen krytycznych i charakteru utraty statecznosci. Dzieki zastosowanemu podej-
$ciu rozmiar zagadnienia wiasnego jest minimalny, a otrzymywane wyniki sa na zada-
nym poziomie doktadnosci.

3.3. Analiza preta o skokowej zmianie parametréw

Rozpatrzmy belke o schemacie jak na rys. 3.2. Réwnanie liniowych drgan poprzecz-
nych sekcji belki otrzymane z warunkéw réwnowagi jej elementarnego wycinka przy
zalozeniu, Ze rozwiazania tego rownania poszukujemy w postaci W(x,£) = w(x)*e"(iwr)
ma postaé

w” (&) +alw/ (&)-blw(&)=0 (3.20)

gdzie przez & = x/I oznaczono bezwymiarowy parametr okre$lajacy polozenie przekro-
Ju, przez [ catkowita dtugos$¢ analizowanej belki, a indeksy rzymskie wskazuja na rzad
pochodne;j.

Przez sekcjg belki nalezy rozumie¢ jej pryzmatyczny odcinek rozpostarty migdzy
weztami, ktérych potozenie moga na przyktad wyznacza¢ punkty przytozenia obciaze-
nia osiowego, granice dwuparametrowego podioza sprgzystego, potozenia mas o po-
mijalnej badz niepomijalnej bezwtadnosci obrotowej, potozenia mas resorowanych, po-
tozenia rotacyjnych badZ translacyjnych podpor sprezystych, punkty zmian sztywno-
Sci lub gestosci materiatu belki.

Rys. 3.2. Schemat belki
Fig. 3.2. Schematic of the beam
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Wspotezynniki g ib? réwnania (3.20) w modelu belki Eulera maja postaé

12

0

;=—(N-=-2C
a; EI( w)

) (3.21)

1
b =E(A"“’2 ~Ry)

a w modelu belki Timoshenki uwzglgdniajacym odksztatcalno$¢ postaciows i bezwiad-
nos¢ obrotowa wspotczynniki te wyrazaja si¢ nastepujacymi formutami:

2
a0 = l {wz(EIKpA+pJ+2CWKij_(EIKRW —N+2Cwﬂ
EI(I N 2ch) GA GA GA
GA
& 2 3.22
po ! [_a)4AKp J+w2(RWKpJ+pA)_RW} (3.22)
E](1+ 2KCW) GA GA

Przez EI1 GA oznaczono sztywnos¢ gigina i postaciowa preta, p jest gesto$cia ma-
terialu, 4 polem powierzchni przekroju poprzecznego, J masowym momentem bezwiad-
nosci przekroju, k¥ wspotczynnikiem ksztattu przekroju poprzecznego, N statyczna sila
0siowa W precie, a parametry R, i Cp, okreslaja reakcjg R(x) dwuparametrowego podloza
sprezystego (3.2).

Wspotczynniki dane relacjami (3.21) i (3.22) sg w og6lno$ci r6zne w réwnaniach
kazdej (i-tej) sekcji preta; upraszczajac zapis, w relacjach tych opuszczono indeksy
wyr6zniajace charakterystyki i-tej sekcji.

Warunki brzegowe preta wynikajg z warunkéw réwnowagi, zapisanych na jego le-
wym (rys. 3.3a) i prawym (rys. 3.3b) koficu. Jezeli zdefiniujemy translacyjna reakcje
sprezysta wraz z oddziatywaniem masy resorowanej (S), sitg bezwtadnosci (B), rota-
cyjna reakcjg sprezysta (M), masowy moment bezwiadnosci obrotowej (A}) i silg tnaca
(Q) jako

2
S(x,t) = —KiW(x,t)+M(x—2’t)-
e D0
k.

1

B(x,t) = -—M,-W(x, t)
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Mg (x,t)= —RiW'(x,t)

PW(x1) (3.23)

M x,t =—]l“
3 (%:1) 9 xot?

83W(x, t)

Qx:t =_EI[
(x,1) e

to warunki brzegowe na lewym konicu (i = L) przyjma postaé

w'(0,1)- Cc,w(o, 1)+ D W'(0,¢)=0
W''(0,2)-E, W'(0,)=0 S

(a)

w(O*)Jé
sl Bl Q(O*)l

I w'(0" /I
)

| /ﬁMﬁMn
M(0%)
N(0")

(b)
m, W) /
Q)
Re ke T | M+M
M(1) |/7) s B
—>x N(l.)f T -\-<—F (l+)
M)y S

Rys. 3.3. Schemat warunkéw brzegowych na lewym (a) i prawym (b) konicu belki
Fig. 3.3. Schematic of boundary conditions on the left (a) and right (b) end of the beam
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gdzie

2
C.= é—Z(ML(OZ ~ KL) e W(O;t)
| Mo
ky
N
YTE (3.25)

a przez EI nalezy rozumie¢ sztywno$¢ gigtna pierwszego (lewego) segmentu belki.
Warunki brzegowe na prawym (i = R) koncu belki maja postaé:

W' (1,1)+ CW(l,)+ DWW (I,£) = 0

(3.26)
W' (L,t)+ ExW'(0,£)=0
gdzie
N X my > W(1,1)
Cr —E(MRa) - Ky )+TW
ky
_ g
Dy —E[P\l+)(l—a,)+F(1+)] (3.27)

Eq =E(RR - Jz0?)

a przez EI nalezy rozumie¢ sztywno$¢ gigtna ostatniego (prawego) segmentu belki.

W relacji (3.27) i dalej przez P(I*) oznaczono statyczna osiowa sile niekonserwa-
tywng przytozona na prawym koncu belki, ktorej kierunek dziatania okresla dowolny
parametr §ledzenia @, Przez F(I") oznaczono statyczna, zachowawcza site dziatajaca
wzdhuz osi belki, przytozona na jej prawym koncu.

Cztery warunki ciaglo$ci w miejscu styku segmentow ,,i — 1” oraz ,i” (rys. 3.4)
przyjmuja postaé:
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Rys. 3.4. Schemat warunkéw ciagtosci w miejscu styku segmentow

Fig. 3.4. Schematic of continuity conditions at the contact between segments

W(x_,t): W(x+,z)

W'(x',t) = W'(x+,t)

% 3.28
w O c,w ™ pwO s EWE =0 e
WO WD+ WO =0
gdzie
)
c = H
EIC
P, =t P(x*)(1-e )+F(x+)]
RO ’
P 2 m, o’
E,= 20 M, 0 -K, +1 " (3.29)
kX
H =—I—-(R -J,0%)
- AN

Indeksem () oznaczono charakterystyki ,,i — 17 segmentu, a indeksem (+) charak-

terystyki ,,i”” segmentu belki.
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W réwnaniach (3.24), (3.26) i (3.28) przez W(x,{) nalezy rozumie¢ §ciste rozwigza-
nie jednorodnego réwnania rézniczkowego opisujacego drgania poprzeczne belki. Row-
nanie to ~ po podstawieniu W(x,t) = w(x)*e"(i®f) i przej$ciu na wspoirzedna bezwy-
miarowa £ — ma posta¢ réwnania (3.20), ktérego rozwiazanie jest funkcja wzajemnych
relacji jego parametrow. Ponizej przedstawiono postacie tego rozwiazania.

Jezeli wprowadzi si¢ oznaczenia

_aio +\/a,-02 +4b,~O ~a,-0 —\/a,-oz +4b,-0 02 0
pl= = ; p2= > , Dp3=.lla; +4b;| >

to rozwigzania mozna przedstawi¢ w nastepujacej postaci:

dla (g < —4b?)

w(€)=e"" [C[l]sin(c2 *E)+ C[2]cos(c2 * 5)]

+e [ 3]sin(c2*£) + C[4Jeos(c2 *&)] (3:30)
gdzie
2
o Jal” P
a2 Va4 "4
2
0 02
IO L W 4 :
=12 24 4 , p3=_Jla’” +4b]

dla (a?z > 40,420 i M>ai‘)) lub
(a?z > 45,2 <0 i m>—a?)

w(§) = C[1]sinh(c1 * &)+ C[2]cosh(c1* &)+ C[3]sin(c2 * &)+ Cl4]cos(c2*&)  (3.31)
gdzie

cl =\/H, c2 = |p2|
dla (afz >-4b%,a? >0 i 1/a® +4B? =a?)
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w(€) = C[1]+ C[2]* & + C[3]sin(c1 * &) + C[4]cos(c1 * £) (3.32)
gdzie

cl= ,p2l

dla (af’?' >-45% a2 >0 i ya® +4p° <a,~0)

w(§) = Cl1]sin(c1* &)+ C[2]cos(c1 * &) + C[3]sin(c2 * &) + Cl4]cos(c2 * &) (3.33)

gdzie
cl =\/Ip—1], c2 =,”p2|
dla (a,-(ﬂ >—4b°, al <0 i a? +4p° <—a?)

w(i) = C[l]sinh(cl % 5) + C[Z]cosh(cl o 5) + C[3]sinh(c2 * &j) + C[4]cosh(c2 % é) (3.34)
gdzie

cl=m, c2=4/p2
dla (a?‘”‘ >-4b°,a? <0 i yJa? +4B? =—a,~0J

w(&) = C[1]sinh(cl * &) + C[2]cosh(cl * £) + C[3] + C[4] * & (3.35)
gdzie

cl= I pll .

W rozwiazaniach od (3.30) do (3.35) przez C[i] oznaczono state catkowania.

W relacjach (3.21), (3.22), (3.25), (3.27) i (3.29) wielkosci charakteryzujace punktowe
badZ roztozone sprezyste podparcie moga by¢ dowolnymi, w ogéInosci nieliniowymi,
funkcjami poziomu obciazenia i czestosci drgan, np.: K, = K, (N, ), R, =R,,(N, ).

Wykorzystujac relacje (3.24) i (3.26) i taka liczbe relacji typu (3.28), jaka wynika
z liczby miejsc taczonych segmentéw, otrzymujemy jednorodny, liniowy uktad row-
nan algebraicznych okreslajacy state catkowania C[i]. Warunek istnienia nietrywialne-
g0 rozwigzania tego uktadu réwnan w postaci zerowania si¢ wyznacznika macierzy
jego wspdtczynnikéw umozliwia wyznaczenie czestosci drgan wiasnych uktadu i tym
samym, przy wykorzystaniu dynamicznego kryterium statecznosci, pozwala okresli¢
poziomy obciazen krytycznych. Praktycznie realizacja tego warunku polega na dys-
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kretnej analizie wyznacznika macierzy wspotczynnikéw w badanym obszarze zmien-
noéci obciazen 1 czestosci przy zastosowaniu regularne;j siatki podziatu tych wielkosci.
Nastepnie, korzystajac z pakietu Mathematica, konstruuje si¢ zerowa warstwicg mapy
zmiennos$ci wyznacznika, ktora wyznacza krzywe czgstosci badanego uktadu. Nalezy
podkresli¢, ze krzywe te daja $ciste — na miarg przyjetej numerycznej precyzji przy
wyznaczaniu miejsc zerowych wyznacznika réwnan — wartosci wszystkich mozliwych
czesto$ci z analizowanych obszaréw ich zmiennosci. Wynika to z zastosowania $ci-
stych wzordéw rozwigzania rownan rozniczkowych (3.30) — (3.35) dla kazdego z seg-
mentoéw analizowanej belki.

Przedstawione podejscie umozliwia taczenie segmentow belki, modelowanych we-
dhug teorii belki Bernoulliego—Eulera i teorii Timoshenki, co moze by¢ przydatne, je-
zeli na przykitad czgs$¢ belki jest krgpa 1 w jej rozwiazaniu istotne sg odksztalcenia po-
staciowe.

3.4. Przyklady numeryczne

W pierwszej czescei tego punktu, bazujac na formutach pokazanych w punkcie 3.2,
przedstawiono przyklady zastosowania szeregow potggowych w analizie niepryzma-
tycznych prostych pretow pod obcigzeniem niekonserwatywnym. W czgsci drugiej,
wykorzystujac Sciste rozwiazania pryzmatycznych segmentow belki opisane w punk-
cie 3.3, wykazano skuteczno$é takiego podej$cia w analizie niekonserwatywnie obcig-
zanych belek o skokowo zmiennych parametrach.

Przedstawiony w punkcie 3.2 ogélny algorytm analizy statyki, dynamiki i statecz-
noéci uktadéw zbudowanych z pretow niepryzmatycznych testowano na przyktadach
dotyczacych analizy stateczno$cei pretdéw pod obciazeniem niepotencjalnym. Przepro-
wadzone testy w zakresie okreslania czgstosci drgan wiasnych pretéw w problemach
drgan osiowych i gigtnych wykazaly idealna zgodnosé zaré6wno z powszechnie znany-
mi rozwiazaniami, jak i z wigkszo§cig tych, ktore przytacza Eisenberger [3.15] na pod-
stawie badan wlasnych i cytowanej literatury. Przykladowo trzy pierwsze czgstosdcei drgan
pryzmatycznego wspornika wynosza:

o, = 1,57079673298716 | EI / (ml*),
o, = 4,7123891850833 1 E1 / (ml*),
yE ()

0, = 7,85398176011776  EI / (ml*) .

W badaniu statecznosci pryzmatycznych prgtow pod skupionym i roztozonym réw-
nomiernie potencjalnymi obciazeniami osiowymi testowano prety o réznych warun-
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Rys. 3.5. Kolumny Becka (a) i Leipholza (b)
Fig. 3.5. Beck (a) and Leipholz (b) columns

kach brzegowych. Otrzymane rezultaty — przy przyjgciu szeregu aproksymujacego zio-
zonego z 25 wyrazéw — w zakresie mozliwych do uzyskania szesnastu miejsc znacza-
cych wykazaty idealng zgodno$¢ z rozwigzaniami teoretycznymi (Leipholz [1.11]). Pro-
blem statecznosci pretéw pod obcigzeniem niepotencjalnym testowano na przyktadzie
kolumny Becka i Leipholza (Leipholz [1.10]). Na rysunku 3.5 pokazano schematy tych
pretoéw, wartosci otrzymanych obciazen krytycznych i czgstosci, przy ktérych nastgpu-
je flatter. Warto$ci obcigzen krytycznych s w petni zgodne ze znanymi rozwigzaniami
zadania Becka i Leipholza; np. dla drugiego z tych zadan Leipholz i Madan [3.36] szu-
kajac rozwiazania w postaci funkcji Bessela, otrzymali n,, = 40,05 EI/P. Na rysunkach
3.6 1 3.7 pokazano przyktadowe zmiennosci czgstosci drgan pretéw wspornikowego
1 sztywno-przegubowego obcigzonych odpowiednio roztozonym obcigzeniem §ledza-
cym o intensywnoéci a(&) =n,(1- &) in(§) =n; & = a)waI/(pAl“) . Wyniki sg zgod-
ne z przedstawionymi w pracy Hauera [3.37], gdzie metoda Galerkina otrzymano
n, = 1582 EI/P. W przypadku preta sztywno-przegubowego otrzymane wyniki, za-
rowno dla pierwszego (n,, ;) jak i wtérnego (n,, ;) obciazenia krytycznego, s ideal-
nie zgodne z wynikami otrzymanymi przez Elishakoffa i Pellegriniego [3.38], ktorzy
rozwiazujac $cisle to zadanie stosowali funkcje Bessela i Lommela. Na rysunku 3.8
pokazano wplyw podloza sprezystego na stateczno$¢ pryzmatycznej kolumny Becka.
Parametry podtoza 7, i ¢, dobrano tak, zeby dla kazdego z tych parametréw z osobna
pierwsza czgsto$¢ drgan swobodnych preta wzrastata dwukrotnie (r,, = 37,09, c,, = 9,446).
Rozwiazanie dla podloza Winklera (c,, = 0), o statym na dlugosci preta parametrze spre-
zysto$ci podioza, potwierdzito fakt niezalezno$ci poziomu krytycznego obcigzenia $ci-
§le $ledzacego od stalej podtoza (Smith i Herrmann [3.39]) wtedy, kiedy pominiemy
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Rys. 3.6. Zalezno$¢ czgstosci drgafh swobodnych wspornika
od poziomu obciazenia $ledzacego n(x)=n (! - x)

Fig. 3.6. Dependence of the cantilever free vibration frequency
on the level of follower load n(x)=n(/ — x)

ttumienie. Na rysunku 3.9 pokazano warto$ci obciazen krytycznych kolumny Becka
dla liniowo zmiennych rozkladéw parametru podtoza Winklera. W tym przypadku war-
todci obcigzen krytycznych zaleza od funkcji opisujacych rozktad parametru podioza.
Na rysunkach 3.10 1 3.11 pokazano rozwiazania problemu stateczno$ci pretow o zmien-
nym przekroju poprzecznym (b(§) = h(&) = 2 — £2). Wyniki analizy statecznosci preta
wspornikowego o zmiennym przekroju kwadratowym (b(€) = A(E) = (£ - 0,5)* + 1,75)
przedstawiono na rys. 3.12, a wplyw wartosci parametru $ledzenia & na poziom kry-
tycznego obciazenia wspornika na rys. 3.13. Przykladowe rezultaty wptywu rozkiadu
masy preta na jego obcigzenie krytyczne pokazano na rys. 3.14. Wyniki przedstawio-
nych testéw uzyskano przyjmujac 70-elementowy szereg opisujacy stan przemieszczen
poprzecznych pretow; zwigkszenie tej liczby nie wptywato — przy zatozonej doktadno-
$ci prezentowanych wynikéw — na otrzymywane rezultaty. Nalezy podkresli¢, ze pode;-
Scie wykorzystujace aproksymacje standw przemieszczen szeregami potegowymi nie
zawsze jest skuteczne. W przypadku pretéw w ksztalcie stozka pojawiajg sig na przy-
kiad kiopoty ze zbieznoscia, a stosowanie wigkszej liczby elementow szeregéw apro-
ksymujacych powoduje istotny wzrost czasu obliczen i kumulowanie si¢ btedow nu-
merycznych, jezeli w obliczeniach stosuje si¢ procedury zapisane w tradycyjnych je-
zykach programowania wysokiego poziomu o ograniczonej liczbie miejsc znaczacych.

Nastepnie na wybranych przykladach zaprezentowano skuteczno$é przedstawione-
go w punkcie 3.3 algorytmu, wykorzystywanego do analizy szerokiej klasy zagadnien
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Rys. 3.7. Zalezno$¢ czestosci drgan swobodnych preta sztywno-przegubowego
od poziomu obciazenia §ledzacego n(x)=n
Fig. 3.7. Relationship between the free vibration frequency of a clamped-simple supported rod
and the level of follower load n(x)=n
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Rys. 3.8. Zaleznosé czestosci drgafi swobodnych kolumny Becka od poziomu obciazenia §ledzacego P
przy roznych wartosciach parametréw podloza sprezZystego

Fig. 3.8. Dependence of the free vibration frequency of the Beck column on the level of loading P
for different elastic foundation parameters
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Rys. 3.9. Wpiyw rozktadu parametru podloza sprezystego typu Winklera
na warto$¢ obcigZenia krytycznego
Fig. 3.9. Influence of the Winkler foundation parameter distribution function
on-the critical load level
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Rys. 3.10. Zalezno§¢ czgsto$ci drgan swobodnych wspornika o zmiennym przekroju poprzecznym
b(x)=h(x)=2-x* od poziomu skupionego P i roztozonego n obciazenia §ledzacego

Fig. 3.10. Relationship between the free vibration frequency of a cantilever with varying cross-section
b(x)=h(x)=2-x? and the level of tip-concentrated P and distributed n follower loading
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Rys. 3.11. Zaleznos¢ czestosci drgan swobodnych preta sztywno-przegubowego ze zmiennym przekro-
jem poprzecznym b(x)=h(x)=2—x? od skupionego P i roztozonego n obciazenia §ledzacego

Fig. 3.11. Dependence of the free vibration frequency of a clamped-simply supported rod with varying
cross-section b(x)=h(x)=2-x on the level of tip-concentrated P and distributed » follower load
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Rys. 3.12. Zalezno$é czestoéci drgan swobodnych wspornika o zmiennym przekroju poprzecznym
b(x)=h(x)=(x-0,5)*+1,75 od poziomu skupionego P i rozlozonego n obciazenia §ledzacego

Fig. 3.12. Relationship between the free vibration frequency of a cantilever with varying cross-section
b(x)=h(x)=(x—0.5)*+1.75 and the level of tip-concentrated P and distributed n follower loading
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Rys. 3.13. Wplyw parametru §ledzenia na obciazenie krytyczne kolumny Becka
ze zmiennym przekrojem poprzecznym b(x)=h(x)=2—x
Fig. 3.13. Influence of the follower parameter on the critical load level of the Beck column
with variable cross-section b(x)=h(x)=2—x

Rys. 3.14. Wptyw liniowych rozkfadéw masy na obciazenie krytyczne kolumny Becka
Fig. 3.14. Influence of linear mass distributions on the critical load of the Beck column
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Rys. 3.15. Schematy analizowanych przyktadéw
Fig. 3.15. Schematics of the analyzed examples

zwigzanych giéwnie ze stateczno$cia belek pod dowolnym obciazeniem konserwatyw-
nym i niekonserwatywnym.

Na rysunku 3.16a pokazano wyniki analizy poziomu $cisle §ledzacego (o = 1) ob-
cigzenia krytycznego (P1 = P*I"2/EI) belki cze$ciowo wspartej na jednoparametro-
wym podtozu sprezystym Winklera (c, = 0, ,,# 0) o stalej 1 = r *I"4/El, ktorego
bezwymiarowy zasigg oznaczono przez x1 (x1 = x/I) (rys. 3.15a). Jest to tak zwany
uogolniony problem Smitha—Herrmanna, ktérego rozwiazanie bazujace na metodzie
Galerkina pokazano w pracy Elishakoffa i Wanga [3.40]. Podejscie wykorzystujace me-
tod¢ Galerkina nie daje jako$ciowo zadowalajacych rezultatow, a w szczego6lnosci nie
pokazuje obszaru, w ktérym podloze sprezyste istotnie obniza wartosci obciazenia kry-
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tycznego. Na rysunku 3.16b pokazano wartosci czestosci Q2 = al® ‘/l;:? , przy ktorych
badany pret traci stateczno$é przez flatter. Na rysunku 3.17 pokazano poziomy obcia-
zenia krytycznego P1 i czgstoSci, przy ktorych nastgpuje utrata statecznosci przez flat-
ter w zadaniu o schemacie jak na rys. 3.15a, z tym jednak, Ze w tym przypadku stata
rl = 0, a stata podtoza t1 # 0 (t1 = ¢ *I"2/EIl). Poziomy obciazen krytycznych preta
o schemacie jak na rys. 3.15b z ruchoma warstwg sprezysta typu Winklera, ktorej za-
sigg 1 potozenie oznaczono bezwymiarowymi wielkosciami x0 (x0 = x//) i x1, pokaza-
no na rys. 3.18. Linig ciagla oznaczono warto$ci obciazen krytycznych typu flatter,
a linig przerywana warto$ci krytyczne obciazenia, przy ktorych pret traci stateczno$é
przez dywergencj¢. W zadaniach tych analizowano wptyw podtoza nieinercyjnego, choé
nic nie stoi na przeszkodzie uwzglednienia inercji drgajacego podtoza przez stosowng
zmiang masy belki w obrgbie podioza. Podobnie jak w dalej analizowanej belce o sche-
macie danym na rys. 3.15g, i tutaj mozna w prosty sposob uzalezni¢ wielkos¢ drgaja-
cego podtoza od czgstosci drgan belki. Przyktadowa analiz¢ poziomu obciazenia kry-
tycznego P1 i wartosci czgstosci £2 belki o schemacie jak na rys. 3.15¢ dla réznych
potozen masy skupionej m1 = M/(pAl) o pomijalnej i niepomijalnej bezwtadnosci obro-
towej j1 = J/(pAI"3) pokazano na rys. 3.19. Wplyw wielko$ci masy resorowanej
ml = m/(pAl) na warto$¢ pierwszej czgstosci drgan wiasnych £ belki o schemacie jak
na rys. 3.15d przy réznych stalych resorowania k1 = k*I"3/EI pokazano na rys. 3.20.
Na przykladzie tego zadania fatwo sprawdzi¢ przydatnos$¢ prezentowanego tutaj pode;j-
Scia. Analiza tego zadania oparta na procedurze Rayleigha—Schmidta, podejsciu Rey-
leigha-Ritza czy rozwigzaniach bazujacych na analizie modalnej, przy zatozZeniu, ze
drgania masy resorowanej nie sa thumione, nie pokazuje czg¢stosci, ktora wynika z po-
jawiania si¢ w ukiadzie teoretycznie nieskonczonych sit w granicach rezonansu oscy-
latora (Ercoli i Laura [3.41]). Czgsto$¢ ta nie zalezy od poziomu obcigzenia i tym sa-
mym nie decyduje o poziomie obcigzen krytycznych. Na rysunku 3.21 przedstawiono
wyniki analizy wptywu sztywno$ci sprezyny k1 = K, ["3/EI na poziom obciazenia kry-
tycznego nl1 = nl"3/EI zadania Leipholza (rys. 3.15¢). Obciazenia krytyczne typu flat-
ter oznaczono linig ciagla, a obciazenia przy ktérych pret traci stateczno$é przez dy-
wergencjg — linig przerywana. Wyniki analizy zadania Leipholza przy réznych warto-
sciach parametru §ledzenia & pokazano na rys. 3.22; w tym przypadku sztywno$¢ spre-
zyny na prawym koncu belki byta réwna zeru. Obciazenia krytyczne typu flatter ozna-
czono linig ciagla, a obciazenia przy ktorych pret traci stateczno$¢ przez dywergencije
— linig przerywana. Wplyw poloZenia rysy na obcigzenie krytyczne w zadaniu Becka
(rys. 3.15f) pokazano na rys. 3.23. Rys¢ modelowano tutaj jako nieskonczenie krétki
segment belki o sztywnosci istotnie mniejszej od sztywnosci belki niezarysowane;.
Pokazane wyniki odpowiadaja sytuacji, w ktorej symetryczna rysa powoduje 100-krotne
zmniejszenie sztywnosci belki, a jej zasigg przyjeto jako 1/1000 dhugosci catej belki.
Przyjgcie nieskoficzenie matych sztywnosci nieskoficzenie krétkiego segmentu belki
umozliwia modelowanie dowolnie usytuowanego przegubu. Na rysunku 3.24 przed-
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Fig. 3.16. Critical loads (a) and critical frequencies (b) for the beam Fig. 3.17. Critical loads (a) and critical frequencies (b) for the beam

(Fig. 3.15a) partially (x1) resting on the elastic Winkler foundation (»1£0, t1=0) (Fig. 3.15a) partially (x1) resting on an elastic foundation (#1=0, #1:0)
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Rys. 3.19. Obciazenia krytyczne (a) i czestosci krytyczne (b) belki
(rys. 3.15¢) przy réznych potozeniach (x1) masy skupionej o pomijalne;j
Rys. 3.18. Obciazenia krytyczne belki (rys. 3.15b) przy réznych zasiggach i niepomijalnej bezwladnoéci obrotowe;j

(x0) ruchomej warstwy sprezystej typu Winklera; x0=0.3 (a), x0=0,4 (b) Fig. 3.19. Critical loads (a) and critical frequencies (b) of the beam

Fig. 3.18. The critical load of the beam (Fig. 3.15b) for different ranges (Fig. 3.15c¢) for different positions (x1) of a concentrated mass
(x0) of a Winkler-type movable elastic layer; x0=0.3 (a), x0=0.4 (b) characterized by negligible and non-negligible rotational inertia
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Rys. 3.20. Pierwsza czestos¢ drgan whasnych belki (rys. 3.15d) przy réznych wielkoéciach masy

resorowanej (m1) i roznych stalych resorowania (k1)

Fig. 3.20. The first frequency of the beam’s free vibration (Fig. 3.15d) for different sizes of sprung mass
(m1) and various springing constants (k1)
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Rys. 3.21. Poziomy obciazen krytycznych belki Leipholza (rys. 3.15€) przy réznych sztywnosciach (k1)

sprezystego podparcia i réznych parametrach §ledzenia; or=1,0 (a), =0,8 (b)

Fig. 3.21. Critical load levels of the Leipholz beam (Fig. 3.15¢) for different rigidities (k1) of an elastic

foundation and various follower parameters; 0=1.0 (a), a=0.8 (b)
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Rys. 3.22. Obciazenie krytyczne belki Leipholza (rys. 3.15e) przy réznych wartosciach
parametrow $ledzenia a i przy k1=0

Fig. 3.22. Critical load of the Leipholz beam (Fig. 3.15¢) for different values
of follower parameters « at k1=0
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Rys. 3.23. Obciazenie krytyczne belki Becka (rys. 3.15f) przy réznych polozeniach (x1) rysy
Fig. 3.23. Critical load of the Beck beam (Fig. 3.15f) for different positions (x1) of the crack

stawiono zmienno$¢ dwoch pierwszych czgstosci spreZyscie mocowanego na obrot preta
Becka (rys. 3.15g). Linig ciagla oznaczono rozwiazanie dla 1 = R, l/EI = "5, a linia
przerywang rozwiazanie dla nieliniowej zaleznosci stalej R, od czgstosci w postaci
r1 = eN-2+5)+£Y/5. Na rysunku 3.25 pokazano wzglgdne wartosci obcigzenia krytycz-
nego niepryzmatycznej belki z rys. 3.13 w funkcji ilo$ci (e) pryzmatycznych elemen-
tow o tej samej dlugo$ci aproksymujacych zmienny przekrdj poprzeczny belki. Jako
poziom odniesienia przyjgto warto$ci obciazen krytycznych pokazanych na rys. 3.13.
Analizowano takze wiele innych, tutaj nie prezentowanych zadan, wykorzystuja-
cych teorig belki Timoshenki oraz teorig Bernoulliego—Eulera i Timoshenki jednocze-
$nie do belek pryzmatycznych i niepryzmatycznych. Algorytm testowano takze w za-
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Rys. 3.24. Zmienno$¢ dwéch podstawowych czestosci uogdlnionego zadania Becka (rys. 3.15g)
przy liniowe;j i nieliniowej charakterystyce sprezystego mocowania
Fig. 3.24. Variation of the two basic frequencies of the generalized Beck problem (Fig. 3.15g)
for a linear and nonlinear characteristic of the elastic fixing
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Rys. 3.25. Wzgledne wartosci obcigzen krytycznych niepryzmatycznej belki (rys. 3.13)
w funkcji liczby e elementéw pryzmatycznych przy réznych parametrach $ledzenia

Fig. 3.25. Relative critical load level for non-prismatic rod (Fig. 3.13) as a function
of the number e of prismatic elements for different follower parameters

57



daniach z nieliniowymi charakterystykami podtoza sprezystego przy obciazeniach
wieloparametrowych. W kazdym z tych zadan zastosowany algorytm okazal sig sku-
teczny.

3.5. Podsumowanie

Przedstawiony w punkcie 3.2 algorytm stanowi uogolnienie rozwigzan podanych
przez Eisenbergera [3.15]. Algorytm ten zastosowano do badania stateczno$ci niepry-
zmatycznych pretow poddanych dziataniu statycznych obciazen niepotencjalnych ste-
rowanych dowolng funkcja §ledzenia. W rozwiazaniach uwzglgdniono mozliwos¢ ist-
nienia jedno- i dwuparametrowego podtoza sprgzystego. Zastosowanie dynamicznego
kryterium statecznos$ci umozliwia znajdowanie zaréwno obciazen krytycznych typu flat-
ter, jak 1 krytycznych obciazen bifurkacyjnych prgtow o réznych, z reguty prostych,
warunkach brzegowych.

Pokazany sposob $cistego rozwiazywania zagadnien statyki, dynamiki i stateczno-
$ci ustrojow pretowych o elementach niepryzmatycznych pozwala zminimalizowac roz-
miar zadania; przyktadowo analiza stateczno$ci wspornikéw sprowadza sig do analizy
wyznacznika macierzy o wymiarach 2x2. Rozwiazane przykfady i porownanie wyni-
kow ze znanymi z literatury pokazujg na ogét dobra skuteczno$é i zadowalajaca efek-
tywnos$¢ zastosowanego podejscia. Zaprezentowany sposob analizy moze by¢ podsta-
wa tworzenia rozwigzan testowych innvch algorytméw analizy zachowania sig prgtow
niepryzmatycznych lub konstrukcji ztozonych z takich pretéw, cho¢ z uwagt na wspo-
mniane juz mozliwe problemy ze zbiezno$cia numeryczna nie stanowi rozwigzania uni-
wersalnego.

W punkcie 3.3 przedstawiono spdjny algorytm §cistego wyznaczania czgstosci drgan
wiasnych liniowych uktadéw belkowych oraz okreslania poziomow obciazen krytycz-
nych zaréwno pod statycznym obciazeniem konserwatywnym, jak i niekonserwatyw-
nym. Pokazane podejscie jest skuteczne w analizie pryzmatycznych i niepryzmatycz-
nych belek jedno- i wieloprzgstowych o dowolnych warunkach brzegowych i ze sprg-
zystymi podporami, ktorych charakterystyki mogg by¢ dowolnymi, w ogélnosci nieli-
niowymi, funkcjami poziomu obciazenia i czgsto$ci. Zaproponowany algorytm umoz-
liwia analize¢ belek spoczywajacych na jedno- i dwuparametrowym, inercyjnym i nie-
inercyjnym podfozu spre¢zystym o dowolnym zasiggu i potozeniu. Mozliwa jest takze
analiza belek z masami o pomijalnej i niepomijalnej bezwladno$ci obrotowej oraz punk-
towymi masami resorowanymi. W tym zakresie algorytm ten jest bardziej uniwersalny
od przedstawionego w punkcie 3.2 podejscia wykorzystujacego aproksymacjg szere-
gami potggowymi.

Wprowadzany podzial belek na segmenty, w obrebie ktorych znajdowane jest roz-
wiazanie §ciste, w prosty sposob umozliwia wykorzystywanie teorii belki Bernoullie-
go—Eulera lub Timoshenki badz jednoczesne stosowanie tych dwoch teorii w jednym
zadaniu. Skupione obciazenia przykiadane na granicy segmentéw umozliwiaja mode-
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lowanie dowolnych, osiowych statycznych obciazen konserwatywnych i dowolnych
statycznych obciazen niekonserwatywnych o zmiennej intensywnosci i dowolnej wiel-
kosci charakteryzujacych te obciazenia parametréw $ledzenia. Tak przygotowany al-
gorytm mozna wykorzysta¢ do analizy zadan z obcigzeniami wieloparametrowymi i
jest bardziej ogdlny i skuteczniejszy w praktycznym stosowaniu od algorytmu pokaza-
nego w punkcie 3.3. Otrzymywane wyniki w przypadku belek niepryzmatycznych o
istotnie zmiennych parametrach juz przy niewielkiej liczbie elementéw byty zadowa-
lajace, cho¢ ich analiza wraz ze wzrostem zadanej doktadnosci $ledzenia zmian cze-
stosci stawala sie zmudna.
W rozdziale tym wykorzystano wyniki przedstawione w pracy autora [3.42].



4. PRAWO 1 ZASADA HAMILTONA W ANALIZIE
UKEADOW NIEKONSERWATYWNYCH

4.1. Wprowadzenie

Jedna z podstawowych zasad catkowych fizyki jest tak zwana zasada Hamiltona.
Odgrywa ona zasadnicza rolg nie tylko w mechanice, ale takze w innych dziatach fizy-
ki, do ktérych nalezy zaliczy¢ miedzy innymi elektrodynamike, hydrodynamike, opty-
ke 1 akustyke. Sformutowania, ktore zwykto nazywac si¢ zasada Hamiltona w jednych
pracach, prawem Hamiltona w innych, w oryginalnych pracach Hamiltona sg nazywa-
ne prawem zmiennej akcji (law of varying action) [4.1, 4.2]. Dalej, do momentu szcze-
gotowego wyjasnienia, uzywac sig bedzie okreslenia tak zwana zasada Hamiltona, ktore
jest pewna wypadkowa trzech przytoczonych okreslen.

Odmienne okreélanie rezultatoéw prac Hamiltona nie dotyczy jedynie roznic
w nazewnictwie. W wielu klasycznych pozycjach literatury, a takze w licznych artyku-
fach mozna spotka¢ zasadnicze réznice w interpretacji prac Hamiltona. Dotycza one
migdzy innymi dopuszczalnych czasowych granic catkowania (warunku dostateczne-
go istnienia ekstremum), obowigzywania tak zwanych warunkéw stacjonarnosci, jak
1 odpowiedzi na pytanie: czy i kiedy tak zwana zasada Hamiltona jest zasada wariacyj-
na. Niektorzy autorzy formutuja, w ich mniemaniu, bardziej precyzyjna badz uogol-
niong tak zwang zasad¢ Hamiltona. Wiele kontrowersji budzi takze mozliwo$¢ stoso-
wania tak zwanej zasady Hamiltona w analizie ukladow z sitami niekonserwatywnymi.

Zasadniczym celem tego rozdziatu jest:

* przedstawienie roznych sformutowan i réznego rozumienia tak zwanej zasady Ha-
miltona oraz warunkow jej stosowalnosci,

+ odpowiedz na pytanie: czy tak zwana zasada Hamiltona moze by¢ podstawa stoso-
wania metod bezpo$rednich w analizie ukladow z sitami niekonserwatywnymi i tym
samym stanowi¢ alternatywna — do metod numerycznego catkowania réwnan ruchu
— drogg rozwigzywania tego typu probleméw mechaniki,

+ przykladowa, numeryczna realizacja metody bezposredniej bazujacej na wynikach
prac Hamiltona w analizie konserwatywnych i niekonserwatywnych, liniowych i nie-
liniowych ukladéw dyskretnych i wykorzystanie jej do okre$lenia typu utraty sta-
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teczno$ci tych ukladéw pod dziataniem statycznych i dynamicznych sit nie maja-

cych potencjatu.

W drugim punkcie rozdziatu przypomniano wyniki prac Hamiltona, a w punkcie
trzecim w sposob jawny pokazano rolg sit niekonserwatywnych w sformutowaniach
zasady 1 prawa Hamiltona. Przykfady realizacji numerycznych bazujacych na zasadzie
i prawie Hamiltona przedstawiono w punkcie czwartym rozdziahu.

4.2. Interpretacja wynikéw prac Hamiltona

W wielu klasycznych, podstawowych pozycjach literatury z zakresu mechaniki teo-
retycznej (Lapunow [4.3], Sustow [4.4], Banach [4.5], Huber [4.6], Rubinowicz i Kroli-
kowski [4.7]) zasada Hamiltona jest przedstawiana jako relacja postulujaca znikanie
wariacji & (bez wariacji czasu) z cafki dziatania L

) j L(q,q,7)dt =0 (4.1)

Iy

Przez q, 1t oznaczono odpowiednio wektory uogdlnionych przemieszczen, pred-

kosci | q = flﬂ() 1 czas. Powyzsza zasadg fatwo jest wyprowadzié, na przyklad wycho-
y

dzac z zasat d’Alamberta, przy dodatkowych zalozeniach stacjonarnosci
(5q‘ o= Sql ,, =0) 1istnieniu potencjatu dla dziatajacych sit. Przez L(q, q,t) 0znaczo-
no tutaj L = T — ¥, gdzie T jest energia kinetyczna, a V energia potencjalna ukiadu.
Jezeli nie przyjmiemy warunku znikania wariacji przemieszczen na koncach rozpatry-
wanego przedzialu czasowego, to relacja ktorg w prosty sposéb mozna otrzymacé z za-
sady d’Alamberta dla uktadéw potencjalnych przyjmie postaé

1 =0 (4.2)

Iy

)
5[ L(q.q.1)dr - Z%&h
fy i i

Relacje tg, w odroznieniu od relacji (4.1), czg$¢ autorow zwykto nazywac prawem
Hamiltona (Yourgrau i Mandelstam [4.8], Bailey [4.9]). Jak fatwo pokazaé, zaréwno
korzystajac z zasady jak i prawa Hamiltona mozna bez trudu otrzymaé réwnania ruchu
Lagrange’a. Prawo Hamiltona — o czym juz wspominano — nie wprowadza zatozenia
0 znikaniu wariacji przemieszczen na koncach przedziatu czasowego — tak zwanych
warunkow stacjonarnosci. Przyjecie warunkow stacjonarnodci wymaga z gory wiedzy
0 odpowiedzi uktadu; na przyktad dla czasu ¢, warunek 5q‘ , =0 oznacza, Ze gléwna
liniowa cze$¢ przyrostu przemieszczenia (wariacja) od przeciez nieznanego (szukane-
£0) poziomu przemieszczen ma by¢ rowna zeru. Postulowane warunki stacjonarno$ci
sq jedna z przyczyn, dla ktérych zasade Hamiltona stosuje si¢ w celu wyprowadzania
rownan ruchu Lagrange’a, rownan, ktére mozna zawsze otrzymac bez tej zasady, i ktore
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byly sformutowane znacznie wczeéniej — przed opublikowaniem prac Hamiltona. Gu-
towski i Swietlicki stwierdzaja: ,,Zaleta zasady Hamiltona jest jej niezmienniczos$¢
wzgledem wyboru uktadu wspotrzednych g,,...,q,. Z tego wzglgdu zasada Hamiltona
jest szczegolnie dogodna do formutowania praw ruchu, nie zwigzanych z okreslonym
uktadem wspohzednych” [4.10, s. 30-31]. Sam Hamilton piszac o konsekwencjach przy-
jecia warunkow stacjonarnosci stwierdza: ,,But when this well known law of least, or
as it might be better called, of stacionary action, is applied to the determination of the
actual motion of a system, it serves only to form, by the rules of the calculus of varia-
tions, the differential equations of motion of the second order, which can always be
otherwise found” [5.1, s. 252]. Oczywiscie prawo Hamiltona jest bardziej ogélne od
zasady Hamiltona. Nie przedstawia ono jednak wariacyjnego sformutowania zagadnienia
w tym sensie jak zasada Hamiltona. W przypadku réwnania (4.2) nie istnieje funkcjo-
nat I, ktéry pozwalalby zapisaé tg relacje¢ w postaci 8/ = 0. Dlatego tez na przyklad
Simkins proponuje tego typu relacje nazywa¢ sformutowaniami wariacyjnymi, a nie
wariacyjnymi zasadami [4.11]. W swojej pracy Hamilton [4.1, s. 251] sformutowat
rOwnanie

oV = Em(xi’&x +y;0y + z;5z) - Zm(a;&z +b;0b + c;&) + toH (4.3)

gdzie
V:jzm(x;dx+y;dy+z;dz)=j2Tdt (4.4)
0

stwierdzajac, ze: ,,We have, therefore, at least reduced that general problem to the se-
arch and differentiation of a single function: ¥, which we shall call on this account the
CHARACTERISTIC FUNCTION of motion of a system; and the equation (4.3) expres-
sing the fundamental law of its variation, we shall call the equation of the characteri-
stic function, or the LAW OF VARYING ACTION”. W rownaniach (4.3) 1 (4.4) za-
chowano oryginalne oznaczenia: x;,y;,z; Oraz x;,y:,z; sa odpowiednio wspoirzed-
nymi i predkosciami » punktéw materialnych o masie m,, a wielkosci a, b, c, oraz
a;,b;,c; opisuja warunki poczatkowe, odpowiednio poczatkowe polozenia i poczat-
kowe predkosci. Jak stwierdza Hamilton: ,,The quantity H is independent of the time 7,
and does not alter in the passage of the points of the system from one set of positions
to another” [4.1, 5.250]. Zalezno$¢ (4.3) jest podstawa dalszego rozumowania, ktore
Hamilton opisuje nastepujaco: ,,If then, we consider (as it easy to see that we may) the
action ¥ as a function of the initial and final coordinates, and of the quantity H, we
shall have, by (4.3) the following groups of equations ...”, po czym przytacza trzy gru-
py rownan, ktore wynikaja z rézniczkowania (4.3) kolejno: po wspotrzednych x;, y;,z;,
po statych poczatkowych a, b, ¢, oraz po wielkosci H [4.1, s. 251]. Te trzy grupy row-
nah przy zalozeniu, ze funkcja V jest znana, stanowia podstawg do znalezienia ,,... the
3n sought relations between the 3n varying coordinates and the time, involving also

62



the masses and the 6n initial data above mentioned; the disovery of which relations
would be (as we have said) the general solution of the general problem of dynamics”
(Hamilton [4.1, s. 251-252]). Wymaga to zalozenia, ktére np. Huber [4.6, s. 546] uj-
muje stowami: ,,Dajmy na to, ze dane zagadnienie kinetyczne dla ukfadu o » stopniach
swobody zostato rozwigzane”. Jak widac, przy zalozeniu, ze energia kinetyczna ukta-
du jest jednorodna, kwadratowa funkcja predkosci ¢, przyjeciu, ze H = 0 oraz odpo-
wiedniej zamianie oznaczen, z prawa zmiennej akcji danego réwnaniem (4.3) otrzy-
mujemy rownanie nazywane prawem Hamiltona (4.2). Jak z powyzszego wida¢, Ha-
milton nie sformulowat zasady wariacyjnej w postaci (4.1), ktorg zwyklo sie mu przy-
pisywac, ale wykazat stuszno$¢ prawa, ktére mozna przedstawi¢ zwiazkiem (4.3) lub
po pewnych uproszczeniach relacja (4.2). Nalezy podkreslié, ze te dwie ostatnie rela-
cje nie przedstawiaja zasad wariacyjnych. Szczegétowa dyskusj¢ fundamentalnego zna-
czenia wynikéw prac Hamiltona dla dalszego rozwoju mechaniki przedstawit w swo-
jej przegladowej monografii Goldstein [4.12].

Wielu autoréw omawiajac zasad¢ Hamiltona zwraca uwage na warunek dostatecz-
ny istnienia ekstremum funkcjonatu, ktoéry — przy zalozeniu ciagto$ci odpowiedniego
rzedu funkcji wepdtrzgdnych uogédlnionych — naktada ograniczenia na wielko$¢ przedzia-
tu catkowania (,,7,) (Sustow [4.4], Gutowski i Swietlicki [4.10], Gutowski [4.13], Bial-
kowski [4.14], Gelfand 1 Fomin [4.15]). Warunek ten wyraza postulat braku istnienia
punktéw sprzgzonych na ekstremali w analizowanych przedziatach czasowych (,,1,)
1 sprowadza si¢ do stwierdzenia, ze zasada Hamiltona osiaga minimum jedynie dla krot-
kich przedziatéw czasowych. Gelfand i Fomin [4.15] okreélaja czasowe granice stoso-
walnosci prawa Hamiltona jako 0<¢<¢ <7/, a Smith i Smith [4.16] jako
= ty)<T/w, tak wigc w opinii tych ostatnich: ,,It can be said that the time interval
must be less than one-half of the minimum period of free vibration”. Sens wyzej cyto-
wanych, praktycznych ograniczen na rozpatrywany przedziat czasowy, w ktorym zasa-
da Hamiltona realizuje minimum, zakwestionowat Bailey [4.17] — co nie jest niczym
nowym, a jedynie konsekwentnym stosowaniem wynikéw prac Hamiltona. Na przy-
kiadzie oscylatora harmonicznego, ktoérego rozwiazania poszukiwal w postaci proste-
go szeregu potggowego Bailey pokazal, ze zaréwno dla czaséw mniejszych jak i1 wigk-
szych od polowy okresu drgan wiasnych oscylatora mozna uzyskaé rozwigzania po-
prawne badz nie. W konkluzji Bailey pisze: ,,These collective results for the linear
oscillator demonstrate that Hamilton’s principle, instead of being a minimum principle
for small time intervals, is in fact a minimum principle for those time intervals for
which JT / aq,.| o=t =07 [4.17, 5. 285]. llustracjg numeryczng tego faktu przedstawio-
no w punkcie czwartym rozdziahi. Nalezy doda¢, ze wyzej zasygnalizowany problem
warunku dostatecznego istnienia minimum funkcjonatu odnosi si¢ do zasady Hamilto-
na (4.1), a nie do prawa Hamiltona (4.2), ktore nie przedstawia wariacyjnego sformu-
towania zagadnienia w tym sensie jak zasada Hamiltona. Niektorzy autorzy, miedzy
innymi Huber [4.6], zakladaja zupeing dowolno$¢ wielkosci przedziatu (z,,t,). W swo-
ich pracach [4.1, 4.2] Hamilton nie wprowadzit zadnego ograniczenia wielkosci anali-
zowanego przedzialu czasowego.
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4.3. Sily niekonserwatywne w sformulowaniach
zasady i prawa Hamiltona

Zasada i prawo Hamiltona w postaci danej wzorami (4.1) i (4.2) sg shuszne przy
zatozeniu, ze dzialajace sily maja potencjal. Hamilton wyprowadzajac prawo zmienne;
akcji zakladal, ze istnieje tak zwana funkcja sit U (-U = V). Jezeli zalozymy, ze
w uktadzie oprocz sit potencjalnych istnieja sity niepotencjalne, to odpowiednikiem
zasady danej relacja (4.1) bedzie relacja

4

J((YT +8'W)dr =0 (4.5)

fy
gdzie W = Z Q.9;,, O'W= Z Q;6q; , aprzez O, oznaczono sity uogoélnione odpowiada-
jace wspoirzédnym uogblnionym g,. Przez W oznaczono pracg sit potencjalnych i niepoten-
cjalnych. Trzeba zwroci¢ uwagg na to, ze dziatanie operatora 6’ na pracg W, zdefiniowane
wyzej, jest rozne od klasycznej wariacji, bez wariacji czasu, pracy W, ktora przy istnieniu
sit niekonserwatywnych Q(q, q,7)ma postaé SW = 2 60;q; + Z 0,4q; . Goldstein [4.18]
zapisat zasad¢ Hamiltona do ukladéw z sitami poteincj alnymi iiniepotencjalnyrni W po-
stact

|
8l =8| (T+W)dr=0 4.6)

Ly
gdzie W zostalo zdefiniowane jak wyzej. Poniewaz zapis ten budzi wiele nieporozu-
mief, wymaga on krotkiego wyjasnienia. Relacje (4.6) po wydzieleniu pracy sil nie-

konserwatywnych (W) mozna zapisac jako

4]
5J(T—V+W—)dt=0 (4.7)

Ly
gdzie V jest energia potencjalna uktadu (uwzgledniajaca te sity, przy ktorych istnieje
potencijal), W = z 0,9; aprzez O, oznaczono sily niekonserwatywne odpowiadajace

wspoirzgdnym uogdlnionym g,. Na podstawie tego, ze zasadg Hamiltona mozna sfor-
mulowaé wykorzystujac zasadg d’ Alamberta postulujaca niezalezno$¢ sit od przemie-
szczen wirtualnych (5Qi = O) , mozemy zapisacé
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6]LWdt: 5]‘ _ 0,q;dt = ]zgéqidt (4.8)

Korzystajac z (4.8) zwiazek (4.6) zapisujemy jako

Iy

t t
6f(T-V)dr+sz54idz=o (4.9)
to o i

Wzér ten w sposéb jawny przedstawia zasadg Hamiltona uktadéw niekonserwatyw-
nych. Jak wida¢, przedstawiona zasada nie stanowi wariacyjnego sformulowania zaga-
dnienia. Mozna ja oczywiscie zapisa¢ w postaci wariacji (bez wariacji czasu) pewnego
funkcjonatlu z dodatkowo narzuconymi wigzami

1
5JL[T—V+2§,.q,.Jdt=o, 80; =0 (4.10)
7Y t

Sformufowania zasady Hamiltona odnoszace si¢ do uktadéw nickonserwatywnych
wyrazone zwiazkami (4.5), (4.6), (4.9) czy (4.10) sa identyczne. Na bazie rownania
(4.10) Barsoum sformutowal réwnania ruchu, ktore nastgpnie wykorzystat — stosujac
metodg elementéw skonczonych — do analizy statecznosci ukladéw niekonserwatyw-
nych [1.17]. Analogicznie do zasady Hamiltona, ktora alternatywnic przedstawiono
w postaci relacji (4.5), (4.6), (4.9) czy (4.10), odpowiadajace tym zwiagzkom sformuto-
wania prawa Hamiltona (nie postulujace warunkow stacjonarno$ci) majg postac:

f(é‘]“+5'W)dt—Z—jldq,-
i q;

ly

p=0 4.11)

5£(T+W)dz—z%@i|§; =i (4.12)

f f ar
5J(T-V)dt+f2§i6qidt—z£5qi 1=0 (4.13)

t I i i
5f(T_V+ qu]dr—z,%éqi P =0, 80;=0 (4.14)

Iy
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Oczywiscie, zwiazki wyrazajace prawo Hamiltona uktadéw niekonserwatywnych
nie przedstawiaja sformutowan wariacyjnych zagadnienia. W $wietle tego, relacja (4.14)
zbudowana przez analogig do relacji (4.10) takZe nie stanowi sformutowania wariacyj-
nego.

W rozdziale tym zdecydowano sig na szersze przedstawienie zasady 1 prawa Ha-
miltona ukladéw niekonserwatywnych z uwagi na wspomniane juz w tym zakresie nie-
porozumienia. Przyktadami innego sposobu rozumienia prawa Hamiltona i wynikaja-
cych na tym tle nieporozumien mogg by¢ prace Baileya [4.19] 1 Brysona [4.20], Baile-
ya [4.21] 1 Smitha [4.22], Baileya [4.23] i Smitha [4.24] oraz Simkinsa [4.25] 1 Baileya
[4.26, 4.27]. Gt6wnym punktem nieporozumien jest zapis prawa Hamiltona w postaci
relacji (4.12) i problem jego obowiazywania dla ukladow nickonserwatywnych. Wy-
daje sie, ze wczesniejsza praca Levinsona [1.14], ktéra data podstawy do skutecznego
stosowania metod Galerkina i Ritza w analizie uktadéw niekonserwatywnych, w spo-
s6b jasny wyjasnia te nieporozumienia. Wedtug Baileya [4.9], Zrédtem tych nieporo-
zumien jest rézne rozumienie dzialania operatora wariacji &.). Potwierdza to stwier-
dzenie Vujanovic [4.28], ktory rozpatrujac wariacjg bez wariacji czasu, po przeksztat-
ceniach doszedt do wniosku, ze w uktadach nickonserwatywnych wariacja predkosci
przemieszczenia nie jest roOwna pochodnej czasowej wariacji przemieszczenia,
oq; #d/dt (5q,-) , aroznice te traktowat jako pewng miarg ,,nickonserwatywno$ci” ukfa-
du. Taki rezultat jest efektem nieformalnych przeksztalcen, u podstaw ktorych lezy wia-
$nie sposdb dziatania operatora wariacji. Jak wiadomo (Gutowski [4.13]), warlacja pred-
kosci przemieszczenia nie jest rowna pochodnej czasowej wariacji przemieszczenia
wtedy, gdy rozpatrujemy wariacj¢ z wariacja czasu. Dla wariacji bez wariacji czasu
wielkos$ci te sg sobic zawsze rowne, niezaleznie od rodzaju sit wystgpujacych
w analizowanym uktadzie.

Zar6éwno zasada jak i prawo Hamiltona moga stanowi¢ podstawg stosowania metod
bezposrednich szeroko wykorzystywanych w mechanice budowli. Zasada Hamiltona
moze by¢ podstawg formutowania réwnan ruchu, ktére mozemy rozwigzywac na przy-
ktad metoda Galerkina, o ile zatozone funkcje spetniaja wszystkie warunki brzegowe.
Prawo Hamiltona przy zastosowaniu metody Ritza daje przyblizone rozwiazanie przy
znacznie mniej rygorystycznych — w poréwnaniu z metoda Galerkina — warunkach na-
rzucanych na stosowane funkcje (Bailey [4.29, 4.30]). Uzycie tutaj okre$lenia ,,metoda
Ritza” w stosunku do zastosowanego sposobu rozwigzania moze budzi¢ watpliwosci
w $wietle podstawowych zatozen metody Ritza (Mikhlin [4.31]). Okre$lenia ,,Hamil-
ton—Ritz formulation” (Bailey [4.29]) albo ,,Ritz-like equation” (Leipholz [4.32]) sa
bardziej stosowne, cho¢ wydaje sig, ze okreélenie ,,metoda bezposrednia” najlepiej opi-
suje stosowany sposob rozwiazania. Jak praktycznie wykazat Bailey [4.9, 4.17, 4.21,
4.23, 4.30] oraz Bailey i Haines [4.33], prawo Hamiltona jako baza metod bezposre-
dnich daje w pei poprawne rezultaty w analizie uktadéw konserwatywnych i niekon-
serwatywnych (w sensie zachowania energii), stacjonarnych i niestacjonarnych, linio-
wych 1 nieliniowych, dyskretnych i ciagtych. Podsumowujac mozliwosci stosowania
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metod bezposrednich bazujacych na zasadzie i prawie Hamiltona, Bailey [4.29, 5.64]
stwierdza, ze: ,, Equation (4.12) is an exact equation from which the differential equa-
tions of the system may be obtained, or from which the differential equations of the
system may be obtained if such equations are desired. It has been recognized for gene-
rations (Bisplinghoff1 Ashley [4.34], Smith [4.24]), that direct analytical solutions can-
not be obtained from eq. (4.6), Hamilton’s principle”. W nastgpnym punkcie tego roz-
dziatu na bazie prawa Hamiltona pokazano przydatno$¢ metody bezposredniej miedzy
innymi w okre$laniu poziomu obcigzenia krytycznego i charakteru utraty stateczno$ci
podwojnego, liniowego wahadla, oraz w analizie odpowiedzi tege uktadu w przypad-
ku uwzglednienia nieliniowosci. Zadania te stanowig przyktad olbrzymich mozliwosci
stosowania metod bezposrednich bazujacych na prawie Hamiltona. Nalezy tez podkre-
sli¢, ze jedyna baza rozwiazan prezentowanych we wszystkich cytowanych pracach
Baileya, a takze przyktadéw pokazanych w nastepnym punkcie tego rozdziatu, jest prawo
sformutowane przez Hamiltona. Mija si¢ z prawda Leipholz, ktory stwierdza [4.35, s.
1386]: ,,Recently Leipholz [4.36, 4.37], and Bailey [4.17] have proposed to extend Ha-
milton’s principle to make it easily applicable to initial value problems”, po czym przy-
tacza sformutowane ponad 160 lat temu prawo Hamiltona.

4.4. Przyklady numeryczne

Jako elementarny przyktad funkcjonowania zasady i prawa Hamiltona, stanowia-
cych podstawg metod bezposrednich, wybrano analizg niettumionych drgafh swobod-
nych oscylatora harmonicznego. Przykiad ten stanowi ilustracje przedstawionej weze-
sniej dyskusji o zakresie czasu (to 4 )w sformutowaniach zasady i prawa Hamiltona.
Przez m oznaczono masg¢ oscylatora, & jest stata charakteryzujaca reakcje sprezysta, a
q(f) wspélrzedna uogdlniong zadania. Definiujac w klasyczny sposéb energie poten-
cjalna T'=1/2 mqg* 1 energig potencjalng ¥ =1/2kq? oscylatora i wprowadzajac bezwy-
miarowy czas 7= t/t,, zasadg i prawo Hamiltona mozemy odpowiednio zapisa¢ w po-
staci

1
m dqg . dg
MG 5[ %9 kg8qldT=0
{Lz dr (dr) qu} ‘ (415)
1
m dq dq) mdq . 11
——>6| = |-k dr——— =0 4.16
{[tf dt (dz’ q&]} ‘ 5 dr&]'O (4.16)

Zalozono, co nie ogranicza ogodlno$ci rozumowania, ze ruch jest poszukiwany
w przedziale czasu (0, ¢,). Rozwiazania g(7) poszukuje si¢ w postaci prostego szeregu
potggowego

67



N
q(v)=qo + 4ot T+ Y AT (4.17)
i=2
gdzie g, i ¢, oznaczaja odpowiednio wychylenie i predkos¢ poczatkowa, 4, sa szuka-
nymi statymi. Korzystajac ze wzoru (4.17) wariacjg przemieszczenia dg(7) mozemy
przedstawi¢ jako

N
8q(r)=") 64,7’ (4.18)
j=2

Uwzgledniajac zwiazki (4.17) 1 (4.18) w relacjach (4.15) i (4.16) przy zatozeniu, ze
wariacje 04, sa dowolne, otrzymamy ukfad réwnah algebraicznych na N-1 statych 4,.
Odpowiednio j-te rownania dla zasady i prawa Hamiltona majg posta¢

N o 2
kt 1 . kt? 1 ki 1
( - in =—q0t1+—m—lq0 Fd g s (4.19)

i tri=1l mit+j-1 j+1
N o 2 2 3
, k
)[R AN WU Y .. SV TS SRy )
ey U Al mi+j—1 m j+l m j+2

Na rysunku 4.1 pokazano zmienno$¢ wielkosci d7/dg , przy réznych warunkach
poczatkowych, w funkcji czasu ¢, trwania obserwacji drgan. Na rysunku 4.2 pokazano
rozwiazanie bazujace na zasadzie Hamiltona w czasie #, = /2 — przy ktérym 97/dg =0
i przy warunkach poczatkowych g, = 01 g, =1 — i czasach niewiele réznigcych sig od
7t/2. Rozwiazanie $ciste doktadnie pokrywa si¢ z rozwigzaniem otrzymanym w czasie
1, =m/2. Zastosowano tutaj aproksymacjg rozwiazania szeregiem 12-elementowym, ktora
w czasie np. ¢, = 2T , gdzie T jest okresem drgan wiasnych, daje blad w stosunku do
rozwiazania $cistego rzedu 3-107® %. Obserwacja czasoéw znacznie wigkszych jest moz-
liwa przez podziat czasu 7, na kroki, w ktérych rozwxqzama koncowe kroku poprze-
dniego stanowig warunki poczqtkowe nastepnych krokéw. Sledzenie odpowiedzi ukta-
du przy dowolnych czasach #, bazujace na prawie Hamiltona daje rezultaty w pefni
zgodne z rozwigzaniem écislym. Wyniki numeryczne potwierdzaja uwagi zawarte
w poprzednim punkcie: prawo Hamiltona jako bazg metod bezposrednich mozna sto-
sowaé przy dowolnych czasach obserwacji ruchu ¢,, a warunki stacjonarnosci nie sa
warunkami koniecznymi w tego typu rozwiazaniach. Zasada Hamiltona daje rozwiaza-
nia poprawne jedynie przy szczegélnych punktach czasowych, punktach ktérych poto-
zenia zaleza oczywiscie od warunkéw poczatkowych ruchu i sa znane dopiero po roz-
wigzaniu zadania.

Przyktadem funkcjonowania metody bezposredniej bazujacej na prawie Hamiltona
w analizie uktadow niekonserwatywnych sg liniowe i nieliniowe rozwiazania podwoj-
nego wahadta (rys. 4.3), poddanego dziataniu statycznej badZ dynamicznej sile $ledzacej.
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Rys. 4.1. Zalezno$¢ oT/dj od czasu ¢, i warunkéw poczatkowych ruchu

Fig. 4.1. Dependence of dT/dj on time ¢, and the initial conditions of motion

Analiza zachowania podwojnego wahadta poddanego dziataniu sily nickonserwa-
tywnej (tak zwanego modelu Zieglera) — z uwagi na mozliwo$é obserwacji w tym za-
daniu wielu aspektow zjawiska utraty stateczno$ci — byla tematem wielu prac. Ziegler
[1.3], Bolotin [1.5], Gajewski i Zyczkowski [1.19] badali destabilizujacy wptyw thu-
mienia na poziom obciazenia krytycznego. Szczegdtowa analize efektéw thimienia
w modelu Zieglera przedstawiono w pracy Bogacza i Janiszewskiego [1.29]. Herrmann
i Bungay [4.38] wyznaczali obszary utraty stateczno$ci liniowego modelu Zieglera przyj-
mujac rézne warto$ci parametrow $ledzenia. Herrmann i Jong [1.12] analizowali to
zadanie z uwzglednieniem wiskotycznego ttumienia. Jin i Matsuzaki [4.39] badali za-
chowanie sie tego uktadu w otoczeniu punktéw krytycznych. Kounadis [4.40, 4.41, 4.42
14.43] w analizie stanéw krytycznych podwojnego wahadta uwzglednit materialowa
1 geometryczng nieliniowo$é wraz z mozliwoscia wystapienia imperfekcji uktadu. Jin
I Matsuzaki [4.44] analizowali taka sytuacje uktadu, w ktérej miat on zerowe czestosci
badz czgstosci czysto urojone. W pracach, ktére dotyczyty analizy uktadéw nielinio-
wych, rozwiazania otrzymywano na drodze numerycznego catkowania réwnan ruchu.
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Rys. 4.2. Wykresy przemieszczen oscylatora harmonicznego przy réznych czasach ¢,
Fig. 4.2. Diagrams of the displacements of harmonic oscillator for different times ¢,
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Rys. 4.3. Stan bezwytgzeniowy (a) i stan wytezenia podwdjnego wahadia
obciazonego sila niepotencjalna (b)

Fig. 4.3. Unstressed (a) and stressed (b) state of a double pendulum under nonconservative load



Rozpatrzmy podwojne wahadlo pokazane na rys. 4.3, zbudowane z dwéch nieskon-
czenie sztywnych, bezmasowych pretéw o tej samej dtugosci / z dwoma punktowymi
masami m, = 2m 1 m, = m. Zaklada sig, ze w ukladzie moga wystapi¢ mate imperfekcje
e, 1 e,, ktore definiujg bezwytgzeniowg konfiguracjg pierwotna. Wspolrzedne uogol-
nione zadania g, i g, okreSlajace obroty pretéw przyjeto jak na rys. 4.3. Obciazenie
stanowi skupiona, statyczna lub dynamiczna sifa niekonserwatywna P(f), ktorej kieru-
nek dziatania okre$la wspotrzedna g, i parametr $ledzenia . Zatozono, ze wystepuja-
ce w wezfach 4 1 B liniowe thumienie wiskotyczne jest opisane parametrami I
a nieliniowe sztywnosci sprezyn powoduja powstawanie momentow:

M 4 =k11(41 —61)+k12(‘11 "31)2 +k13(‘11 _31)3
Mg =k21(q2 —e, ~q, +e1)+1622(q2 -e, —q, +€1)2 +k23(q2 -e, —q, +31)

Parametry kij charakteryzujace rotacyjne wigzi sprgzyste umozliwiajg ksztattowa-
nie w szerokim zakresie nieliniowosci materiatowej. Biorac pod uwage mozliwos¢ wy-
stapienia duzych przemieszczef (obrotow) oraz uwzglgdniajac efekt grawitacji cha-
rakteryzowany stata przyspieszenia ziemskiego g, formuly okre$lajace energie kine-
tyczna, potencjalna i przyrost pracy obciazen zewngtrznych mozna zapisa¢ odpowie-
dnio:

,@21)

2
E :ﬂzl‘(-”qf +43 )+ mi*d1d;005(q ~ g, )

(4.22)

zj: 0.8q; = P(z)l[sin (4, Jeos(0g, ) — sin (g, Jeos(g, )]6q1

2 P(t)l[sin (q2 )cos (ozq2 ) —sin (aqz )cos(q2 )]&12
- 14,69, — Cz(‘?z - ‘.71)(592 - 5‘11)

Przy zatozeniu poczatku obserwacji ¢, = 0 i wprowadzeniu bezwymiarowego cza-
su 7, rozwigzania poszukuje si¢ w postaci
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N, '
4 (T)=‘110 +qp01 T+ z AEI)TJ

j=2

N, .
q; (T)=420 + Gyt T+ ZAIEZ)TJ
k=2

(4.23)

gdzie g,4,940,410 19, Sa danymi warunkami poczatkowymi ruchu, odpowiednio na
przemieszczenia poczatkowe i predko$ci poczatkowe. Przez 41 4, oznaczono szukane
state szeregow potggowych o liczbie N; w przypadku wspéhrzednej ¢, i N, w przypad-
ku wspétrzednej g,. Wariacje wspoirzednych uogélnionych wyrazaja zwiazki

N, l) )
ag, =Y &7’
i=2

N, (4.24)
oq, = Z 5A§2)7x

Podstawiajac zwiazki (4.22) — przy uwzglednieniu zatozonej postaci szukanych roz-
wigzan (4.23) 1 ich wariacji (4.24) — do relacji (3.13) wyrazajacej prawo Hamiltona
1 zalozeniu dowolnosci wariacji 84,1 84, otrzymujemy nicjednorodny, liniowy ukiad
rownan algebraicznych okreslajacych szukane wektory statych Aj 1A,

K; K] Al :[Kio} (4.25)
K s K sk Agcz) K 50 '
Elementy macierzy K;,K; ,K; 1K otrzymanego uktadu réwnan maja postac:
elementy bloku Kij

" N .
— ij . 1 1 J
kij =3h — —21 —(k11+k21) ; —“01—02) —=—  (4.26)
/ [§l+]—l j=2j mitj+l tl( Z{z+]
elementy bloku K,
N N
= 3 1 Gk
ky =k F=Yy 4.27)
¢ 21;i+k+1 t1§i+k (
elementy bloku Ksj
N N, .
- 1
=SSN T (4.29)
mJ s+l G j+s
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clementy bloku K,

eSS

kts—1 = 5

NMZ

k
= (4.29)
~ & =

gdzie h=ml?/t?.
Elementy wyrazow wolnych K, 1 K przyjmuja postac:
clementy wektora K,

1 1
ki =k, | — —e )+ ——qgot
0 11L+1(410 1) l.+2Q1o 1J

1 1 . .
- k2ll:m(42o ~4qi0 "€ +€1)+TE(‘120 = 410)11}

1 . . :
+ o [Clqlo — 6 (‘Zzo - 410)]
i 1
+ h[friqlqztfsin(ql L jiri_'qztlcos(ql -q, )er (4.30)
0 0

+ (8 = B )'dz + hgyticos(q; — g, )emi

S ) —

elementy wektora K

— 1
ko =k21|:
s+1

| . | .
(420_410_32+el)+s+2(%o“‘]1o)t1]_ +1¢z(€2o‘41o)

1 1
- h{"r‘qlqgfsin( -q,)dt +fs1 'g,t,c08(q; — g, )dT }

0 0 (4.31)

+

O

(S, = B)r°dT + hqyt,c08(q; — g3 )| ooy

gdzie przez P, P,, S, i S, oznaczono odpowiednio:

R, = P(t)![sin(q )cos(a g, ) - sin(etg, ) cos(g, )]

P, = P(1)l[sin(g,)cos(cq,) - sin(crq, ) cos(g; )]
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Rys. 4.6. Drgania tlumione podwdjnego wahadla w obszarze utraty statecznos$ci przez flatter
Fig. 4.6. Damped free vibration of the double pendulum in the area of the loss of stability

through flutter
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Rys. 4.7. Portret fazowy wspéirzgdnej g, w obszarze utraty statecznosci przez flatter
Fig. 4.7. Phase portrait of coordinate ¢, in the area of the loss of stability through flutter



W uktadach nieliniowych kazdorazowo winna byé przeprowadzona analiza zbiez-
nosci, co w prezentowanym podejsciu bezposrednim odpowiada zbieznosci w zakresie
przyjgtej dugosei odcinka czasowego jak i liczby elementéw szeregéw aproksymuja-
cych. Na nastgpnych rysunkach pokazano rezultaty nieliniowe;j analizy wahadta, w ktorej
przyjgto trzy elementowe szeregi aproksymujace zmienno$é wspétrzednych uogoélnio-
nych i 25-sekundowy, podstawowy odcinek czasu. Przyjecie takich parametréw pro-
wadzi z reguly od dwoch do o$miu iteracji w kazdym odcinku czasu. Wybér ten jest
optymalnym w tym zadaniu kompromisem mig¢dzy czasem trwania obliczen i uzyski-
wana dokfadnoscia. Jak pokazano dalej, przy tak przyjetych parametrach zadania uzy-
skano pelng zgodno$¢ wynikéw z tymi, ktore mozna znalezé w opublikowanych pra-
cach. Na rysunkach 4.8 i 4.9 pokazano portrety fazowe odpowiednio przedkrytycznych
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Rys. 4.8. Portret fazowy ruchu wahadta z imperfekcjami (e,= ~e,=0,05) przy obcigzeniu nizszym od
krytycznego P = 0,60065 i przy a=0,8, k;,=-2,5, k,,=-0,75
Fig. 4.8. Phase portrait of the motion of a pendulum with imperfections (e,= ~,=0.05) for
P=0.60065, which is less than a critical load and for &=0.8, & ,= 2.5, ky,=-0.75
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Rys. 4.9. Portret fazowy ruchu wahadta z imperfekcjami (e, = ~e,=0,05) przy obciazeniu wyzszym
od krytycznego P=0,6007 i przy &=0,8, k=25, ky,=-0,75

Fig. 4.9. Phase portrait of the motion of a pendulum with imperfections (e,= —€,=0.05) for P=0.6007,
which is greater than a critical load and for 0=0.8, & ,=-2.5, ky=-0.75

1 pokrytycznych rozwiazan uktadu pod dziataniem niezaleznej od czasu sity niekonser-
watywnej. Rozwiazania te otrzymano analizujac uktad z imperfekcjami i z zatozona,
kwadratowa zmienno$cia charakterystyk materiatu spr¢zyn. Przez obciazenie krytycz-
ne nalezy rozumie¢ tu taki stan obciazenia, przy ktorym ruch staje sie nieograniczony.
Jest to jedna z wielu mozliwych definicji stanu krytycznego, ktéra kazdorazowo winna
by¢ precyzyjnie sformutowana, w szczegdlnosci gdy analizujemy uktady nieliniowe
(Leipholz [1.11]). Roznica migdzy otrzymanym poziomem obciazenia krytycznego
(0,600675) 1 tym, ktére wyznaczyt Kounadis [4.41] (0,5999) nie przekracza wartosci
0,1% tego ostatniego obciagzenia. Charakter uzyskanej odpowiedzi uktadu i rozwiaza-
nia pokazanego w pracy Kounadisa [4.41] s identyczne. Wyniki analizy stateczno$ci
podwojnego wahadta pod dzialaniem dynamicznej, harmonicznie zmiennej sity nie-
konserwatywnej, przy uwzglednieniu nieliniowosci sprezyn i ustalonych imperfekcjach,
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Rys. 4.10. Portret fazowy ruchu wahadta z imperfekcjami (e,= —,=0,05) przy:
(a) P=0,6-0,6sin(0,9975nz); (b) P=0,6-0,6sin(1,0nz) i przy 0=0,8, k ,=-2,5, k,,= 0,75

Fig. 4.10. Phase portrait of the motion of a pendulum with imperfections (e,= —e,=0.05) for:
(a) P=0.6-0.6sin(0.9975n); (b) P=0.6-0.6sin(1.0mz) and for 0=0.8, k,,= 2.5, k,,= ~0.75

pokazano na rys. 4.10 1 4.11. Na rysunkach tych przedstawiono rozwiazania na grani-
cach tych czestosci sity P(f), przy ktorych nastgpuje utrata statecznosci. W wyniku sy-
stematycznego przeszukiwania mozna okresli¢ obszary stabilnosci i niestabilnosci ru-
chu pod dowolnym, zadanym dynamicznym obciazeniem niekonserwatywnym. Na przy-
kiad na podstawie pokazanych wynikéw mozna stwierdzié, ze badany nieliniowy uktad
z imperfekcjami i obciazeniem niekonserwatywnym w postaci P(f) = 0,6-sin(wr) jest
niestabilny przy w € (O, 0,501875) lub we (0,84757t, 0,99751t) . Jednym z trudniejszych
zadan w analizie uktadow nieliniowych jest okreslenie obszaréw rozwiazan chaotycz-
nych (Moon [4.45], Dowell [4.46]). W analizowanym zadaniu rozwigzania, ktére zali-
czono do rozwiazan chaotycznych pokazat Kounadis [4.40]. Tutaj przyktadowe roz-
wigzania w tym zakresie w ukladach z liniowymi i nieliniowymi charakterystykami
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Rys. 4.11. Portret fazowy ruchu wahadla z imperfekcjami (e,= —,=0,05)
przy P=0,6-0,6sin(2,0nt) i przy 0=0,8, k ,=-2,5, k,,= 0,75
Fig.4.11. Phase portrait of the motion of a pendulum with imperfections
(e,= —¢,=0.05) for P=0.6-0.6sin(2.0nr) and for @=0.8, k,,= 2.5,

kyy= —0.75
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Rys. 4.12. Ograniczony ruch chaotyczny na plaszczyznie fazowej
przy P =23, @=0,41i g0 = g2 =0,1
Fig. 4.12. Bounded chaotic motion in the phase plane
for P=2.3, 0=0.4 and G0 = g2 = 0.1



18

15 2o
10}
i 1.0
0sf I
00 00}
05}
i 1.0
1ot
-1.5 q, - ) ) ) q,
-2.0 0.0 2.0 4.0 6.0 6.0 4.0 2.0 0.0 1.0
20 % —_— 3.0 %
- V77 QN d
- "\"F.\’_-"I.\\\‘\“\ 20k
AR :
V. v 4 />\§.‘g’§ A “ \'/ \ \ cln / -~ RN \\\\ X\
0.0 I{'{/I’Iﬂﬂ’l( "\‘\»"-v“.‘lm{; M} } 0.0 | Loy “‘\\\\\\\\\\m
NN e ) AR —
» \\‘:‘\\‘,‘,‘_‘_';"\\ ‘2,“\‘ "‘ “,"\/‘/// ] L W "\‘1.. R, f/ ; .
[ \‘S\\\\\\}-‘*&i\?\“\\’ /?“\‘}s'l/& 7 10} 2 =
Log =W T, : —
I - ‘ii\\ify 20}
-2.0 = qz 3.0 . . ) . , . q2
0.0 2.0 40 6.0 70 o e s

Rys. 4.13. Ruch quasi-chaotyczny na plaszczyznie fazowej przy P=2,3,
0=0,4,920 =420 =01 i kyp =kp, =0,1

Fig. 4.13. Quasi-chaotic motion in the phase plane for P=2.3,
0=0.4, G2 =G =01 and ky, =ky, =01

Rys. 4.14. Ruch quasi-chaotyczny na ptaszczyznie fazowej przy P=2,3,
0=0,4 i 910 =410 =001, g59 =g =0,01
Fig. 4.14. Quasi-chaotic motion in the phase plane for P=2.3, ¢=0.4
and gy =410 =-001, g0 =g =001



sprezyn pokazano na rys. 4.12, 4.13 1 4.14. Otrzymane portrety fazowe w peini odpo-
wiadaja wynikom pokazanym w pracy Kounadisa [4.40]. Nalezy podkresli¢, ze postaé
portretéw fazowych ostatecznie nie rozstrzyga problemu wystapienia rozwiazan chao-
tycznych.

4.5. Podsumowanie

W rozdziale tym pokazano, ze rézne okreslenia rezultatéw prac Hamiltona nie do-
tycza jedynie stosowanego nazewnictwa. Zaréwno zasada, jak i prawo Hamiltona sa
pewnymi uproszczeniami oryginalnego prawa, ktore Hamilton nazwat prawem zmien-
nej akcji. Zasada Hamiltona, w wyniku zadania spetnienia warunkéw stacjonarno$ci,
Jjest najdalej idacym ograniczeniem prawa zmiennej akcji, cho¢ w przeciwienistwie do
prawa Hamiltona jest zasada wariacyjna. Zar6wno prawo, jak i zasada Hamiltona moga
by¢ oczywiscie podstawa do wyprowadzenia réwnan ruchu. Zasade Hamiltona stosuje
si¢ do wyprowadzenia réwnan ruchu, réwnan ktére zawsze mozna otrzymaé w inny
sposob. Zasadg 1 prawo Hamiltona mozna bez trudu zapisa¢ dla uktadéw z sitami nie-
konserwatywnymi, cho¢ jedynie prawo Hamiltona — nie postulujace warunkdw stacjo-
narno$ci — moze by¢ podstawa skutecznego stosowania bezposrednich metod anali-
tycznych. Analiza bezposrednia, wymagajaca jedynie okre$lenia energii kinetyczne;j
1 potencjalnej uktadu oraz przyrostu pracy obcigzenia zewngtrznego, stanowi skutecz-
na i prosta drogg analizy ukladow z sitami niekonserwatywnymi. W og6lnym, nieli-
niowym przypadku polega ona na wykonaniu ciagu iteracyjnych rozwiazan niejedno-
rodnych uktadéw réwnan algebraicznych-na szukane wspoéiczynniki szeregéw apro-
ksymujacych. Tak sformulowane podejscie bezposrednie stanowi alternatywe nume-
rycznego catkowania rownan ruchu Lagrange’a, szczegélnie wtedy, kiedy i tak — z uwagi
na charakter zadania — skazani jeste§my na analiz¢ numeryczna. Wykorzystujac podej-
Scie bezposrednie bazujace na prawie Hamiltona, mozna skutecznie rozwiazywaé za-
gadnienia liniowe 1 nieliniowe, problemy statecznosci jak i zadania, ktérych rozwiaza-
nia mozna uznaé za chaotyczne.

W rozdziale tym wykorzystano wyniki przedstawione w pracach autora [4.47, 4.48].



5. STATECZNOSC UKEADOW DYSKRETNYCH
POD DZIALANIEM DYNAMICZNYCH
SIE. NIEKONSERWATYWNYCH

5.1. Wprowadzenie

Zdecydowana wigkszo$¢ prac z zakresu analizy uktadéw niekonserwatywnych do-
tyczy problemow zwiazanych ze statyka, dynamika i stateczno$cia, ktérych matema-
tyczny opis sprowadza sig na ogét do rownan badz ukiadéw rownan algebraicznych
lub rozniczkowych o stalych, niezaleznych od czasu wspétczynnikach. Projektujac nie-
ktore uktady dynamiczne czgsto stajemy przed problemem analizy statecznosci tych
uktadéw, w ktoérych matematycznym opisie wystgpuja wspotczynniki zalezne — z regu-
ty periodycznie — od czasu. W rozdziale tym przedstawiono rezultaty analizy uktadéw,
ktorych obciazenia stanowia statyczne badz periodyczne obciazenia niekonserwatyw-
ne o kierunku dziatania okre$lonym przez dynamicznie zmienne, periodyczne parame-
try $ledzenia. Przyjgto dwa sposoby analizy: pierwszy z nich, oparty na klasycznej teo-
rii Floqueta, zastosowano do analizy uktadéw liniowych, a w analizie uktadow nieli-
niowych wykorzystano metodg bezposrednia zbudowana na bazie prawa Hamiltona.
Drugi sposob polega na wykorzystaniu dyskretyzacji przestrzeni fazowej i numerycz-
nego catkowania réwnan ruchu i prowadzi do oceny, dalej zdefiniowanej, statecznosci
globalnej uktadéw nieliniowych.

Matematyczne podstawy analizy stabilnosci liniowych réwnan rézniczkowych
o periodycznie zmiennych wspétczynnikach sformutowali: Mathieu w 1862, Hill
w 1877 i Floquet w 1883 r. Jak tatwo pokazaé, uwzglednienie w zadaniu periodyczne-
go obcigzenia niekonserwatywnego moze prowadzi¢ do modeli matematycznych
o wspolczynnikach periodycznych, ktérych Sciste, ogélne rozwigzania mozna uzyskac
jedynie w niektorych zadaniach liniowych. Do przyktadowych pozycji literatury z za-
kresu ré6znych podej$é do rozwigzywania probleméw, w ktorych opisie wystgpuja zmien-
ne w czasie wspoiczynniki, nalezy zaliczyé prace napisane przez takich autoréw jak
Lindh i Likins [5.1], Hsu [5.2], Hsu i Cheng [5.3], Friedmann, Hammond i Woo [5.4],
Lau, Cheung i Woo [5.5], Huang i Hung [5.6], Lee i Tsay [5.7], Sleeman i Smith [5.8],
Kondou, Tamura i Sueoka [5.9], Hassan [5.10], Sinha i Wu [5.11] oraz Meijaard [5.12].
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Nieliczne sg prace, w ktorych podejmowano problem analizy uktadéw z dynamicz-
nie zmiennymi obcigzeniami niekonserwatywnymi. Dzygadto i Solarz [5.13] analizo-
wali wymuszone, parametryczno-samowzbudne i wymuszone parametrycznie drgania
uktadu z dynamiczng sita §ledzaca na przykladzie gigtnych drgan lepko-sprezystego
pregta wspornikowego, na ktéry dziatala okresowo zmienna sita §ledzaca oraz harmo-
niczne obcigzenie poprzeczne. Kotera [5.14] analizowat obszary niestabilnosci drgan
kolumn poddanych dziataniu periodycznie zmiennego, osiowego obcigzenia §ledzace-
go, aproksymujac rownanie charakterystyczne opisu nieskoniczonym wyznacznikiem.
Kar i Sujata [5.15] wykorzystujac uogélniona metode Galerkina analizowali obszary
dynamicznej stabilnosci sprezyscie zamocowanej belki wspornikowej poddanej dzia-
faniu pulsujacej, osiowe;j sity sledzacej. Badajac proste i kombinowane rezonanse Kar
1 Sujata [5.16] wyznaczali obszary dynamiczne;j stabilno$ci obracajacej sig belki wspor-
nikowej z masa punktowg pod dzialaniem poprzecznej, pulsujacej sity sledzacej. Z re-
guly w pracach tych wyznaczano obszary dynamicznej stabilnoéci w przestrzeni wiel-
kosci obcigzenia dynamicznego i stosunku czgstosci drgan wiasnych uktadu i czestosci
sity wymuszajacej. Obszary te wyznaczano w uktadach liniowych badz — w dogod-
nych do analizy — aproksymacjach uktadow nieliniowych. W analizie uktadéw nieli-
niowych, a szczego6lnie w badaniu ich stanow krytycznych, kazde z zastosowanych upro-
szczen moze prowadzi¢ do diametralnie ré6znych wynikow od tych, ktére otrzymujemy
analizujac uktady wyjsciowe bez zatozen upraszczajacych.

W analizie stabilnosci uktadéw nieliniowych zwykle rozwiazuje sig trzy typy za-
dan. Pierwsze z nich polega na znalezieniu wszystkich mozliwych stanéw réwnowagi
1 rozwigzan okresowych badanego uktadu. Drugie zadanie polega na okre$leniu stabil-
nosci tych rozwiazan, a w trzecim wyznacza si¢ obszary stabilnosci — obszary przycig-
gania — w przestrzeniach fazowych asymptotycznie stabilnych punktéw réwnowagi
1 rozwigzan okresowych. Ostatnie z wymienionych zadan z uwagi na duzy stopien kom-
plikacji zar6wno w podejsciu analitycznym, jak i numerycznym doczekalo sig relatywnie
(do dwéch pierwszych zadan) mniejszej liczby publikacji. Analiza statecznosci glo-
balnej polegajaca na wyznaczaniu obszardéw przyciagania jest istotnym zadaniem
w wielu dziedzinach wspolfczesnej inzynierii. W zasadzie jedynie dwie metody badz
ich odmiany, s praktycznie stosowane w literaturze do globalnej oceny stabilno$ci ukta-
déw nieliniowych, gdy liczba stopni swobody uktadu jest wieksza od dwoch. Pierwsza
z tych metod wykorzystuje gtéwnie podejscie analityczne, perturbacyjne i zostata przed-
stawiona przez Wigginsa [5.17]. Druga z metod to podejscie gléwnie numeryczne, wy-
korzystujace podzial analizowanej przestrzeni fazowej na obszary nazywane dalej ce-
lami (the cell-to-cell mapping technique), zaproponowane przez Hsu [5.18] oraz Hsu
1 Guttalu [5.19]. Metodg tg polegajaca na generowaniu trajektorii ruchu na bazie infor-
macji o rozwiazaniach w zbiorze charakterystycznych punktéw dyskretyzowane;j prze-
strzenii fazowej (point-to-point mapping method) wykorzystano w tym rozdziale. Naj-
istotniejszymi odmianami metody odwzorowywania migdzy celami jest uogdlniona
metoda odwzorowywania miedzy celami (generalized cell-to-cell mapping method),
ktora zaproponowali Hsu [5.20, 5.22], Hsu, Guttalu i Zbu [5.21], oraz interpolacyjna
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metoda odwzorowywania migdzy celami (interpolated cell-to-cell mapping method),

ktora stosowali Tongue [5.23], Tongue i Gu [5.24] oraz Tongue i Smith [5.25]. Pelne

podsumowanie rozwoju metody odwzorowywania migdzy celami wraz z duza liczba

przykladdw 1 przegladem literatury w tym zakresie mozna znalez¢ w ksiazce Hsu [5.26].
Przy uzyciu metody odwzorowywania migdzy celami lub jej odmian rozwiazywano

migdzy innymi zadania sprowadzajace si¢ do réwnania Duffinga, problemy dynamicz-

nego rozwoju populacji, a takze problemy globalnej stabilnosci ruchu z reguty pro-
stych uktadéw dyskretnych. Na przykiad Flashner i Hsu [5.27] zaprezentowali metode
otrzymywania rozwiazan aproksymujacych zachowanie si¢ wielowymiarowych perio-
dycznych systemow, ktorej skuteczno$¢ pokazali na przyktadzie wahadia z ruchoma
podporg oraz podwojnego wahadla obcigzonego periodycznie zmienng sita. Guttalu

1 Hsu [5.28] analizowali sztywny pret, ktérego ruch wzbudzany byt periodycznymi zmia-

nami polozenia podpory. Jianxue Xu, Guttalu i Hsu [5.29] oraz Flashner i Guttalu [5.30]

rozpatrywali sprzgzone oscylatory van der Pola, ktore maja dwa asymptotycznie sta-

bilne cykle graniczne. Guttalu i Flashner [5.31] wykorzystujac metode odwzorowania
miegdzy celami dla wielowymiarowych, nieliniowych probleméw autonomicznych ana-
lizowali dwa stabo sprzezone oscylatory van der Pola. Korzystajac z pewnej modyfi-
kacji metody odwzorowania migdzy celami, Guttalu i Flashner [5.32] analizowali cy-

kle graniczne oscylatora i oscylatoréw sprzgzonych van der Pola. Levitas i Weller [5.33]

analizowali pokrytyczne zachowanie si¢ osiowo obcigzonej belki. Wprowadzajac prze-

strzenne przekroje Poincare, Levitas, Weller 1 Singer [5.34] analizowali sprzezone oscy-
latory van der Pola. Stosujac metodg wariacji parametréw van der Spek, De Hoon, De

Kraker 1 van Campen [5.35] rozwiazywali modyfikowane réwnanie Duffinga, wyzna-

czajac zmiany obszaréw przyciagania w funkcji zmian parametru systemu. Wykorzy-

stujgc reprezentacj¢ Chapmana—Kolmogorova Belhadj i Aldemir [5.36] zaprezentowa-

li nowe odmiany metody odwzorowywania mig¢dzy celami i ich efektywnos¢ pokazali

na przykladzie oscylatora Duffinga wzbudzanego sila harmoniczna.

Celem rozdziahu jest:

* wyznaczenie, za pomoca metod symbolicznych, obszaréw dynamicznej stabilnosci
liniowego uktadu o jednym stopniu swobody obcigZonego sita niekonserwatywna
o dynamicznie zmiennym, periodycznym parametrze $ledzenia,

+ przykladowa analiza granic obszaréw dynamicznej stabilno$ci nieliniowych ukta-
dow niekonserwatywnych o jednym i dwoch stopniach swobody metoda bezposre-
dnig bazujaca na prawie Hamiltona,

+ analiza stabilno$ci globalnej nieliniowych, niekonserwatywnych uktadéw dyskret-
nych metoda odwzorowywania migdzy celami.

W rozdziale tym przedstawiono modele matematyczne o niewielkiej liczbie zmien-
nych. W przypadku modeli obliczeniowych uwzgledniajacych migdzy innymi chaotycz-
ny charakter ukfadu, btedy zaokraglenia lub obcigcia moga spowodowaé, ze cata infor-
macja zanika znacznie szybciej niz wynikatoby to z wiasnosci dynamicznych samego
uktadu. W takich sytuacjach tworzenie wigkszych i bardziej ztozonych modeli moze
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Jjeszcze pogarszaé uzyskiwane wyniki. Rozpoczynajac modelowanie, zawsze warto naj-
pierw poszukaé prostego, rozwigzywalnego uktadu, ktory moze wyjasnié istotne zja-
wiska zachodzace w ukladach rzeczywistych.

W punkcie drugim rozdziatu przedstawiono sposoby analizy uktadu o jednym stop-
niu swobody, ktdre praktycznie wykorzystano w analizie numerycznej opisanej w punk-
cie trzecim. Analogicznie jak w przypadku ukladu o jednym stopniu swobody,
w punktach czwartym i piatym rozdziatu dokonano analizy ukfadu o dwoch stopniach
swobody.

5.2. Uklad o jednym stopniu swobody

Rozpatrzmy uktad o jednym stopniu swobody (rys. 5.1a), w ktérym nieodksztatcal-
ny i niewazki pret o dlugosci / jest na dolnym koncu sprezyscie zamocowany. Sztyw-
no$¢ sprezyny przyjeto w postaci K =k + k(P), gdzie k jest stata, niezalezng od czasu
skfadowa sztywnosci, a k(P) jest ta sktadowa sztywnoéci, ktéra moze byé dowolna funk-
cja dziatajacego obciazenia P. PoloZenie punktowej masy m jest okre$lone bezwymia-
rowym parametrem x = &/1, gdzie x jest odleglo$cia masy od przegubu. Pret jest obcia-
zony skupiona, niekonserwatywna, statyczna badz dynamiczna, okresowo zmienna silq
P(?), ktorej mozliwe odchylenie od kierunku pionowego opisano parametrem $ledze-

(a) (b)

¢

Rys. 5.1. Schematy analizowanych modeli
Fig. 5.1. Diagrams of the analyzed models
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nia o(f). Zaklada sig, ze parametr §ledzenia o(?) jest periodyczna funkcja czasu ¢. Jako
wspoirzgdna uogélniona g przyjeto kat, ktéry jest miara wychylenia preta z pionowe-
go potozenia rownowagi. Rozpatrujac warunek réwnowagi dynamicznej, przy zatoze-
niu, ze wychylenia masy sa mate, a £ = 1, otrzymamy réwnanie ruchu tego uktadu w
postaci réwnania Hilla

§()+ ' [1- F(t)|a(r)=0 (5.1)
gdzie:

ot =1

F)=[1- o P HE) 52)

ky ko
a rozniczkowanie po czasie oznaczono kropka.
Dla najbardziej prostego — dalej rozpatrywanego — przypadku zaleznosci sztywno-
Sci od dziatajacego obciazenia w postaci k(P) = yP, gdzie ¥ jest stala, funkcja F()
przyjmuje postac

F(t)=[n(t)- y]%’) (5.3)

gdzie n(H)=1- o).

Uwzglednienie w ukladzie thumienia proporcjonalnego do predkosci wychylenia
i charakteryzowanego statym wspétczynnikiem ¢ powoduje, Ze rownanie (5.1) przyj-
muje postaé

G(£)+2hg(t) + wg[1- F(1)]q(z)=0 (5.4)

gdzie h=c/(2ml?).
Réwnanie to, po zamianie zmiennych typu g(f) = e”f(¢), daje si¢ sprowadzi¢ do
postaci

o(t) +@*[1- F(1)]¢(£)=0 (5.5)

gdzie 0? = w? —h%,a F(1)= (/o) F(t).

Dalej analizowane jest rownanie (5.1) ((5.5)) przy okresowo zmiennej funkcji F(7)
(F((9)) z okresem T lub T/2. Funkcja F(z) (F,(?)) jest iloczynem funkcji parametru $le-
dzenia off) iobciazenia P(f) i z zalozenia jest funkcja odcinkowo stala. Przy takim
zalozeniu — upraszczajacym zasadniczo obliczenia i pozwalajacym zachowa¢ réwno-
czesnie jakosciowy charakter zjawiska — stosunkowo tatwo (w zaleznosci od iloéci od-
cinkéw opisujacych funkcje F(z) (F,(#)) w okresie T (7/2)) otrzyma¢ mozna formuty
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pozwalajace wyznaczaé obszary rezonansow parametrycznych zagadnien opisanych
rownaniami (5.1) badz (5.5).

Jak wynika z teorii réwnan o okresowo zmiennych wspoétczynnikach (teoria Floqu-
eta), rozwigzania szczeg6lne rownania (5.1) maja posta¢ (Kaliski [5.37])

q(t) = e u(f) (5.6)

gdzie u(?) jest funkcja okresowa o okresie 7 rownym okresowi funkcji F(?), a stala A
nazywana jest charakterystycznym wyktadnikiem réownania (5.1). Z zaleznosci (5.6)
wynika, ze w okresie T funkcja g(¢) zmienia sig o stala wartos¢

q(t+T)=e"q(t)=q(t) (5.7)

Oczywiscie, gdy |B| > 1, drgania beda rosnaé nieograniczenie z czasem i wystapi
rezonans parametryczny. Zakladajac, ze zmiennos¢ funkcji F(¢) (F,(f)) w okresie T
mozna opisac czterema parametrami y, (i = 1,2,...,4), || < 1, oraz przyjmujac, ze dh-
gos¢ odcinkéw zmiennosci funkcji jest taka sama i wynosi 774, rozwiazanie rGwnania
(5.1) mozemy przedstawié¢ w postaci

(g, = Acos(wit)+ Bsin(wt), 0<t<T/4
= Aycos(w;?)+ B,sin(w;), T/4<t<T/2

t =
) = Ajcos(wjt)+ Bysin(wyr), T/2<t<3/4T (5.8)

= Acos(wt)+ Bysin(wyr), 3/4T<t<T

gdzie o, = a)m/l—/,ti ,(i=1,2,..,4).

Na rysunku 5.2 pokazano przyktadowa posta¢ funkcji F(f) przy wybranych funk-
cjach parametru $ledzenia off) 1 obciazenia P(f) o okresie T, zakladajac y= 0. Oczywi-
scie, funkcje F(¢) 1 F,(f) moga przyjmowa¢ inne postacie w zalezno$ci od amplitud
1 okresoéw funkcji a(?) 1 P(f) oraz parametru ¥. Przy przyjetym podziale czasu obserwa-
cji T na cztery réwne czgsci, funkcje o(f) 1 P(f) moga by¢ state badz moga byé funk-
cjami okresowymi o okresie 7/2 lub T.

Rozwigzanie (5.8) musi spelnia¢ warunki ciaglo$ci w postaci

LT . T
q; JZ‘ “4qjn ]Z
[ LT : Ty G
‘Ij(lzquJ'Jr][]z), j= 123

oraz rownania wynikajace z relacji (5.7)
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Rys. 5.2. Postacie funkcji parametru §ledzenia o(¢), obciazenia P(?) i funkcji F(e, P, 7)
Fig. 5.2. Forms of the functions of follower parameter a(f), load P(¢) and function F(e, P, 7)

Ba:(0)=44(T)

Bin(0)=4(T)

Po podstawieniu do warunkow (5.9) i (5.10) rozwigzania (5.8) otrzymujemy jedno-

rodny uklad réwnan algebraicznych ze wzgledu na state 4, B; (i = 1,2,...,4), ktérego

warunek nietrywialnego rozwiazania sprowadza si¢ do zerowania wyznacznika ukia-
du. Warunek ten mozna przedstawi¢ w postaci

(5.10)
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B*-2NB+1=0 (5.11)

gdzie przez N oznaczono skomplikowane algebraicznie wyrazenie N = N(@, i, T).
Nie przytacza sig tutaj jawnej postaci N z uwagi na jego skomplikowana postac; wyra-
zenie to otrzymano wykorzystujac pakiet przeksztatcen symbolicznych Mathematica
[2.16].

Granice obszaréw rezonansu parametrycznego ukladu wyznaczane sa w zagadnie-
niu bez thumienia (5.1) relacja

IN| =1 (5.12)
a w zagadnieniu uwzgledniajacym thumienie (5.5) relacja

|N| >%(e'hT +e”)> 1 (5.13)

Wyrazenia (5.12) 1 (5.13) s podstawa analizy, jaka przeprowadzono w nastepnym
punkcie rozdziahu.

Korzystajac z mozliwosci pakietu Mathematica wyprowadzono analogiczne relacje
przy odcinkowo liniowo zmiennych funkcji F(?) i ', (f) oraz funkcji odcinkowo statych
z podziatem okresu 7'na 6 rownych czgéci. W obu wspomnianych wyzej przypadkach
formuty okreslajace granice obszaréw niestabilno$ci w sposéb bardzo istotny skompli-
kowaly sig, co wielokrotnie wydtuzylo czas analizy. Jednocze$nie otrzymywane roz-
wigzania nie odbiegaty jako$ciowo od tych, ktére uzyskiwano wykorzystujac formuty
(5.12) 1 (5.13).

Jezeli w analizowanym przykladzie uwzglednimy mozliwo$é wystapienia duzych
przemieszczen (obrotéw), to rozpatrujac warunek réwnowagi dynamicznej w postaci
sumy momentow wszystkich sit wzgledem przegubu, otrzymamy nastepujacy nielinio-
wy uktad réwnan rézniczkowych zwyczajnych rzg¢du pierwszego:

I (r)=x,(1)

. 1 )
x,(t) = (15)2 {— P(t)l[sm(x1 () - oft)x, (t))] —cx, (1) - K(P)x, (t)} (5.14)
m
gdzie x,(f) = q(f) a x,(1) = §(t). Jezeli przyja¢, ze przemieszczenia s nieskonczenie
mate, to z rownan (5.14) otrzymujemy rownania (5.4).

5.3. Analiza numeryczna ukladu o jednym stopniu swobody

W punkcie tym oméwiono wybrane wyniki liniowej i nieliniowej analizy zachowa-
nia si¢ uktadu o jednym stopniu swobody o schemacie jak na rys. 5.1a. Na rysunku 5.2
pokazano charakter zmiennosci funkcji opisujacych zachowanie si¢ parametru $ledze-
nia o(t), dzialajacego na uklad obcigzenia P(f) i funkcji F(a, ¥ P), ktéra zalezy od
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o), P(2) i funkeji opisujacej zaleznos¢ sztywnos$ci ukfadu od dzialajacego obcigzenia
— tg ostatnia zalezno$¢ symbolicznie zaznaczono parametrem 7. Kazda z tych funkcji
jest okresowa (0 okresie 7 badz 772) i jest opisana zestawem czterech parametrow a,
Py M i=1,2,..,4 . Symbolicznie wygenerowane, ogolne relacje wyznaczajace granice
obszar6w rezonansu parametrycznego ((5.12), (5.13)) testowano na szczegdlnym przy-
padku obciazenia opisanego parametrami p, = {1, = —fy = —fi, =1, przy o,=0iT=
2m. Dalej przyjgto, ze k, = [ =1 oraz T'= 2w, co w zadnym stopniu nie ogranicza ogol-
nosci prezentowanych wynikéw. Jezeli nie wspomina sig o zalezno$ci statej sprezyno-
wania od sity P(t) to znaczy, ze przyjeto Y= 0. Przyktadowe wyniki analizy uktadu bez
thumienia i z thumieniem przedstawiono odpowiednio na rys. 5.3 1 5.4. Na rysunku 5.3

I
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) T;:if:::m?/ | | /
02— ,’I /
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Rys. 5.3. Granice obszaréw rezonansu parametrycznego ukltadu przy p,=,= —,= ~,=[, 0{1)=0,
przy roéznych wartociach parametru it i §=ewy/r i przy T=2w; linia przerywana wynika
z warunku N= -1, ciagla z warunku N=1
Fig. 5.3. Boundaries of the system’s parametric resonance regions for i, ={L,= = —1, =L, (#)=0,
for different values of parameter y and 8 =w,/r at T'= 2x; the dashed line follows
from condition N=—1, the solid line — from condition N=1
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Rys. 5.4. Granice obszardw rezonansu parametrycznego uktadu przy p,=g,= ~p,= —j1,=1, o(t)=0,
przy réznych warto$ciach parametru g i §i przy T=2m; linia przerywana dla ukfadu z thumieniem
(h=0,03), linia ciagta dla uktadu bez thamienia

Fig. 5.4. Boundaries of the system’s parametric resonance regions for y,=g,= —,= —,=H, o(2)=0,
for different values of parameters pt and J at 7=27; the dashed line represents the system with damping
(h = 0.03), the solid line — the system without damping

linig przerywana oznaczono granice obszar6w rezonansu, na ktorych drgania narastajg
nieograniczenie (N = -1), a linia ciagla zakreslono te granice, na ktorych drgania sa
okresowe (N = 1). Wykresy sporzadzono przy réznych warto$ciach parametru p (r6z-
nej gigbokosci modulacji obciazenia) 1 parametru &= @yfr, gdzie @, i r sa odpowie-
dnio czgsto$ciami kolowymi drgan wiasnych uktadu i funkcji F. Otrzymane rezultaty
sa w pelni zgodne z prezentowanymi w literaturze. Na rysunku 5.4 pokazano granice
pierwszego i drugiego obszaru niestatecznosci dla uktadu bez thumienia (linia ciagla)
1 dla uktadu z thumieniem (linia przerywana). Na rysunku 5.5 przedstawiono zaleznos$¢
od parametru o (@; = —a, = 03 = —0t, = o) zakresu czterech podstawowych obsza-
rOw rezonansu parametrycznego przy dynamicznym obcigzeniu P(f) o ustalonej, przy-
ktadowej, wielkosci parametru p = 0,6 (pl =Py =—pP3=—Py = p). Na rysunku 5.6
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Rys. 5.5. Granice podstawowych obszar6w rezonansu parametrycznego uktadu przy obciazeniu
dynamicznym p ,=p,= -p,= -p,=0,6 i dynamicznym parametrze $ledzenia o= —0,=0= ~Q,=0
Fig. 5.5. Boundaries of the system’s basic parametric resonance regions for dynamic load
Py=P,= —Py= —P,~0.6 and dynamic follower parameter o= —0,=0= —0,=0

pokazano wybrane wyzsze obszary (siodmy i 6smy), a na rys. 5.7 dziewiaty obszar
rezonansu parametrycznego. Przyjgto identyczne parametry jak na rys. 5.5. Wprowa-
dzenie dynamicznie zmiennego parametru §ledzenia powoduje powigkszenie zakresu
niskich obszaréw rezonansu parametrycznego. Wplyw na obszary wyzsze zmiennego
parametru $§ledzenia w niektorych zakresach jego zmienno$ci moze okazaé sie stabili-
zujacy (rys. 5.6 1 5.7), o czym §wiadcza wyrazne zwezenia analizowanych obszarow.
Thumienie moze powodowac nawet wielokrotne przerwanie ciaglosci granic obszaréw

a

0.6 —
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Rys. 5.6. Granice siddmego i 6smego obszaru rezonansu parametrycznego ukladu przy obciazeniu
dynamicznym p,=p,= -p,= —p,=0,6 i dynamicznym parametrze $ledzenia o, = —a,=,= —0;,=0r

Fig. 5.6. Boundaries of the system’s seventh and eighth parametric resonance regions for dynamic load
=Py~ —P;= —P,~0.6 and dynamic follower parameter &= —0,=0,,= —0,,;=
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Rys. 5.7. Granice dziewiatego obszaru rezonansu parametrycznego ukladu przy obcigzeniu dynamicz-
nym p,=p,= -p,= -p,=0,6 i dynamicznym parametrze $ledzenia o= —o,=0,= —0,=cx

Fig. 5.7. Boundaries of the system’s ninth parametric resonance region for dynamic load
P\=P,= —Py= —P;=0.6 and dynamic follower parameter o> —@,=0,= -0, =

rezonansu parametrycznego, a tym samym ich zanik w pewnych zakresach wartosci
amplitud parametru sledzenia. Na rysunku 5.8 pokazano t¢ sytuacje na przyktadzie granic
obszaru dziesiatego. Jezeli uwzglednimy w analizie zalezno$¢ sztywnosci od dziataja-
cego obcigzenia (y #0), to przy réznych parametrach y moze wystapi¢ powieckszenie
badz zmniejszenie zakresow obszaréw rezonansu parametrycznego. Sytuacje te poka-
zano na rys. 5.9 na przyktadzie pierwszego (linia ciagla) z analizowanych obszaréw,
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Rys. 5.8. Granice dziesiatego obszaru rezonansu parametrycznego uktadu przy obciaZeniu
Py=p,=-P3= —p4=0,6 1 parametrze $ledzenia o= —a,=0,= —a,=0; uktad bez thumienia — linia
ciagla przy h = 0, linia przerywana przy thumieniu 4=0,08
Fig. 5.8. The boundaries of the system’s tenth parametric resonance region for load
P=Py= —py= —p,=0.6 follower parameter o, = —a,=0,= -, =0y the solid line represents
the system without damping, the dashed — line for damping 4=0.08
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odpowiednio, gdy y=-0,2 (a) i drugiego (linia przerywana) y = 0,5 (b). Na rysunku
5.10 przedstawiono granice jednego z wyzszych obszaréw rezonansu parametryczne-
go w funkcji wartosci dynamicznego parametru §ledzenia, przyjmujac rézne wartosci
wspolczynnika y (y= 0,45, y= 0,50, y= 0,55).

Analizujac uktady nieliniowe nie otrzymujemy nieskoficzonych przemieszczen,
a charakter tych przemieszczen moze istotnie zaleze¢ od czasu obserwacji i warunkow
poczatkowych ruchu. Nastepnie, korzystajac z metody odwzorowywania miedzy cela-
mi, przedstawiono wyniki analiz, ktére mozna wykorzysta¢ w ocenie globalnej statecz-
nosci badanego uktadu. Skupiono si¢ gtéwnie na wyznaczaniu obszaréw przyciagania,
ktérych wielko$¢ i charakter sa funkcjami parametrow opisujacych zachowanie sie ob-
cigzenia. W celu optymalizacji czasu obliczen przeprowadzono testy przy réznych wiel-
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Rys. 5.9. Wplyw wielkoéci wspolczynnika y na zakres pierwszego obszaru rezonansu parametrycznego
przy obciazeniu i parametrze §ledzenia jak na rysunku poprzednim; linia ciagta przy y=0,
linia przerywana przy y=-0,2 (a)i y=0,5 (b)
Fig. 5.9. Influence of the magnitude of coefficient ¥ on the range of the first parametric resonance
region for the load and the follower parameter as in the previous figure; the solid line — for y=0,
the dashed line — for y=-0.2 (a) and y=0.5 (b)
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Rys. 5.10. Granice jednego z wyzszych obszar6w rezonansu parametrycznego przy obciazeniu
P\=P,= —P3= —P,;~0,3, parametrze §ledzenia o= -0, =0,= —Q,=a
przy y=0,45 (a), =0,5 (b) i y=0,55 (c)
Fig. 5.10. Boundaries of one of the higher parametric resonance regions for load p,=p,= -p,= —p,=0,3
and follower parameter = —a,=0,= ~0;,=a for y=0.45 (a), y=0.5 (b) and y=0.55 (c)

kosciach cel (roéznej gestosci podziatu przestrzeni fazowej) 1 przy réznych czasach nu-
merycznego catkowania nieliniowego uktadu réwnan rézniczkowych.

Na kolejnych rysunkach obszary przyciagania sa przedstawione jak obszary nie-
kropkowane. W przypadku demonstrowania poszczegdlnych grup punktéw w obsza-
rach przyciagania (Hsu [5.18]) przedstawiono je w postaci zbioréw punktow. Za sta-
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teczne uznaje sig takie obszary na plaszczyznie fazowej, ktérych punkty traktowane
jako warunki poczatkowe analizowanego zadania w trakcie teoretycznie nieskoficzo-
nego czasu zapewniaja, ze trajektoria ruchu pozostaje w analizowanym, zadanym ob-
szarze przestrzeni fazowe;j.

Dobor gestosci podziatu analizowanego fragmentu przestrzeni fazowej i przyjmo-
wany czas catkowania (7)) sg istotnymi parametrami poprawnosci otrzymywanych re-
zultatow w analizie ukladéw nieliniowych metoda odwzorowywania miedzy celami.
Oczywiste jest, ze lepsze rezultaty otrzymamy stosujac cele o mniejszych rozmiarach
1 dtuzszy czas catkowania, o ile metoda catkowania nie generuje zbyt duzych bledow
numerycznych. W praktycznym stosowaniu tej metody konieczny jest pewien kompro-
mis w doborze gestosci podziatu i przyjmowanym czasie catkowania, a czasem gene-
rowania wynikow. Przyjgto, ze podzial analizowanego obszaru przestrzeni fazowej be-
dzie identyfikowany przez dwie naturalne liczby 4 1 v. Przez A oznaczono liczbe cel
w kierunku osi poziomej, na ktorej odktadane sg wielkosci wspotrzednej uogdlnionej,
a przez v liczbg cel w kierunku osi pionowej, na ktorej odktada si¢ predkosci wspot-
rzgdnej uogdlnionej. Na przyktad w analizie uktadu o 1 stopniu swobody wprowadzo-
ny opis ggstosci podzialu w postaci 51X26 oznacza, ze analizowany zakres zmienno$ci
wspolrzgdnej x, podzielono na 51 réwnych odcinkéw, a wspotrzednej x, na 26 row-
nych czescl.

Dalej przyjgto, ze: [ = £ =1, K(P)=1,m=1/8 i ¢ =0, co w przypadku linearyzacji
rownan (5.14) i przyjeciu czestosci zmian funkeji F(¢) (5.2) réwnej 4 odpowiada punk-
towi w obszarze statecznym, migdzy pierwszym i drugim obszarem rozwigzan niesta-
tecznych z rys. 5.3 (§=+/2 /2). Ewentualne odstepstwa od tych zalozen zawarto
w opisach rysunkow.

Na rysunkach 5.11 i 5.12 dla przykladowych funkcji obcigzenia P(f) = 0,5sin(4f)
1 of) = 0,1+0,5sin(2¢) przedstawiono ksztalty obszardéw przyciagania, gdy czasy cat-
kowania sg odpowiednio réwne ¢, =47 1 ¢, = 77, a gestos¢ podziatu przestrzeni fazowe;
wynosi 51x51. Rysunki 5.13 i 5.14 przedstawiaja obszary przyciagania przy obciaze-
niach i czasach catkowania jak na rys. 5.11 1 5.12 , z tym jednak, ze w tych przypad-
kach gestos$é podziahu byta wigksza i wynosita 101x101. Nalezy jasno powiedzieé, ze
o ile analizujac uktady autonomiczne mamy pewna dowolnos¢ doboru czasu catkowa-
nia ¢, o tyle w analizie uktadéw nieautonomicznych, periodycznych, czas catkowania
1. musi by¢ tak dobrany, aby po jego uplywie zmienne w czasie wspotczynniki uktadu
rownan byly identyczne z ich wartoéciami na poczatku procesu calkowania. Jest to
oczywisty warunek mozliwos$ci stosowania procedury metody odwzorowywania mig-
dzy celami w analizie uktadow nieautonomicznych. Na rysunku 5.15 pokazano obszar
przyciagania przy o(t) = 0,5sin(47) i P(¢f) = 0,5sin(4¢) w analizie nieliniowej, a na rys.
5.16 ten sam obszar wyznaczony po prostym zlinearyzowaniu uktadu réwnan (5.14).
Poréwnanie tych dwoch rysunkow wskazuje na istotny wplyw (zaréwno jakosciowy
jak i ilo$ciowy) linearyzacji nieliniowego ukladu réwnan na otrzymywane rezultaty.
Na rysunku 5.17 przedstawiono obszar przyciagania, gdy P(f) = 0,5sin(4?) i () =
0,3+0,5sin(4¢), co w poréwnaniu z rys 5.12 daje poglad na mozliwy wptyw parame-
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Rys. 5.11. Obszar przyciagania przy P(£)=0,5sin(4¢), o(z)= 0,1+0,5sin(4¢), ;=4 i podziale 51x51
Fig. 5.11. Domain of attraction for P()=0.5sin(4£), a(#)= 0.1+0.5sin(4?), 7=4m and division 51x51
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Rys. 5.12. Obszar przyciagania przy P(t)=0,5sin(4¢), o(f)= 0,1+0,5sin(4f), t=77 i podziale 51x51
Fig. 5.12. Domain of attraction for P(2)=0.5sin(4¢), o(f)= 0.1+0.5sin(4¢), =77 and division 51x51
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Rys. 5.13. Obszar przyciagania przy P(f)=0,5sin(47), oft)= 0,1+0,5sin(4¢), t,=4m i podziale 101x101
Fig. 5.13. Domain of attraction for P(£)=0.5sin(4?), o(t)= 0.1+0.5sin(47), ¢=4w and division 101x101
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Rys. 5.14. Obszar przyciagania przy P(£)=0,5sin(4%), ot)= 0,1+0,5sin(4?), 1=Tn i podziale 101x101
Fig. 5.14. Domain of attraction for P(#)=0.5sin(4t), a(t)= 0.1+0.5sin(47), t=7n and division 101x101
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Rys. 5.15. Obszar przyciagania przy P()=0,5sin(47) i a(f)= 0,5sin(4¢) nieliniowego ukiadu réwnan (5.14)

Fig. 5.15. Domain of attraction for P(2)=0.5sin(4¢) and ()= 0.5sin(47) for nonlinear system
of equations (5.14)
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Rys. 5.16. Obszar przyciagania przy P(f)=0,5sin(4¢) i oft)= 0,5sin(4f) zlinearyzowanego
ukladu réwnan (5.14)

Fig. 5.16. Domain of attraction for P(f)=0.5sin(4z) and a(f)= 0.5sin(4¢) for linearized
system of equations (5.14)
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Rys. 5.17. Obszar przyciagania przy P(#)=0,5sin(4?) i o(f)= 0,3+0,5sin(4?), t=7Tn i podziale 51x51
Fig. 5.17. Domain of attraction for P(#)=0.5sin(47), a(z)= 0.3+0.5sin(4z), t=7m and division 51x51

tréw opisujacych dynamiczny wspélczynnik $ledzenia na charakter zmian obszarow
stabilnosci badanego uktadu.

Wszystkie cele punktow rownowagi (,,P-1 motions™) pokazano na rys. 5.18, a na
rys. 5.19 r- krokowe (r = 20) obszary przyciagania dla punktow réwnowagi ruchu, ktére
naleza do grupy 3 (Hsu [5.18]) przy P(f) = 0,5sin(4¢) i o(f) = 0,3+0,5sin(4¢). Na rysun-
kach 5.20, 5.21 i 5.22 obszary przyciagania wyjatkowo przedstawiono jako miejsca
zaciemnione. Pokazano charakter zmian obszaréw przyciagania w funkcji zmian sztyw-
nodci K (K (0,1, 3,1)) przy $cisle $ledzacym obciazeniu dynamicznym P = 0,5sin(4¢)
(rys. 5.20) oraz zmian parametru y okreslajacego amplitudg czgéci dynamicznej sztyw-
noci K =1 + ysin(124), y €(-2,2) (rys. 5.21) i K = 1+ ysin(41) (rys. 5.22) przy
$cisle $§ledzacym obciazeniu P = sin(4f).

5.4. Nieliniowy model o dwéch stopniach swobody

Rozpatrzmy nieliniowy model wahadta o dwoch stopniach swobody pokazany na
rys. 5.1b. W matematycznym modelu tego zadania przedstawionego w punkcie 4.4 pracy
z uwagi na uwzglednienie w tym rozdziale dynamicznego charakteru parametru $le-
dzenia, prostej modyfikacji ulega jedynie formuta wyrazajaca przyrost pracy obciaze-
nia zewngtrznego (), na wariacjach przemieszczenn wspdirzednych uogélnionych dg;
1 wyraza si¢ jako
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Rys. 5.18. Wszystkie cele rownowagi (P-1) przy P(£)=0,5sin(4f), o(f)= 0,3+0,5sin(41), t=7n
i podziale 51x51

Fig. 5.18. All equilibrium cells (P-1) for P(#)=0.5sin(4¢), o(t)= 0.3+0.5sin(44), ¢=7m and division 51x51

x2
0.25 2.
0.125 :
0.00000 :
-0.125 ~
-0.25 #
x1

025 -0.125 0.00000 0.125 0.25

Rys. 5.19. r-krokowy obszar przyciagania (» = 20) do P-1 cel, ktére naleza do grupy 3 przy
P(H)=0,5sin(41), a(t)= 0,3+0,5sin(4¢), t=7= i podziale 51x51

Fig. 5.19. r-step domains of attraction (» =20) for P-1 motion which belong to group 3 for
P(1)=0.5sin(44), o()= 0.3+0.5sin(4¢), t=7n and division 5151

102



Rys. 5.20. Zalezno$é obszaréw przyciagania od parametru sztywnosci K przy o=1 1 P(%)

=0,5sin(4¢)
Fig. 5.20. Dependence of the domains of attraction on stiffness parameter K for o=1 and

P()=0,5sin(47)

Rys. 5.21. Zalezno$é obszarow przyciagania od parametru y (K=
Fig. 5.21. Dependence of the domains of attraction on par
and P()=0.5sin(41)

I+ysin(124)) przy o=1 i P()=0,5sin(41)
ameter y(K=1+ysin(12¢)) for =1
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Rys. 5.22. Zalezno$¢ obszaréw przyciagania od parametru y (K=1+ysin(127)) przy a=1 i P=sin(4?)

Fig. 5.22. Dependence of the domains of attraction on parameter y (K=1+ysin(12¢)) for o=1
and P=sin(4?)

2,; 0,6q; = P(1)! {sin(q] )cos{oc(t)q2 ] - sin[()t(t)q2 ]cos(qI )}Bql

+ P(t)l{sin(q2 )cos[a(t)qz] - sin[oc(t)q2 ]cos(q2 )}&12 (5.15)
- c1q.15% -6 (QZ - 511 )(5q2 - 5‘11)

Formuty (4.32) 1 (5.15) bgda stanowié¢ bazg metody bezposredniej wykorzystujace;j
prawo Hamiltona, ktéra w nastgpnym punkcie postuzy do analizy stateczno$ci badane-
go uktadu z uwzglgdnieniem dynamicznego charakteru parametru §ledzenia. Zaktada-
jac, ze ¢, ic, sa parametrami wiskotycznego ttumienia, oraz wprowadzajac oznaczenia
Ve=q —¢e i Yp= (qz —e )— (ql -¢ ) , mozemy przedstawi¢ momentowe reakcje
w punktach 4 i B (rys. 5.1b) w postaci

M 7(t
T"=w+<‘>’1wi+wi+clg7(c—)—

N (5.16)
ﬂkzizwa +&WE+ W +C, _____-_qz(t) ql(t)
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glee (k“ = k, klz = 61 5 k13 = y)l (k21 = k, k22 = 62, k23 = 'y) S Charakterystykaml
wigzi sprezystych.

Definiujgc bezwymiarowe wielkosci czasu, thumienia, poziomu obciazenia i masy
odpowiednio w postaci

(=12), p=FOL ,_m

» Bi= m=
m 12 m 2 m, (5.17)
korzystajac z relacji (4.22) i (5.15) badz zapisujac dynamiczne warunki réwnowagi,
otrzymujemy nastgpujacy uktad réwnan rézniczkowych ruchu badanego uktadu

x%(7)=x,(7)

1) 4]

x4(7) (5.18)

L

W relacji (5.18) wprowadzono nastepujace oznaczenia:

1l
Ql»—l

3T

it

(7)
)

xy(7

a=1+m,
b= cos(x, - x;),
e=xsin(x - 1)+ 2(x - &)~ (xs — &)+ & (5, — &)} +¥(x, — &,
—8y(n -~ xyt o) +y(x— e —x + )
+(B + B,)x, — Byxy — psin(x, +ax;),
4=, (5.19)
e=cos(x; - x3),
f=—xsin(x, - x3) - (5, — @) + (X — ) + B (11 = € — %3 + &)’
—y(x - e =%+ &) +By(x, - x,) - psin[(1- o) |
Réwnania (5.18) przedstawiono w postaci ukfadu réwnan rézniczkowych pierw-

szego rzgdu z uwagi na mozliwos$¢ bezposredniego ich wykorzystania w zapisie stoso-
wanym w metodzie odwzorowywania migdzy celami. Jak tatwo sprawdzi¢, réwnania
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te w szczegolnych przypadkach mozna sprowadzi¢ do tych, ktére migdzy innymi otrzy-
mali 1 stosowali w swoich pracach Jin 1 Matsuzaki [4.39], Kounadis [4.40, 4.41 1 4.42]
i Kounadis, Avraam i Mallis [4.43].

5.5. Analiza numeryczna ukladu o dwach stopniach swobody

Na og6t analiza uktadow nieliniowych nie daje mozliwos$ci prostego wyznaczenia
ich obszardéw stabilnosci. W pierwszej czgéci tego punktu przedstawiono trajektorie
ruchu i portrety fazowe zachowania si¢ wahadta przy zadanych parametrach i warun-
kach poczatkowych ruchu. W tym przypadku wykorzystano metodg bezposérednia ba-
zujaca na prawie Hamiltona. W cz¢$ci drugiej punktu pokazano rezultaty analizy do-
konanej metoda odwzorowywania migdzy celami w wybranych obszarach przestrzeni
fazowych.

W analizie numerycznej uktadu o dwdch stopniach swobody bazujacej na metodzie
bezposredniej skoncentrowano si¢ glownie na szukaniu rozwigzan na granicach obsza-
réw dynamicznej niestabilnosci z uwzglednieniem dynamicznego charakteru wspot-
czynnika $ledzenia. Wyznaczanie w tym przypadku granic rezonansu parametrycznego
jest zwiagzane z pracochlonng analiza numeryczna, a granice te zarowno jako$ciowo
jak i ilosciowo silnie zalezg od matych zmian parametrow zadania. Przedstawione da-
lej wybrane rezultaty obrazuja mozliwy wpltyw zmiennego parametru $ledzenia na cha-
rakter otrzymywanych wynikéw. Konsekwentnie na wszystkich dalszych rysunkach
pokazano przebiegi zmienno$ci — w czasie ¢ odmierzanym w sekundach — wspotrzed-
nych g, i g, mierzonych w radianach (czgsci (a) rysunkéw) oraz portrety fazowe pierw-
szej (q,) 1 drugiej (g,) wspoirzgdnej uogolnionej (odpowiednio czgsci (b) i (c) rysun-
kow). Przyjgto, zem =1=k=1,6,=-2,5, 6,=-0,75,y=0,¢, = ¢,=0,05,¢,=g,~
0, a warunki poczatkowe w postaci ;o =—g,, = 0,051 ¢,y = —¢,, =0. Na rysunkach
5.23,5.24, 5.25 1 5.26 przedstawiono rozwiazania przy dynamicznie zmienne;j sile P(f)
= 0,5 + 0,5c0s(2,25¢) oraz ré6znych warto$ciach jednego z parametréw (o) opisujacych
zmienny parametr §ledzenia o(f) = 1,0 + 0,5cos(o?); podano tez rozwiazania odpowie-
dnio przy parametrze 0 =2,3,0=2,28 ,0=2,27 1 0 =2,25. Analizujac wyzsze warto-
$ci parametru o (o > 2,3), otrzymywano rozwiazania stateczne, a gdy o < 2,25, rozwia-
zania okazywaly sig niestateczne. Rozwiazania niestateczne to takie, w ktorych wzrost
przemieszczen w czasie byl nieograniczony.

Nalezy podkresli¢, ze charakter odpowiedzi uktadu moze ulec zasadniczej zmianie,
jezeli tylko zmienimy — nawet nieznacznie — warunki poczatkowe jego ruchu. W tym
sensie sposoby wykorzystujace catkowanie réwnan ruchu, przy z reguly arbitralnie do-
bieranych dyskretnych zbiorach warunkow poczatkowych, nie dostarczaja pelnej in-
formacji o statecznosci badanego uktadu. W przypadku tak prowadzonej analizy moz-
na méwic jedynie o tym, Ze odpowiedz ukladu jest stateczna badz niestateczna, przy
konkretnych warunkach poczatkowych i w skoniczonym czasie, w ktéorym dokonano
catkowania rownan ruchu. Tych niedogodnosci nie ma metoda odwzorowywania mie-
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Rys. 5.23. Wykresy g, i g, (a) w funkcji czasu ¢ oraz portrety fazowe g,
(b) i g, (c) przy P(£)=0,5 + 0,5c0s(2,25f) i t)=1 + 0,5cos(2,37)
Fig. 5.23. Diagrams ¢, and g, (a) as a function of time ¢
and phase portraits g, (b) and g, (c) for P(#)=0.5 + 0,5c0s(2.25¢)
and of7)=1 + 0.5cos(2,37)

Rys. 5.24. Wykresy ¢, i g, (a) w funkcji czasu ¢ oraz portrety fazowe g,
(b) i g, (c) przy P(2)=0,5 + 0,5¢c0s(2,257) i a)=1 + 0,5c0s(2,28%)
Fig. 5.24. Diagrams ¢, and g, (a) as a function of time ¢
and phase portraits g, (b) and g, (c) for P(£)=0.5 + 0,5c0s(2.25¢)
and o(?)=1 + 0.5c0s(2.28¢)
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Rys. 5.25. Wykresy g, i g, (a) w funkcji czasu t oraz portrety fazowe g, Rys. 5.26. Wykresy q, i ¢, (a) w funkcji czasu ¢ oraz portrety fazowe g,
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Fig. 5.25. Di.agrams g, and g, (a) as a function of time ¢ Fig. 5.26. Diagrams g, and g, (a) as a function of time ¢
and phase portraits ¢, (b) and g, (c) for P(£)=0.5 + 0.5c0s(2.257) and phase portraits g, (b) and g, (c) for P(#)=0.5 + 0.5cos(2.25¢)

and off)=1 + 0.5co0s(2.27%) and o(f)=1 + 0.5cos(2.257)



dzy celami, ktora daje mozliwos¢ obserwacji ukfadu w teoretycznie nieskoficzonym
czasie przy warunkach poczatkowych z zadanego obszaru.

Przedstawione dalej wyniki sa dwuwymiarowymi przekrojami czterowymiarowej
przestrzeni fazowej zadania. Podobnie jak w punkcie trzecim tego rozdziatu, obszary
przyciagania przedstawiano jako obszary niekropkowane; w przypadku demonstrowa-
nia grup punktow w obszarach przyciagania przedstawiono je w postaci zbioréw punk-
tow.

Na rysunkach 5.27, 5.28 1 5.29 pokazano obszary stabilnosci przy statycznym ob-
cigzeniu $ledzacym P(¢) = 1, przy r6znych parametrach §ledzenia odpowiednio i przy
a=-15, a =15, o= 25. Na rysunkach 5.30, 5.31 i 5.32 zaprezentowano mozliwy
wplyw na ksztalt obszaréw stabilnosci czgstosci zmian dynamicznego parametru $le-
dzenia odpowiednio przy a(f) = 0,8+0,8sin(4ns), o(f) = 0,8+0,8sin(8nf) i o) =
0,8+0,8sin(12mr).

Obszar przyciagania przy niezerowych wartosciach wiskotycznego thumienia (P(f) = 1,
o) = 0,81 ¢, = ¢, = 0,1) przedstawiono na rys. 5.33, arys. 5.34 i 5.35 obrazuja
r-krokowe obszary (r = 20) odpowiednio grupy 2 i 3.
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Rys. 5.27. Obszar przyciagania przy P(?)=1, a(f)=-15, x3=-0,8, x4=0 i podziale 51x51
Fig. 5.27. Domain of attraction for P(¢)=1, oft)=—15, x3= 0,8, x4=0 and division 51x51
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Rys. 5.28. Obszar przyciagania przy P(f)=1, o(?)= 15, x3=-0,8, x4=0 i podziale 51x51
Fig. 5.28. Domain of attraction for P(¢)=1, a(f)= 15, x3=—-0.8, x4=0 and division 51x51
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Rys. 5.29. Obszar przyciagania przy P($)=1, o(f)= 25, x3=-0,8, x4=0 i podziale 51x51
Fig. 5.29. Domain of attraction for P(f)=1, o(#)= 25, x3=—0.8, x4=0 and division 51x51
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Rys. 5.30. Obszar przyciagania przy P(f)=1, 0(?)=0,8+0,8sin(4n), x3=0,1, x4=0 i podziale 51x51
Fig. 5.30. Domain of attraction for P(f)=1, a(#)=0.8+0.8sin(4m), x3=0.1, x4=0 and division 51x51
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Rys. 5.31. Obszar przyciagania przy P(#)=1, a(#)=0,8+0,8sin(87), x3=0,1, x4=0 i podziale 51x51
Fig. 5.31. Domain of attraction for P(¢)=1, o(#)=0.8+0.8sin(87), x3=0.1, x4=0 and division 51x51
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Rys. 5.32. Obszar przyciagania przy P(f)=1, o(£)=0,8+0,8sin(12m), x3=0,1, x4=0 i podziale 51x51
Fig. 5.32. Domain of attraction for P(f)=1, c(#)=0.8+0.8sin(127), x3=0,1, x4=0 and division 51x51
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Rys. 5.33. Obszar przyciagania przy P(#)=1, o(#)=0,8, x3=-0,8, x4=0, c1=c2=0,1 i podziale 51x51
Fig. 5.33. Domain of attraction for P(f)=1, o(#)=0.8, x3=-0.8, x4=0, c1=c2=0.1 and division 51x51
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Rys. 5.34. r-krokowy obszar przyciagania (» = 20) ruchu, ktéry nalezy do grupy 2 przy P(1)=1,
o(H)=0,8, x3=-0,8, x4=0, c1=c2=0,1 i podziale 51x51

Fig. 5.34. r-step domains of attraction (r = 20) for motion which belong to group 2 for P(#)=1,
o()=0.8, x3=—-0.8, x4=0, c1=c2=0.1 and division 51x51
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Rys. 5.35. r-krokowy obszar przyciagania (+ = 20) ruchu, ktory nalezy do grupy 3 przy P(£)=1,
) o(1)=0,8, x3=-0,8, x4=0, c1=c2=0,1 i podziale 51x51

Fig. 5.35. r-step domains of attraction (r = 20) for motion which belong to group 3 for P()=1,
o(1)=0.8, x3=-0.8, x4=0, c1=c2=0.1 and division 51x51
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5.6. Podsumowanie

Przedstawiono wyniki analizy obszar6w rezonansu parametrycznego oraz stabilno-
sci globalnej prostych uktadow dyskretnych opisywanych liniowymi badZ nieliniowy-
mi rownaniami rézniczkowymi z periodycznie zmiennymi wspotczynnikami. Skoncen-
trowano si¢ glownie na efektach wywolanych periodycznie zmiennymi parametrami
$§ledzenia, charakteryzujacymi dziatajace na uklad statyczne badz dynamiczne obcia-
zenie niekonserwatywne.

Pokazano dwa podej$cia do analizy statecznosci tego typu uktadow. W pierwszym
z nich postuzono si¢ mozliwymi do uzyskania w analizie uktadéw liniowych $cistymi
regutami — zwykle bardzo skomplikowanymi ~ okreslajacymi granice obszarow rezo-
nansu parametrycznego. Analizujac uktady nieliniowe zastosowano metodg bezposre-
dnia, bedaca odpowiednikiem catkowania rownan ruchu przy zadanych warunkach po-
czatkowych. Te sposoby analizy umozliwity sformutowanie kilku waznych spostrze-
Zen:

* granice obszaréw rezonansu parametrycznego w sposob istotny moga zmieniac sie,
jezeli uwzglednimy dynamiczny charakter parametru §ledzenia obcigzenia niekon-
serwatywnego,

* zmiany granic rezonansu parametrycznego moga by¢ rézne w zaleznosci od tego,
ktéry z obszardow rezonansu analizujemy; zmiany te sa szczeg6lnie widoczne w ob-
szarach wyzszych,

« wplyw wiskotycznego thumienia jest podobny — powoduje migdzy innymi zawegza-
nie obszaréw rezonansu parametrycznego — jak w przypadku ukladéw bez zmien-
nych parametrow $ledzenia, i

» uwzglednienie dynamicznego charakteru parametrow $ledzenia prowadzi do posze-
rzania (destabilizacji) pierwszych obszaréw rezonansu parametrycznego wraz ze
wzrostem parametru amplitudy, -

* uwzglednienie dynamicznych parametréw $ledzenia w analizie wyzszych obszarow
rezonansu parametrycznego w pewnych zakresach jego amplitudy moze te obszary
destabilizowaé badz stabilizowaé,

* tlumienie zawsze wystepujace w ukladach rzeczywistych moze powodowaé prze-
rwanie (w zaleznosci od amplitudy parametru $ledzenia) ciaglo$ci, szczegdlnie wyz-
szych obszarow rezonansu parametrycznego uktadéow z dynamicznie zmiennymi pa-
rametrami $ledzenia; zjawiska tego nie obserwuje si¢ w podstawowych (pierwszych)
obszarach rezonansu,

+ uwzglednienie, w ukladzie z dynamicznie zmiennym parametrem $ledzenia obcia-
zenia niekonserwatywnego, prostych zalezno$ci charakterystyk sztywnos$ci od po-
ziomu dzialajacego obciazenia moze powodowac — w zaleznoéci od charakteru tej
zalezno$ci — zar6wno destabilizacjg jak i stabilizacjg¢ obszaréw rezonansu parame-
trycznego, szczegodlnie widoczna w obszarach wyzszych,
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odpowiedz uktadéw nieliniowych jest istotnie zalezna nawet od matych zmian cze-
sto$ci parametru $ledzenia, ktére moga powodowac stabilizacjg badz destabilizacje
uktadu,

w ukiadach nieliniowych mozliwa jest stabilizacja niestatecznego uktadu przez wpro-
wadzenie dynamicznie zmiennego parametru $ledzenia o §cisle okre$lonych para-
metrach.

Drugie podejscie wykorzystujace metodg odwzorowywania migdzy celami jest szcze-

gllnie uzyteczne w globalne;j analizie stabilnosci uktadéw nieliniowych. Na podstawie
przeprowadzonych testow numerycznych, z ktérych tylko cze$é pokazano w punktach
5.315.5 tego rozdzialu mozna sformutowac nastgpujace spostrzezenia:

istotniejszym — w stosunku do czasu catkowania ¢, — parametrem decydujacym
o poprawnosci uzyskiwanych rezultatow w metodzie odwzorowywania miedzy ce-
lami jest ggsto§¢ podziatu przestrzeni fazowej,

czas catkowania rownan ¢, wydaje si¢ mniej istotny, co sugeroware jest w cytowa-
nej literaturze, ale w uktadach nieautonomicznych musi by¢ kazdorazowo dobiera-
ny po zmianie postaci wspotczynnikoéw rownan jawnie zaleznych od czasu,

ksztatt i charakter obszaréw przyciagania uktadow nieliniowych i zlinearyzowanych
moga sig istotnie réznié,

wielkos¢ i ksztalt obszaréw stabilno$ci niekonserwatywnych uktadow nieliniowych
w istotny sposob zaleza od parametréw opisujacych funkcje $ledzenia off),

obszary przyciagania zalezg od poziomu obcigzenia i niekoniecznie muszg by¢ ob-
szarami jednospojnymi,

przestrzenne obszary przyciagania istotnie zalezg od parametréw obciazenia niekon-
serwatywnego,

dynamiczny parametr §ledzenia wyraznie zmienia zakres obszaréw stabilno$ci.

W rozdziale tym wykorzystano wyniki przedstawione w pracy autora [5.38].



6. ZASTOSOWANIE PAKIETU MATHEMATICA
DO FORMULOWANIA ZASAD WARIACYJNYCH
PROBLEMOW MECHANIKI
Z SITEAMI NIEKONSERWATYWNYMI

6.1. Wprowadzenie

Modele matematyczne wigkszoéci zagadnien wspotczesnej mechaniki daja sig spro-
wadza¢ do uktadow réwnan rézniczkowych, rézniczkowo-catkowych badz catkowych
opisujacych problemy brzegowo-poczatkowe. Rownania te sg najczgéciej nieliniowe,
co w praktyce oznacza, ze w przypadkach nietrywialnych z reguly nie jest mozliwe

_ uzyskanie rozwiazan analitycznych. Alternatywnym — do poszukiwania rozwigzan ana-
litycznych — sposobem rozwigzywania tego typu zagadnien (czgsto jedynie mozliwym)
jest formutowanie funkcjonatéw wariacyjnych, ktérych warunki stacjonarno$ci pro-
wadza do rownan opisujacych zagadnienia. W tym przypadku rozwiazanie sprowadza
sig¢ do poszukiwania punktéw z danej przestrzeni funkcji, w ktérych zbudowany funk-
cjonal jest stacjonarny, a otrzymane — na drodze standardowych procedur rachunku
wariacyjnego — rownania Eulera—Lagrange’a sa rownaniami zagadnienia, ktorego roz-
wigzania poszukujemy. Typowym przyktadem podejscia wariacyjnego jest zasada mi-
nimum energii potencjalnej badz energii komplementarnej. Rozwiazywanie zadan me-
chaniki bazujacych na sformulowaniach wariacyjnych ma wiele zalet. Uzycie funkcjo-
natéw wariacyjnych umozliwia skoncentrowanie w jednym wyrazeniu wszystkich skom-
plikowanych réwnan problemu, i na ogét funkcjonaly te majq okreslony sens fizyczny.
Sformulowania wariacyjne w naturalny sposob tworza bazg rozwiazan przyblizonych,
a takze umozliwiaja badanie ich stabilnoéci i jednoznacznosci. Problem istnienia i for-
mutowania zasad wariacyjnych nalezy do tak zwanych problemow odwrotnych rachunku
wariacyjnego. Nalezy podkresli¢, ze — ujmujac rzecz chronologicznie — pierwotnym
opisem probleméw brzegowo-poczatkowych mechaniki sg uktady réwnan, na bazie
ktorych mozna budowac opis zagadnienia w postaci zasady wariacyjne;j.

Szczegblng rolg wsrdd problemdéw mechaniki odgrywaja tutaj omawiane zagadnie-
nia z sitami niekonserwatywnymi. W zagadnieniach mechaniki z sitami niekonserwa-
tywnymi formulowanie zasad wariacyjnych jest — z uwagi na niepotencjalno$é wyste-
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pujacych oddziatywan — szczegolnie istotne i trudne, o czym $wiadczy fakt, ze do nie-
dawna problem ten nie mial sformutowanego ogélnego rozwiazania zar6wno w zakre-
sie istnienia odpowiednich funkcjonatéw, jak i sposoboéw ich budowania.

Celem rozdziahu jest krytyczny przeglad metod stosowanych w sformutowaniach
wariacyjnych liniowych i nieliniowych zagadnief mechaniki z sitami niekonserwatyw-
nymi oraz pokazanie — na przykifadzie procedur napisanych w jezyku symbolicznym —
skutecznos$ci pakietu Mathematica w okreslaniu potencjalno$ci operatora zagadnienia
i formutowaniu funkcjonatéw bazujacych na metodzie dolaczania, do operatora pod-
stawowego, operatora sprzgzonego do pochodnej Frecheta operatora wyj$ciowego.

W punkcie drugim rozdziatu przeprowadzono probe klasyfikacji rozwiazan stoso-
wanych przy formulowaniu funkcjonatéw w zadaniach mechaniki z sitami niekonser-
watywnymi; w punkcie trzecim przedstawiono krétkie wprowadzenie do podstawowej
wiedzy z zakresu rozwiazan bazujacych na dotaczaniu operatora sprzezonego; w punkcie
czwartym pokazano procedury napisane w jezyku pakietu Mathematica, ktére w sposéb
zasadniczy pozwalaja uprosci¢ Zzmudne i nie zawsze proste operacje niezbedne
w badaniu potencjalno$ci operatora zagadnienia oraz budowaniu operatoréw sprzezo-
nych, a w punkcie piatym zademonstrowano — na wybranych przyktadach — funkcjo-
nowanie tych procedur.

6.2. Metody budowania funkcjonalow
w zagadnieniach niekonserwatywnych

Na poczatku nalezy podkresli¢, ze przedstawiony w tym punkcie przeglad wybra-
nych prac ma stuzy¢ pokazaniu podstawowych sposobow konstruowania funkcjona-
téw wariacyjnych jedynie w zagadnieniach z sitami niepotencjalnymi. Obszerny prze-
glad literatury w zakresie szeroko pojgtej analizy funkcjonalnej 1 metod wariacyjnych
mozna znalez¢ migdzy innymi w pracach Goldsteinea [4.12], Washizu [2.7], Odena
i Reddy [6.1], Masona [6.2] i Reddy [6.3]. W celu usystematyzowania omawianych
prac zdecydowano si¢ na przyjecie podziatu zasad wariacyjnych na trzy podstawowe
grupy w zalezno$ci od wzajemnej relacji rownan Eulera—Lagrange’a funkcjonatu i row-
nan problemu, ktérego zasady wariacyjnej poszukujemy. Do pierwszej grupy nalezy
zaliczy¢ zasady wariacyjne (tak zwane zasady potencjalne), ktérych warunki stacjo-
narno$ci odpowiadaja wprost rownaniom zagadnienia. Grupg drugg tworza takie sfor-
mulowania wariacyjne (tak zwane alternatywne zasady potencjalne), ktérych rowna-
nia Eulera—Lagrange’a sa pewng transformacja rownan wyjsciowych problemu. Trze-
cig grupg zasad wariacyjnych stanowia zasady (tak zwane zlozone zasady potencjal-
ne), w ktorych oprdcz oryginalnych zmiennych problemu wystgpuja zmienne do nich
sprzezone, a punkty stacjonarnosci funkcjonalow tej grupy daja réwnania problemu
wyj$ciowego 1 problemu do niego sprzgzonego. Propozycje takiego podzialu zasad wa-
riacyjnych mozna znalez¢ w pracy Athertona i Homsy’ego [6.4] i — jak si¢ wydaje —
podziat ten pozwala w pelni klasyfikowa¢ — migdzy innymi — proponowane w literatu-
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rze sposoby budowania funkcjonatéw probleméw z sitami niekonserwatywnymi. Pierw-
sza z wymienionych grup rozwiazan — w innej klasyfikacji — nalezy zaliczy¢ do zasad
wariacyjnych w sensie $cistym (variational formulation in the restricted sense), a gru-
pe druga i trzecia do zasad wariacyjnych w sensie rozszerzonym (variational formula-
tion in the extended sense).

Do niedawna metoda prob i blgdow byta stosowana jako sposob poszukiwania sfor-
mutowan wariacyjnych zarowno w problemach fizyki, jak i problemach szeroko pojg-
tej inzynierii. Tym samym formutowanie funkcjonatéw réznych zagadnien bylo swego
rodzaju sztuka. Poszukiwania te polegaly glownie na dokonywaniu pewnych transfor-
macji na réwnaniach wyjsciowych zagadnienia i probach budowania funkcjonatow,
ktorych roéwnania Fulera-Lagrange’a odpowiadatyby tym przetransformowanym row-
naniom. Jak latwo si¢ domysli¢, taki spos6b formutowania, a raczej zgadywania funk-
cjonaléw, w og6lnosci nie moze by¢ akceptowany, cho¢ w wielu waznych zagadnie-
niach doprcwadzit do sukcesu. Ogélne rozwigzanie problemu budowania funkcjona-
ow liniowych problem6w brzegowych przedstawit Magri [6.5], uogdlniajac w tym za-
kresie wcze$niejsza prace Tontiego [6.6]. Zaproponowane rozwiazanie polega na ta-
kim doborze formy biliniowej rozwiazywanego zadania, wzgledem ktorej liniowy ope-
rator problemu — niesymetryczny wzgledem zwykle uzywanych form biliniowych —
staje sie symetryczny. Sposob ten jest rtOwnowazny pewnej transformacji operatora wyj-
$ciowego, ktora powoduje, ze operator ten staje si¢ symetryczny wzglgdem danej for-
my biliniowej 1 w tym sensie moze by¢ zaliczany do drugiej grupy wczesniej przyjetej
klasyfikacji sposobow formutowania zasad wariacyjnych. W szczegélnym przypadku
podejécie to jest rtownowazne metodzie zaproponowanej przez Gurtina [6.7]. Magri
wykazat, ze kazdy operator liniowy ma nieskonczenie wiele form biliniowych, wzgle-
dem ktorych jest symetryczny. W swych pracach Tonti [6.8, 6.9] pokazal, ze dla kaz-
dego liniowego czy nieliniowego problemu, przy zalozeniu istnienia jednoznacznego
rozwiazania, mozna znalez¢ wiele funkcjonatow, ktérych minimum jest rozwiazaniem
problemu. Funkcjonaly te mozna otrzymac transformujac réwnania problemu za po-
moca pewnego operatora calkowego, ktory rézniczkowe sformutowanie problemu prze-
prowadza w sformulowanie catkowo-rézniczkowe. Jak wynika z powyzszego, ten spo-
sOb rozwiazania nalezy zaliczy¢ do drugiej grupy rozwiazan w przyjetej klasyfikacji.
W problemach mechaniki, w ktorych wystgpuja sity niekonserwatywne — a wigc w kla-
sycznych problemach niesamosprzezonych (non-self-adjoint problems) — nie mozna
w og6lnosci znalez¢ funkcjonalow, ktdre nalezalyby do pierwszej grupy przyjgtej kla-
syfikacji. Dalej cytowane prace — z uwagi na zastosowany sposéb podejscia — mie-
szcza si¢ zatem w drugiej lub trzeciej grupie tej klasyfikacji. Podejmowano wiele prob
mniej lub bardziej ogélnego formutowania zasad wariacyjnych do analizy uktaddéw
z silami niekonserwatywnymi badZ niepotencjalnymi prawami konstytutywnymi.
W dalszym ciagu pokrotce zostana omowione wybrane, reprezentatywne prace z tego
zakresu, na 0ogot — o ile bgdzie to mozliwe — chronologicznie.

Prasad i Herrmann wykorzystujac koncepcjg operatora sprzgzonego w liniowych
problemach brzegowych wykazali, ze wartosSci wiasne problemu wyjsciowego i do niego
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sprzgzonego sa identyczne [6.10, 6.11]. Poszukiwanie warto$ci wlasnych problemu nie-
samosprzgzonego moze by¢ wigc rozwiazywane przez formutowanie funkcjonatéw, je-
zeli zostanie uzyta koncepcja problemu sprzgzonego. Pomyst wykorzystania w anali-
zie uktadéw niesamosprzezonych uktadéw do nich sprzezonych pochodzi z pracy Mor-
se’a i Feshbacha [6.12]; migdzy innymi Chandrasekhar by} jednym z pierwszych, ktorzy
zastosowali t¢ ideg do analizy probleméw stabilnosci w hydrodynamice [6.13]. Wspo-
mniane wyzej prace Prasada i Herrmanna wykorzystuja podej$cie wariacyjne, ktére
nalezy zaliczyé do trzeciej grupy przyjetej klasyfikacji. Finlayson jako pierwszy za-
proponowal uogélnienie metody dofaczania operatora sprzezonego na zadania nieli-
niowe 1 niekonserwatywne [6.14]. W swych pracach Anderson, wprowadzajac problem
brzegowy sprzgzony do problemu oryginalnego, formutuje zasade wariacyjna, ktéra
nazywa uogdlniong forma zasady Hamiltona [6.15, 6.16, 6.17]. Punkt stacjonarny tak
przyjetej zasady wariacyjnej dostarcza réwnan problemu analizowanego i problemu
do niego sprzgzonego, co w szczegblnosci pozwala na zastosowanie metody Ritza do
szukania rozwiazan przyblizonych takiej kombinacji zadan. Podejécie to Anderson
wykorzystal do analizy zadan niekonserwatywnych opisanych rézniczkowymi opera-
torami liniowymi, w ktérych szczeg6lna uwagg zwrécit na istotg thumienia i wystepo-
wanie problemu dualno$ci w tego typu zadaniach. Podejscie zastosowane w pracach
Andersona jest typowym przykladem zloZzonych zasad wariacyjnych grupy trzeciej przy-
jetej klasyfikacji. Leipholz do prostych, liniowych rownan rézniczkowych czastkowych
opisujacych zagadnienia utraty statecznosci przez dywergencje ukiadéw poddanych
dziataniu sit niekonserwatywnych formuhuje pojgcie uktadéw pierwszego i drugiego
rodzaju [1.8]. Rozwazania sa prowadzone przy zatozeniu stacjonarno$ci rozwigzan oraz
przy zalozeniu, ze skladowe operatory rézniczkowe po zmiennej przestrzennej sg sa-
mosprz¢zone (w przypadku uktadow pierwszego rodzaju) badz sg operatorem dotgczo-
nym (adjoint to the given operator) (w przypadku uktadéw drugiego rodzaju) przy za-
danych warunkach brzegowych. Przyjmujac powyzsze zalozenia pokazano, ze w ukla-
dach pierwszego rodzaju (energy-functional) jest zachowywana energia, a w uktadach
drugiego rodzaju jest zachowywana inna wielko$¢, ktora w ogéInosci nie musi mieé
interpretacji czysto fizycznej. Z uwagi na sposob definicji uktadéw drugiego rodzaju
pracg tg nalezy zaliczy¢ do jednej z pierwszych, w ktorych podjeto probeg rozwiazania
problemu istnienia funkcjonatéw w ukladach z sitami niekonserwatywnymi i wyko-
rzystania ich do szukania pierwszego obciazenia krytycznego. Pokazany sposéb for-
mutowania funkcjonatu poprzez pewna (znang) transformacj¢ nalezy zaliczy¢ do dru-
giej grupy metod budowania funkcjonatéw. Funkcjonowanie takiego podejscia poka-
zano — migdzy innymi — na przyktadach, w ktdrych poszukiwano (przy arbitralnie za-
danej transformacji) pierwszych obciazen krytycznych preta Pfliigera i problemu Gre-
enhilla. Szczeg6lna role w analizie uktadéw z sitami niekonserwatywnymi odgrywaja
prace, ktorych podstawe stanowia zasada badz prawo Hamiltona; zagadnienia te szcze-
gotowo omoéwiono w rozdziale czwartym. Ztozone wariacyjne sformutowania wypro-
wadzone na podstawie uogolnionej zasady prac przygotowanych sg podstawa formu-
fowania rozwigzan w pracach Wu [6.18, 6.19, 6.20, 6.21, 6.22], w ktérych analizowa-
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no wiele probleméw uktadéw liniowych z sitami niekonserwatywnymi. Migdzy inny-
mi badano istote r6znych modeli thumienia w uktadach niekonserwatywnych i zbiez-
no$¢ proceséw numerycznych z uwagi na aproksymacje naturalnych warunkow brze-
gowych. Wu wykorzystat ztozone wariacyjne sformutowania jako bazy sformutowania
metody elementéw skonczonych w zadaniach mechaniki z sitami niekonserwatywny-
mi. Leipholz uogélniajac wyniki swych poprzednich prac formuluje pojgcie systemu
konserwatywnego trzeciego rodzaju w ukladach opisywanych liniowymi réwnaniami
rézniczkowymi [6.23]. W systemie konserwatywnym trzeciego rodzaju uogélniony funk-
cjonat energii jest funkcjonatem biliniowym, co uogélnia pojgcie systemoéw konserwa-
tywnych drugiego rodzaju, ktorych funkcjonat jest funkcjonatem kwadratowym i tym
samym obejmuje jedynie systemy, w ktorych utrata stateczno$ci nastgpuje przez dy-
wergencje¢. Uogdlnienie funkcjonatu energii (przez odpowiednio dobrang transfor-
macje) pozwala analizowa¢ uklady, ktore traca statecznos¢ przez flatter, a takze umoz-
liwia uogélnienie zasady Hamiltona. Podejscie to w petni miesci si¢ w drugiej grupie
mozliwych sposobow formutowania funkcjonatéw w zagadnieniach mechaniki. W tej
pracy Leipholz nie podaje sposobu konstruowania transformacji, lecz ogranicza sie do
stwierdzenia, ze operator tej transformacji [6.23, 5.260] ,,... must be properly chosen
according to the problem under consideration”. Leipholz wprowadzajac pojecia ilo-
czynu semi-skalarnego w miejsce klasycznego iloczynu skalarnego oraz pojgcie meta-
energii formutuje — przy ostrych zatozeniach na wprowadzany operator transformacji
— zasade wariacyjna w uktadach niekonserwatywnych, zastepujaca klasyczne sformu-
towanie zasady Hamiltona [1.9]. Bazujac na tym podej$ciu pokazano rozwigzanie za-
dania Becka, choé i tu niezbedny w analizie operator transformacji zostat dobrany ar-
bitralnie. Formalnie (oprocz postaci transformacji konkretnego réwnania rézniczko-
wego opisujacego problem Becka) jedyna propozycja drogi szukania postaci koniecz-
nej w tym podej$ciu transformacji jest zawarta w zdaniu [1.9, s.612]: ”’In fact, it shall
be shown subsequently that a non-conservative system can be made symmetric in
a certain sense and may thus become ,,conservative in a higher sense” if subjected to
certain suitable transformations”. Powotujac si¢ na swoje poprzednie prace Leipholz
pokazuje dwa sposoby formulowania funkcjonaléw w liniowych problemach brzego-
wych mechaniki z sitami §ledzacymi [1.10]. Pierwszy z nich polega na pewnych uo-
golnieniach lagranzianu i hamiltonianu przez ich modyfikacjg uwzglgdniajaca problem
dotaczony. To podejscie nalezy zaliczy¢ do trzeciej grupy zaproponowanej klasyfika-
cji zasad wariacyjnych. Drugi sposéb wykorzystuje pojgcie uogdlnionego samosprzg-
zenia i formalnie odpowiada poszukiwaniu funkcjonaléw problemu, ktéry jest trans-
formacja zadania wyjsciowego, a wigc jest klasycznym przyktadem drugiej grupy pizy-
jetej klasyfikacji. W tej pracy takze nie podano ogolnego sposobu budowania operato-
ra transformacji. Leipholz stwierdza, ze uklad zfozony z réwnan problemu i réwnan do
nich sprzgzonych ma niezmienny w czasie funkcjonat i dlatego jest zachowawczy
w uogdlnionym sensie [6.24]. Taki funkcjonat moze by¢ podstawa stosowania metod
bezposrednich w analizie ukladéw z sitami niekonserwatywnymi. Jest to ponownie w
pracach Leipholza proponowane podejscie do rozwiazywania tego typu problemow,
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ktore nalezy do trzeciej z wyzej opisanych mozliwych drég budowania funkcjonatéw
— w tym wypadku w ukladach liniowych. Telega [6.25] pokazal, ze podej$cie Magrie-
g0 [6.5] (wazne tylko w przypadku operatoréw liniowych) polegajace na odpowiednim
doborze formy biliniowej mozna uogolni¢ na niektére operatory nieliniowe. Telega wy-
kazal, ze uktad dwoch sprzgzonych réwnan operatorowych skladajacy sie z danego,
nieliniowego réwnania problemu wyjsciowego i réwnania sprzezonego do pochodnej
Frecheta tego rownania, jest uktadem potencjalnym. Zastosowane w tej pracy sposoby
rozwigzan nalezy zaliczy¢ do drugiej (uogdlnienie prac Magriego) i trzeciej grupy spo-
sob6w budowania zasad wariacyjnych. Metodg dofaczania operatora sprzezonego wy-
korzystal Telega do systematycznego poszukiwania zasad wariacyjnych, ktére mozna
zastosowaé w niektérych zagadnieniach plastyczno$ci [6.26]. W pracach Gatki i Tele-
gi metodg dotaczania operatora sprzezonego z powodzeniem zastosowano do ogolne-
go rozwiazania zagadnien spreZystych z uwzglgdnieniem sit masowych i powierzch-
niowych zaleznych od zmian konfiguracji [6.27, 6.28]. Podejécie to, zaliczane do trze-
ciej grupy sformutowan wariacyjnych, pozwolilo autorom na sformutowanie odpowie-
dnikéw zasad wariacyjnych Hu-Washizu i Hellingera—Reissnera oraz odpowiednik6w
funkcjonaléw energii potencjalnej i komplementarnej z uwzglednieniem obcigzenia $le-
dzacego. W pracach Papastavridisa zasadg Hamiltona przy klasycznych warunkach sta-
cjonarno$ci wykorzystano do badania statecznosci rownowagi liniowych uktadéw cyr-
kulacyjnych [6.29, 6.30]. Problem stabilnosci ukfadéw parametrycznych na przykia-
dzie klasycznego réwnania Mathieu rozwiazuje Papastavridis [6.31] metoda bezposre-
dnig bazujaca na zasadzie Hamiltona, cho¢ w tym przypadku nalezaloby méwié o za-
sadzie Maupertuis, a nie o zasadzie Hamiltona, w ktérej — jak wiadomo — czas nie
podlega wariacji. W pracy Alliney i Tralliego [6.32] wykorzystujac tak zwane waria-
cyjne sformulowanie w sensie szerszym polegajace na transformacji operatora wyj-
sciowego (a wige stosujac sposob z drugiej grupy metod budowania zasad wariacyj-
nych) pokazano rozwiazania problemu geometrycznie nieliniowego zachowania sie
wiotkiego wspornika pod dziataniem obcigzenia §ledzacego. Gatka i Telega [6.33] wy-
korzystujac metode¢ dotaczania operatora sprz¢zonego do nieliniowego problemu spre-
zysto$ci wyprowadzili dwie zasady wariacyjne, w ktorych zar6wno réwnanie konsty-
tutywne jak i obcigzenie moga by¢ niepotencjalne. W pracy tej zwrdcono uwagg na to,
ze metoda dotaczania operatora sprzgzonego wydaje sie by¢ najprostsza metoda budo-
wania funkcjonaléw sprgzystosci, przynajmniej z teoretycznego punktu widzenia.
W roku 1992 Marmo de Oliveira i Boruszewski przedstawili uogélniona zasad¢ waria-
cyjng wazna w uktadach nieliniowych i niekonserwatywnych [6.34]. Praca ta jest proba
pewnego uogoélnienia rozwiazan proponowanych znacznie wezesniej przez cytowanych
tutaj polskich autorow Telegg i Galkg, ktorych dorobku w tym zakresie niestety nie
uwzgledniono. Zaproponowano ogoélny sposéb budowania funkcjonatow, ktorych punkty
stacjonarne daja rOwnania problemu wyj$ciowego, rownania problemu sprzgzonego do
pochodnej Frecheta operatora wyjSciowego i réwnania operatorowe taczace przestrze-
nie sprzgzone. Mozna powiedzieé, Ze jest to przyktad budowy funkcjonaléw zagadnien
z sitami niekonserwatywnymi z zakresu trzeciej grupy przyjgtej na poczatku klasyfika-
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cji. Ostatnio Guran i Plaut wykorzystali operator sprzgzony do liniowego operatora
opisujacego drgania elastycznego rurociagu z przeptywajaca ciecza do znalezienia funk-
cjonatu wariacyjnego, ktory oczywiscie nalezy do klasy ztoZonych zasad wariacyjnych
[6.35].

Z przedstawionych wybranych pozycji literatury traktujacych o formulowaniu za-
sad wariacyjnych probleméw mechaniki z uwzglgdnieniem obciazen niepotencjalnych
wynika, ze wiekszo$¢ autoréw podejmowata probg rozwiazywania tego typu proble-
mow przy uzyciu ztozonych zasad wariacyjnych. Taki sposéb formutowania zasad wa-
riacyjnych, cho¢ prowadzi z reguty do zadan podwdjnie rozbudowanych (punkty sta-
cjonarnos$ci funkcjonatéw dostarczajg jednocze$nie roéwnan problemu i réwnan do
nich sprzgzonych), to jednak zawsze — zaréwno do operatoréw liniowych 1 nielinio-
wych — pozwala na konsekwentne budowanie funkcjonatu (Atherton 1 Homsy [6.4],
Gatka i Telega [6.33], Marmo de Oliveira i Boruszewski [6.34]). Cho¢ we wspomina-
nej juz pracy Tonti stwierdza [6.6, s.357]: ,,Then the method of adding the adjoint equ-
ation inaugurated by Morse and Feshbach has no more reason to be used”, to jednak
metoda doboru formy biliniowej, wzgledem ktérej operator jest potencjalny, nie znala-
zta szerokiego, praktycznego zastosowania. Tonti podat sp6jna matematycznie metodg
budowania funkcjonatéw kazdego operatora nieliniowego bazujaca na doborze tzw.
,operatora catkowego” przy zatoZeniu, Ze operatory te maja rozwigzania i rozwigzania
te sa jednoznaczne [6.9]. W stosowaniu zaproponowanego przez Tontiego podejscia
pojawiaja si¢ powazne trudnosci zwigzane z praktycznym doborem operatora catko-
wego. Jak si¢ wydaje, trudno jest mowic o tym, ze istnieje generalna metoda konstruo-
wania tego typu operatoréw, o czym wspominano we wczesniejszej pracy Tontiego [6.8]
(s.1445). Na mozliwe — daleko idace — konsekwencje zatozenia przez Tontiego jedno-
znaczno$ci rozwiazania zwracaja uwage Galka i Telega, stwierdzajac, ze: ,,The varia-
tional method proposed by Tonti (1984) requires that a solution be unique and hence is
very restrictive since in the case of non-linear elasticity uniquenees is an exception and
not a rule” [6.33, s. 3-13]. Zatozenie przez Tontiego istnienia rozwiazania choé z punktu
fizycznego wydaje si¢ oczywiste, to jednak w pewien sposob zaweza znaczenie na tej
bazie skonstruowanego funkcjonatu, ktéry w ogélniejszym ujgciu moze by¢ podstawa
dowodu, ze dany problem brzegowy jest rozwigzywalny (Marmo de Oliveira i Boru-
szewski [6.34]).

W dalszej czgsci pracy — po pewnych uwagach wstepnych- skoncentrowano sie wy-
acznie na pokazaniu mozliwosci pakietu przeksztalcen symbolicznych Mathematica
w identyfikacji problem6w niesamosprzezonych i realizacji (w tego typu zagadnieniach)
wybranych etapéw budowy funkcjonatéw bazujacych na metodzie dodawania opera-
tora sprzgzonego do pochodnej Frecheta operatora wyjSciowego.
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6.3. Krotki opis metody dodawania operatora sprzezonego

W punkcie tym, po krétkim — wykorzystujacym dostgpna literature przedmiotu —
wprowadzeniu podstawowych pojeé, przedstawiono (w ujeciu operatorowym) idee
metody dotaczania operatora sprz¢zonego w zagadnieniach nieliniowych i niepoten-
cjalnych.

Przyjmijmy, ze N jest niekoniecznie liniowym operatorem dziatajacym na elementy
u przestrzeni U (ue U: D(N)—R(N)) majacym swoje odwzorowanie w przestrzeni V'
(N(u): D(N)—R(N)). Przez D i R oznaczono odpowiednio dziedzine i przeciwdziedzi-
ng operatora N. Na przestrzeniach Ui ¥ ktore sg rzeczywistymi przestrzeniami Bana-
cha, okreslona jest niezdegenerowana forma dwuliniowa (. , .) separujaca te przestrze-
nie (Oden i Reddy [6.1], Mason [6.2], Reddy [6.3], Tonti [6.6, 6.9], Telega [6.25]).
Zal6zmy, ze operator N w kazdym punkcie ma pochodna Frecheta (tak zwana staba
pochodna) N’(u): U—V, ktéra jest liniowa i ciagla ze wzgledu na % (he U, u+he D(N))
(Telega [6.25], Tapia [6.36], Nashed [6.37]) -

N(u+h)— N(u)=dN[u,h]+ Rlu,h] (6.1)
gdzie

IRU. Rl —0, jezeli |[pAf, -0 (6.2)

ey

a czgsto spotykanym — uzasadnionym z uwagi na wspomniana liniowo$¢ — zapisem
dNTu,h], ktora jest rozniczka Frecheta operatora N w kierunku 4, jest
dN[u,h] = N’(u)h (6.3)
Jak zwykle, operator sprzgzony do danego operatora definiujemy korzystajac z przy-
jetej formy dwuliniowej; operator sprzg¢zony liniowego operatora pochodnej Frecheta
N’(u) oznaczamy przez [N’(1)]” i definiujemy jako

(o' @) ) = ([N @] ) (64)

Jednoczesnie przyjmujemy, ze operator N jest potencjalny wzgledem formy dwuli-
niowej wtedy i tylko wtedy, gdy

{hy,N' ) )= (h,N'W) b, ue D(N), by,h, €U (6.5)

Warunek (6.5) Nashed nazywa warunkiem symetrii Kernera [6.37]. Jak wida¢, to
czy operator N jest potencjalny zalezy od wyboru formy biliniowej, co — jak juz wspo-
mniano — Magri [6.5], a pdZniej Telega [6.25] wykorzystali do budowania funkcjona-
t6w operatoréw liniowych i niektorych nieliniowych. Jezeli operator N jest potencjal-
ny wzgledem wybranej formy dwuliniowej, to funkcjonal f'ma posta¢ (Vainberg [6.38])
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1
S @)= £ )+ [{u—w, N[y +su—w)])ds 6.6)
0

gdzie u, jest ustalonym elementem D(N).

Jak widaé z relacji (6.4) i (6.5), operator N jest potencjalny wzgledem przyjetej
formy dwuliniowej, jezeli N’(u) = [N’ (u)]". Cytowana wyzej ksiazka Veinberga, prze-
thumaczona na jezyk angielski w 1964 r., jest podstawa wigkszosci wspolczesnych sfor-
mutowan metod wariacyjnych operatoréw nieliniowych.

Przyjmijmy, ze problem ktérego zasady wariacyjnej poszukujemy, jest dany rowna-
niem operatorowym

Nwy=f (6.7)

Rozpatrzmy sytuacjg, w ktorej operator N nie spelnia warunku (6.5), a wigc jest

operatorem niepotencjalnym (niesamosprze¢zonym) wzgledem wyspecyfikowanej for-

my dwuliniowej. Z taka sytuacja mamy do czynienia zawsze wtedy, gdy w uktadzie

uwzgledniamy istnienie sit niepotencjalnych. Zbudujemy uktad sprz¢zonych réwnan
operatorowych (Telega [6.25])

Nw=f
gdzie Y = [g, fl € V®V jest dane, X = [u, v] € D(N)®U, a g jest tak dobrane, aby
zapewni¢ istnienie v pod warunkiem, Ze u jest rozwiazaniem (6.7). Okazuje si¢ (Finla-
yson [6.14], Telega [6.25, 6.26], Gatka i Telega {6.27, 6.28, 6.33]), ze tak skonstruo-
wany operator N jest potencjalny, a funkcjonatl, ktérego punkt stacjonarnosci generuje
oba réwnania uktadu (6.8) ma postaé (Telega [6.25])

F[u, v]=<v, N(u))—(u, g)—(v,f) (6.9)

Operator N’(X) spelnia warunki symetrii Kernera, jeéli istnieje druga, ciagta po-
chodna Frecheta operatora N oraz istnieje [N’ (u)]” przy ue D(N). Nalezy podkresli¢, ze
w pokazanym wyzej sposobie konstruowania operatora J, ktéry umozliwia napisanie
zasady wariacyjnej (6.9), dodawane rownanie w postaci operatora sprzgzonego do po-
chodnej Frecheta operatora wyjsciowego na ogét nie ma interpretacji fizyczne;j. Jest to
pewna niedogodnos¢ tego podejscia, cho¢ w niektorych przypadkach mozna sig poku-
si¢ o interpretacjg fizyczna dotaczanego rownania. Na niedogodnos$¢ metody taczenia
problemu wyjSciowego i zadania do niego sprz¢zonego zwrocit po raz pierwszy uwage
Schechter [6.39].

W punkcie tym pokazano jedynie szkic postgpowania, ktore w kazdym przypadku
daje mozliwo$¢ napisania zasady wariacyjnej nieliniowego, niepotencjalnego réwna-
nia operatorowego. Nie byto celem autora przedstawienie rozumowania wyczerpuja-
cego z matematycznego punktu widzenia, ktére mozna znalez¢ w wielu cytowanych

NX)=Y & {[N'(”)]'v —8 (6.8)
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pracach, lecz jedynie pokazanie elementéw procesu budowania funkcjonatéw, ktore
czesciowo lub w cato$ci mozna tworzy¢ przy uzyciu wspdtczesnych narzedzi przeksztat-
cen symbolicznych. Mozliwosci wykonania takich operacji daje miedzy innymi wyko-
rzystywany w tej pracy pakiet Mathematica.

6.4. Procedury symboliczne w jezyku pakietu Mathematica

W ztozonych problemach poczatkowo-brzegowych mechaniki opisywanych wielo-
ma skomplikowanymi réwnaniami proces stwierdzenia, czy operator jest potencjalny
czy niepotencjalny, cho¢ z czysto formalnego, matematycznego punktu widzenia pro-
sty, w praktyce jest jednak operacja zmudna i czasochlonng z duza potencjalna mozli-
woscig popetniania pomylek. Funkcja prowadzenia analitycznych operacji na dowol-
nie skomplikowanych wyrazeniach, ktéra oferuje pakiet Mathematica [6.40] pozwala
w sposob wrecz natychmiastowy na wykonanie identyfikacji charakteru operatora.
W punkcie tym przedstawiono: dwa warianty procedur umozliwiajacych obliczanie po-
chodnej Frecheta dowolnych uktadéw réwnan rézniczkowych, procedure do genero-
wania operatora sprzgzonego oraz kilka procedur pomocniczych. Procedury te odgry-
wajg podstawowa rolg w identyfikacji potencjalno$ci operatora, ktérego sformutowa-
nia wariacyjnego poszukujemy. Sa one takze niezbgdne do stwierdzania poprawnosci
funkcjonowania zasady wariacyjnej na podstawie analizy rownan okreslajacych punkt
stacjonarnosci zasady (6.8) i poréwnania ich z formalnie przeprowadzonym wyprowa-
dzeniem operatora zadania sprzezonego. Podobnie jak w rozdziale drugim procedury
nie przedstawiono w zwartej formie, co umozliwia tatwa, ewentualng ingerencje w jej
strukturg czytelnikom nie programujacym w systemie Mathematica.

Procedura frechet{f ,v_,dv_] stuzy do obliczania pochodnej Frecheta z dowolne;j
listy funkcji fw punkcie v (danym przez wyspecyfikowane funkcje) na kierunku dv
wyznaczonym przez dane funkcje. Z uwagi na specyfikg dziatania programu Mathe-
matica lista f (w tej wersji procedury) wymaga wczeéniejszego przygotowania, pole-
gajacego na zamianie wystgpujacych w niej operatoréw pochodnej (D albo Derivati-
ve) przez inny operator (oznaczony przez dd) . Taka transformacja, ktéra mozna wyko-
na¢ na wszystkich (r) lub wybranych (dir) sktadnikach listy (r) zawierajacych pochod-
ne (odpowiednio procedurami defallfr_] i defdir[r_,dir_] ) pozwala na swobodne prze-
prowadzanie operacji na funkcjach poddanych rézniczkowaniu. Operacje te nie sa moz-
liwe przy zachowaniu tradycyjnej (w pakiecie Mathematica) formy zapisu elementéw
zawierajacych operatory rézniczkowania (Wolfram [2.16], Maeder [2.17]). Przyjeto
zasadg, ze funkcje wystepujace w liScie f— skracajac zapis — sa zapisywane z pominie-
ciem argumentow, ktore jawnie specyfikuje si¢ w listach v 1 dv.

frechet[f ,v_,dv_]: = Module[{hh,ff tt},

(*Obliczanie pochodnej Frecheta z operatora- listy (f) funkcji (v) w kierunku (dv) *)

hh = Table[Head[v[[i]]]->Vv[[i]]+eps*dv[[i]] {i,Length[v]}];

Jf=fl.hhdd[r ,{c_}]: = D[rc];
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tt = D[ff,eps]/.eps->0,ClearAll[dd]; tt]

defalllr ]: = Module[{wyn},

(* Zamiana operatora D na dd wszystkich funkcji pod operatorem D *)
Derivative[t _J[f J[var _]: = dd[f,MapThread[{#1,#2}&,
Partition[{var,t},Length[{var,t}]/2]]];wyn = r;
Clear[Derivative];wyn]

defdir[r_,dir_]: = Module[{wyn},

(* Zamiana operatora D na dd funkcji ze zbioru dir pod operatorem D *)
Derivativeft _J[f ][var__]: = dd[f MapThread[{#1 #2}&,
Partition[{var,t}, Length[{vart}]/2]]]/;

MemberQ[dir,f];wyn = r;Clear[Derivative];wyn]

Powrotna zamiane przyjetego oznaczenia (dd) operacji rézniczkowania (w cztero-
wymiarowej czasoprzestrzeni) na tradycyjna umozliwia procedura undefJr _J.

undeflr_J: = Module[{wyn},

(* Powrotna zamiana operatora dd na operator D — patrz: defall i defdir *)
ddfu_,v_]: = Derivative[v[[1,2]]][u]
[v[[1,1]]]/;Length[v] = = I,

ddfu_,v_]: = Derivative[v[[1,2]]v[[2,2]]][u]
MI[L1]]v[(2,1]]]/;Length[v] = = 2;

ddfu_,v_]: = Derivative[v[[1,2]],v[[2,2]],v[[3,2]]][v]
MI[L1I]V[[2,1]],v[[3.1]]]/; Length[v] = = 3;
ddfu_,v_]: = Derivative[v[[1,2]]v[[2,2]],v[[3,2]],
v{[4,2]]][w] [V[[1,1]].v[[2,1]].v[[3.1]],
v[{4,1]]]/;Lengthfv] = = 4,

wyn =r; ddfu_ v ] =.; wyn]

Alternatywa procedury frechet[f ,v_,dv_] jest procedura frechetl[f ,v_,dv_], ktore]
efektem dzialania jest pochodna Frecheta z listy funkcji f'w punkcie v i na kierunku dv,
pod warunkiem, ze na f wykonano operacj¢ HoldForm w celu pozostawienia fw for-
mie nieprzeksztatconej.

frechetl[f ,v_,dv_]: = Module[{hh,[f eps},

(* Obliczanie pochodnej Frecheta z operatora-listy (f)//HoldForm; funkcje (v);

kierunek (dv) *)

hh = TablefHead[v[[i]]]->v[[i]]+eps*dv[[i]] {i,Length[v]}];

[ff = f/.D->dd//ReleaseHold; ff = ff/.hh/.dd->D;

Dfffeps]/.eps->0]

Procedura conjugfa_.*dd[u_,v_]] oblicza operator formalnie sprzgzony do danego,
po wczesniejszej (podobnie jak w przypadku procedury frechet/...]) zamianie formy
zapisu operatora rézniczkowania. Przyjgto, ze funkcje sprzezone do danych sa wyroz-
niane przez dodanie w ich nazwie zapisu [CON] ( u[x,y]->u[CON][x,y] ).
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conjugla_.*ddfu_,v_]]: = Module[{aa,l,uu,pp,ppp},
(* Obliczanie operatora sprzezonego (_)[CON]J/...] wyraze postaci a_.*dd[...] *)
[ = Length[v];uu = u;aa = a;
pp: =uuv[[11]]]/;l ==1;
pp: = wu[v[[LI]]v[[2,1]]]/;] = = 2;
pp: = wu[v[[L1]]V[[2,1]].v[[3,1]]]/;] = = 3;
pp: = uu[V[[L1]]V[[2,1]]V[[3,1]]v[[4,1]]]/;] = =
ppp: = pp/uu->uuf[CON];aa = aa*ppp;
Dofaa = D[aa,{v[[i,1]].v[[1.2]]}].{i1}];
(-1)"Sum[v[[1,2]],{i,1}] *aa]

Nalezy podkresli¢, ze procedura conjugf...] generuje operator formalnie sprzezony
do danego; z uwagi na mozliwa duza réznorodno$¢ warunkéw brzegowych, warunki
brzegowe zadania sprzgZonego nalezy wyznaczaé¢ indywidualnie. W nastgpnym punk-
cie pokazano funkcjonowanie przytoczonych procedur na przyktadzie problemu Bous-
sinesqa 1 belki Timoshenki pod dzialariem roztozonego, osiowego obcigzenia niekon-
serwatywnego.

6.5. Przyklady funkcjonowania procedur symbolicznych

W punkcie tym pokazano przykladowe wyniki przebiegu trzech sesji programu Ma-
thematica. W pierwszej z nich na elementarnym, cho¢ nie trywialnym przyktadzie za-
demonstrowano pelny przebieg dziatania przytoczonych w punkcie 6.4 procedur.
W drugiej sesji pokazano analiz¢ potencjalnosci rownania Boussinesga w granicznym
przypadku nieskonczonej liczby Prandtla (Atherton i Homsy [6.4]) oraz wyznaczono
operator sprzgzony do pochodnej Frecheta operatora wyjsciowego. W trzecim przy-
ktadzie analizowano ogélng postaé operatora rOwnania opisujacego drgania poprzecz-
ne belki Timoshenki spoczywajacej na dwuparametrowym podiozu spr¢zystym i pod-
danej dziataniu osiowego, roztozonego obciazenia nickonserwatywnego.

Przyjmijmy, ze dana jest lista demo, ktorej elementy s3 dobrane arbitralnie i uszere-
gowane w zaleznosci od stopnia ich komplikacji. Przebieg krétkiej sesji w pakiecie
Mathematica, ktora pokazuje funkcjonowanie przedstawionych procedur, przedstawiono
w zataczniku B.

Rownanie Boussinesqa w granicznym przypadku nieskoniczonej liczby Prandtla
mozna przedstawié w postaci

d%x, _duy _
dx;dx; dx

d%u, _duy _
dx;dx; dx,
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(6.10)

8u5+ui8u5_ 9% us 0
at dx; dx;dx;

Réwnania te mozna przedstawi¢ w postaci listy bouss, a nastgpnie sprawdzi¢, czy
tworza one uktad potencjalny i wyznaczy¢ operator sprzgzony do pochodnej Frecheta.
Stosowne obliczenia symboliczne przedstawiono w zataczniku B.

Jak do$é tatwo zauwazy¢ na bazie Out[8] z zatacznika B, operator dany réwnania-
mi (6.10) nie jest potencjalny N’(u) # [N’(u)]". Przedstawione w zalaczniku operacje
moga by¢ ujete w jedna procedurg, ale tutaj zdecydowano sig na ich prezentacjg
w takiej formie, ktora wydaje sig bardziej czytelna.

Przyktadem operatora opisujacego zagadnienie z sitami niekonserwatywnymi niech
bedzie réwnanie liniowych drgaf poprzecznych pryzmatycznej belki Timoshenki (Ba-
nerjee i Williams [6.41], Lee i Yang [6.42], Chung, Joo i Kim [6.43]) spoczywajace]
na dwuparametrowym podiozu sprgzystym, ktorego reakcja R(x,1) = R w(x,7) —
2C w”(x,1). Zatozmy, ze belka jest obciazona jedynie dowolnie roztozonym niekon-
serwatywnym obcigzeniem osiowym p(x,f). Obciazenie poprzeczne (g(x,?)) belki gene-
rowane niekonserwatywnym zachowaniem sig obciazenia p(x,f) w ogolnej postaci mozna
przedstawié jako q(x,7) = f{p(x,£),w(x,1),0(x, 1)). Przyjmujac prosta posta¢ funkcji f: g(x,?)
= o, )p(x, H)w’ (x, 1) 1 rozpatrujac rtownowagg wyodrgbnionego elementu belki dx, otrzy-
mujemy — uwzgledniajac odksztatcalno$é postaciows i bezwladno$§¢ obrotowa — row-
nanie czastkowe opisujace drgania poprzeczne belki Timoshenki

2w dtw 9w 0? adw
@y +a +a, +ay : o(x,1) p(x,1)—

3w 8[ Bw} d%w
= P
x

gdzie przez P oznaczono sitg osiowa. W rownaniu tym podkreslono te (dodatkowe)
cztony, ktore wynikaja z uwzglednienia niekonserwatywnego charakteru obciazenia
osiowego. Przez a;, (i = 0,1,2,...,7) oznaczono odpowiednio:
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ay=E(I+2C,c), ay=-pc(2 C,+EA), a,=p°cA, ay=—Ec
(6.12)
a;=pc, as=—(EcR, +2C,) ag= p(ch +A), a;=R,

gdzie c= ELS :
GA

W zafaczniku B — wykorzystujac napisane procedury symboliczne — pokazano, ze
operator réwnania (6.11) nie jest operatorem potencjalnym.

Jezeli usuniemy podkreslone cztony réwnania (6.11), ktére zwiazane sa z niekon-
serwatywnym charakterem obciazenia, to oczywiscie operator rwnania okaze sig ope-
ratorem samosprz¢zonym.

Wykorzystujac relacje (6.9) (przy zalozeniu, ze f'= g = 0) w sposob elementarny
mozna zbudowa¢ funkcjonat, ktérego punkt stacjonarnosci generuje rOwnanie wyjsciowe
1 dodatkowe réwnanie ze zmienna sprzg¢zong. Poprawnos¢ takiego sformutowania mozna
fatwo sprawdzi¢, korzystajac ze standardowego pakietu programu Mathematica (Cal-
culus "VariationalMethods*), ktory umozliwia — migdzy innymi — generowanie rownan
Eulera-Lagrange’a danego funkcjonatu (zmienng sprzg¢zong dw[CON](x,f) oznaczono
przez v(x,f)). Przyktad takiego sprawdzenia pokazano w zataczniku B.

Jak wida¢, rownanie z Out[3] trzeciej sesji przedstawionej w zataczniku B jest iden-
tyczne z tym, ktére otrzymano generujac operator sprzgzony do pochodnej Frecheta
operatora rownania (6.11). Tym samym otrzymany uktad rdwnan ma postaé uktadu
sprzezonych réwnan operatorowych (6.8).

Nalezy podkresli¢, ze tutaj dyskutowano jedynie (stosownic do uwagi na temat wa-
runkdéw brzegowych z punktu poprzedniego rozdziatu) charakter samego operatora za-
gadnienia. O tym, czy dany problem poczatkowo-brzegowy jest potencjalny decyduje
analiza zagadnienia oraz warunkow poczatkowych i brzegowych jednoczesnie. Oczy-
wiScie potencjalnos¢ operatora nie oznacza, ze problem brzegowy jest potencjalny (np.
klasyczne zadanie Becka (Leipholz [1.11])). Nie powoduje wigkszych trudnosci anali-
za — przy uzyciu pakietu Mathematica — konkretnie danego problemu brzegowego, za-
rowno w zakresie identyfikacji warunkéw brzegowych problemu sprzezonego jak i ge-
neracji odpowiedniego funkcjonahu, cho¢ uogélnienie tego typu postgpowania na do-
wolne zagadnienie poczatkowo-brzegowe wydaje si¢ jeszcze bardzo skomplikowane.
Wygenerowany funkcjonat moze stanowi¢ podstawe stosowania r6znego rodzaju me-
tod bezposrednich, a w szczegdlnym przypadku moze stuzy¢ do symbolicznej genera-
cji macierzy sztywnos$ci w sformutowaniach metody elementow skonczonych. Wedtug
rozeznania autora, jest to jedna z pierwszych prob stosowania rachunku symboliczne-
go na tym etapie formulowania problemu. Zwykle rachunek symboliczny w szeroko
pojetej inzynierii (Baltzer [6.44]) wykorzystywano do generacji macierzy sztywnosci
w metodach elementéw skonczonych (np. Noor i Anderson [6.45], Kikuchi [2.14],
Chang, Tan, Zheng 1 Yuan [6.46], Yagawa, Ye i1 Yoshimura [6.47], Nagabhushanam,
Srinivas 1 Gaonkar [2.15], Ioakimidis [6.48]) badz w rozwiazywaniu konkretnych pro-
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bleméw mechaniki (np. Fabunmi i Chang [6.49], Choi i Namura [6.50], Ioakimidis
[6.51], Toakimidis 1 Anastasselou [6.52]).

6.6. Podsumowanie

Problem budowania funkcjonatéw zagadnien nieliniowych i niepotencjalnych me-
chaniki — jak pokazano na przykladach z literatury — ma zawsze (przynajmniej teore-
tycznie) rozwigzanie. Istniejace dwie metody budowania funkcjonatéw tego typu za-
gadnien — w swych ostatecznych formach — przedstawiono w pracy Tontiego [6.9] (me-
toda transformacji operatora wyjsciowego) 1 pracach Telegi [6.25] oraz Gatki 1 Telegi
[6.27, 6.28, 6.33], a pdzniej w pracy Marmo de Oliveira i Boruszewskiego [6.34] (me-
toda dotaczania operatora sprz¢zonego). Maja one zalety i wady, o ktérych wspomnia-
no w punkcie drugim rozdziatu. Metoda dotaczania operatora sprzgzonego, cho¢ przez
wprowadzanie dodatkowych (pomocniczych) pél niewiadomych zwigksza rozmiar za-
dania, to jednak wydaje sig by¢ bardziej uzyteczng w rekach nie matematykow. W roz-
dziale — korzystajac z metody dotaczania operatora sprz¢zonego jako podstawy formu-
lowania zasad wariacyjnych — pokazano, jak wspolczesne narzgdzia przeksztalcen sym-
bolicznych moga automatyzowac, a niejednokrotnie w ogole umozliwi¢ budowanie funk-
cjonatéw skomplikowanych zagadnien mechaniki stanowiacych podstawg wszelkich
metod przyblizonych. W tym celu napisano kilka krotkich procedur w jezyku pakietu
Mathematica, ktore testowano na problemach mechaniki opisywanych réwnaniami r6z-
niczkowymi. Procedury te umozliwiaja stwierdzenie ewentualnej potencjalno$ci ope-
ratora wzgledem przyjetej formy biliniowe;j, a takze ulatwiajg realizacjg¢ wybranych,
czesto zmudnych 1 czasochtonnych etapéw budowania funkcjonatow i sprawdzania po-
prawnosci ich sformutowan. Podanych rozwigzan nie nalezy traktowac jako gotowych
do natychmiastowego uzytku w kazdych warunkach, lecz jako punkt wyjscia do wia-
snych eksperymentéw. Jest to — w rozeznaniu autora — pierwsza proba zastosowania
narzedzi przeksztalcen symbolicznych do rozwiazywania tego typu zagadnien. Jak sig
wydaje, ze wzgledu na olbrzymia roznorodno$é wystepujacych w mechanice zagadnien
nie jest jeszcze mozliwe zbudowanie jednolitego systemu symbolicznie generujacego
zasady wariacyjne kazdego problemu. W rozdziale tym pokazano prébg czgsciowego
rozwiazania tego zadania przy uzyciu wspanialego narzgdzia, jakim jest pakiet Mathe-
matica.



ZALACZNIK A

Elementy korekcyjnej macierzy obciazen danej relacja (2.10)

[0 0 ¢,/2 0 q,l/12 0
00 0 -7¢1/20 0 0
w |00 0 0 0 0
K=l 0 o 0 0 0
00 0 0 0 0
00 0 -g/*/20 0 0]
[0 0 —q,/2 0 —q,l/12 0]
00 0 —3¢1/20 0 0
00 0 0 0 0
kj; =
00 0 0 0 0
00 0 0 0 0
00 0  —gl*/30 0 0
0 0 ¢,/2 0 —-q,l/12 0
00 0 —3q1/20 0 0
e |00 0 0 0 0
57000 0 0 0 0
00 0 0 0 0
| 0 0 gl*/30 0 0]
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0 0 —q,/2 0 g,1712 0
00 0 —7g1/20 0 0
e |00 0 0 0 0
“Tloo o 0 0 0
00 0 0 0 0
00 0 g1 /20 0 0]

Elementy korekcyjnej macierzy obciazen przy stalym obciazeniu g, i liniowo zmien-
nym parametrze $ledzenia ox)=ex + e,

[0 0 (2¢ +5e,4,)/10 0 (—e) +5e,)q,1/60 0]
00 0 — (5e, +21e, )q,1/ 60 0 0
. |00 0 0 0 0
"0 0 0 0 0 0
00 0 0 0 0
00 0 — (&1 +3ey)q,1% 1 60 0 0
(0 0 —(2¢ +5e,)q, /10 0 — (e, +5e,)q,1/60 0]
0 0 0 —(4e, +9e,)q,1/ 60 0 0
0 0 0 0 0 0
kK2=lo o 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0
00 0 — (€1 +2e;)q,1% 1 60 0 0
[0 0 (3¢, +5e,)q, /10 0 —(4e, +5e,)q,1/60 0]
0 0 0 —(5e; +9¢,)q,1/ 60 0 0
. 10 0 0 0 0 0
B0 0 0 0 0 0
00 0 0 0 0
0 0 0 (e +2¢;)q,1” /60 0 0
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[0 0 —(3¢, +5e,)q, /10 0 (6e; +5e,)q,1/60 0]
0 0 0 —(16e1+2162)qzl/60 0 0
. |00 0 0 0 0
“=lo 0 0 0 0 0
00 0 0 0 0
0 0 0 (2e, +3e,)q,1% 1 60 0 0]

Elementy macierzy korekcyjnej obciazen przy q,=qx+q,1 (x)=1

(0 0 g,/5+q,/2 0 —(g,—5g,)1/60 0]

0 0 0 —(5q1+21g,)1/60 0 0
e |00 0 0 0 0
o o 0 0 0 0

10 0 0 0 0 0

00 0 —(q1+34,)* 160 0 0]

[0 0 —¢,/5~¢g,/2 0 —(q: +54,)1/60 0]

0 0 0 —(4q1+9q2)l/60 0 0
e [0 0 0 0 0 0
2710 0 0 0 0 0

00 0 0 0 0

0 0 0 —(q1+24,)1% /60 0 0]

[0 0 34,/10+4g,/2 0 —(4g, +5q,)1/60 0]

00 0 — (5, +94, )1/ 60 0 0
e |00 0 0 0 0
370 0 0 0 0 0

00 0 0 0 0

0 0 0 (g1 +24,)1% /60 0 0]
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nc _
kt4 -

S O O O O O

0 -3g,/10-¢q,/2

S O O O o

0

0
0
0
0

- (16g; +21q, )1/ 60

(2q, +3g,)1* / 60

0

0
0
0

(69, +5g,)1/60 0]

Elementy korekcyjnej macierzy obciazen danej relacja (2.13)

0

0

e |0
ke = 0
0

0

)

0

knzucz = 0
0

0

K

0

0

ke = >
A3 0
0

0
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0

TA%,q, 120
1q, 120

0
0
0

0

33,;’)42 /20
3q,/20

0

0

31%,q, /20
3q, /20

0
0

o O O O o O

O O O O O O

O O O O o O

0
~24,q,1/20
~q,1/20
0
0
0

0
),;’yqzl/?’o
g.1/30
0
0
0

0
~A,q,1/30
—q,1/30
0
0
0

S O O O O O

S O O O O

SO O O O O O

S O O O O




[0 0 0 0 0 0

0 0 7A%q,/20 0 A%4,1/20 0
e |0 0 7,720 0 g,1/20 0
K =

0 0 0 0 0 0

0 0 0 0 0 0

00 0 0 0 0]

ne

i : g Lnc gnc pnc ;o
Postacie macierzy korekcyjnych K.k, Ko, 1 K5,

B (3%,_1 20, 1+9u, —9u, ) /(30%1) 0
0 - (1 60,, +50, )qz / 60
gre = 0 - (16¢x’_ +59, )zgzqz /60
0 0
0 0
I 0 0

0
~(20,, +0, )a.1/60
~ (20, +9, }A%.4,1/60

(20, + 9, 25

<

SO O o o o o
o O O O © ©
S O O O o o
oS O O



9.~ 9,,1- ¢, 1+12u, 124, }/(60*1) 0

0 —(4¢x +5¢x )qz /60

- (4., +50,, ) 4. /60
0

0
0

oS ne

K2 =

o O o ©

)qzl /60
Al q,1/60

(9, +9,
(9%, +9:,

-

v

yZ

o 0o 0o o o o

o o0 o o o
o o 0o o o o
ooo

0.~ 9,1~ 9, 1 +12u, ~12u, )/ (60*1) 0
L ~(50,, +49., Ja. / 60
- (58, +46, Ja, 1 60
0

0
0

s e

Kz =

o O O O

<

q,1/60
q,1/60

(4
Se—

- (‘Pxi ‘Px
- (‘Pxi + ¢x

2

'z

O O O o O O
S O O ©O O O

S O O © O O
S O oo .
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qz(— 20,1+ 3¢, 1+9u, —%u, ) /(30%1) 0
0 —(5¢x, +169, )qz/60
e 0 - (50, +160, )A%.9. /60
0 0
0 0
L 0 0
00 0 0 7
070 0 (9, +9, Ja.l/60
000 (¢ +9, );L‘;zqzl/éo
000 0
0 0 0 0
00 0 0 |




ZAYACZNIK B

Przebieg krotkiej sesji w pakiecie Mathematica, ktéra pokazuje funkcjonowanie
przedstawionych w punkcie 6.4 procedur na przyktadzie listy demo, ktorej elementy
dobrano arbitralnie 1 uszeregowano w zaleznosci od stopnia ich komplikacji.

Infl]:=

demo={u"2,Dv{x,y], {x,2},{%,3}1.D[u[x,y}, {5,1}]*Sin[u*v]};
In[2]:=

demol=defall[demo]
Outf2]:=

{v?, dd[v, {{x, 2}, {y, 3}}], dd[u, {{x, 0}, {y, 1}}] Sin[u v]}
Inf3]:=

res1=frechet[demo]l, {u[x,y],v[x,y1}, {du[x,y],dv[x,y]}]
Out[3]:=

{2 dulx, y] u[x, y], dv®? [x, y], Sin[u[x, y] v[x, y]] du®D [x, y] +

Cos[u[x, y] vIx, ylI*(dvix, yl ulx, y] + du[x, y] v[x, y]) u @V [x, y]}
In[4]:=

dir={du,dv};
In[5]:=

res2=defdir[res1,dir]

Out[5]:=
{2 dulx, y] u[x, y], dd[dv, {{x, 2}, {y, 3}}],
dd[du, {{x, 0}, {y, 1}}] Sin[u[x, y] v[x, y]] + Cos[u[x, y] v[x, y]] *
(dv[x, y] ulx, y] + dufx, y] v[x, y]) u®D [x, y]}

In[6]:=
res2/.a_.*dd[u_,v_]:>conjug[a*dd[u,v]]

Out[6]:=
{2 du[x, y] u[x, y], -(dv[CON])@? [, y], Cos[u[x, y] v[x, y]] *
(dv[x, y] ux, y] + du[x, y] v[x, y]) u®D [x, y]- Cos[u[x, y] v[x, y]} *
du[CON][x, y] (V[x, y] u®D [x, y] + u[x, y] vOD [x, y])-
Sin[u[x, y] v[x, yI] (du[CON])®D [x, y]}
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Przebieg sesji, w ktorej analizuje sig¢ rownania Boussinesqa w granicznym przypad-
ku nieskonczonej liczby Prandtla (lista bouss) w zakresie sprawdzenia ich potencjal-
noSci i wyznaczania operatora sprz¢zonego do pochodnej Frecheta.

In[l]:=

bouss={ {Sum[D[u[1], {x[i],2}],{i,3}]-D[u[4].x[1]]},

{Sum[D[u2],{x[i],2}],{i,3}]-D[u[4],x[2]]},

{Sum([D[u[3],{x[i],2}1,{i,3}]-D[u[4]x[3]]+r*u[5]},

{D[u[1],x[1]]+D[u[2],x[2]]+D[u[31,x[3]1},

{Suml[u[i]*D[u[5],x[i]],{i,3}]- Sum[D[u[5],{x[i],2}1,{i,3}1+D[u[5],t]} }//
HoldForm;

In[2]:=
dir={du[1][x[1],x[2],x[3],t],du[2][x[1],x[2],x[3],t],du[3][x[1],x[2],x[3].t],
du[4](x[1],x[2],x[3],t],du[5][x[1],x[2],x[3],t]};

Inf3]:=
dirl={du[1],du[2],du[3],du[4],du[5]};

In[d]:=
war=Table[dir[[1]]->(dir[[i]}/.Head[dir[[i]]]->Head[dir[[i]]][CON]),
{i,Length[dir]}];

In[5]:=
res1=frechet1[bouss, {u[1][x[1],x[2],x[3],t],
u[2][x[1],x[2],x[3],t],ul3][x[1],x[2],x[3],t],
u[4][x[1],x[2],x[3],tLu[S][x[1],x[2],x[3],t]} ,dir]

Out[5]:=
{{(du[1]) @020 [x[1], x[2], x[3], t] + (du[1])O>09 [x[1], x[2], x[3], 1] -
(du[4])"009) [x[1], x[2], x[3], t] + (du[1]))®®09 [x[1], x[2], x[3], t]},
{(du[2])®020) [x[1], x[2], x[3], t] - (du[4])@109 [x[1], x[2], x[3], ] +
(du[2])©@209) [x[1], x[2], x[3], t] + (du[2])®%09 [x[1], x[2], x[3], t1},

{r du[S][x[1], x[2], x[31, t] - (du[4])@%19 [x[1], x[2], x[3], {] +
(du[3])©020) [x[1], x[2], x[3], t] + (du[3]))®200 [x[1], x[2], x[3], ] +
(du[3])@000) [x[1], x[2], x[3], t1}, {(du[3]))®%10 [x[1], x[2], x[3], ] +
(du[2])®100) [x[1], x[2], x[3], t] + (du[1]))T009 [x[1], x[2], x[3], ]},
{(Qu[sSH©OOD [x[1], x[2], x[3], t] + u[3][x[1], x[2], x[3], t] *

(du[5]) @010 [x[17, x[2], x[3], t] + du[3][x[1], x[2], x[3], t] *
(u[51)@010 [x[1], x[2], x[3], 1] -

(du[5])0020 [x[1], x[2], x[3], t] + u[2]{x[1], x[2], x[3], t] *
(du[5])@100 [x[17], x[2], x[3], t] + du[2][x[1], x[2], x[3], t] *
(u[5])@100 [x[1], x[2], x[3], t] - (du[5])200 [x[1], x[2], x[3], t] +
u[1][x[1], x[2], x[3], t] *(du[5])-%09 [x[1], x[2], x[3], t] +
du[1][x[1], x[2], x[3], t] *(u[5]))"000) [x[1], x[2], X[3], t] -
(du[5])@000) [x[1], x[2], x[3], t1}}

Inf[6]:=
res2=defdir[res1,dir1];
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In[7]:=
res3=res2/.a_.*dd[u_,v_}:>conjug[a*dd[u,v]];

In[8]:=
res3/.war

Out[8]:=
{{(du[1][CON])®020 [x[1], x[2], X[3], t] +
(du[1][CON])®>%0) [x[1], x[2], x[3], t] +
(du[4][CONDI-000 [x[1], x[2], x[3], t] +
(du[1][CON])@*09 [x[1], x[2], x[3], t]},
{(du[2][CONT)®20) [x[1], x[2], x[3], t] +
(du[4][CONT)@L00) [x[1], x[2], x[3], t] +
(duf[2][CON]D)©209) [x[1], x[2], x[3], t] +
(du[2][CON])@*09 [x[1], x[2], x[3], t]},
{(du[4][CON])@OLO) [x[1], x[2], x[3], t] +
(duf3][CON]D)@020 [x[1], x[2], x[3], t] +
(du[3][COND®20.0) [x[1], x[2], x[3], t] +
(du[3][CONDEO00 [x[1], x[2], x[3], t] +
r du[5)[CON][x[1], x[2], x[3], t]}, {-(du[3][COND@*19 [x[1], x[2], x[3], 1] -
(duf[2][CON]):L00) [x[1], x[2], x[3], ] -
(du[1][CON])-009 [x[1], x[2], x[3], 1]},
{-(du[S][COND)©@2D [x[1], x[2], x[3], t] - u[3](x[1], x[2], x[3], t] *
(du[S]J[COND@LO [x[1], x[2], x[3], 1] -
(duf5][CON])@020) [x[1], x[2], x[3], 1] -
u[2][x[13, x[2], x[3], t] *(du[5][CON])®-00 [x[1], x[2], x[3], 1] -
(du[5][CONT)©@200) [x[1], x[2], x[3], t] - u[1][x[1], x[2], x[3], t] *
(du[S][COND-000) [x[1], x[2], x[3], t] -
(du[5][CONDE000) [x[1], x[2], x[3], t] +
(u[5PE-009 [x[1], x[2], x[3], ] *du[1][CONI[x[1], x[2], x[3], t] +
(u[5)@100) [x[1], x[2], x[3], t] *du[2][CONI][x[1], x[2], x[3], t] +
(u[5])@010 [x[1], x[2], x[3], t] *du[3][CON][x[1], x[2], x[3], 1] -
(u[3])©010 [x[1], x[2], x[3], t] *du[S][CON][x[1], x[2], x[3], t] -
(u[2])©109 [x[1], x[2], x[3], ] *du[S})[CON][x[1], x[2], x[3]}, t] -
(u[ 111009 [x[1], x[2], x[3], t] *du[S][CON][x[1], x[2], x[3], ]} }

Analiza potencjalnosci operatora danego réwnaniem 6.11 (lista timobeam).

In[1]:=
timobeam={a0*D[w, {x,4}]+al*D[w,{x,2},{t,2} ]+
a2*D[w,{t,4}]+a3*D[alf[x,t]*q[x,t]*D[w,x], {x,2} ]+
a4*D[alfx,t]*q[x,t]*D[w,x],{t,2} ] +a5*D[w, {x,2} ]+
D[n[x,t]*D[w,x],x]+a6*D[w, {t,2} ]+
alf[x,t]*q[x,t]*D[w,x]+a7*w==0}//HoldForm;

Inf2]:=
dir={dw[x,t]};

140



In[3]:=
resl=frechetl[timobeam, {w[x,t]}, {dw[x,t]}];

In[4]:=
res2=defdir[res1,{dw}];

In[5]:=
res3=res2/.a_.*dd[u_,v_]:>conjug[a*dd[u,v]];

In[6]:=
war=Table[dir[[1]]->(dir[[i]}/ Head[dir[[i]]]->
Head[dir[[i]]][CONY]), {i,Length[dir]}];

In[7]:=
res3/.war

Out[7]:=
{a7*dw[CON][x, t] + a6*(dw[CON])®-D)[x, t] + a2*(dw[CON])*9[x, t] -
q[x, t]*dw[CON][x, t]*alf(:9[x, t] - alf[x, t]*dw[CON][x, t]*q-9[x, t] -
alffx, t]*q[x, t]*(dw[CON]):0[x, t] + n-O[x, t]*(dw[CON])-O[x, t] +
ad*(~(q[x, t]*(dw[CON]OD[x, t]*alfL0[x, t]) - alf[x, t]*
(dw[CON])*2[x, t]*q("9[x, t] - alfx, t]*q[x, t]*(dw[CON])I[x, t]) +
a5*(dw[CON])@O[x, t] + n[x, t]*(dw[CON])@9[x, t] +
al*(dw[CON])@2)[x, t] + a3*(-(q[x, t]*alf-O[x, t]*(dw[CON])@O)[x, t]) -
alf[x, t]*q(L9[x, t]*(dw[CON])@O)[x, 1] - alfx, t]*q[x, t]*
(dw[CON])GI[x, t]) + a0*(dw[CON])@O[x, t] = 0}

Sprawdzenie poprawnosci generowania operatora sprz¢zonego przy uzyciu standar-
dowych pakietow pakietu Mathematica.

In[l]:=
<<Calculus*VariationalMethods*

Inf2]:=
timeq=EulerEquations[v[x,t]*(a0*D[w[x,t], {x,4}]+al *D[w[x,t], {x,2},{t,2} ]+
a2*D[w[x,t], {t,4} ]+a3*D[alf]x,t]*q[x,t]*D[w[x,t],x], {x,2} ]+
a4*D[alf[x,t]*q[x,t]*D[w[x,t],x], {t,2} ]+a5*D[w[x,t], {x,2} ]+
D[n[x,t]*D[w[x,t],x],x]+a6*D[w[x,t],{t,2} ]+
alf[x,t]*q[x,t]*D[w[x,t],x]+a7*w[x,t]), {w[x,t],v[x,t]}, {x,t} ];

Inf3]:=
timeq[[1]]

Out[3]:=
a7*v[x, t] + a6*v(0A[x, t] + a2*vO0A[x, t] - q[x, t]*v[x, t]*alf.O[x, t] -
ad*q[x, t]*vOI[x, t]*alfLO[x, t] - alf]x, t]*v[x, t]*q*O[x, t] -
ad*alflx, t]*vOD[x, t]*q-0[x, t] - alfx, t]*q[x, tJ*vO[x, t] +
n@Ofx, t]*v0[x, t] - ad*alf]x, t]*q[x, t]*v(L2)[x, t] +
aS*v&O)[x, t] + n[x, t]*v®0[x, t] - a3*q[x, t]*alfLO[x, t]*vZ0)[x, t] -
a3*alffx, t]*q(L0[x, t]*v@Ox, t] + al*v2)[x, t] -
a3*alf[x, t]*q[x, t] *v®O[x, t] + a0*v*O[x, t] == 0
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Nonconservative forces in the mechanics of rod structures

Some problems of mechanics that are fundamental mainly in the analysis of stability of rod
structures under stationary nonconservative loading of circular type and nonstationary
nonconservative loading have been presented. In chapter 2, an algorithm of the finite element
method is given, which is based on a generalized, incremental formulation of virtual work prin-
ciple and completed with elements resulting from the possible dependence of loadings on
displacements, velocity and acceleration. This algorithm has been used in a geometrically
nonlinear analysis of statics and stability of rod systems under multiparameter, potential and
nonpotential loadings. Some conditions have been determined in which it is possible to stabi-
lize potential systems through the action of additional nonpotential forces.

Chapter 3 gives an analysis of stability of simple, nonprismatic rods with arbitrary, continu-
ous or step distributions of mass and rigidity, which are placed on a two-parameter elastic foun-
dation. An arbitrary, static nonconservative loadings has been considered in the two algorithms
of the analysis, based on the description of displacements by means of power series and using
exact solutions of differential equations.

Chapter 4 addresses the Hamilton’s law and principle applied to systems under
nonconservative loadings. A direct method for analysis of linear and nonlinear systems under
static and dynamic nonconservative loadings has been formulated.

In chapter 5, using symbolic methods, there have been determined areas of dynamic stabil-
ity of a linear system with one degree of freedom, under dynamic nonconservative load with
dynamically changing, periodic follower parameter. Based on both a direct method stemming
from the Hamilton’s law and the method of mapping between targets, areas of dynamic stability
of discrete, nonconservative nonlinear systems have been investigated.

Chapter 6 discusses variational principles of mechanics dealing with nonconservative loadings
and shows how the tools of symbolic transformations make it possible to solve the problems
encountered when investigating the potentiality of operators and formulating variational princi-
ples.

Translated by Halina Marciniak
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