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1. WSTĘP

W zadaniach klasycznej mechaniki zwykle zakłada się, że działające obciążenia są 
potencjalne, a więc są gradientami możliwych do określenia potencjałów r(q, Z) zależ­
nych od położenia określanego współrzędnymi q zadania i czasu t. Ten typ obciążenia 
jest jednym z wielu możliwych rodzajów sił czynnych, które mogą oddziaływać na 
konstrukcję. Siły czynne dzielimy ogólnie na monogeniczne i poligeniczne. Siły mo- 
nogeniczne mają potencjał uogólniony K(q,q,Z), który może być funkcją współrzęd­
nych q, ich prędkości q i czasu t. Siły' poligeniczne potencjału nie mają. Siły monoge­
niczne, w zależności od tego, czy ich potencjał jest czy nie jest jawnie zależny od pręd­
kości i czasu, dzielimy na niezachowawcze (niekonserwatywne) i zachowawcze. Siły 
poligeniczne nie mające potencjału zaliczamy do sił niezachowawczych. Siły zacho­
wawcze dzielimy z kolei na siły niezależne od przemieszczeń, tak zwane siły martwe, 
i siły zależne od przemieszczeń, tak zwane siły niecyrkulacyjne (np. odśrodkowe). Siły 
martwe są najczęściej przyjmowanym modelem oddziaływań statycznych w analizie 
większości konstrukcji. Siły niekonserwatywne - siły poligeniczne i te siły monoge­
niczne, których potencjał jawnie zależy od prędkości przemieszczeń i czasu - dzielimy 
na siły Q(q, q) jawnie niezależne od czasu, zwane stacjonarnymi i siły Q(q, q,Z) od 
czasu jawnie zależne, określane jako siły niestacjonarne. Siły stacjonarne możemy 
podzielić na siły zależne od prędkości i siły od prędkości niezależne, zwane siłami 
cyrkulacyjnymi. Siły zależne od prędkości, w zależności od tego, czy w układzie nie 
wykonują pracy, czy ich praca jest ujemna, dzielimy na tak zwane siły żyroskopowe 
i dysypatywne. Na rysunku 1.1 przedstawiono schemat przyjętego podziału sił czynnych.

Jak już wspomniano, najczęściej spotykanym modelem sił czynnych przyjmowa­
nym w analizie konstrukcji są zachowawcze siły niezależne od przemieszczeń, wcze­
śniej nazwane siłami martwymi. Ten model sił oczywiście nie jest odpowiedni do opi­
su sił często występujących we wzajemnych oddziaływaniach ośrodków, gdzie war­
tość tego oddziaływania może się zmieniać wraz ze zmianą konfiguracji układu obcią­
żanego. Siły niekonserwatywne (niezachowawcze) pojawiają się między innymi 
w wyniku oddziaływania na konstrukcję różnego rodzaju ośrodków. Powstają one na 
skutek parcia wiatru, parcia ośrodków sypkich, oddziaływania opływającego konstrukcję 
płynu, przepływu cieczy przez podatne rurociągi. Siły niekonserwatywne występują 
także w zagadnieniach robotyki, aerodynamiki, mechaniki maszyn, a także w proble­
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mach kontroli układów i ich sterowania. Wymienione przykładowe oddziaływania nie- 
konserwatywne są siłami powierzchniowymi; przykładem niekonserwatywnych oddzia­
ływań objętościowych mogą być siły działające na ciała przemieszczające się w po­
lach magnetycznych. Znaczenie obciążeń cyrkulacyjnych, śledzących jest podstawo­
we w zagadnieniach stateczności i szczególnie istotne wtedy, kiedy w układach podda­
nych ich działaniu powstają duże przemieszczenia.

Do pierwszych prac dotyczących zagadnień z siłami niekonserwatywnymi należą 
prace Nicolai [1.1, 1.2] i Zieglera [1.3, 1.4]. Gwałtowny wzrost zainteresowania ukła­
dami z siłami niekonserwatywnymi nastąpił po opublikowaniu w 1961 roku przez Bo- 
lotina monografii [1.5] w całości poświęconej analizie tego typu układów. Pojawiło 
się wiele prac dotyczących szerokiego spektrum problemów związanych z analizą, głów­
nie liniową, układów niekonserwatywnych. Do ważniejszych należy zaliczyć prace, 
których autorami są: Leipholz [1.6, 1.7, 1.8, 1.9, 1.10, 1.11], Hemnann i Jong [1.12],

Rys. 1.1. Klasyfikacja sił zewnętrznych
Fig. 1.1. Classification of extemal forces
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Dowell [1.13], Levinson [1.14], Herrmann [1.15], Roorda i Nemat-Naser [1.16], Bar- 
soum [1.17], Plaut [1.18], Gajewski i Życzkowski [1.19], Gajewski [1.20], Kikuchi 
[1.21], Hauger [1.22], Życzkowski [1.23], Husein i Plaut [1.24], Argyris i Symeonidis 
[1.25], Kounadis [1.26] oraz Bogacz i Mahrenholtz [1.27, 1.28], Obszerny, krytyczny 
przegląd literatury można znaleźć w pracy Bogacza i Janiszewskiego [1.29]. Z uwagi 
na olbrzymią liczbę prac dotyczących omawianej tematyki ograniczono się w niniej­
szej pracy jedynie do przedstawienia wybranych pozycji literatury, które dały podsta­
wy do dalszej analizy układów z siłami niekonserwatywnymi. Dalej, we wprowadze­
niach do kolejnych rozdziałów przedstawiono szczegółowo te pozycje, które ściśle do­
tyczą poruszanej tam tematyki. Należy wspomnieć, że ostatnio niektórzy autorzy wy­
rażają wątpliwość co do sensu analizy układów z cyrkulacyjnymi, śledzącymi obciąże­
niami bez ich wcześniejszej eksperymentalnej weryfikacji (Elishakoff [1.30], Koiter 
[1.31]). Podstawę tych wątpliwości stanowi praca Willemsa [1.32], w której rezultaty 
analizy teoretycznej uzyskane przez Becka [1.33] zostały błędnie eksperymentalnie 
zweryfikowane. Fakt ten wykazał Huang, Nachbar i Nemat-Nasser [1.34], Autorzy pod­
dający w wątpliwość sens analizy układów z siłami niekonserwatywnymi nie cytują 
niestety innych prac z zakresu eksperymentalnego potwierdzania rezultatów uzyski­
wanych teoretycznie. Przykładem jest ostatnio opublikowana praca Xionga, Wanga 
i Tabarroka [1.35], w której eksperymentalnie potwierdzono rozwiązanie zadania Bec­
ka. Inne prace z zakresu eksperymentów z siłami śledzącymi zacytowano we wspo­
mnianej już przeglądowej pracy Bogacza i Janiszewskiego [1.29].

Celem pracy jest przedstawienie zagadnień mechaniki, które mają fundamentalne 
znaczenie w analizie stateczności ustrojów prętowych ze stacjonarnymi siłami niekon­
serwatywnymi typu cyrkulacyjnego i z niekonserwatywnymi siłami niestacjonarnymi.

W rozdziale drugim omówiono zagadnienia związane ze sformułowaniem metody 
elementów skończonych odnoszącej się do układów z siłami niekonserwatywnymi 
i badaniem możliwości stabilizacji układów przez ich obciążanie siłami cyrkulacyjny­
mi. Rozdział trzeci poświęcono analizie stateczności pryzmatycznych i niepryzmatycz- 
nych prętów o dowolnych warunkach brzegowych i dowolnie obciążanych siłami za­
chowawczymi i siłami niekonserwatywnymi. Prawo i zasadę Hamiltona w zagadnie­
niach z siłami niekonserwatywnymi przedstawiono w rozdziale czwartym. W rozdzia­
le piątym omówiono zagadnienia związane ze statecznością układów dyskretnych pod­
danych działaniu statycznym i dynamicznym obciążeniom niekonserwatywnym ze 
zmiennymi w czasie parametrami śledzenia. Tematem ostatniego, szóstego rozdziału 
są problemy formułowania funkcjonałów w zagadnieniach z siłami niekonserwatyw­
nymi.

Rozdziały, poczynając od wstępu, są numerowane cyframi arabskimi; dotyczy to 
również podpunktów występujących w rozdziałach. Pozycje literatury, wzory i rysunki 
oznaczono numerem rozdziału i liczbą oznaczającą kolejną pozycję literatury czy ko­
lejny wzór lub rysunek, pojawiające się w ramach rozdziału.
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2. METODA ELEMENTÓW SKOŃCZONYCH 
W ANALIZIE UKŁADÓW

Z SIŁAMI NIEKONSERWATYWNYMI

2.1. Wprowadzenie

Zwykle stosowaną, a często jedyną metodą prowadzącą do rozwiązań w analizie 
układów nieliniowych jest metoda elementów skończonych w jej przyrostowym sfor­
mułowaniu (Bathe, Ramm, Wilson [2.1], Horrigmoe, Bergan [2.2], Kleiber [2.3], Klei- 
ber, Woźniak [2.4]). W liniowych zagadnieniach niekonserwatywnych podstawy me­
tody elementów skończonych sformułował Leipholz [1.6]. Levinson [1.14] podał zasa­
dę Hamiltona, którą pod warunkiem zerowania się wariacji z sił niekonserwatywnych 
można stosować do analizy układów niezachowawczych. Barsoum, wykorzystując wy­
niki pracy Levinsona i stosując metodę Ritza, sformułował metodę elementów skoń­
czonych do analizy liniowych układów niekonserwatywnych z siłami cyrkulacyjnymi 
będącymi liniowymi funkcjami przemieszczeń [1.17], Kikuchi, stosując metodę Ga- 
lerkina, sformułował metodę elementów skończonych i zastosował ją do rozwiązania 
zadania Becka [1.21]. Argyris i Symeonidis, wykorzystując podejście naturalne zbu­
dowali algorytm metody elementów skończonych w ujęciu przyrostowym do nielinio­
wych zagadnień statyki z siłami niekonserwatywnymi [1.25, 2.5], Metodę elementów 
skończonych do nieliniowej analizy konstrukcji sprężystych pod działaniem dynamicz­
nych obciążeń niekonserwatywnych sformułowali Argyris, Straub i Symeonidis [2.6],

Z reguły punktem wyjścia do formułowania równań metody elementów skończo­
nych w jej przyrostowym lub nieprzyrostowym ujęciu są zasady wariacyjne bądź zasa­
da prac przygotowanych (Washizu [2.7], Kleiber [2.3]). W przypadku analizy układów 
niekonserwatywnych, których opis prowadzi do niesamosprzężonych zagadnień brze- 
gowo-początkowych, ogólne sformułowania wariacyjne przedstawiono jedynie w sto­
sunkowo nielicznych pracach. Problem budowania zasad wariacyjnych do analizy ukła­
dów niekonserwatywnych będzie szczegółowo omówiony w rozdziale szóstym.

Jak już wspomniano, podstawą ogólnych sformułowań metody elementów skończo­
nych stosowanej w analizie układów niekonserwatywnych może być zasada prac przy­
gotowanych, modyfikowana o człony wynikające z pracy obciążeń niepotencjalnych, 
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będących funkcjami stanu odpowiedzi konstrukcji na odpowiednich polach przemie­
szczeń wirtualnych. Zasada prac przygotowanych stanowi także punkt wyjścia do roz­
ważań prowadzonych w tym rozdziale.

Celem rozdziału jest:
• uzupełnienie algorytmu metody elementów skończonych bazującego na uogólnio­

nym, przyrostowym sformułowaniu zasady prac przygotowanych o elementy wyni­
kające z zależności obciążeń od powstających w konstrukcji przemieszczeń, pręd­
kości i przyspieszeń,

• wyprowadzenie przy użyciu narzędzi przekształceń symbolicznych ścisłych formuł 
określających tak zwane korekcyjne macierze obciążeń, korekcyjne macierze pręd­
kości obciążeń i korekcyjne macierze przyspieszeń dowolnie obciążonego elementu 
belkowego,

• zaadaptowanie algorytmu geometrycznie nieliniowej analizy statyki układów pręto­
wych do analizy statyki i stateczności układów poddanych działaniu wieloparame­
trowych, węzłowych obciążeń potencjalnych i niepotencjalnych,

• określenie warunków, w jakich możliwa jest stabilizacja układów potencjalnych po­
przez działanie dodatkowych sił niepotencjalnych.
W punkcie drugim tego rozdziału pokazano konsekwencje uwzględnienia istnienia 

sił niekonserwatywnych w przyrostowym sformułowaniu metody elementów skończo­
nych. W punkcie trzecim zademonstrowano przykładowe postacie macierzy korekcyj­
nych obciążeń, które wygenerowano za pomocą symbolicznych procedur opisanych 
w punkcie czwartym. W punkcie piątym krótko omówiono algorytm metody elemen­
tów skończonych z uwzględnieniem sił niepotencjalnych oraz podano przykłady jego 
stosowania głównie w zakresie analizy stateczności układów ramowych.

2.2. Przyrostowe sformułowanie metody elementów skończonych

Równanie metody elementów skończonych uogólnione na zagadnienia z siłami nie- 
potencjalnymi otrzymujemy korzystając z zasady prac wirtualnych do przyrostowego 
opisu zagadnień dużych deformacji. Po infinitezymalnym przyroście przemieszczeń Aw^, 
odkształceń AEkl oraz naprężeń ATkt, przyrostowe sformułowanie zasady prac wirtual­
nych do zagadnień dynamicznych przyjmie postać (Kleiber [2.3]):

j p Au^Au, )dX2 + J[^ Cijkl AEij3(AEkl) + ppAu^A^)] 
ii il

ii

= J pAfk8(Auk)dQ + J At^Au^dty + ^AFĄAuJ 
o. Xi '

(2.1)
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Założono, że na początku przyrostu ściśle spełnione były wszystkie równania, 
a przyrost był rozpatrywany w dowolnym, ustalonym w danym kroku układzie odnie­
sienia. W równaniu (2.1) przez p oznaczono gęstość ośrodka, J(Awf) jest wariacją z-tej 
składowej przyrostu przemieszczenia Azz, p i (3 są współczynnikami charakteryzujący­
mi odpowiednio tłumienie masowe i tłumienie lepkie, Cijkl jest macierzą własności 
materiałowych, AEkl jest przyrostem pełnego tensora odkształceń Lagrange’a, Tfd jest 
drugim tensorem naprężeń Pioli-Kirchoffa, a AĄ, Etk i EFl są odpowiednio przyrosta­
mi składowych sił objętościowych, powierzchniowych oraz sił skupionych. Z uwagi 
na to, że sformułowanie metody elementów skończonych na bazie równania (2.1) jest 
dobrze znane i w szczegółach prezentowane na przykład w książce Kleibera [2.3], dal­
sze rozważania zostaną ograniczone wyłącznie do tych jego elementów, które wynika­
ją z istnienia sił niepotencjalnych.

Siły niepotencjalne mogą być związane zarówno z objętością materiału (fnc) , jak 
i z oddziaływaniem powierzchniowym rozłożonym i skupionym (t"c,F"c). Obciąże­

nia występujące w równaniu przyrostowej zasady prac przygotowanych można przed­
stawić w postaci sumy obciążeń konserwatywnych, niezależnych od stanu konstrukcji 
(fc,tc,Fc)i obciążeń niekonserwatywnych (Pc, t”c, F"c) będących, z założenia, funk­
cjami przemieszczeń (u) oraz prędkości (u) i przyspieszeń (ii)

f = fc(4) + f"e(A7,u,u,u) 

t^t^ + t^A^uAu) 

F = Fc(^) + Fnc(^,u,u,ii)

(2.2)

Przez A z odpowiednimi wskaźnikami oznaczono wektory parametrów charaktery­
zujących zmianę konserwatywnych i niekonserwatywnych (^^,^,2^)
poziomów obciążeń. Przyrosty, a precyzyjniej ich części liniowe, niekonserwatywnych 
składowych obciążeń ( Af"c,At"c,AF"c) można przedstawić jako:

..nc dfnc ..nc dfnc . dfnc .■ dfnc A„ Af =------AA) +------ Au +------ Au +------ Au
<9u <9u dii

.nc ^nc dtnC
Mnc = 22— ~ Au + — Au +—Au

<c 4 du dii dii
di'

(2-3)

AF = AA”C 
dW F

aF"c, dFnc A. aFnc A.
------ Au-i-------- Au +-------Au

da chi

Pierwsze składniki każdej z prawych stron równań (2.3) wynikają ze zmiany pozio­
mu obciążenia niekonserwatywnego między sąsiednimi konfiguracjami, a pozostałe skła­
dniki wyrażają zależność obciążeń od przemieszczeń, prędkości i przyspieszeń. Stosu­
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jąc zwykłą procedurę metody elementów skończonych zakłada się, że aproksymację 
przyrostów przemieszczeń wewnątrz elementu wyraża relacja

Au =NAue (2.4)
w której Aue jest wektorem przyrostów przemieszczeń węzłowych, a N jest macierzą 
funkcji kształtu. Zmianę Aa”0 (u) wektora charakteryzującego przyrosty poziomu każ­
dej ze składowych obciążenia - spowodowane założoną zależnością wielkości obcią­
żenia od stanu przemieszczenia - można przedstawić w postaci

= N^Aue

AA['C = N Au

=NAFAue
(2-5)

Symbolami i oznaczono z założenia znane macierze charakteryzu­
jące funkcyjną zależność wzrostu poziomu obciążenia od przyrostów przemieszczeń 
węzłów. Macierze te w szczególnym przypadku mogą być, z dokładnością do współ­
czynników wymiarowych, równe macierzom funkcji kształtu. Jeśli w relacji (2.1) 
uwzględnimy związki (2.3) oraz (2.4) i (2.5) i weźmiemy pod uwagę jedynie człony 
liniowe, to otrzymamy przyrostowe równanie ruchu elementu

m - m"c 1 Au + (c-lAu + (k-knc Uu = Ap(u,r) (2.6)

Przez m, c i k oznaczono odpowiednio zwykłe (Kleiber [2.3]) macierze bezwładno­
ści, tłumienia i styczne macierze sztywności elementów w ich lokalnych układach od­
niesienia, a Ap(u, t) jest przyrostem wektora obciążenia. Korekcyjne macierze obcią­
żeń (k"c), korekcyjne macierze prędkości zmian obciążeń (c"c) oraz korekcyjne macie­
rze przyspieszeń obciążeń (m"c) wynikają z założonej niekonserwatywności obciążeń 
- ich zależności odpowiednio od przemieszczeń, prędkości i przyspieszeń. Formuły 
określające te macierze są następujące:

k"c =k£ +k“ + k^ +k)c +k[c + k£c A/ ai A,r j i r

wc J
T

NdX2

(^nc\T (
+ fpNr Ndf2+ Fn7 — Ndp/2)+YNr -i- NJa IM i l M i IM

u



nc '
nc = cnfc+cnFc

„nc Mnc . ^nc . ^nc m — m y H- mz + m

Ndf2

Nd^ (2.7)

c

NdpX2) + ^Nr -4- N
<& ,

U,-.

Przez § , rk oraz ę; oznaczono współrzędne punktów działania niekonserwatyw- 
nych obciążeń skupionych. Jeżeli obciążenia elementu sprowadzimy do jego węzłów, 
to formuły określające macierze korekcyjne dane relacjami (2.7) w istotny sposób się 
upraszczają, a podczas ich generowania nie wymagane jest czasochłonne całkowanie. 
Taki sposób postępowania w przypadku obciążeń niekonserwatywnych może jednak 
prowadzić do istotnych różnic w wynikach i dlatego nie powinien być stosowany. Dal­
sza procedura konstruowania równań ruchu w ujęciu metody elementów skończonych, 
polegająca na transformacji macierzy elementów do układu globalnego i agregacji glo­
balnych macierzy sztywności, tłumienia i bezwładności, przebiega w zwykły w meto­
dzie elementów skończonych sposób (Przemieniecki [2.8], Bathe, Wilson [2.9], Klei- 
ber [2.3], Kleiber, Woźniak [2.4]).

2.3. Macierze korekcyjne prostego elementu belkowego

W punkcie tym na przykładzie prostego elementu belkowego przedstawiono proce­
durę budowania korekcyjnych macierzy obciążeń. Procedura ta może być wykorzysta­
na podczas wyznaczania korekcyjnych macierzy obciążeń elementów innego typu.

Macierz funkcji kształtu N prostego, pryzmatycznego elementu belkowego zwykle 
przyjmuje się w postaci (Przemieniecki [2.8]):
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A, 
0

0
a3

0
0

0
0

0
0

0

N,

a2 
0

0 0
0

0
0

0
0

0

n6
N =

0 0 ^3 0 -N. 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0 0 0 a2 0 0 (2.8)
0 0 a7 0 N, 0 0 0 -a7 0 a9 0
0 0 0 0 ^8 0 a7 0 0 0 a9_

gdzie:

= Mi N2 = £, A3=2^3-3^+l; A4=/^2-2£ + l); A5 = f (-2£ + 3);

N6 = 1^-1), = -6^//(^-l); N. = 3£2 -4^ + 1; N9 = ^-2),

a = x/l jest współrzędną bezwymiarową określającą, w lokalnym układzie odniesie­
nia pręta, położenie przekroju poprzecznego o głównych, centralnych osiach bezwład­
ności (pyz). Przez l oznaczono długość elementu prętowego. Postacie macierzy korek­
cyjnych zostaną pokazane na przykładzie korekcyjnych macierzy obciążeń wybranych, 
prostych schematów obciążeń elementu. Dalej używane będzie pojęcie parametru śle­
dzenia a, który jest miarą zmiany kierunku działającego obciążenia niekonserwatyw- 
nego. Jeśli a = 0, to będziemy mieli do czynienia z obciążeniem martwym, ustalonym 
przestrzennie, a gdy a= 1, wtedy obciążenie będzie ściśle śledzące, ustalone material­
nie. Na przykład przy stałym, równomiernie rozłożonym na długości pręta, działają­
cym w płaszczyźnie x-y ściśle śledzącym (a(x) = 1) obciążeniu o intensywności qz, 
wektor przyrostów obciążenia At'!C w przekroju o współrzędnej £ ma postać

Mnc=[qĄ 0 0 0 0f (2-9)

gdzie przez i oznaczono kąty obrotu przekroju poprzecznego określonego współ­
rzędną £ odpowiednio względem osi x i y lokalnego układu odniesienia elementu. Na 
podstawie zależności (2.7), (2.8) i (2.9) można przedstawić korekcyjną macierz obciążeń

k"c
. nc
Kfl k/2

Kz4 J
(2.10)

. (3

Jawną postać poszczególnych elementów macierzy pokazano w załączniku A.
Korekcyjna macierz obciążeń (2.10) jest niesymetryczna, co implikuje brak syme­

trii globalnej macierzy sztywności i tym samym istotnie wpływa na zwiększenie cał­
kowitych nakładów obliczeniowych w rozwiązaniu zadania. Próby, z reguły prostej sy- 
metryzacji (Mang [2.10], Argyris i Symeonidis [1.25]) korekcyjnych macierzy obcią­
żeń w sposób istotny upraszczają proces obliczeń, ale mogą być akceptowane jedynie 
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w ograniczonym, zwykle na początku obliczeń nieznanym, zakresie pracy konstrukcji. 
Stosowanie jakiegokolwiek algorytmu symetryzacji korekcyjnych macierzy obciążeń 
w analizie problemów stateczności konstrukcji pod obciążeniem niekonserwatywnym 
jest na ogół nie do przyjęcia. Symetryzacja prowadzi do zagadnienia własnego z ma­
cierzą symetryczną, uniemożliwiając znalezienie tych stanów krytycznych, w których 
konstrukcja traci stateczność przez flatter.

W załączniku A przedstawiono także przykładowe, jawne postacie elementów ma­
cierzy korekcyjnych przy stałym (^z) i liniowo zmiennym (qz (r) = qxx + q2) obciąże­
niu rozłożonym o odpowiednio funkcyjnym (a(x) = exx + e2) i stałym (a(x) = 1) pa­
rametrze śledzenia. Korekcyjne macierze, które wynikają z zależności poziomów ob­
ciążeń od przemieszczeń i są wyznaczane przez pierwsze składniki prawych stron rela­
cji (2.7) w jawny sposób zależą od przyjętej postaci macierzy funkcji sterujących pro­
cesem zmian poziomów obciążeń NA. Dalej zakłada się, że macierz funkcji sterujących 
w sposób liniowy wiąże poziomy parametrów obciążenia z przemieszczeniami węzłów, 
a wzrosty obciążeń w kierunkach osi głównych przekrojów poprzecznych są między 
sobą sprzężone przez dane pary bezwymiarowych parametrów (2’z,2^,) i (2™ ,2™ ) 
odpowiednio przy obciążeniach rozłożonych i rozłożonych obciążeniach momentowych. 
Jeśli przyjmiemy takie założenia, to macierz funkcji sterujących procesem wzrostu ob­
ciążeń można zapisać

'N} 0 0 0 0 0 ^2 0 0 0 0 0 ~
0 0 0 0 0 a2 n4 0 0 0

na = 0 ^1 0 0 0 0 n6 n2 0 0 0
0 0 0 ^2 0 0 0 0 0 0 0 (2.11)
0 0 0 0 a2 a7 0 0 0 0

_ 0 0 0 0 a2 0 0 0 0 Md

gdzie:

W. W,

W przypadku jednego z najprostszych typów obciążeń, którego wektor można przed­
stawić w postaci 

At“=[0 0 qz\ 0 0 O]7 (2-12)

przyjęto, że qz jest stałe na długości elementu, a 2, jest funkcją opisującą zależność 
poziomu obciążenia od przemieszczeń na kierunku osi z lokalnego układu odniesienia. 
Macierz korekcyjna tak zdefiniowanego wektora przyrostu obciążeń ma postać
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knc _ 
Al ~

KAzl

LK^3

knc 
KA/2

kamJ
(2-13)

Jawne postacie elementów macierzy , k^ , k£3 i k“4 przedstawiono w za­
łączniku A.

Czynnikiem, który w istotny sposób może przyspieszać zbieżność procesu iteracji 
jest pewien efekt rzędu drugiego, powstający na skutek zależności poziomów dodatko­
wych obciążeń, występujących w wyniku na przykład śledzenia, od stanu przemieszczeń. 
Na przykład, jeżeli przyjąć, że jedynym obciążeniem pręta jest stałe na długości, ściśle 
śledzące obciążenie rozłożone qz, to, jak wiadomo, obciążenie pojawiające się w trak­
cie przemieszczeń wyraża się związkiem (2.9). Tym samym wielkością, która będzie 
modyfikowana przez funkcyjne parametry wzrostu i będzie wektor

At'lc Ąqz^x 0 0 0 df (2.14)

Przyjmując zależność wektora parametrów obciążenia od przemieszczeń węzło­
wych (2.5), uwzględniając zależność (2.11) i znane - wynikające z pierwszej itera­
cji w analizowanym kroku obciążeń - przemieszczenia brzegowe elementu i - j 
|hX; uy, uZj <pXi uXj uy. uZj <f)Xj fyy. (j)^ j składowe dodatkowej korek­

cyjnej macierzy obciążeń - zgodnie z układem danym relacją (2.13)- możemy wyzna­
czyć przez wielkości , k^3 i k^j4 . Postać jawną tych macierzy przedstawiono
w załączniku A.

Przytoczone ścisłe formuły określające elementy korekcyjnych macierzy obciążeń 
można bezpośrednio wykorzystać w algorytmach analizy metodą elementów skończo­
nych nieliniowych układów prętowych pod obciążeniem niepotencjalnym. Korekcyjne 
macierze prędkości zmian obciążeń i przyspieszeń obciążeń można formułować przez 
proste analogie. Pokazano tutaj jedynie korekcyjne macierze obciążeń najprostszych 
przypadków obciążeń i ich prostych zależności od stanu przemieszczeń konstrukcji. 
W innych przypadkach formuły tych macierzy komplikują się znacznie, choć w spo­
sób elementarny mogą być wyprowadzone przy użyciu narzędzi przekształceń symbo­
licznych.

2.4. Procedury symbolicznego generowania macierzy korekcyjnych

Liczne pakiety programów przekształceń symbolicznych, do których należą takie 
programy jak Derive, Macsyma, Reduce, Mapie i Mathematica, w sposób zasadniczy 
upraszczają proces generowania skomplikowanych formuł algebraicznych na macie­
rze korekcyjne. Przykładami wykorzystania rachunków symbolicznych do - między 
innymi - generowania macierzy sztywności w analizie konstrukcji metodą elementów 
skończonych są prace Luffa, Roesseta i Connora [2.11], Cecchiego i Lami [2.12], Kom- 
coffa i Fenvesa [2.13], Kikuchiego [2.14], Nagabhushanama, Srinivasa i Gaonkara [2.15] 
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i wiele innych. Niżej przytoczono dwie proste procedury generacji korekcyjnych ma­
cierzy obciążeń, na przykładzie elementu belkowego, napisane w języku pakietu Ma- 
thematica (Wolfram [2.16], Maeder [2.17]). Procedury te można bezpośrednio wyko­
rzystać do generacji korekcyjnych macierzy obciążeń przy ciągłym, dowolnie zależ­
nym od przemieszczeń obciążeniu elementu belkowego. Nic nie stoi na przeszkodzie, 
aby, po modyfikacjach, procedury te uogólnić na dowolny element skończony. Proce­
dury napisano tak, by były czytelne dla znających składnię jednego z języków wyso­
kiego poziomu; język programu Mathematica umożliwia przedstawienie tych procedur 
w bardzo zwartej, często trudno czytelnej postaci.

Procedura/zę służy do generacji korekcyjnych macierzy obciążeń przy obciążeniach 
ciągłych o dowolnych, funkcyjnych opisach zależności obciążeń od stanu przemie­
szczeń.

fzq[a_,dfO_,dqx_,dqy_,dqz_,dmx_,dmy_,dmzJ: =
Block[ {pl,p2,p3,p4,p5,p6,p7,p8},

pl = D[dfO,x]; p2 = D[dfO,y]; p3 = D[dfO,z]; p4 = D[dfO,fx];
p5 = D[df0,fy];p6 = D[df0,fz];p7 = {pl,p2,p3,p4,p5,p6};
qx: = dqx; qy: = dqy; qz: = dqz; mx: = dmx; my: = dmy; mz: = dmz; 
p8 = Simplify[Integrate[(l*Transpose[a]. Transpose[p 7], a), {x, 0,1}]/;
qx = .; qy = qz = .; mx = .; my - mz = p8//MatrixForm

]
Parametrami tej procedury są:
a_ - macierz funkcji kształtu dana relacją (2.8),
dfO_ - wektor obciążeń przykładowo dany relacją (2.9) (& = fx,(/)y = fy), 
dqx_, dqy , dqz_, dmx_, dmy_, dmz_ - funkcje zależne od współrzędnej bezwymiaro­
wej x (x = dane w postaci iloczynu funkcji opisujących intensywność obciążeń 
i funkcji śledzenia odpowiednio przy obciążeniach rozłożonych qx,qyiqz w kierunkach 
osi lokalnego układu elementu oraz rozłożonych obciążeniach momentowych mx, my 
i mz. Na przykład elementy macierzy korekcyjnej dla qz = qrx + q2 ia(x) = 1 można 
otrzymać, gdy dqz_ = (#1 *x+ql~)*l i jeśli pozostałe parametry charakteryzujące działa­
jące obciążenie są zerowe.

Procedura/^/k generuje dodatkowe korekcyjne macierze obciążeń

fqlk[a^n_,dfOJ: =
Block[ {pl,p2,p3,p4,p5,p6,p 7, p8,p9},

pl = D[dfO,lx]; p2 = D[dfO,ly]; p3 = D[dfO,lz]; p4 = D[dfO,lfx];
p5 = D[dfO,lfy]; p6 = D[dfO,lfz]; p7: = {pl,p2,p3,p4,p5,p6};
p8 = a.{uxi,uyi,uzi,fxi,fyi,fzi,uxj,uyj ,uzj ,fxj ,fyjfzj};
ux =p8[[l]]; uy =P8[[2]]; uz =p8[[3]];fa =P8[[4]];jy = p8[[5]];fz =p8[[6]]; 
p9 = Simplify[Integrate[(l*Transpose[n]. Transpose[p7].a), {x, 0,1}]/;
ux = .; uy = uz = fx = fy = fz = p9//MatrixForm

7
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Parametrami tej procedury są:
a - macierz funkcji kształtu dana relacją (2.8), 
n - macierz funkcji sterujących procesem wzrostu obciążeń dana na przykład relacją 
(2.11),
dfO- wektor obciążeń dany na przykład relacją (2.14) ((f)x = = fy^x = = dO-

Za pomocą procedury fqlk można łatwo wyznaczyć na przykład prezentowane 
w załączniku A postacie macierzy k^pk^k^ ik£4 ■ Czas generowania macierzy 
korekcyjnych w przypadkach skomplikowanych funkcyjnych zależności obciążeń od 
stanu odpowiedzi konstrukcji jest pomijalny, gdy korzystamy ze współczesnego sprzę­
tu komputerowego.

2.5. Algorytm rozwiązania i przykłady numeryczne

Zakładając, że materiał konstrukcji jest liniowo sprężysty, a powstające w nim od­
kształcenia są małe, sformułowano styczną macierz sztywności prostego, krępego ele­
mentu prętowego. W elemencie tym naprężenia normalne <7° (dodatnie przy rozciąga­
niu) są w równowadze z początkową siłą osiową P° i początkowymi momentami zgi­
nającymi My i względem głównych, centralnych osi bezwładności przekroju po­
przecznego. Symbolicznie składowe stycznej macierzy sztywności elementu można 
przedstawić jako

k = k0 + ?% + M^k2 + M®k3 t2-15)

gdzie k0 jest sprężystą macierzą sztywności elementu, a pozostałe macierze oznaczo­
ne literami k; z indeksami porządkowymi stanowią macierz sztywności geometrycz­
nej. Taki sposób formułowania stycznej macierzy sztywności w analizie statyki i sta­
teczności prętowych układów cienkościennych z powodzeniem stosowali między in­
nymi Bażant, El Nimeiri [2.18] i Glabisz [2.19].

Jeżeli przyjąć oznaczenia:

* __ . ncm = m — m

c* = c-c"c

k* = k-k"ć

(2.16)

to przyrostowe równanie metody elementów skończonych całej konstrukcji można za­
pisać jako (Kleiber [2.3])

M*AU + C*AU + K*AU = AP + R (2-17)

Macierze M‘, C* i K* są odpowiednio macierzami bezwładności, tłumienia i sztyw­
ności stycznej konstrukcji, powstałymi przez akumulacje transformowanych do ukła­
du globalnego odpowiednich macierzy elementów. Przez AU, AU i AU oznaczono od­
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powiednio przyrosty przyspieszeń, prędkości i przemieszczeń węzłów w układzie glo­
balnym, a przez AP i R oznaczono wektor przyrostów obciążeń i węzłowych sił nie­
zrównoważonych. W tak sformułowanym zagadnieniu sterowanie składowymi obcią­
żeń niekonserwatywnych odbywa się na poziomie elementu. Sposób ten może być szcze­
gólnie przydatny, a nawet jedyny, na przykład w analizie układów kratowych, w których 
za zmianę konfiguracji obciążenia węzłowego może być odpowiedzialny jeden wybra­
ny, łączący się z tym węzłem element. Gdy sterowanie obciążeniem nie odbywa się z 
poziomu elementu, a wyraża się prostymi funkcjami globalnych przemieszczeń węzła, 
globalną styczną macierz sztywności można przedstawić w postaci

K*=K-K“
Przez oznaczono korekcyjną macierz sztywności powstałą z akumulacji ma­

cierzy korekcyjnych (k^ ) wynikających z zależności niekonserwatywnych obciążeń 
węzłowych od przemieszczeń węzłów w układzie globalnym. W przypadku węzła układu 
prętowego o sześciu stopniach swobody macierz k^[, przy węzłowym obciążeniu nie- 
konserwatywnym sterowanym przez parametr śledzenia a, ma postać

VX UY ^z *Y ^z

'0 0 0 0 f2 ~Fy'
0 0 0 ~^z 0 Fx

kw =a
0 0 0 Fy ~FX 0
0 0 0 0 Mz (2.19)
0 0 0 -Mz 0 Mx
0 0 0 My ~MX 0

gdzie wielkości Ui, , Ft, Mt (i=X, Y, Z) wyrażają węzłowe przemieszczenia, obro­
ty, siły i momenty wyrażone w globalnym układzie odniesienia konstrukcji. Sterowa­
nie obciążeniem z poziomu węzła - o ile jest możliwe - jest wygodniejsze ze względu 
na obliczenia i prowadzi do globalnie mniejszej liczby transformacji między układami 
lokalnymi elementów a globalnym układem odniesienia konstrukcji, w porównaniu z 
przypadkiem sterowania obciążeniem z poziomu elementu.

Przyrostowe sformułowanie metody elementów skończonych opisane zależnością 
(2.17) może być podstawą analizy statyki i dynamiki układów obciążanych siłami po­
tencjalnymi i niepotencjalnymi w ich przedkrytycznym etapie pracy. Określenie war­
tości obciążeń krytycznych jest możliwe - przy przyjętym dynamicznym kryterium sta­
teczności (Życzkowski [1.23]) - na podstawie śledzenia zachowania się częstości drgań 
własnych układu. Częstości drgań własnych układów niezachowawczych można wy­
znaczyć stosując standardową procedurę (Kleiber [2.3]) w postaci

(k* -m2M*)u = 0 (2.20)
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gdzie mjest częstością drgań własnych, a M* macierzą bezwładności badanego ukła­
du. Analiza częstości drgań własnych układu umożliwia ustalenie poziomu pierwotne­
go obciążenia krytycznego jak i charakteru utraty stateczności (Bolotin [1.5]). Jeżeli 
wszystkie części urojone częstości co są większe od zera, to ruch jest asymptotycznie 
stabilny. Jeżeli części urojone wraz ze wzrostem poziomu obciążenia zerują się, to mamy 
do czynienia bądź ze stanem krytycznym - dywergencją, jeżeli w częstości co zarówno 
część rzeczywista jak i urojona są równe zeru, bądź flatterem, jeżeli część urojona jest 
równa zeru a część rzeczywista tu jest różna od zera. Gdy części urojone co są tożsamo­
ściowe równe zeru, a wraz ze wzrostem obciążenia następuje zrównanie się części rze­
czywistych, wtedy mamy do czynienia ze stanem krytycznym, w którym konstrukcja 
traci stateczność przez flatter. Konsekwentne stosowanie procedury (2.20) na wyższych 
poziomach obciążenia umożliwia wyznaczanie wtórnych poziomów obciążeń krytycznych.

Sformułowane ogólnie równanie przyrostowe (2.17) wykorzystano następnie do 
analizy układów ze statycznymi siłami niekonserwatywnymi. W algorytmie posługi­
wano się uaktualnianymi układami Lagrange’a i zastosowano, standardową w analizie 
układów geometrycznie nieliniowych, procedurę Newtona-Raphsona (Kleiber [2.3]). 
Generowanie w każdej iteracji - sterowanego parametrami obciążeń procesu obliczeń 
- nowej (zmodyfikowanej) macierzy sztywności oraz wyznaczanie i odpowiednie ku­
mulowanie (Kleiber [2.3]) przyrostów naprężeń w elementach wraz ze stosowną trans­
formacją niepotencjalnych składowych obciążenia umożliwia śledzenie nieliniowych 
ścieżek równowagi układów niezachowawczych. Początkowe siły wewnętrzne w ele­
mentach wyznacza się jako średnie z aktualnie istniejących sił na ich końcach (Bażant, 
El Nimeiri [2.18]). Procedurę iteracji na danym kroku obciążenia prowadzi się do mo­
mentu spełnienia narzuconego na początku rozwiązania warunku, który dotyczy po­
wstających przyrostów przemieszczeń węzłów. Obliczanie, w każdej iteracji kroku ob­
ciążenia, wektora sił niezrównoważonych modyfikującego prawą stronę równania przy­
rostowego umożliwia pełną - na miarę przyjętej dokładności - kontrolę spełnienia wa­
runków równowagi konstrukcji. Badanie - po zakończeniu cyklu iteracji na wybranym 
lub każdym kroku obciążenia - widma wartości częstości drgań własnych konstrukcji 
służy do określenia poziomów obciążeń krytycznych oraz charakteru utraty stateczności.

Budowa algorytmu rozwiązania jest typowa w analizie zagadnień nieliniowych geo­
metrycznie, dlatego też w opisie ograniczono się tylko do zasygnalizowania jego wy­
branych elementów. Poprawność funkcjonowania algorytmu testowano na wielu zada­
niach z siłami konserwatywnymi - mających ścisłe rozwiązania (Timoshenko, Gere 
[2.20]) oraz z siłami niekonserwatywnymi o znanych rozwiązaniach (np. Saje, Srpćić 
[2.21]). Z reguły uzyskiwano w pełni zadowalającą zgodność, a odchylenia które się 
pojawiały wynikały ze stosowanego w algorytmie sposobu aproksymacji (przyjęcie sta­
łych, średnich) wartości początkowych sił wewnętrznych w elementach. Należy pod­
kreślić, że analiza geometrycznie nieliniowa zagadnień niekonserwatywnych w stosunku 
do analogicznych zagadnień konserwatywnych prowadzi do zwiększenia liczby itera­
cji - przy tym samym poziomie dokładności - średnio od 10% do 30% w zależności 
od wielkości powstających obrotów. Badanie stateczności pręta Becka (Bolotin [1.5]) 
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przy dowolnym parametrze śledzenia już przy podziale pręta na trzy elementy dawało 
rozwiązanie, którego błąd - zarówno w przypadku bifurkacji jak i flatteru - w porów­
naniu do znanych, ścisłych rozwiązań nie przekraczał 0,1%.

Praktyczne funkcjonowanie zaproponowanej procedury w analizie układów pręto­
wych testowano między innymi na przykładzie wspornika obciążonego ściśle śledzą­
cym obciążeniem równomiernie rozłożonym qz. W algorytmie wykorzystano wypro­
wadzone korekcyjne macierze obciążeń. Na rysunku 2.1 pokazano schemat pręta oraz 
jego odkształconą pod działaniem śledzącego obciążenia q. = 0,2 kN/m. Na rysunkach 
2.2 i 2.3 pokazano przemieszczenia (poziome u, pionowe w) końca wspornika przy 
różnej liczbie elementów e i różnych liczbach 5 określających liczbę stosowanych kro­
ków obciążenia. Cyfrą 1 oznaczono rozwiązania, w których za sterowanie obciążeniem 
niekonserwatywnym „odpowiedzialne” były jedynie przemieszczenia węzłów. Cyfrą 2 
oznaczono te rozwiązania, w których wykorzystano prezentowane w pracy postacie 
korekcyjnych macierzy obciążeń, co w konsekwencji prowadziło do uwzględnienia, 
w generowanych dodatkowych obciążeniach, wpływu pól przemieszczeń wewnątrz ele-

Rys. 2.1. Schemat statyczny pręta i jego odkształcona pod działaniem śledzącego obciążenia qz
Fig. 2.1. Statical scheme of a cantilever and its deflected axis under a follower load q„
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mentów. Różnice między tymi dwoma podejściami zanikają przy zwiększaniu liczby 
stosowanych elementów i są zgodne z tymi, które pokazano w pracy Argyrisa i Syme- 
onidisa [1.25], Uwzględnienie dodatkowych, wynikających z istnienia efektów rzędu 
drugiego, macierzy korekcyjnych obciążeń prowadzi do zmniejszenia całkowitej licz­
by iteracji (w stosunku do rozwiązań bez tych macierzy) średnio od 2% do 4% w za­
leżności od poziomu obciążenia i żądanej dokładności. Na rysunku 2.4 przedstawiono 
wyniki analizy stateczności prostej ramy obciążonej niekonserwatywną siłą skupioną. 
Pokazano charakter zmian kwadratów części rzeczywistych podstawowych częstości 
drgań własnych układu w zależności od parametru śledzenia a i działającej siły N. Przez 
Nb oznaczono krytyczne obciążenia bifurkacyjne, a przez NF obciążenia przy których 
konstrukcja traci stateczność przez flatter; utrata stateczności zachodziła w płaszczy­
źnie ramy. Jak widać, poziom krytycznego obciążenia konstrukcji poddanej działaniu 
sił niepotencjalnych może być wielokrotnie wyższy od wartości krytycznych obciążeń 
potencjalnych. Wykorzystując ten fakt można spodziewać się, że w ściśle określonych 
warunkach możliwe jest zwiększenie poziomu krytycznego, potencjalnego obciążenia 
konstrukcji - jej stabilizacja - poprzez działanie dodatkowych pól sił niepotencjalnych. 
Problemem stabilizacji na ogół liniowych układów potencjalnych siłami niekonserwa-

Rys. 2.2. Przemieszczenia u i w końca wspornika przy różnej liczbie e elementów skończonych 
Fig. 2.2. End displacements u and w for a cantilever for various numbers e of finite elements
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Rys. 2.3. Przemieszczenia u i w końca wspornika przy różnej liczbie s kroków obciążenia 
Fig. 2.3. End displacements u and w for a cantilever for various numbers s of load steps

tywnymi zajmowali się między innymi Lachadanow [2.22], Singh [2.23] i Krasinskaja 
[2.24], którzy sformułowali teoretyczne podstawy stabilizacji układów opisywanych 
równaniami różniczkowymi zwyczajnymi drugiego rzędu. Przedstawiony tutaj algo­
rytm w szczególności umożliwia wyznaczanie obszarów stateczności konstrukcji pod­
danych działaniu sił potencjalnych i niepotencjalnych. Na rysunku 2.5 pokazano ramę 
obciążoną siłą potencjalną P (stanowiącą obciążenie zasadnicze konstrukcji) i siłami 
niepotencjalnymi N{ i N2 o parametrach śledzenia a, i a,, których zadaniem jest sta­
bilizacja układu. Przez pojęcie stabilizacji należy rozumieć stworzenie takiej sytuacji, 
w której możliwe jest dopuszczenie wyższych poziomów obciążenia zasadniczego P 
niż te, które wynikają z analizy stateczności konstrukcji pod działaniem jedynie siły 
potencjalnej P. Na rysunkach 2.6 i 2.7 pokazano obszary stateczności ramy w prze­
strzeni sił Nl,N2iP ■ Linią ciągłą połączono punkty przestrzeni obciążeń, w których 
następuje utrata stateczności przez bifurkację, a linią przerywaną połączono te punkty 
przestrzeni obciążeń, w których układ traci stateczność przez flatter. Linia przerywana 
z kropkami pokazuje stany obciążeń krytycznych, w których poziom obciążeń powo­
dujących bifurkację i flatter jest identyczny. Obszar stateczności prezentowany na rys.
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Rys. 2.4. Zależność częstości drgań własnych ramy od poziomu 
obciążenia niekonserwatywnego Ni parametru śledzenia a

Fig. 2.4. Eigenvalues of the frame as a function of a nonconservative load level N 
and follower parameter a

6.
0 

m

Rys. 2.5. Schemat statyczny i wykres częstości drgań własnych ramy 
poddanej obciążeniu potencjalnemu P i stabilizującemu obciążeniu niepotencjalnemu Nv N2 

Fig. 2.5. Static scheme and eigenvalues of the frame 
under potential P and stabilizing nonpotential loading Nv N2
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Rys. 2.6. Obszar stateczności ramy pod działaniem siły potencjalnej P
i sił niekonserwatywnych Nv N2 o parametrach śledzenia = 1

Fig. 2.6. Stability region of the frante under potential P and nonconservative loading N}, N2 
with follower parameters a, = a2 = 1

2.6 uzyskano przy parametrach śledzenia a1 = a2 = 1, a na rys. 2.7 pokazano obszar 
dla at = 1 i a2 = 2. Zmienność kwadratów części rzeczywistych podstawowych czę­
stości drgań konstrukcji obciążanej tylko siłą Nj (a, = 1) w funkcji poziomu obciąże­
nia pokazano na rys. 2.5. Jak widać, przy tym obciążeniu o utracie stateczności kon­
strukcji przez flatter decyduje druga i trzecia częstość drgań układu. O utracie statecz­
ności ramy pod działaniem jedynie siły N2 decyduje przy a2 = 1 oczywiście pierw­
sza częstość drgań, a przy a2 = 2 dwie częstości najniższe. Na rysunkach 2.6 i 2.7 -
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Rys. 2.7. Obszar stateczności ramy pod działaniem siły potencjalnej P
i sił niekonserwatywnych Nv W2 o parametrach śledzenia = 1 i a2 = 2

Fig. 2.7. Stability region of the frame under potential P and nonconservative loading N2 
with follower parameters a, = 1 and = 2

w płaszczyźnie - N2 - linią kropkowaną oznaczono obszary, w których uzyskuje 
się efekt stabilizacji układu. Prezentowane obszary uzyskano realizując obciążenia 
w kolejności: , N2 i P . Z uwagi na przyjęte usytuowanie przekroju poprzecznego 
utrata stateczności ramy zachodzi z jej płaszczyzny; zadanie rozwiązywano oczywi­
ście jako przestrzenne.
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2.6. Podsumowanie

Uwzględnienie w analizie konstrukcji obciążeń, które funkcyjnie związane są z od­
powiedzią konstrukcji, wymaga pewnych modyfikacji algorytmów konstruowania roz­
wiązań. W rozdziale tym skoncentrowano się na metodzie elementów skończonych 
w jej przyrostowym ujęciu i efektach włączenia do nieliniowej analizy obciążeń nie- 
konserwatywnych. Punkt wyjścia do sformułowania równań metody elementów skoń­
czonych stanowiła zasada prac przygotowanych z jawnie uwzględnionymi elementa­
mi, które wynikają z obecności sił funkcyjnie związanych z polami przemieszczeń, pręd­
kości i przyspieszeń powstających w konstrukcji. Konsekwencją uwzględnienia sił nie- 
konserwatywnych jest modyfikacja wektora obciążeń, który przedstawiono jako funk­
cję przemieszczeń, prędkości i przyspieszeń. Człony wektora obciążeń funkcyjnie zwią­
zane z odpowiedzią konstrukcji wydzielono i skojarzono z macierzą sztywności, ma­
cierzą tłumienia i bezwładności. Elementy modyfikujące te macierze nazwano odpo­
wiednio korekcyjnymi macierzami obciążeń, korekcyjnymi macierzami prędkości ob­
ciążeń i przyspieszeń obciążeń. Macierze korekcyjne są niesymetryczne, co powoduje 
utratę symetrii układów równań metody elementów skończonych i w rezultacie pewne 
niedogodności numeryczne. Uwzględniono także pewne efekty rzędu drugiego, wyni­
kające z zależności od odpowiedzi konstrukcji tych dodatkowych obciążeń, które po- 
wstają na skutek zmian poziomów obciążenia spowodowanych stanem przemieszcze­
nia. Wspomniane efekty rzędu drugiego wyrażają się w postaci dodatkowych korek­
cyjnych macierzy obciążeń. Formuły określające macierze korekcyjne lub dodatkowe 
macierze korekcyjne zależą w sposób istotny od charakteru obciążeń oraz funkcji wią- 
żących obciążenie z odpowiedzią konstrukcji. W rozdziale tym podano - możliwe do 
natychmiastowego wykorzystania - korekcyjne macierze obciążeń prostych przypad­
ków obciążeń elementu prętowego. Postacie macierzy korekcyjnych innych, bardziej 
skomplikowanych przypadków i innych elementów skończonych można łatwo wypro­
wadzić, bazując na pokazanych w pracy przykładach procedur przekształceń symbo­
licznych. Pakiety wykonujące rachunki symboliczne umożliwiają generowanie ścisłych 
formuł macierzy korekcyjnych dowolnie skomplikowanych obciążeń i funkcji opisują­
cych ich zachowanie. Ściśle wyprowadzone formuły macierzy korekcyjnych uwzglę­
dniono w zbudowanym algorytmie metody elementów skończonych, który wykorzy­
stano w analizie statyki i stateczności układów prętowych pod statycznym obciąże­
niem potencjalnym i niepotencjalnym.

Zastosowanie kryterium dynamicznego w analizie stateczności pozwala wyznaczyć 
obciążenia krytyczne powodujące bifurkację i flatter konstrukcji, a także określić gra­
nice stosowalności statycznego kryterium stateczności. Analiza konstrukcji poddanej 
działaniu wieloparametrowym, niezależnym obciążeniom potencjalnym i niepotencjal­
nym jest podstawą określenia obszarów stateczności jako funkcji rozkładów i wartości 
parametrów śledzenia, a także kolejności oraz sposobu realizacji działających wekto­
rów obciążenia. Na podstawie przeprowadzonych analiz można sformułować kilka uwag, 
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które mogą być istotne z punktu widzenia analizy stateczności i sposobów stabilizacji 
układów prętowych poddanych działaniu sił potencjalnych i niepotencjalnych:
• o utracie stateczności konstrukcji przez flatter nie zawsze decydują jej dwie najniż­

sze częstości drgań własnych (Bolotin [1.5]),
• graniczny parametr śledzenia, oddzielający obszar stosowalności statycznego kryte­

rium stateczności od obszaru, w którym konstrukcja traci stateczność przez flatter, 
jest cechą indywidualną konstrukcji i konfiguracji obciążenia - w szczególności może 
on należeć do obszarów nadśledzenia (a > 1) (Życzkowski [1.23]),

• obciążenia niepotencjalne (cyrkulacyjne) mogą - choć nie musi to być regułą - sta­
bilizować układ poddany działaniu sił potencjalnych jedynie wtedy, gdy układ pod 
tym obciążeniem niepotencjalnym traci stateczność przez flatter,

• stabilizacja układów potencjalnych przez działanie pól sił cyrkulacyjnych (tylko tych, 
które indywidualnie działając na konstrukcję mogą powodować jej flatter) może pro­
wadzić do wielokrotnego zwiększenia krytycznych poziomów obciążeń potencjal­
nych.
W rozdziale tym wykorzystano wyniki przedstawione w dwóch pracach autora [2.25, 

2.26],



3. STATECZNOŚĆ PRĘTÓW POD OBCIĄŻENIEM 
NIEKONSERWATYWNYM

3.1. Wprowadzenie

Wyznaczanie częstości drgań własnych oraz poziomów obciążeń krytycznych pry­
zmatycznych i niepryzmatycznych belek prostych jest bardzo ważnym elementem ana­
lizy wielu współczesnych konstrukcji inżynierskich. Zwykle - przynajmniej w pierw­
szym przybliżeniu - zadanie to sprowadza się do analizy belek według teorii Bemoul- 
liego-Eulera albo teorii Timoshenki, jeżeli odkształcalność postaciowa i bezwładność 
obrotowa są uznane za istotne. Przykładami konstrukcji inżynierskich, które można 
analizować wykorzystując teorię belek, są między innymi belki i kolumny punktowo 
lub odcinkowo sprężyście podparte, pryzmatyczne i niepryzmatyczne belki z masami, 
belki wstępnie sprężone, belki z rysami, rurociągi sprężyście mocowane częściowo 
wypełnione cieczą, pale fundamentowe, maszty antenowe, wieże wiertnicze, podatne 
ramiona robotów i wiele innych. Konstrukcje tego typu mogą być poddane działaniu 
różnego typu obciążeń, z których jednymi z istotniejszych, z punktu widzenia określe­
nia ich częstości drgań i poziomów obciążeń krytycznych, są obciążenia konserwatyw­
ne i niekonserwatywne.

Problemowi stateczności prętów pod obciążeniem niepotencjalnym poświęcono 
olbrzymią liczbę prac, o czym już wspominano we wstępie. W rozdziale tym nie przed­
stawia się szczegółowego przeglądu literatury w tym zakresie, ale omawia się jedynie 
wybrane pozycje, które mają bezpośredni związek z dalej stosowanymi sposobami analizy.

Szczególnym, analizowanym w tym rozdziale rodzajem prętów są pręty niepryzma­
tyczne o ciągłej bądź skokowej zmianie parametrów. Tego typu pręty są często stoso­
wanymi elementami współczesnych konstrukcji inżynierskich, a ich stosowanie dykto­
wane jest zarówno względami wytrzymałościowymi, ekonomicznymi jak i architekto­
nicznymi.

W analizie niepryzmatycznych prętów według teorii Bemoulliego-Eulera wykorzy­
stywano wiele metod. Jedną z nich jest metoda macierzy przeniesienia, którą między 
innymi stosowali Chu i Pilkey [3.1], Chang i Liu [3.2] oraz Lin i Bapat [3.3], Metodę 
elementów skończonych stosowali między innymi Gallagher i Lee [3.4] oraz Thambi- 
ratnam i Zhuge [3.5], metodę różnic skończonych Liable [3.6], Metodę Rayleigha-Rit- 
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za stosowali Alvarez i Laura [3.7], De Rosa i Franciosi [3.8] oraz Mittendorf i Grief 
[3.9], Rozwiązań dotyczących belek niepryzmatycznych szukano także wykorzystując 
metody analityczne bądź semi-analityczne. Do tego typu prac można między innymi 
zaliczyć artykuły Eisenbergera [3.10] i [3.15], Banerjee i Williamsa [3.11], Elishakof- 
fa i Pellegriniego [3.12], Sen Yung Lee i współautorów [3.13], Eisenbergera i Reicha 
[3.14] oraz De Rosa i Auciello [3.16], Aproksymacje niepryzmatycznych belek Bemo- 
ulliego-Eulera pryzmatycznymi odcinkami, w obrębie których wykorzystywano roz­
wiązania ścisłe równania różniczkowego belki, stosowali między innymi Jang i Bert 
[3.17], Wang [3.18] oraz Gast i Sneck [3.19],

W zadaniach, do analizy których przyjmowano model belki Timoshenki, wykorzy­
stywano głównie metody numeryczne i aproksymacyjne. Metodę elementów skończo­
nych stosowali Irie, Yamada i Takahashi [3.20], To [3.21] oraz Cleghom i Tabarrok 
[3.22], sposób Rayleigha-Ritza - Gutierrez oraz Laura i Rossi [3.23], a metodę Galer- 
kina - Chehil i Jategaonkar [3.24] oraz Jategaonkar i Chehil [3.25], Metody analitycz­
ne w analizie niepryzmatycznych belek Timoshenki stosowali Lee i Lin [3.26] oraz 
Leung i Zhou [3.27], Tong, Tabarrok i Yen aproksymowali belki niepryzmatyczne od­
cinkami pryzmatycznymi, do których wykorzystywali rozwiązania zamknięte [3.28], 
Analizie statyki i dynamiki, a w szczególności stateczności prętów pod obciążeniem 
niepotencjalnym poświęcono w literaturze wiele miejsca. Stosunkowo nieliczne są prace 
dotyczące zachowania się prętów niepryzmatycznych pod obciążeniami nie mającymi 
potencjału. Massey i Meen [3.29] badali stateczność wspornika o zmiennej szerokości 
przekroju poprzecznego pod działaniem skupionego obciążenia śledzącego. Sankaran 
i Rao [3.30] stosując metodę Galerkina analizowali poziom obciążeń krytycznych zbież­
nych kolumn ze sztywno i sprężyście zamocowanymi końcami. Stateczność niepry- 
zmatycznego pręta Leipholza badali Elishakoff i Couch [3.31] stosując rachunek sym­
boliczny w podejściu bazującym na metodzie Galerkina. Elishakoff i Pellegrini [3.32] 
wykorzystując funkcje Bęsia analizowali swobodnie podparty niepryzmatyczny pręt 
pod działaniem śledzącego obciążenia rozłożonego. Nageswara, Rao i Venkateswara 
uwzględniając tłumienie wyznaczali obciążenia krytyczne liniowo zbieżnych prętów 
wspornikowych poddanych śledzącemu obciążeniu skupionemu [3.33]. Lee i Kuo ana­
lizowali proste pręty niepryzmatyczne poddane działaniu śledzącego obciążenia rozło­
żonego [3.34], Model Timoshenki wykorzystali Irie, Yamada i Takahashi w analizie 
niepryzmatyczne] belki pod obciążeniem śledzącym [3.20]. W analizie prętów niepry­
zmatycznych pod obciążeniem niepotencjalnym stosowano analogiczne metody, jak w 
zadaniach konserwatywnych z tego typu prętami.

Celem tego rozdziału jest:
• uogólnienie otrzymanych przez Eisenbergera [3.15] formuł macierzy sztywności 

i bezwładności prostych prętów o dowolnie w sposób ciągły zmieniającym się prze­
kroju poprzecznym i dowolnych, ciągłych rozkładach masy i sztywności na przypa­
dek prętów spoczywających na jedno- i dwuparametrowym podłożu sprężystym 
o ciągłym rozkładzie sztywności i poddanych dowolnemu statycznemu obciążeniu 
niepotencj alnemu;
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• zbudowanie spójnego algorytmu do analizy częstości i stateczności dowolnie, kon­
serwatywnie i niekonserwatywnie, statycznie obciążanych ciągłych i przegubowych 
prętów prostych (modeli belek Bemoulliego-Eulera i Timoshenki) o zmiennych sko­
kowo charakterystykach przekroju poprzecznego, które mogą spoczywać na odcin­
kowo zmiennym dwuparametrowym podłożu sprężystym i sprężystych podporach 
o charakterystykach nieliniowo zależnych od obciążenia i częstości drgań.
W punkcie drugim rozdziału przedstawiono algorytm analizy prostych, niepryzma- 

tycznych prętów, których charakterystyki rozwijano w szeregi potęgowe. W punkcie 
trzecim, wykorzystując ścisłe rozwiązania równania różniczkowego pręta, analizowa­
no pręty o charakterystykach skokowo zmiennych. Przykłady numeryczne ilustrujące 
sposoby analizy przedstawiono w punkcie czwartym, w którym bada się zagadnienia 
określania częstości drgań i stateczności prętów niepryzmatycznych obciążanych sta­
tycznymi siłami niepotencjalnymi.

3.2. Analiza prętów o ciągłej zmianie parametrów

Przy klasycznych założeniach liniowej teorii belek Bemoulliego-Eulera, równania 
różniczkowe opisujące osiowe, skrętne i giętne drgania pręta niepryzmatycznego moż­
na otrzymać z warunków równowagi wyciętego, różniczkowo małego jego elementu. 
Równania opisujące drgania osiowe i skrętne pręta o długości l spoczywającego na 
jednoparametrowym podłożu sprężystym (rys. 3.1) mają odpowiednio postać

d r- — EA(x)^~ + Ky (x)U{x, r) + p(x) d2U 

dt2

d2& 
dt2

= m(x, t) (3.1)

Przez E oznaczono moduł Younga, G jest modułem odkształcalności poprzecznej, A(x) 
i J0(x) są odpowiednio polem przekroju poprzecznego i biegunowym momentem bez­
władności przekroju poprzecznego. KJx) i K^(x) są funkcjami charakteryzującymi re­
akcję podłoża sprężystego odpowiednio na przemieszczenia osiowe U(x) i kąt skręce­
nia <PG). Przez p(x) oznaczono gęstość materiału pręta, a n(x,f) i m(x,t) są odpowie­
dnio osiowymi i skrętnymi obciążeniami rozłożonymi na długości pręta. Zakładając 
(np. Ghani Razaąpur i Shah [3.35]), że reakcję dwuparametrowego podłoża sprężyste­
go można opisać jako

tiz 
R[x,t)^RwW(x,t)-2CĄx)^-~ (3.2)

ca
otrzymamy równanie drgań poprzecznych W(x,t) poprzecznie i osiowo (N(x)) 
obciążonego pręta, mające postać
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Rys. 3.1. Schemat typowego pręta niepryzmatycznego
Fig. 3.1. Diagram of a typical non-prismatic rod

d2 
dx2

d2W 
dx2

+ Rw(x)W(x)

+ p(x)A^
d2W 
dt2

= p(x,t)
(3-3)

Przez I(x) oznaczono moment bezwładności przekroju poprzecznego, N(x) i p(x,t) 
są funkcjami opisującymi siłę osiową i obciążenie poprzeczne pręta. R^) i C^x) są 
funkcjami charakteryzującymi dwuparametrowe podłoże sprężyste. Równanie drgań 
pręta w drugiej płaszczyźnie można otrzymać przez odpowiednią zamianę funkcji opi­
sujących sztywność, parametry podłoża sprężystego i obciążenie poprzeczne. Założo­
no także, że wielkości charakteryzujące pręt, podłoże i obciążenie można przedstawić 
w postaci szeregów potęgowych:

Z
A(x)=^Aix‘ 

i=0

Ku(x) = ^K^x‘

i=0
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p
RW (X) ~ ^RWix‘ 

i=0

i=0

(3.4)

i=0

EI(X)^^RiX‘ 

i=0

J

1=0

Przyjmując współrzędną bezwymiarową Ę = x/l, równania swobodnych, harmonicz­
nych drgań osiowych (w(£)), skrętnych (<p(£)) i giętnych (w(£)) pręta można zapisać 
jako

©“©-''©»©=«

<3-s)

a2
a?

>©^-|[49^]+©9“©^^

W równaniach tych wprowadzono następujące oznaczenia:

Z z

»©=£“,/' c =X»©
i=0 i=0

z z

i=0 i=0
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m m

1=0 i=0

1=0 1=0

f^-i^p^j^-e ^f,e
i=0 i=0

i=0 i=0

w=tR^
i=0 i=0

n n

<3-6)
i=0 i=0

i-O i=0

cw^^C^‘ = t.c^ 

i=G i=Q

Z z

i=0 i=0

Przez ® oznaczono częstość drgań. Rozwiązań równań (3.5) poszukuje się w posta­
ci nieskończonych szeregów potęgowych.

Podstawiając do pierwszego z równań (3.5) założoną postać rozwiązania

= (3.7)
i=0

po prostych przekształceniach otrzymujemy ogólną formułę współczynnika szeregu 
potęgowego
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Jak łatwo zauważyć, współczynniki u{ (dla i > 1) są liniową kombinacją uQ i uv 
a zatem po uwzględnieniu kinematycznych warunków brzegowych dla Ę = 0 i = 1 
możemy wyznaczyć u0 i u}, a w konsekwencji określić wszystkie następne współczyn­
niki poszukiwanych szeregów (Eisenberger [3.15]). Ogólna formuła określająca roz­
wiązanie drugiego z równań (3.5) jest analogiczna do danej równaniem (3.8) po za­
mianie a© na ku^ na k^ i b(£) na/(£).

Poszukując rozwiązania trzeciego z równań (3.5) w postaci

= (3-9) 

i=0

otrzymujemy wyrażenie określające współczynnik poszukiwanego szeregu

- z
£=0

wi+4 = rkwi-M

rk+lWi-k+3 +
k=0

1

W-U2

X
k^

k=0

rk+2wi-k+2 + £ (z - k + l)(ż - k + i)ck w,._U2 (3.10) 
*=o

!*+iwz-it+i + ^dkwi-k ~ 

k=0 k=0

Współczynniki szeregu (dla i > 3) są liniową kombinacją w0, wp w2 i w3, może­
my więc - uwzględniając warunki brzegowe wyrażające przemieszczenia poprzeczne 
i kąty obrotu dla przekrojów Ę = 0 i = 1 pręta - wyznaczyć w0, wp w2 i w3 i w konse­
kwencji wszystkie następne współczynniki poszukiwanych szeregów. Współczynniki 
wl+2 jak i w;+4 dane relacjami (3.8) i (3.10) dążą do zera, gdy i dąży do nieskończoności.



Mając określony sposób znajdowania rozwiązań w postaci szeregów, możemy ana­
lizując poszczególne stany jednostkowych przemieszczeń łatwo określić ścisłe funkcje 
kształtu dla dowolnego, niepryzmatycznego elementu belkowego (Bathe i Wilson [2.9]). 
Wektor przemieszczeń wewnątrz elementu ma postać

Q® = H^)q (3.11)

gdzie H(^) jest macierzą funkcji kształtu, a q wektorem przemieszczeń brzegowych. 
Blok macierzy w zakresie sztywności osiowej (Su) można wyznaczyć z relacji

S. = j-j h; (^)d^ + /] Hu(«>_(«)Hj(gd^ (3.12)

1 o o
gdzie Hu(£) jest macierzą funkcji kształtu, a H' (£) jej pierwszą pochodną po zmien- 
nej Sztywność skrętną (S ) można wyznaczyć korzystając z relacji (3.12) po zamia­
nie a(Ę) na g(£), ku(£) na i przyjęciu macierzy funkcji kształtu H^(£).

Macierz sztywności giętnej (Sw) wyznaczamy z relacji

s»=W+] j

(3.13)

gdzie przez H"(£) oznaczono drugą pochodną macierzy funkcji kształtu po zmiennej Ę. 
Macierze bezwładności wyznacza się z relacji

B = zjH(;X(<f)H7'(ę)dę (3.14)

o
gdzie, na przykład dla stanu giętnego, H® = Hw(^), a rn (£) = jest masą
przypadającą na jednostkę długości pręta. Znając macierz sztywności S i macierz bez­
władności B, tłumienie w układzie możemy modelować (Bathe i Wilson [2.9]) w po­
staci

C = 7]S + /1B (3-15)
gdzie p i p są wymiarowymi współczynnikami tłumienia. Wektor obciążeń węzłowych 
F(0 otrzymujemy z relacji

F(r) = Jv(^,r)H(^ 

o
(3-16)
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Przez v(£, t) oznaczono wektor obciążenia w analizowanym stanie, H(£) jest sto­
sowną macierzą funkcji kształtu.

Znając wyrażone w układach lokalnych prętów macierze bezwładności B, sztywno­
ści S, tłumienia C i wektor obciążeń węzłowych F, w sposób tradycyjny formułuje się 
równania ruchu w układzie globalnym (Przemieniecki [2.8], Bathe i Wilson [2.9]). Na 
podstawie tych równań można analizować statykę i dynamikę konstrukcji o elemen­
tach niepryzmatycznych. Należy podkreślić, że rozwiązania otrzymane przy podziale 
pręta na elementy i te, które otrzymuje się traktując pręty jak pojedyncze elementy, są 
identyczne. Wynika to z przyjętej, ścisłej szeregowej aproksymacji przemieszczeń we­
wnątrz elementów. Pokazany sposób analizy konstrukcji zbudowanych z prętów nie­
pryzmatycznych pozwala na minimalizację rozmiarów zadania, przy jednoczesnym za­
chowaniu jego ścisłości na poziomie przyjętych założeń (Eisenberger [3.15]).

Analiza układów niekonserwatywnych wymaga modyfikacji w przytoczonych for­
mułach. Zakłada się, że pręty mogą być obciążane statycznym, dowolnie zmiennym 
osiowym obciążeniem niekonserwatywnym bądź niepotencjalnym węzłowym obcią­
żeniem Skupionym. Istnienie niepotencjalnych obciążeń osiowych pręta powoduje - 
przy jego poprzecznym odkształceniu - powstawanie obciążeń poprzecznych. Wartość 
tego obciążenia zależy od przyjętej funkcji wiążącej stan przemieszczenia i obciążenia 
pręta. Tutaj zakłada się, że obciążenie to jest liniową funkcją obrotów przekrojów po­
przecznych o funkcyjnym współczynniku śledzenia Zgodnie z powyższym, war­
tość powstającego obciążenia poprzecznego można przedstawić w postaci

(3.17)

Istnienie tego obciążenia powoduje modyfikację formuły (3.10), która po wprowa­

dzeniu oznaczenia = przyjmuje postać

g M + (3.18)

gdzie nk jest &-tym współczynnikiem szeregu potęgowego będącego iloczynem funk­
cji rozkładu sił osiowych n(£) i, z założenia potęgowej, funkcji parametru śledzenia 
(ĄĘ)- Powstanie poprzecznych obciążeń pręta implikuje istnienie obciążeń węzłowych 
liniowo zależnych od funkcji kątów obrotów przekrojów poprzecznych. Obciążenia te, 
w pokazany w rozdziale drugim sposób, można przedstawić w postaci iloczynu korek­
cyjnej macierzy obciążeń knc i wektora przemieszczeń węzłowych, a następnie skoja­
rzyć z macierzą sztywności stanowiącą podstawę dalszej analizy. Macierz korekcyjną 
obciążeń otrzymujemy z zależności

(3.19)
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Istnienie niepotencjalnych, skupionych obciążeń węzłowych prowadzi do modyfi­
kacji macierzy sztywności przez korekcyjną macierz obciążeń węzłowych w sposób 
przedstawiony w rozdziale drugim. Przy niepotencjalnych obciążeniach węzłowych nie 
ulega modyfikacji formuła (3.10). Rozwiązywanie zagadnienia własnego ze zmodyfi­
kowaną sztywnością pozwala na śledzenie zmian dokładnych częstości drgań własnych 
układu, w zależności od charakteru i poziomu obciążenia niepotencjalnego. Częstości 
drgań, w myśl dynamicznego kryterium stateczności, są podstawą do określania pozio­
mu obciążeń krytycznych i charakteru utraty stateczności. Dzięki zastosowanemu podej­
ściu rozmiar zagadnienia własnego jest minimalny, a otrzymywane wyniki są na żąda­
nym poziomie dokładności.

3.3. Analiza pręta o skokowej zmianie parametrów

Rozpatrzmy belkę o schemacie jak na rys. 3.2. Równanie liniowych drgań poprzecz­
nych sekcji belki otrzymane z warunków równowagi jej elementarnego wycinka przy 
założeniu, że rozwiązania tego równania poszukujemy w postaci W(x,t) = yv(x)*e^(ioof) 
ma postać

+ = 0 (3.20)

gdzie przez £ = x/l oznaczono bezwymiarowy parametr określający położenie przekro­
ju, przez / całkowitą długość analizowanej belki, a indeksy rzymskie wskazują na rząd 
pochodnej.

Przez sekcję belki należy rozumieć jej pryzmatyczny odcinek rozpostarty między 
węzłami, których położenie mogą na przykład wyznaczać punkty przyłożenia obciąże­
nia osiowego, granice dwuparametrowego podłoża sprężystego, położenia mas o po- 
mijalnej bądź niepomijalnej bezwładności obrotowej, położenia mas resorowanych, po­
łożenia rotacyjnych bądź translacyjnych podpór sprężystych, punkty zmian sztywno­
ści lub gęstości materiału belki.

Rys. 3.2. Schemat belki
Fig. 3.2. Schematic of the beam
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Współczynniki a’ i b® równania (3.20) w modelu belki Eulera mają postać

12
^= — (^-2^) 

El

Z4
bf= — (APco2-Rw)

a w modelu belki Timoshenki uwzględniającym odkształcalność postaciową i bezwład­
ność obrotową współczynniki te wyrażają się następującymi formułami:

a0 = /2 L2 f ElKpA + nj + 2Cw^P-f} _ fEIkRw
‘ vj(.2kCw\ [ GA P GA ) l GA

rA id-------------
l GA )

Z4 ^4 AKp2J
£j( । + GA

l GA )

N+ 2CW

(3.22)2^ RurKOj A
+ (U---------------F PA — Rw ( GA K ) W

Przez EH GA oznaczono sztywność giętną i postaciową pręta, P jest gęstością ma­
teriału, A polem powierzchni przekroju poprzecznego, J masowym momentem bezwład­
ności przekroju, k współczynnikiem kształtu przekroju poprzecznego, N statyczną siłą 
osiową w pręcie, a parametry Rw i Cw określają reakcję R(x) dwuparametrowego podłoża 
sprężystego (3.2).

Współczynniki dane relacjami (3.21) i (3.22) są w ogólności różne w równaniach 
każdej (i-tej) sekcji pręta; upraszczając zapis, w relacjach tych opuszczono indeksy 
wyróżniające charakterystyki z-tej sekcji.

Warunki brzegowe pręta wynikają z warunków równowagi, zapisanych na jego le­
wym (rys. 3.3a) i prawym (rys. 3.3b) końcu. Jeżeli zdefiniujemy translacyjną reakcję 
sprężystą wraz z oddziaływaniem masy resorowanej (S), siłę bezwładności (5), rota­
cyjną reakcję sprężystą (M^, masowy moment bezwładności obrotowej (MB) i siłę tnącą 
(2) jako

. . m,a>2W(x,t}
S(x, t) = -KiW(x, i) + —-------
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M5(x,0 = -7?,W'(x,f)

Mg(x,z) = -J.- v J 
a xdt

QM=-Ell^l 

dx

to warunki brzegowe na lewym końcu (z = L) przyjmą postać

W'1' (0, t) - CLW(0, t)+DlW (0, z) = 0

JF"(0,z)-EJ¥'((V) = 0

(3.23)

(3.24)

Rys. 3.3. Schemat warunków brzegowych na lewym (a) i prawym (b) końcu belki 
Fig. 3.3. Schematic of boundary conditions on the left (a) and right (b) end of the beam
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gdzie

MLa>2 ~kl) +
mL(o2W(0,t) 

1 mLco2

NI2Dl=---
El (3-25)

a przez El należy rozumieć sztywność giętną pierwszego (lewego) segmentu belki. 
Warunki brzegowe na prawym (z = R) końcu belki mają postać:

W''' (/, t) + CR W(l, t) + DRW'(l,t) = Q

W''(l,t) + ERW'(0,t) = 0

gdzie

/3 mRco2W(/,t)
cr=-(mr(02-kr}+^-----

El- ' , mrm2
1-----—-----

>2 f i
Dr=hIp

Er = ~ - ^R 0)2 )

(3.26)

(3.27)

a przez El należy rozumieć sztywność giętną ostatniego (prawego) segmentu belki.
W relacji (3.27) i dalej przez P(F) oznaczono statyczną osiową siłę niekonserwa- 

tywną przyłożoną na prawym końcu belki, której kierunek działania określa dowolny 
parametr śledzenia ar Przez F(P) oznaczono statyczną, zachowawczą siłę działającą 
wzdłuż osi belki, przyłożoną na jej prawym końcu.

Cztery warunki ciągłości w miejscu styku segmentów „i - 1” oraz „i” (rys. 3.4) 
przyjmują postać:
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gdzie

Rys. 3.4. Schemat warunków ciągłości w miejscu styku segmentów
Fig. 3.4. Schematic of continuity conditions at the contact between segments

W",( )-CJ'"(+,+ D>’)+EJ(-)=0 
c.w^+h^ = o

(3.28)

(3.29)

Indeksem (-) oznaczono charakterystyki „i - 1” segmentu, a indeksem (+) charak­
terystyki „i" segmentu belki.
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W równaniach (3.24), (3.26) i (3.28) przez W(x,f) należy rozumieć ścisłe rozwiąza­
nie jednorodnego równania różniczkowego opisującego drgania poprzeczne belki. Rów­
nanie to - po podstawieniu W(x,t) = w(x)*eA(ztoi) i przejściu na współrzędną bezwy­
miarową Ę - ma postać równania (3.20), którego rozwiązanie jest funkcją wzajemnych 
relacji jego parametrów. Poniżej przedstawiono postacie tego rozwiązania.

Jeżeli wprowadzi się oznaczenia

-af +Jaf +4^° -af -Ja? + 4bf 
pl =  -----—------- —, p2 =   —---------- —

2 2
to rozwiązania można przedstawić w następującej postaci: 

dla (af2 <-4bf)

p3 = ^af + 4bf ’

w(Q = ecl*<’[C[l]sin(c2 *£) + C[2]cos(c2 *£)] 

+ e^1*" [c[3]sin(c2 * £) + C[4]cos(c2 * £)] (3.30)

gdzie

dla [ af' > -4bf ,af>0 i Jaf + 4bf > af 1 lub

af >—4bf ,af <Q i {^4bf>-af

w{£) = C[l]sinh(cl * £) + C[2]cosh(cl * £) + C[3]sin(c2 * £) + C[4]cos(c2 * (3.31) 

gdzie

cl = -/pl, c2 = ^|p2|

dla af>-4b^a^>0 i y/a°2 + 4b° = 
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w(£) “ CD]+ c[2] * £ + C[3]sin(cl * £) + C[4]cos(cl * ty (3.32) 

gdzie

dla L°2 > -4^f, ty > O i ^+4^ <ty

4^)= ^[ijsin^i * ty + C[2]cos(cl * ty + C[3]sin(c2 * ty + C[4]cos(c2 * ty (3.33) 

gdzie

ci=Th >c2=thi
dla | ty2 > -4b° , ty < O i ^af+4ty < -ty 

w(ty = C[l]sinh(cl * ty + C[2]cosh(cl * ty + C[3]sinh(c2 * ty + C[4]cosh(c2 * ty (3.34) 

gdzie

cl = ^l, c2 = typ2

dla af >-4b? ,ty<Oi + 4b? = -ty

w[ty = C[l]sinh(cl * ty + C[2]cosh(cl * ty + C[3] + C[4] * £ (3.35)

gdzie

cl = TH ‘
W rozwiązaniach od (3.30) do (3.35) przez C[z] oznaczono stałe całkowania.
W relacjach (3.21), (3.22), (3.25), (3.27) i (3.29) wielkości charakteryzujące punktowe 

bądź rozłożone sprężyste podparcie mogą być dowolnymi, w ogólności nieliniowymi, 
funkcjami poziomu obciążenia i częstości drgań, np.: KL = KL (N, (ty, Rw = Rw (N, w).

Wykorzystując relacje (3.24) i (3.26) i taką liczbę relacji typu (3.28), jaka wynika 
z liczby miejsc łączonych segmentów, otrzymujemy jednorodny, liniowy układ rów­
nań algebraicznych określający stałe całkowania C[ż]. Warunek istnienia nietrywialne- 
go rozwiązania tego układu równań w postaci zerowania się wyznacznika macierzy 
jego współczynników umożliwia wyznaczenie częstości drgań własnych układu i tym 
samym, przy wykorzystaniu dynamicznego kryterium stateczności, pozwala określić 
poziomy obciążeń krytycznych. Praktycznie realizacja tego warunku polega na dys­
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kretnej analizie wyznacznika macierzy współczynników w badanym obszarze zmien­
ności obciążeń i częstości przy zastosowaniu regularnej siatki podziału tych wielkości. 
Następnie, korzystając z pakietu Mathematica, konstruuje się zerową warstwicę mapy 
zmienności wyznacznika, która wyznacza krzywe częstości badanego układu. Należy 
podkreślić, że krzywe te dają ścisłe - na miarę przyjętej numerycznej precyzji przy 
wyznaczaniu miejsc zerowych wyznacznika równań - wartości wszystkich możliwych 
częstości z analizowanych obszarów ich zmienności. Wynika to z zastosowania ści­
słych wzorów rozwiązania równań różniczkowych (3.30) - (3.35) dla każdego z seg­
mentów analizowanej belki.

Przedstawione podejście umożliwia łączenie segmentów belki, modelowanych we­
dług teorii belki Bemoulliego-Eulera i teorii Timoshenki, co może być przydatne, je­
żeli na przykład część belki jest krępa i w jej rozwiązaniu istotne są odkształcenia po­
staciowe.

3.4. Przykłady numeryczne

W pierwszej części tego punktu, bazując na formułach pokazanych w punkcie 3.2, 
przedstawiono przykłady zastosowania szeregów potęgowych w analizie niepryzma- 
tycznych prostych prętów pod obciążeniem niekonserwatywnym. W części drugiej, 
wykorzystując ścisłe rozwiązania pryzmatycznych segmentów belki opisane w punk­
cie 3.3, wykazano skuteczność takiego podejścia w analizie niekonserwatywnie obcią­
żanych belek o skokowo zmiennych parametrach.

Przedstawiony w punkcie 3.2 ogólny algorytm analizy statyki, dynamiki i statecz­
ności układów zbudowanych z prętów niepryzmatycznych testowano na przykładach 
dotyczących analizy stateczności prętów pod obciążeniem niepotencjalnym. Przepro­
wadzone testy w zakresie określania częstości drgań własnych prętów w problemach 
drgań osiowych i giętnych wykazały idealną zgodność zarówno z powszechnie znany­
mi rozwiązaniami, jak i z większością tych, które przytacza Eisenberger [3.15] na pod­
stawie badań własnych i cytowanej literatury. Przykładowo trzy pierwsze częstości drgań 
pryzmatycznego wspornika wynoszą:

= 1,57079673298716 / (m/4),

m2 = 4,7123891850833 ^EI /(ml4), 

a)3 = 7,85398176011776 ^//(ml4).

W badaniu stateczności pryzmatycznych prętów pod skupionym i rozłożonym rów­
nomiernie potencjalnymi obciążeniami osiowymi testowano pręty o różnych warun-
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Rys. 3.5. Kolumny Becka (a) i Leipłiolza (b)
Fig. 3.5. Beck (a) and Leipholz (b) columns

kach brzegowych. Otrzymane rezultaty - przy przyjęciu szeregu aproksymującego zło­
żonego z 25 wyrazów - w zakresie możliwych do uzyskania szesnastu miejsc znaczą­
cych wykazały idealną zgodność z rozwiązaniami teoretycznymi (Leipholz [1.11]). Pro­
blem stateczności prętów pod obciążeniem niepotencjalnym testowano na przykładzie 
kolumny Becka i Lcipholza (Leipholz [1.10]). Na rysunku 3.5 pokazano schematy tych 
prętów, wartości otrzymanych obciążeń krytycznych i częstości, przy których następu­
je flatter. Wartości obciążeń krytycznych są w pełni zgodne ze znanymi rozwiązaniami 
zadania Becka i Leipholza; np. dla drugiego z tych zadań Leipholz i Madan [3.36] szu­
kając rozwiązania w postaci funkcji Bessela, otrzymali ncr = 40,05 EI/l3. Na rysunkach 
3.6 i 3.7 pokazano przykładowe zmienności częstości drgań prętów wspornikowego 
i sztywno-przegubowego obciążonych odpowiednio rozłożonym obciążeniem śledzą­

cym o intensywności n(£) = n0(l - Q i n(^) = n; &[ = . Wyniki są zgod­
ne z przedstawionymi w pracy Hauera [3.37], gdzie metodą Galerkina otrzymano 
ncr = 158,2 EI/l3. W przypadku pręta sztywno-przegubowego otrzymane wyniki, za­
równo dla pierwszego (ncr j) jak i wtórnego (ncr,2) obciążenia krytycznego, są ideal­
nie zgodne z wynikami otrzymanymi przez Elishakoffa i Pellegriniego [3.38], którzy 
rozwiązując ściśle to zadanie stosowali funkcje Bessela i Lommela. Na rysunku 3.8 
pokazano wpływ podłoża sprężystego na stateczność pryzmatycznej kolumny Becka. 
Parametry podłoża rw i c dobrano tak, żeby dla każdego z tych parametrów z osobna 
pierwsza częstość drgań swobodnych pręta wzrastała dwukrotnie (rw = 37,09, cw = 9,446). 
Rozwiązanie dla podłoża Winklera (cw = 0), o stałym na długości pręta parametrze sprę­
żystości podłoża, potwierdziło fakt niezależności poziomu krytycznego obciążenia ści­
śle śledzącego od stałej podłoża (Smith i Hermann [3.39]) wtedy, kiedy pominiemy
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Rys. 3.6. Zależność częstości drgań swobodnych wspornika 
od poziomu obciążenia śledzącego n(x)=nQ(Z - x) 

Fig. 3.6. Dependence of the cantilever free vibration freąuency 
on the level of follower load n(x)=n0(l - x)

tłumienie. Na rysunku 3.9 pokazano wartości obciążeń krytycznych kolumny Becka 
dla liniowo zmiennych rozkładów parametru podłoża Winklera. W tym przypadku war­
tości obciążeń krytycznych zależą od funkcji opisujących rozkład parametru podłoża. 
Na rysunkach 3.10 i 3.11 pokazano rozwiązania problemu stateczności prętów o zmien­
nym przekroju poprzecznym (b(£) = h(Ę) = 2 - ^). Wyniki analizy stateczności pręta 
wspornikowego o zmiennym przekroju kwadratowym (b(Ę) = = (£- 0,5)2 + 1,75)
przedstawiono na rys. 3.12, a wpływ wartości parametru śledzenia a na poziom kry­
tycznego obciążenia wspornika na rys. 3.13. Przykładowe rezultaty wpływu rozkładu 
masy pręta na jego obciążenie krytyczne pokazano na rys. 3.14. Wyniki przedstawio­
nych testów uzyskano przyjmując 70-elementowy szereg opisujący stan przemieszczeń 
poprzecznych prętów; zwiększenie tej liczby nie wpływało - przy założonej dokładno­
ści prezentowanych wyników - na otrzymywane rezultaty. Należy podkreślić, że podej­
ście wykorzystujące aproksymacje stanów przemieszczeń szeregami potęgowymi nie 
zawsze jest skuteczne. W przypadku prętów w kształcie stożka pojawiają się na przy­
kład kłopoty ze zbieżnością, a stosowanie większej liczby elementów szeregów apro- 
ksymujących powoduje istotny wzrost czasu obliczeń i kumulowanie się błędów nu­
merycznych, jeżeli w obliczeniach stosuje się procedury zapisane w tradycyjnych ję­
zykach programowania wysokiego poziomu o ograniczonej liczbie miejsc znaczących.

Następnie na wybranych przykładach zaprezentowano skuteczność przedstawione­
go w punkcie 3.3 algorytmu, wykorzystywanego do analizy szerokiej klasy zagadnień
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Rys. 3.7. Zależność częstości drgań swobodnych pręta sztywno-przegubowego 
od poziomu obciążenia śledzącego n(x)=n

Fig. 3.7. Relationship between the free vibration freąuency of a clamped-simple supported rod 
and the level of follower load n(x)=n

Rys. 3.8. Zależność częstości drgań swobodnych kolumny Becka od poziomu obciążenia śledzącego P 
przy różnych wartościach parametrów podłoża sprężystego

Fig. 3.8. Dependence of the free vibration freąuency of the Beck column on the level of loading P 
for different elastic foundation parameters

47



Rys. 3.9. Wpływ rozkładu parametru podłoża sprężystego typu Winklera 
na wartość obciążenia krytycznego

Fig. 3.9. Influence of the Winkler foundation parameter distribution function 
on-the critical load level

Rys. 3.10. Zależność częstości drgań swobodnych wspornika o zmiennym przekroju poprzecznym 
ń(x)=/z(x)=2-x2 od poziomu skupionego P i rozłożonego n obciążenia śledzącego

Fig. 3.10. Relationship between the free vibration freąuency of a cantilever with varying cross-section 
b(x)=h(x)=2-x2 and the level of tip-concentrated P and distributed n follower loading
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Rys. 3.11. Zależność częstości drgań swobodnych pręta sztywno-przegubowego ze zmiennym przekro­
jem poprzecznym 6(x)=ń(x)=2-x2 od skupionego P i rozłożonego n obciążenia śledzącego

Fig. 3.11. Dependence of the free vibration frequency of a clamped-simply supported rod with varying 
cross-section b{x)=h(x)-2-x2 on the level of tip-concentrated P and distributed n follower load

Rys. 3.12. Zależność częstości drgań swobodnych wspornika o zmiennym przekroju poprzecznym 
b(x)=h(x)=(x-O,5')2+\,75 od poziomu skupionego P i rozłożonego n obciążenia śledzącego

Fig. 3.12. Relationship between the free vibration frequency of a cantilever with varying cross-section 
ó(x)=ń(x)=(x-0.5)2+1.75 and the level of tip-concentrated P and distributed n follower loading
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Rys. 3.13. Wpływ parametru śledzenia na obciążenie krytyczne kolumny Becka 
ze zmiennym przekrojem poprzecznym b(x)=h(x)=2-x

Fig. 3.13. Influence of the follower parameter on the critical load level of the Beck column 
with variable cross-section b(x)=h(x)=2-x

Rys. 3.14. Wpływ liniowych rozkładów masy na obciążenie krytyczne kolumny Becka
Fig. 3.14. Influence of linear mass distributions on the critical load of the Beck column
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Rys. 3.15. Schematy analizowanych przykładów 
Fig. 3.15. Schematics of the analyzed examples

związanych głównie ze statecznością belek pod dowolnym obciążeniem konserwatyw­
nym i niekonserwatywnym.

Na rysunku 3.16a pokazano wyniki analizy poziomu ściśle śledzącego (a= 1) ob­
ciążenia krytycznego (PI = P*P2IEI) belki częściowo wspartej na jednoparametro- 
wym podłożu sprężystym Winklera (cw = 0, rw 0) o stałej rl = r^PĄ/EI, którego 
bezwymiarowy zasięg oznaczono przez xl (xl = x/T) (rys. 3.15a). Jest to tak zwany 
uogólniony problem Smitha-Herrmanna, którego rozwiązanie bazujące na metodzie 
Galerkina pokazano w pracy Elishakoffa i Wanga [3.40]. Podejście wykorzystujące me­
todę Galerkina nie daje jakościowo zadowalających rezultatów, a w szczególności nie 
pokazuje obszaru, w którym podłoże sprężyste istotnie obniża wartości obciążenia kry­
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tycznego. Na rysunku 3.16b pokazano wartości częstości £2 = cni2 > przy których 

badany pręt traci stateczność przez flatter. Na rysunku 3.17 pokazano poziomy obcią­
żenia krytycznego PI i częstości, przy których następuje utrata stateczności przez flat­
ter w zadaniu o schemacie jak na rys. 3.15a, z tym jednak, że w tym przypadku stała 
rl = 0, a stała podłoża tl 0 (tl = Poziomy obciążeń krytycznych pręta
o schemacie jak na rys. 3.15b z ruchomą warstwą sprężystą typu Winklera, której za­
sięg i położenie oznaczono bezwymiarowymi wielkościami x0 (x0 = x//) i xl, pokaza­
no na rys. 3.18. Linią ciągłą oznaczono wartości obciążeń krytycznych typu flatter, 
a linią przerywaną wartości krytyczne obciążenia, przy których pręt traci stateczność 
przez dywergencję. W zadaniach tych analizowano wpływ podłoża nieinercyjnego, choć 
nic nie stoi na przeszkodzie uwzględnienia inercji drgającego podłoża przez stosowną 
zmianę masy belki w obrębie podłoża. Podobnie jak w dalej analizowanej belce o sche­
macie danym na rys. 3.15g, i tutaj można w prosty sposób uzależnić wielkość drgają­
cego podłoża od częstości drgań belki. Przykładową analizę poziomu obciążenia kry­
tycznego PI i wartości częstości £2 belki o schemacie jak na rys. 3.15c dla różnych 
położeń masy skupionej ml = o pomijalnej i niepomijalnej bezwładności obro­
towej jl = JUpAPY) pokazano na rys. 3.19. Wpływ wielkości masy resorowanej 
ml - m/(pAl) na wartość pierwszej częstości drgań własnych £2 belki o schemacie jak 
na rys. 3.15d przy różnych stałych resorowania kl = A* 1^3/EIpokazano na rys. 3.20. 
Na przykładzie tego zadania łatwo sprawdzić przydatność prezentowanego tutaj podej­
ścia. Analiza tego zadania oparta na procedurze Rayleigha-Schmidta, podejściu Rey- 
leigha-Ritza czy rozwiązaniach bazujących na analizie modalnej, przy założeniu, że 
drgania masy resorowanej nie są tłumione, nie pokazuje częstości, która wynika z po­
jawiania się w układzie teoretycznie nieskończonych sił w granicach rezonansu oscy­
latora (Ercoli i Laura [3.41]). Częstość ta nie zależy od poziomu obciążenia i tym sa­
mym nie decyduje o poziomie obciążeń krytycznych. Na rysunku 3.21 przedstawiono 
wyniki analizy wpływu sztywności sprężyny kl = KR P3/EI na poziom obciążenia kry­
tycznego ni = «ZA3/£7 zadania Leipholza (rys. 3.15e). Obciążenia krytyczne typu flat­
ter oznaczono linią ciągłą, a obciążenia przy których pręt traci stateczność przez dy­
wergencję - linią przerywaną. Wyniki analizy zadania Leipholza przy różnych warto­
ściach parametru śledzenia apokazano na rys. 3.22; w tym przypadku sztywność sprę­
żyny na prawym końcu belki była równa zeru. Obciążenia krytyczne typu flatter ozna­
czono linią ciągłą, a obciążenia przy których pręt traci stateczność przez dywergencję 
- linią przerywaną. Wpływ położenia rysy na obciążenie krytyczne w zadaniu Becka 
(rys. 3.15f) pokazano na rys. 3.23. Rysę modelowano tutaj jako nieskończenie krótki 
segment belki o sztywności istotnie mniejszej od sztywności belki niezarysowanej. 
Pokazane wyniki odpowiadają sytuacji, w której symetryczna rysa powoduje 100-krotne 
zmniejszenie sztywności belki, a jej zasięg przyjęto jako 1/1000 długości całej belki. 
Przyjęcie nieskończenie małych sztywności nieskończenie krótkiego segmentu belki 
umożliwia modelowanie dowolnie usytuowanego przegubu. Na rysunku 3.24 przed-
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Rys. 3.16. Obciążenia krytyczne (a) i częstości krytyczne (b) belki 
(rys. 3.15a) częściowo (xl) spoczywającej 

na podłożu sprężystym Winklera (rl*0,11 =0)
Fig. 3.16. Critical loads (a) and critical frequencies (b) for the beam

(Fig- 3.15a) partially (xl) resting on the elastic Winkler foundation (rl^O, tl=0) (Fig. 3.15a) partially (xl) resting on an elastic Foundation (rl=0, tl^O)

Rys. 3.17. Obciążenia krytyczne (a) i częstości krytyczne (b) belki 
(rys. 3.15a) częściowo (xl) spoczywającej 

na podłożu sprężystym (H=0, tl^O)
Fig. 3.17. Critical loads (a) and critical frequencies (b) for the beam



Rys. 3.18. Obciążenia krytyczne belki (rys. 3.15b) przy różnych zasięgach 
(x0) ruchomej warstwy sprężystej typu Winklera; x0=0,3 (a), x0=0,4 (b) 
Fig. 3.18. The critical load of the beam (Fig. 3.15b) for different ranges 

(x0) of a Winkler-type movable elastic layer; x0=0.3 (a), x0=0.4 (b)

Rys. 3.19. Obciążenia krytyczne (a) i częstości krytyczne (b) belki 
(rys. 3.15c) przy różnych położeniach (xl) masy skupionej o pomijalnej 

i niepomijalnej bezwładności obrotowej
Fig. 3.19. Critical loads (a) and critical freąuencies (b) of the beam 

(Fig. 3.15c) for different positions (xl) of a concentrated mass 
characterized by negligible and non-negligible rotational inertia



Rys. 3.20. Pierwsza częstość drgań własnych belki (rys. 3.15d) przy różnych wielkościach masy 
resorowanej (m 1) i różnych stałych resorowania (Al)

Fig. 3.20. The first frequcncy of the beam’s free vibration (Fig. 3.15d) for different sizes of sprung mass 
(ml) and various springing constants (Al)

Rys. 3.21. Poziomy obciążeń krytycznych belki Leipholza (rys. 3.15e) przy różnych sztywnościach (Al) 
sprężystego podparcia i różnych parametrach śledzenia; a=l,0 (a), a =0,8 (b)

Fig. 3.21. Critical load levels of the Leipholz beam (Fig. 3.15e) for different rigidities (Al) of an elastic 
foundation and yarious follower parameters; a=l .0 (a), a=0.8 (b)
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Rys. 3.22. Obciążenie krytyczne belki Leipholza (rys. 3.15e) przy różnych wartościach 
parametrów śledzenia a i przy £1=0

Fig. 3.22. Critical load of the Leipholz beam (Fig. 3.15e) for different values 
of follower parameters a at £1=0

Rys. 3.23. Obciążenie krytyczne belki Becka (rys. 3.15f) przy różnych położeniach (xl) rysy
Fig. 3.23. Critical load of the Beck beam (Fig. 3.15f) for different positions (xl) of the crack

stawiono zmienność dwóch pierwszych częstości sprężyście mocowanego na obrót pręta 
Becka (rys. 3.15g). Linią ciągłą oznaczono rozwiązanie dla rl = RJIEI = eA5, a linią 
przerywaną rozwiązanie dla nieliniowej zależności stałej RL od częstości w postaci 
rl = eA(-X2+-5)+X2/5. Na rysunku 3.25 pokazano względne wartości obciążenia krytycz­
nego niepryzmatycznej belki z rys. 3.13 w funkcji ilości (e) pryzmatycznych elemen­
tów o tej samej długości aproksymujących zmienny przekrój poprzeczny belki. Jako 
poziom odniesienia przyjęto wartości obciążeń krytycznych pokazanych na rys. 3.13.

Analizowano także wiele innych, tutaj nie prezentowanych zadań, wykorzystują­
cych teorię belki Timoshenki oraz teorię Bemoulliego-Eulera i Timoshenki jednocze­
śnie do belek pryzmatycznych i niepryzmatycznych. Algorytm testowano także w za-
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Rys. 3.24. Zmienność dwóch podstawowych częstości uogólnionego zadania Becka (rys. 3.15g) 
przy liniowej i nieliniowej charakterystyce sprężystego mocowania

Fig. 3.24. Variation of the two basie frequencies of the generalized Beck problem (Fig. 3.15g) 
for a linear and nonlinear characteristic of the elastic fixing

Rys. 3.25. Względne wartości obciążeń krytycznych niepryzmatycznej belki (rys. 3.13) 
w funkcji liczby e elementów pryzmatycznych przy różnych parametrach śledzenia 
Fig. 3.25. Relative critical load level for non-prismatic rod (Fig. 3.13) as a function 

of the number e of prismatic elements for different follower parameters 
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daniach z nieliniowymi charakterystykami podłoża sprężystego przy obciążeniach 
wieloparametrowych. W każdym z tych zadań zastosowany algorytm okazał się sku­
teczny.

3.5. Podsumowanie

Przedstawiony w punkcie 3.2 algorytm stanowi uogólnienie rozwiązań podanych 
przez Eisenbergera [3.15]. Algorytm ten zastosowano do badania stateczności niepry- 
zmatycznych prętów poddanych działaniu statycznych obciążeń niepotencjalnych ste­
rowanych dowolną funkcją śledzenia. W rozwiązaniach uwzględniono możliwość ist­
nienia jedno- i dwuparametrowego podłoża sprężystego. Zastosowanie dynamicznego 
kryterium stateczności umożliwia znajdowanie zarówno obciążeń krytycznych typu flat­
ter, jak i krytycznych obciążeń bifurkacyjnych prętów o różnych, z reguły prostych, 
warunkach brzegowych.

Pokazany sposób ścisłego rozwiązywania zagadnień statyki, dynamiki i stateczno­
ści ustrojów prętowych o elementach niepryzmatycznych pozwala zminimalizować roz­
miar zadania; przykładowo analiza stateczności wsporników sprowadza się do analizy 
wyznacznika macierzy o wymiarach 2x2. Rozwiązane przykłady i porównanie wyni­
ków ze znanymi z literatury pokazują na ogół dobrą skuteczność i zadowalającą efek­
tywność zastosowanego podejścia. Zaprezentowany sposób analizy może być podsta­
wą tworzenia rozwiązań testowych innych algorytmów analizy zachowania się prętów 
niepryzmatycznych lub konstrukcji złożonych z takich prętów, choć z uwagi na wspo­
mniane już możliwe problemy ze zbieżnością numeryczną nie stanowi rozwiązania uni­
wersalnego.

W punkcie 3.3 przedstawiono spójny algorytm ścisłego wyznaczania częstości drgań 
własnych liniowych układów belkowych oraz określania poziomów obciążeń krytycz­
nych zarówno pod statycznym obciążeniem konserwatywnym, jak i niekonserwatyw- 
nym. Pokazane podejście jest skuteczne w analizie pryzmatycznych i niepryzmatycz­
nych belek jedno- i wieloprzęsłowych o dowolnych warunkach brzegowych i ze sprę­
żystymi podporami, których charakterystyki mogą być dowolnymi, w ogólności nieli­
niowymi, funkcjami poziomu obciążenia i częstości. Zaproponowany algorytm umoż­
liwia analizę belek spoczywających na jedno- i dwuparametrowym, inercyjnym i nie- 
inercyjnym podłożu sprężystym o dowolnym zasięgu i położeniu. Możliwa jest także 
analiza belek z masami o pomijalnej i niepomijalnej bezwładności obrotowej oraz punk­
towymi masami resorowanymi. W tym zakresie algorytm ten jest bardziej uniwersalny 
od przedstawionego w punkcie 3.2 podejścia wykorzystującego aproksymację szere­
gami potęgowymi.

Wprowadzany podział belek na segmenty, w obrębie których znajdowane jest roz­
wiązanie ścisłe, w prosty sposób umożliwia wykorzystywanie teorii belki Bemoullie- 
go-Eulera lub Timoshenki bądź jednoczesne stosowanie tych dwóch teorii w jednym 
zadaniu. Skupione obciążenia przykładane na granicy segmentów umożliwiają mode­
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lowanie dowolnych, osiowych statycznych obciążeń konserwatywnych i dowolnych 
statycznych obciążeń niekonserwatywnych o zmiennej intensywności i dowolnej wiel­
kości charakteryzujących te obciążenia parametrów śledzenia. Tak przygotowany al­
gorytm można wykorzystać do analizy zadań z obciążeniami wieloparametrowymi i 
jest bardziej ogólny i skuteczniejszy w praktycznym stosowaniu od algorytmu pokaza­
nego w punkcie 3.3. Otrzymywane wyniki w przypadku belek niepryzmatycznych o 
istotnie zmiennych parametrach już przy niewielkiej liczbie elementów były zadowa­
lające, choć ich analiza wraz ze wzrostem żądanej dokładności śledzenia zmian czę­
stości stawała się żmudna.

W rozdziale tym wykorzystano wyniki przedstawione w pracy autora [3.42],



4. PRAWO I ZASADA HAMILTONA W ANALIZIE 
UKŁADÓW NIEKONSERWATYWNYCH

4.1. Wprowadzenie

Jedną z podstawowych zasad całkowych fizyki jest tak zwana zasada Hamiltona. 
Odgrywa ona zasadniczą rolę nie tylko w mechanice, ale także w innych działach fizy­
ki, do których należy zaliczyć między innymi elektrodynamikę, hydrodynamikę, opty­
kę i akustykę. Sformułowania, które zwykło nazywać się zasadą Hamiltona w jednych 
pracach, prawem Hamiltona w innych, w oryginalnych pracach Hamiltona są nazywa­
ne prawem zmiennej akcji (law of varying action) [4.1, 4.2]. Dalej, do momentu szcze­
gółowego wyjaśnienia, używać się będzie określenia tak zwana zasada Hamiltona, które 
jest pewną wypadkową trzech przytoczonych określeń.

Odmienne określanie rezultatów prac Hamiltona nie dotyczy jedynie różnic 
w nazewnictwie. W wielu klasycznych pozycjach literatury, a także w licznych artyku­
łach można spotkać zasadnicze różnice w interpretacji prac Hamiltona. Dotyczą one 
między innymi dopuszczalnych czasowych granic całkowania (warunku dostateczne­
go istnienia ekstremum), obowiązywania tak zwanych warunków stacjonamości, jak 
i odpowiedzi na pytanie: czy i kiedy tak zwana zasada Hamiltona jest zasadą wariacyj­
ną. Niektórzy autorzy formułują, w ich mniemaniu, bardziej precyzyjną bądź uogól­
nioną tak zwaną zasadę Hamiltona. Wiele kontrowersji budzi także możliwość stoso­
wania tak zwanej zasady Hamiltona w analizie układów z siłami niekonserwatywnymi.

Zasadniczym celem tego rozdziału jest:
• przedstawienie różnych sformułowań i różnego rozumienia tak zwanej zasady Ha­

miltona oraz warunków jej stosowalności,
• odpowiedź na pytanie: czy tak zwana zasada Hamiltona może być podstawą stoso­

wania metod bezpośrednich w analizie układów z siłami niekonserwatywnymi i tym 
samym stanowić alternatywną - do metod numerycznego całkowania równań ruchu 
- drogę rozwiązywania tego typu problemów mechaniki,

• przykładowa, numeryczna realizacja metody bezpośredniej bazującej na wynikach 
prac Hamiltona w analizie konserwatywnych i niekonserwatywnych, liniowych i nie­
liniowych układów dyskretnych i wykorzystanie jej do określenia typu utraty sta­
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teczności tych układów pod działaniem statycznych i dynamicznych sił nie mają­
cych potencjału.
W drugim punkcie rozdziału przypomniano wyniki prac Hamiltona, a w punkcie 

trzecim w sposób jawny pokazano rolę sił niekonserwatywnych w sformułowaniach 
zasady i prawa Hamiltona. Przykłady realizacji numerycznych bazujących na zasadzie 
i prawie Hamiltona przedstawiono w punkcie czwartym rozdziału.

4.2. Interpretacja wyników prac Hamiltona

W wielu klasycznych, podstawowych pozycjach literatury z zakresu mechaniki teo­
retycznej (Lapunow [4.3], Susłow [4.4], Banach [4.5], Huber [4.6], Rubinowicz i Króli­
kowski [4.7]) zasada Hamiltona jest przedstawiana jako relacja postulująca znikanie 
wariacji 5 (bez wariacji czasu) z całki działania L

ri
ój L(q, q, r)dr = 0

zo
(4.1)

Przez q, q i t oznaczono odpowiednio wektory uogólnionych przemieszczeń, pręd­

kości | q = — | i czas. Powyższą zasadę łatwo jest wyprowadzić, na przykład wycho- 
( dr J

dząc z zasady d’Alamberta, przy dodatkowych założeniach stacjonarności 
(5q|,( =5q|fl = 0) i istnieniu potencjału dla działających sił. Przez L(q,q,r) oznaczo­
no tutaj L = T - V, gdzie T jest energią kinetyczną, a V energią potencjalną układu. 
Jeżeli nie przyjmiemy warunku znikania wariacji przemieszczeń na końcach rozpatry­
wanego przedziału czasowego, to relacja którą w prosty sposób można otrzymać z za­
sady d’Alamberta dla układów potencjalnych przyjmie postać

6 rfT I
<5jL(q,q,r)dt-£-^<^ =0 (4.2)

'o 1 q‘

Relację tę, w odróżnieniu od relacji (4.1), część autorów zwykło nazywać prawem 
Hamiltona (Yourgrau i Mandelstam [4.8], Bailey [4.9]). Jak łatwo pokazać, zarówno 
korzystając z zasady jak i prawa Hamiltona można bez trudu otrzymać równania ruchu 
Lagrange’a. Prawo Hamiltona - o czym już wspominano - nie wprowadza założenia 
o znikaniu wariacji przemieszczeń na końcach przedziału czasowego - tak zwanych 
warunków stacjonarności. Przyjęcie warunków stacjonarności wymaga z góry wiedzy 
o odpowiedzi układu; na przykład dla czasu warunek óq| = 0 oznacza, że główna 
liniowa część przyrostu przemieszczenia (wariacja) od przecież nieznanego (szukane­
go) poziomu przemieszczeń ma być równa zeru. Postulowane warunki stacjonarności 
są jedną z przyczyn, dla których zasadę Hamiltona stosuje się w celu wyprowadzania 
równań ruchu Lagrange’a, równań, które można zawsze otrzymać bez tej zasady, i które 
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były sformułowane znacznie wcześniej - przed opublikowaniem prac Hamiltona. Gu­
towski i Swietlicki stwierdzają: „Zaletą zasady Hamiltona jest jej niezmienniczość 
względem wyboru układu współrzędnych Z tego względu zasada Hamiltona
jest szczególnie dogodna do formułowania praw ruchu, nie związanych z określonym 
układem współrzędnych” [4.10, s. 30-31]. Sam Hamilton pisząc o konsekwencjach przy­
jęcia warunków stacjonamości stwierdza: „But when this well known law of least, or 
as it might be better called, of stacionary action, is applied to the determination of the 
actual motion of a system, it serves only to form, by the rules of the calculus of varia- 
tions, the differential eąuations of motion of the second order, which can always be 
otherwise found” [5.1, s. 252], Oczywiście prawo Hamiltona jest bardziej ogólne od 
zasady Hamiltona. Nie przedstawia ono jednak wariacyjnego sformułowania zagadnienia 
w tym sensie jak zasada Hamiltona. W przypadku równania (4.2) nie istnieje funkcjo­
nał I, który pozwalałby zapisać tę relację w postaci 8/ = 0. Dlatego też na przykład 
Simkins proponuje tego typu relacje nazywać sformułowaniami wariacyjnymi, a nie 
wariacyjnymi zasadami [4.11]. W swojej pracy Hamilton [4.1, s. 251] sformułował 
równanie

8V = + y-dy + m{a]8a + bj8b + + t5H (4,3)

gdzie

t

V = f£m(x-dx + y-dy + zidzj = j 2Tdt (44)
o

stwierdzając, że: „We have, therefore, at least reduced that generał problem to the se- 
arch and differentiation of a single function: V, which we shall cali on this account the 
CHARACTERISTIC FUNCTION of motion of a system; and the eąuation (4.3) expres- 
sing the fundamental law of its variation, we shall cali the eąuation of the characteri- 
stic function, or the LAW OF VARYING ACTION”. W równaniach (4.3) i (4.4) za­
chowano oryginalne oznaczenia: , yi, z, oraz x■, y ■,z- są odpowiednio współrzęd­
nymi i prędkościami n punktów materialnych o masie m.., a wielkości av bt, cf oraz 
a^b^c- opisują warunki początkowe, odpowiednio początkowe położenia i począt­
kowe prędkości. Jak stwierdza Hamilton: „The ąuantity H is independent of the time t, 
and does not alter in the passage of the points of the system from one set of positions 
to another” [4.1, s.250]. Zależność (4.3) jest podstawą dalszego rozumowania, które 
Hamilton opisuje następująco: „If then, we consider (as it easy to see that we may) the 
action V as a function of the initial and finał coordinates, and of the ąuantity H, we 
shall have, by (4.3) the following groups of eąuations ...”, po czym przytacza trzy gru­
py równań, które wynikają z różniczkowania (4.3) kolejno: po współrzędnych x;, y;, z,, 
po stałych początkowych c^, bjt ci oraz po wielkości H [4.1, s. 251], Te trzy grupy rów­
nań przy założeniu, że funkcja U jest znana, stanowią podstawę do znalezienia „... the 
3n sought relations between the 3n varying coordinates and the time, involving also
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the masses and the 6n initial data above mentioned; the disovery of which relations 
would be (as we have said) the generał solution of the generał problem of dynamics” 
(Hamilton [4.1, s. 251-252]). Wymaga to założenia, które np. Huber [4.6, s. 546] uj­
muje słowami: „Dajmy na to, że dane zagadnienie kinetyczne dla układu o n stopniach 
swobody zostało rozwiązane”. Jak widać, przy założeniu, że energia kinetyczna ukła­
du jest jednorodną, kwadratową funkcją prędkości qt, przyjęciu, że H = 0 oraz odpo­
wiedniej zamianie oznaczeń, z prawa zmiennej akcji danego równaniem (4.3) otrzy­
mujemy równanie nazywane prawem Hamiltona (4.2). Jak z powyższego widać, Ha­
milton nie sformułował zasady wariacyjnej w postaci (4.1), którą zwykło się mu przy­
pisywać, ale wykazał słuszność prawa, które można przedstawić związkiem (4.3) lub 
po pewnych uproszczeniach relacją (4.2). Należy podkreślić, że te dwie ostatnie rela­
cje nie przedstawiają zasad wariacyjnych. Szczegółową dyskusję fundamentalnego zna­
czenia wyników prac Hamiltona dla dalszego rozwoju mechaniki przedstawił w swo­
jej przeglądowej monografii Goldstein [4.12],

Wielu autorów omawiając zasadę Hamiltona zwraca uwagę na warunek dostatecz­
ny istnienia ekstremum funkcjonału, który - przy założeniu ciągłości odpowiedniego 
rzędu funkcji współrzędnych uogólnionych - nakłada ograniczenia na wielkość przedzia­
łu całkowania (t^^) (Susłow [4.4], Gutowski i Swietlicki [4.10], Gutowski [4.13], Biał­
kowski [4.14], Gelfand i Fomin [4.15]). Warunek ten wyraża postulat braku istnienia 
punktów sprzężonych na ekstremali w analizowanych przedziałach czasowych (t0,tj) 
i sprowadza się do stwierdzenia, że zasada Hamiltona osiąga minimum jedynie dla krót­
kich przedziałów czasowych. Gelfand i Fomin [4.15] określają czasowe granice stoso­
walności prawa Hamiltona jako 0< t < tx < n/co , a Smith i Smith [4.16] jako 
(h _ Zo)< , tak więc w opinii tych ostatnich: „It can be said that the time interval 
must be less than one-half of the minimum period of free vibration”. Sens wyżej cyto­
wanych, praktycznych ograniczeń na rozpatrywany przedział czasowy, w którym zasa­
da Hamiltona realizuje minimum, zakwestionował Bailey [4.17] - co nie jest niczym 
nowym, a jedynie konsekwentnym stosowaniem wyników prac Hamiltona. Na przy­
kładzie oscylatora harmonicznego, którego rozwiązania poszukiwał w postaci proste­
go szeregu potęgowego Bailey pokazał, że zarówno dla czasów mniejszych jak i więk­
szych od połowy okresu drgań własnych oscylatora można uzyskać rozwiązania po­
prawne bądź nie. W konkluzji Bailey pisze: „These collective results for the linear 
oscillator demonstrate that Hamilton’s principle, instead of being a minimum principle 
for smali time intervals, is in fact a minimum principle for those time intervals for 
which 3T / dq^ <|=r = 0 ” [4.17, s. 285], Ilustrację numeryczną tego faktu przedstawio­
no w punkcie czwartym rozdziału. Należy dodać, że wyżej zasygnalizowany problem 
warunku dostatecznego istnienia minimum funkcjonału odnosi się do zasady Hamilto­
na (4.1), a nie do prawa Hamiltona (4.2), które nie przedstawia wariacyjnego sformu­
łowania zagadnienia w tym sensie jak zasada Hamiltona. Niektórzy autorzy, między 
innymi Huber [4.6], zakładają zupełną dowolność wielkości przedziału W swo­
ich pracach [4.1, 4.2] Hamilton nie wprowadził żadnego ograniczenia wielkości anali­
zowanego przedziału czasowego.
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4.3. Siły niekonserwatywne w sformułowaniach 
zasady i prawa Hamiltona

Zasada i prawo Hamiltona w postaci danej wzorami (4.1) i (4.2) są słuszne przy 
założeniu, że działające siły mają potencjał. Hamilton wyprowadzając prawo zmiennej 
akcji zakładał, że istnieje tak zwana funkcja sił U (-U = V). Jeżeli założymy, że 
w układzie oprócz sił potencjalnych istnieją siły niepotencjalne, to odpowiednikiem 
zasady danej relacją (4.1) będzie relacja

'l
j(<5T + <W)dt = 0 (4.5)

l0

gdzie W = Qiqi, 8' W = Qt 8qt , a przez oznaczono siły uogólnione odpowiada­
jące współrzędnym uogólnionym qr Przez W oznaczono pracę sił potencjalnych i niepoten- 
cjalnych. Trzeba zwrócić uwagę na to, że działanie operatora 8’ na pracę W, zdefiniowane 
wyżej, jest różne od klasycznej wariacji, bez wariacji czasu, pracy W, która przy istnieniu 
sił niekonserwatywnych Q(q,q,r) ma postać 8W = ^8Qiqi +^/Q,8ql . Goldstein [4.18] 

zapisał zasadę Hamiltona do układów z siłami potencjalnymi i niepotencjalnymi w po­
staci

zi
81 = 8 j (T + W^dt = 0 (4.6)

gdzie W zostało zdefiniowane jak wyżej. Ponieważ zapis ten budzi wiele nieporozu­
mień, wymaga on krótkiego wyjaśnienia. Relację (4.6) po wydzieleniu pracy sił nie­

konserwatywnych (W) można zapisać jako

'i _
Sj(T-V + Iv)dt = O (4.7)

zo

gdzie 7 jest energią potencjalną układu (uwzględniającą te siły, przy których istnieje 

potencjał), W = ^Qiqi a przez Ql oznaczono siły niekonserwatywne odpowiadające 

współrzędnym uogólnionym qv Na podstawie tego, że zasadę Hamiltona można sfor­
mułować wykorzystując zasadę d’Alamberta postulującą niezależność sił od przemie­
szczeń wirtualnych (8Qj = o), możemy zapisać
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(4-8)

Korzystając z (4.8) związek (4.6) zapisujemy jako

3^(T-V)dt + ^Qi8qidt = 0

ro ro 1
(4.9)

Wzór ten w sposób jawny przedstawia zasadę Hamiltona układów niekonserwatyw­
nych. Jak widać, przedstawiona zasada nie stanowi wariacyjnego sformułowania zaga­
dnienia. Można ją oczywiście zapisać w postaci wariacji (bez wariacji czasu) pewnego 
funkcjonału z dodatkowo narzuconymi więzami

4 T~V+^Qi^i = ^=0 (4.10)

r0< '• >

Sformułowania zasady Hamiltona odnoszące się do układów niekonserwatywnych 
wyrażone związkami (4.5), (4.6), (4.9) czy (4.10) są identyczne. Na bazie równania 
(4.10) Barsoum sformułował równania ruchu, które następnie wykorzystał - stosując 
metodę elementów skończonych - do analizy stateczności układów niekonserwatyw­
nych [1.17], Analogicznie do zasady Hamiltona, którą alternatywnie przedstawiono 
w postaci relacji (4.5), (4.6), (4.9) czy (4.10), odpowiadające tym związkom sformuło­
wania prawa Hamiltona (nie postulujące warunków stacjonamości) mają postać:
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Oczywiście, związki wyrażające prawo Hamiltona układów niekonserwatywnych 
nie przedstawiają sformułowań wariacyjnych zagadnienia. W świetle tego, relacja (4.14) 
zbudowana przez analogię do relacji (4.10) także nie stanowi sformułowania wariacyj­
nego.

W rozdziale tym zdecydowano się na szersze przedstawienie zasady i prawa Ha­
miltona układów niekonserwatywnych z uwagi na wspomniane już w tym zakresie nie­
porozumienia. Przykładami innego sposobu rozumienia prawa Hamiltona i wynikają­
cych na tym tle nieporozumień mogą być prace Baileya [4.19] i Brysona [4.20], Baile- 
ya [4.21] i Smitha [4.22], Baileya [4.23] i Smitha [4.24] oraz Simkinsa [4.25] i Baileya 
[4.26, 4.27]. Głównym punktem nieporozumień jest zapis prawa Hamiltona w postaci 
relacji (4.12) i problem jego obowiązywania dla układów niekonserwatywnych. Wy­
daj e się, że wcześniejsza praca Levinsona [1.14], która dała podstawy do skutecznego 
stosowania metod Galerkina i Ritza w analizie układów niekonserwatywnych, w spo­
sób jasny wyjaśnia te nieporozumienia. Według Baileya [4.9], źródłem tych nieporo­
zumień jest różne rozumienie działania operatora wariacji 5(.). Potwierdza to stwier­
dzenie Vujanovic [4.28], który rozpatrując wariację bez wariacji czasu, po przekształ­
ceniach doszedł do wniosku, że w układach niekonserwatywnych wariacja prędkości 
przemieszczenia nie jest równa pochodnej czasowej wariacji przemieszczenia, 
8^ * d/dt ), a różnicę tę traktował jako pewną miarę „niekonserwatywności” ukła­
du. Taki rezultat jest efektem nieformalnych przekształceń, u podstaw których leży wła­
śnie sposób działania operatora wariacji. Jak wiadomo (Gutowski [4.13]), wariacja pręd­
kości przemieszczenia nie jest równa pochodnej czasowej wariacji przemieszczenia 
wtedy, gdy rozpatrujemy wariację z wariacją czasu. Dla wariacji bez wariacji czasu 
wielkości te są sobie zawsze równe, niezależnie od rodzaju sił występujących 
w analizowanym układzie.

Zarówno zasada jak i prawo Hamiltona mogą stanowić podstawę stosowania metod 
bezpośrednich szeroko wykorzystywanych w mechanice budowli. Zasada Hamiltona 
może być podstawą formułowania równań ruchu, które możemy rozwiązywać na przy­
kład metodą Galerkina, o ile założone funkcje spełniają wszystkie warunki brzegowe. 
Prawo Hamiltona przy zastosowaniu metody Ritza daje przybliżone rozwiązanie przy 
znacznie mniej rygorystycznych - w porównaniu z metodą Galerkina - warunkach na­
rzucanych na stosowane funkcje (Bailey [4.29,4.30]). Użycie tutaj określenia „metoda 
Ritza” w stosunku do zastosowanego sposobu rozwiązania może budzić wątpliwości 
w świetle podstawowych założeń metody Ritza (Mikhlin [4.31]). Określenia „Hamil- 
ton-Ritz formulation” (Bailey [4.29]) albo „Ritz-like eąuation” (Leipholz [4.32]) są 
bardziej stosowne, choć wydaje się, że określenie „metoda bezpośrednia” najlepiej opi­
suje stosowany sposób rozwiązania. Jak praktycznie wykazał Bailey [4.9, 4.17, 4.21, 
4.23, 4.30] oraz Bailey i Haines [4.33], prawo Hamiltona jako baza metod bezpośre­
dnich daje w pełni poprawne rezultaty w analizie układów konserwatywnych i niekon­
serwatywnych (w sensie zachowania energii), stacjonarnych i niestacjonarnych, linio­
wych i nieliniowych, dyskretnych i ciągłych. Podsumowując możliwości stosowania 
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metod bezpośrednich bazujących na zasadzie i prawie Hamiltona, Bailey [4.29, s.64] 
stwierdza, że: „ Eąuation (4.12) is an exact eąuation from which the differential eąua- 
tions of the system may be obtained, or from which the differential equations of the 
system may be obtained if such equations are desired. It has been recognized for gene- 
rations (Bisplinghoff i Ashley [4.34], Smith [4.24]), that direct analytical Solutions can- 
not be obtained from eq. (4.6), Hamilton’s principle”. W następnym punkcie tego roz­
działu na bazie prawa Hamiltona pokazano przydatność metody bezpośredniej między 
innymi w określaniu poziomu obciążenia krytycznego i charakteru utraty stateczności 
podwójnego, liniowego wahadła, oraz w analizie odpowiedzi tego układu w przypad­
ku uwzględnienia nieliniowości. Zadania te stanowią przykład olbrzymich możliwości 
stosowania metod bezpośrednich bazujących na prawie Hamiltona. Należy też podkre­
ślić, że jedyną bazą rozwiązań prezentowanych we wszystkich cytowanych pracach 
Baileya, a także przykładów pokazanych w następnym punkcie tego rozdziału, jest prawo 
sformułowane przez Hamiltona. Mija się z prawdą Leipholz, który stwierdza [4.35, s. 
1386]: „Recently Leipholz [4.36,4.37], and Bailey [4.17] have proposed to extend Ha­
milton^ principle to make it easily applicable to initial value problems”, po czym przy­
tacza sformułowane ponad 160 lat temu prawo Hamiltona.

4.4. Przykłady numeryczne

Jako elementarny przykład funkcjonowania zasady i prawa Hamiltona, stanowią­
cych podstawę metod bezpośrednich, wybrano analizę nietłumionych drgań swobod­
nych oscylatora harmonicznego. Przykład ten stanowi ilustrację przedstawionej wcze­
śniej dyskusji o zakresie czasu (^^^w sformułowaniach zasady i prawa Hamiltona. 
Przez m oznaczono masę oscylatora, kjest stałą charakteryzującą reakcję sprężystą, a 
q{t) współrzędną uogólnioną zadania. Definiując w klasyczny sposób energię poten­
cjalną T = 1/2 m<?2 i energię potencjalną L=l/2k^2 oscylatora i wprowadzając bezwy­
miarowy czas T= tltv zasadę i prawo Hamiltona możemy odpowiednio zapisać w po­
staci

(4-15)

r m dq y dg
' ty dr

-kq8q dT--^^-^k=0 
ty dr I

(4-16)

Założono, co nie ogranicza ogólności rozumowania, że ruch jest poszukiwany 
w przedziale czasu (0, /]). Rozwiązania ^(t) poszukuje się w postaci prostego szeregu 
potęgowego

67



N
^) = q0 +Qot^ + 'XlAizl

i=2

(4-17)

gdzie q0 i q0 oznaczają odpowiednio wychylenie i prędkość początkową, Ai są szuka­
nymi stałymi. Korzystając ze wzoru (4.17) wariację przemieszczenia d^(f) możemy 
przedstawić jako

N

= (4-18)
J=z

Uwzględniając związki (4.17) i (4.18) w relacjach (4.15) i (4.16) przy założeniu, że 
wariacje 3A, są dowolne, otrzymamy układ równań algebraicznych na N-l stałych Ar 
Odpowiednio j-te równania dla zasady i prawa Hamiltona mają postać

- ( ij 1 |
► ------- 1------- --------- ł-------------------
^z + j-1 m i + j — 1^

kt?
+ —m

1 kĄ . 1
-—7 + — <ło~—~ 
j+l m ]+2

(4-19)

ij . kt^ 1 V ktf 1 kt] . 1
X \~l---- L- 1 A‘ =—7 +—“ z + j - 1 m 1 + j -1J m j +1 m j + 2

(4.20)

Na rysunku 4.1 pokazano zmienność wielkości dT/dq, przy różnych warunkach 
początkowych, w funkcji czasu tx trwania obserwacji drgań. Na rysunku 4.2 pokazano 
rozwiązanie bazujące na zasadzie Hamiltona w czasie tx = tV2 - przy którym dT/dq = 0 
i przy warunkach początkowych q0 = 0 i q0 = 1 - i czasach niewiele różniących się od 
n/2. Rozwiązanie ścisłe dokładnie pokrywa się z rozwiązaniem otrzymanym w czasie 
t} = k/2. Zastosowano tutaj aproksymację rozwiązania szeregiem 12-elementowyrn, która 
w czasie np. =2T , gdzie T jest okresem drgań własnych, daje błąd w stosunku do 
rozwiązania ścisłego rzędu 310~6 %. Obserwacja czasów znacznie większych jest moż­
liwa przez podział czasu na kroki, w których rozwiązania końcowe kroku poprze­
dniego stanowią warunki początkowe następnych kroków. Śledzenie odpowiedzi ukła­
du przy dowolnych czasach bazujące na prawie Hamiltona daje rezultaty w pełni 
zgodne z rozwiązaniem ścisłym. Wyniki numeryczne potwierdzają uwagi zawarte 
w poprzednim punkcie: prawo Hamiltona jako bazę metod bezpośrednich można sto­
sować przy dowolnych czasach obserwacji ruchu tp a warunki stacjonamości nie są 
warunkami koniecznymi w tego typu rozwiązaniach. Zasada Hamiltona daje rozwiąza­
nia poprawne jedynie przy szczególnych punktach czasowych, punktach których poło­
żenia zależą oczywiście od warunków początkowych ruchu i są znane dopiero po roz­
wiązaniu zadania.

Przykładem funkcjonowania metody bezpośredniej bazującej na prawie Hamiltona 
w analizie układów niekonserwatywnych są liniowe i nieliniowe rozwiązania podwój­
nego wahadła (rys. 4.3), poddanego działaniu statycznej bądź dynamicznej sile śledzącej.
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Rys. 4.1. Zależność dT/dqod czasu i warunków początkowych ruchu

Fig. 4.1. Dependence of dT/dą on time and the initial conditions of motion

Analiza zachowania podwójnego wahadła poddanego działaniu siły niekonserwa- 
tywnej (tak zwanego modelu Zieglera) - z uwagi na możliwość obserwacji w tym za­
daniu wielu aspektów zjawiska utraty stateczności - była tematem wielu prac. Ziegler 
[1.3], Bolotin [1.5], Gajewski i Życzkowski [1.19] badali destabilizujący wpływ tłu­
mienia na poziom obciążenia krytycznego. Szczegółową analizę efektów tłumienia 
w modelu Zieglera przedstawiono w pracy Bogacza i Janiszewskiego [1.29]. Herrmann 
i Bungay [4.38] wyznaczali obszary utraty stateczności liniowego modelu Zieglera przyj­
mując różne wartości parametrów śledzenia. Herrmann i Jong [1.12] analizowali to 
zadanie z uwzględnieniem wiskotycznego tłumienia. Jin i Matsuzaki [4.39] badali za­
chowanie się tego układu w otoczeniu punktów krytycznych. Kounadis [4.40,4.41,4.42 
i 4.43] w analizie stanów krytycznych podwójnego wahadła uwzględnił materiałową 
i geometryczną nieliniowość wraz z możliwością wystąpienia imperfekcji układu. Jin 
i Matsuzaki [4.44] analizowali taką sytuację układu, w której miał on zerowe częstości 
bądź częstości czysto urojone. W pracach, które dotyczyły analizy układów nielinio­
wych, rozwiązania otrzymywano na drodze numerycznego całkowania równań ruchu.
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Rys. 4.2. Wykresy przemieszczeń oscylatora harmonicznego przy różnych czasach r. 
Fig. 4.2. Diagrams of the displacements of harmonie oscillator for different times

Rys. 4.3. Stan bezwytężeniowy (a) i stan wytężenia podwójnego wahadła 
obciążonego siłą niepotencjalną (b)

Fig. 4.3. Unstressed (a) and stressed (b) State of a double pendulum under nonconservative load
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Rozpatrzmy podwójne wahadło pokazane na rys. 4.3, zbudowane z dwóch nieskoń­
czenie sztywnych, bezmasowych prętów o tej samej długości l z dwoma punktowymi 
masami W] = Im i m2 = m. Zakłada się, że w układzie mogą wystąpić małe imperfekcje 
e i e2, które definiują bezwytężeniową konfigurację pierwotną. Współrzędne uogól­
nione zadania q} i q2 określające obroty prętów przyjęto jak na rys. 4.3. Obciążenie 
stanowi skupiona, statyczna lub dynamiczna siła niekonserwatywna P(t), której kieru­
nek działania określa współrzędna q2 i parametr śledzenia a. Założono, że występują­
ce w węzłach A i B liniowe tłumienie wiskotyczne jest opisane parametrami c} i c2, 
a nieliniowe sztywności sprężyn powodują powstawanie momentów:

= *n(di -ej + ^i2(di -ej2 + £i3(di -ej3
2 3 (4-21)

mb = *2i(d2 -e2 “di + el) + k22(q2 -e2 -q} + e^ + k22(q2 - e2 - q} + J

Parametry charakteryzujące rotacyjne więzi sprężyste umożliwiają kształtowa­
nie w szerokim zakresie nieliniowości materiałowej. Biorąc pod uwagę możliwość wy­
stąpienia dużych przemieszczeń (obrotów) oraz uwzględniając efekt grawitacji cha­
rakteryzowany stałą przyspieszenia ziemskiego g, formuły określające energię kine­
tyczną, potencjalną i przyrost pracy obciążeń zewnętrznych można zapisać odpowie­
dnio:

E = ^(3^2
+ q2J + ml2q1q2cos^ql - q2)

V=|M4i ~ej2 + |*i2(di -ej3 + |*i3(di -ej4 

+ y^2i(d2 -e2 -di +ej2 + ^22(d2 ~e2 -di + ej3 

+ jM$2 ~e2 - di + ej4 - mg/Jcos(<jJ + cos(^2 J 
(4-22)

= -P(J4sin(dJcos(od2)-sin(o^2)cos(ęJ] 1̂
i

+ P(J/[sin(?2 )cos(ad2) - sin(aę2 )cos(^2 )]^2

-^di^di -c2(d2 ~diX^2 ~^J

Przy założeniu początku obserwacji tQ = 0 i wprowadzeniu bezwymiarowego cza­
su t, rozwiązania poszukuje się w postaci
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co=tfio+Wi*+y v
j=2

N2

k=2

(4.23)

gdzie ęlo,ę2o>2io ^20 s4 danymi warunkami początkowymi ruchu, odpowiednio na 
przemieszczenia początkowe i prędkości początkowe. Przez Aj i Ak oznaczono szukane 
stałe szeregów potęgowych o liczbie w przypadku współrzędnej q} i N2 w przypad­
ku współrzędnej q2. Wariacje współrzędnych uogólnionych wyrażają związki

(4-24)

Podstawiając związki (4.22) - przy uwzględnieniu założonej postaci szukanych roz­
wiązań (4.23) i ich wariacji (4.24) - do relacji (3.13) wyrażającej prawo Hamiltona 
i założeniu dowolności wrariacji 8Ai i 8A^ otrzymujemy niejednorodny, liniowy układ 
równań algebraicznych określających szukane wektory stałych A. i Ak

K,o
Kj0

(4.25)

Elementy macierzy K y, Kjk, K sj i K sk otrzymanego układu równań mają postać: 
elementy bloku K^.

( N, .. N.

j=2

(4.26)
-------- 2

z + J + 1
— j

elementy bloku

k=2l + k + 1 ri k=2l + ^
(4.27)

elementy bloku K^.

/V; 1 /V|

(4.28)
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elementy bloku

(N2 . N2 A N; . N. ,

(«9)
\+=2 K s 1 k=2 y k=2 + l l\ k=2 k + S

gdzie h = mPltf.
Elementy wyrazów wolnych K(0 i K 0 przyjmują postać:

elementy wektora K.o

= k,11 ; , i

\ 1 ■
ei)+ . o#10?l

i + 2

- k•21 7-----?(#20 ~#10 ~ e2 + el) + 
r _1— I x 7

(#20 #io)fl

+ . Cz(#20 - #io)]

+ /l
1

-42)dT-
1
pT^^^cos^j -<72)dT 
o

(4.30)
0

1
+ J(S1 -Pi^dT + ^iCos^] -42)|?=1 

o

elementy wektora 

^.v0 _ k2\ -------r(#2o “#10 ~e2 +ei) + 
5+1

t(#20 “ #lo)Zl
5 + 2

1
5+ 1

^2 (#20 #10 )

-h
i
J-ri^2r12sin(#i-#2)dT + 
o

i
pT^ęj^cos^j - <?2)dT 
o

i
+ J(S2 -P2)ffdT + ^1r1cos(#i -?2)|t=1 

o

(4-31)

gdzie przez P}, P2, Sj i S2 oznaczono odpowiednio:

Px = P(r)z[sin(g1)cos(a:g2)- sin(ccę2)cos(ę1)j

P2 = P(r)/[sin(g2)cos(a^2)-sin(a^2)cos(^2)]
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Rys. 4.6. Drgania tłumione podwójnego wahadła w obszarze utraty stateczności przez flatter 
Fig. 4.6. Damped free vibration of the double pendulum in the area of the loss of stability 

through flutter

Rys. 4.7. Portret fazowy współrzędnej q2 w obszarze utraty stateczności przez flatter
Fig. 4.7. Phase portrait of coordinate q2 in the area of the loss of stability through flutter
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W układach nieliniowych każdorazowo winna być przeprowadzona analiza zbież­
ności, co w prezentowanym podejściu bezpośrednim odpowiada zbieżności w zakresie 
przyjętej długości odcinka czasowego jak i liczby elementów szeregów aproksymują- 
cych. Na następnych rysunkach pokazano rezultaty nieliniowej analizy wahadła, w której 
przyjęto trzy elementowe szeregi aproksymujące zmienność współrzędnych uogólnio­
nych i 25-sekundowy, podstawowy odcinek czasu. Przyjęcie takich parametrów pro­
wadzi z reguły od dwóch do ośmiu iteracji w każdym odcinku czasu. Wybór ten jest 
optymalnym w tym zadaniu kompromisem między czasem trwania obliczeń i uzyski­
waną dokładnością. Jak pokazano dalej, przy tak przyjętych parametrach zadania uzy­
skano pełną zgodność wyników z tymi, które można znaleźć w opublikowanych pra­
cach. Na rysunkach 4.8 i 4.9 pokazano portrety fazowe odpowiednio przedkrytycznych

Rys. 4.8. Portret fazowy ruchu wahadła z imperfekcjami («]= -e2=0,05) przy obciążeniu niższym od 
krytycznego P = 0,60065 i przy a = 0,8, kl2= -2,5, 4^= -0,75

Fig. 4.8. Phase portrait of the motion of a pendulum with imperfections (et= -e2=0.05) for 
P=0.60065, which is less than a critical load and for o=0.8, kl2= -2.5, A22= -0.75
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Rys. 4.9. Portret fazowy ruchu wahadła z imperfekcjami (e^-^0,05) przy obciążeniu wyższym 
od krytycznego FM),6007 i przy a=0,8, kn= -2,5, k22= -0,75

Fig. 4.9. Phase portrait of the motion of a pendulum with imperfections (ej= -e2=0.05) for 7M.6007, 
which is greater than a critical load and for ce=0.8, kl2= -2.5, k22= -0.75

i pokrytycznych rozwiązań układu pod działaniem niezależnej od czasu siły niekonser- 
watywnej. Rozwiązania te otrzymano analizując układ z imperfekcjami i z założoną, 
kwadratową zmiennością charakterystyk materiału sprężyn. Przez obciążenie krytycz­
ne należy rozumieć tu taki stan obciążenia, przy którym ruch staje się nieograniczony. 
Jest to jedna z wielu możliwych definicji stanu krytycznego, która każdorazowo winna 
być precyzyjnie sformułowana, w szczególności gdy analizujemy układy nieliniowe 
(Leipholz [1.11]). Różnica między otrzymanym poziomem obciążenia krytycznego 
(0,600675) i tym, które wyznaczył Kounadis [4.41] (0,5999) nie przekracza wartości 
0,1% tego ostatniego obciążenia. Charakter uzyskanej odpowiedzi układu i rozwiąza­
nia pokazanego w pracy Kounadisa [4.41] są identyczne. Wyniki analizy stateczności 
podwójnego wahadła pod działaniem dynamicznej, harmonicznie zmiennej siły nie- 
konserwatywnej, przy uwzględnieniu nieliniowości sprężyn i ustalonych imperfekcjach,
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Rys. 4.10. Portret fazowy ruchu wahadła z imperfekcjami (e^ -e2=0,05) przy: 
(a) R=0,6-0,6sin(0,99757U); (b) P=0,6-0,6sin(l,0nZ) i przy 0=0,8, k12= -2,5, k22= -0,75 

Fig. 4.10. Phase portrait of the motion of a pendulum with imperfections (et= -e2=0.05) for: 
(a) /M).6-0.6sin(0.99757t0; (b) R=0.6-0.6sin(1.07CZ) and for a=0.8, kI2= -2.5, k22= -0.75

pokazano na rys. 4.10 i 4.11. Na rysunkach tych przedstawiono rozwiązania na grani­
cach tych częstości siły P(t), przy których następuje utrata stateczności. W wyniku sy­
stematycznego przeszukiwania można określić obszary stabilności i niestabilności ru­
chu pod dowolnym, zadanym dynamicznym obciążeniem niekonserwatywnym. Na przy­
kład na podstawie pokazanych wyników można stwierdzić, że badany nieliniowy układ 
z imperfekcjami i obciążeniem niekonserwatywnym w postaci P(t) = 0,6-sin(m/) jest 
niestabilny przy to e (0, 0,501 8tc) lub co 6 (0,8475k, 0,9975n). Jednym z trudniejszych 
zadań w analizie układów nieliniowych jest określenie obszarów rozwiązań chaotycz­
nych (Moon [4.45], Dowell [4.46]). W analizowanym zadaniu rozwiązania, które zali­
czono do rozwiązań chaotycznych pokazał Kounadis [4.40]. Tutaj przykładowe roz­
wiązania w tym zakresie w układach z liniowymi i nieliniowymi charakterystykami
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Rys. 4.11. Portret fazowy ruchu wahadła z imperfekcjami (e,= -e2=0,05) 
przy P=0,6-0,6sin(2,07tt) i przy o=0,8, kl2= -2,5, ^2= -0,75

Fig.4.11. Phase portrait of the motion of a pendulum with imperfections 
(«!= -e2=0.05) for P=0.6-0.6sin(2.07tt) and for cr=0.8, kn= -2.5, 

k22= -0.75
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Rys. 4.12. Ograniczony ruch chaotyczny na płaszczyźnie fazowej 
przy P = 2,3, 0=0,4 i ?20 = 72o = 0,1

Fig. 4.12. Bounded chaotic motion in the phase piane 
for P = 2.3, 0=0.4 and ?20 = ?20 = 0.1



Rys. 4.13. Ruch quasi-chaotyczny na płaszczyźnie fazowej przy P=2,3, 
0=0,4, ^20 = 420 = 0,1 ' ^12 = ^22 = 0.1

Fig. 4.13. Quasi-chaotic motion in the phase piane for P=2.3, 
o=0.4,420 = 420 = 0-1 and kn = k22 = 0.1

Rys. 4.14. Ruch quasi-chaotyczny na płaszczyźnie fazowej przy ,P=2,3 
0=0,4 i 4io =4io =-0,01, ę20 = <j20 =0,01

Fig. 4.14. Quasi-chaotic motion in the phase piane for P=2.3, o=0.4 
and 4io =4io = -0.01, ?20 =?2o =0.01



sprężyn pokazano na rys. 4.12, 4.13 i 4.14. Otrzymane portrety fazowe w pełni odpo­
wiadają wynikom pokazanym w pracy Kounadisa [4.40], Należy podkreślić, że postać 
portretów fazowych ostatecznie nie rozstrzyga problemu wystąpienia rozwiązań chao­
tycznych.

4.5. Podsumowanie

W rozdziale tym pokazano, że różne określenia rezultatów prac Hamiltona nie do­
tyczą jedynie stosowanego nazewnictwa. Zarówno zasada, jak i prawo Hamiltona są 
pewnymi uproszczeniami oryginalnego prawa, które Hamilton nazwał prawem zmien­
nej akcji. Zasada Hamiltona, w wyniku żądania spełnienia warunków stacjonamości, 
jest najdalej idącym ograniczeniem prawa zmiennej akcji, choć w przeciwieństwie do 
prawa Hamiltona jest zasadą wariacyjną. Zarówno prawo, jak i zasada Hamiltona mogą 
być oczywiście podstawą do wyprowadzenia równań ruchu. Zasadę Hamiltona stosuje 
się do wyprowadzenia równań ruchu, równań które zawsze można otrzymać w inny 
sposób. Zasadę i prawo Hamiltona można bez trudu zapisać dla układów z siłami nie- 
konserwatywnymi, choć jedynie prawo Hamiltona - nie postulujące warunków stacjo­
namości - może być podstawą skutecznego stosowania bezpośrednich metod anali­
tycznych. Analiza bezpośrednia, wymagająca jedynie określenia energii kinetycznej 
i potencjalnej układu oraz przyrostu pracy obciążenia zewnętrznego, stanowi skutecz­
ną i prostą drogę analizy układów z siłami niekonserwatywnymi. W ogólnym, nieli­
niowym przypadku polega ona na wykonaniu ciągu iteracyjnych rozwiązań niejedno­
rodnych układów równań algebraicznych-na szukane współczynniki szeregów apro- 
ksymujących. Tak sformułowane podejście bezpośrednie stanowi alternatywę nume­
rycznego całkowania równań ruchu Lagrange’a, szczególnie wtedy, kiedy i tak - z uwagi 
na charakter zadania - skazani jesteśmy na analizę numeryczną. Wykorzystując podej­
ście bezpośrednie bazujące na prawie Hamiltona, można skutecznie rozwiązywać za­
gadnienia liniowe i nieliniowe, problemy stateczności jak i zadania, których rozwiąza­
nia można uznać za chaotyczne.

W rozdziale tym wykorzystano wyniki przedstawione w pracach autora [4.47,4.48].



5. STATECZNOŚĆ UKŁADÓW DYSKRETNYCH 
POD DZIAŁANIEM DYNAMICZNYCH

SIŁ NIEKONSERWATYWNYCH

5.1. Wprowadzenie

Zdecydowana większość prac z zakresu analizy układów niekonserwatywnych do­
tyczy problemów związanych ze statyką, dynamiką i statecznością, których matema­
tyczny opis sprowadza się na ogół do równań bądź układów równań algebraicznych 
łub różniczkowych o stałych, niezależnych od czasu współczynnikach. Projektując nie­
które układy dynamiczne często stajemy przed problemem analizy stateczności tych 
układów, w których matematycznym opisie występują współczynniki zależne - z regu­
ły periodycznie - od czasu. W rozdziale tym przedstawiono rezultaty analizy układów, 
których obciążenia stanowią statyczne bądź periodyczne obciążenia niekonserwatyw- 
ne o kierunku działania określonym przez dynamicznie zmienne, periodyczne parame­
try śledzenia. Przyjęto dwa sposoby analizy: pierwszy z nich, oparty na klasycznej teo­
rii Floqueta, zastosowano do analizy układów liniowych, a w analizie układów nieli­
niowych wykorzystano metodę bezpośrednią zbudowaną na bazie prawa Hamiltona. 
Drugi sposób polega na wykorzystaniu dyskretyzacji przestrzeni fazowej i numerycz­
nego całkowania równań ruchu i prowadzi do oceny, dalej zdefiniowanej, stateczności 
globalnej układów nieliniowych.

Matematyczne podstawy analizy stabilności liniowych równań różniczkowych 
o periodycznie zmiennych współczynnikach sformułowali: Mathieu w 1862, Hill 
w 1877 i Floąuet w 1883 r. Jak łatwo pokazać, uwzględnienie w zadaniu periodyczne­
go obciążenia niekonserwatywnego może prowadzić do modeli matematycznych 
o współczynnikach periodycznych, których ścisłe, ogólne rozwiązania można uzyskać 
jedynie w niektórych zadaniach liniowych. Do przykładowych pozycji literatury z za­
kresu różnych podejść do rozwiązywania problemów, w których opisie występują zmien­
ne w czasie współczynniki, należy zaliczyć prace napisane przez takich autorów jak 
Lindh i Likins [5.1], Hsu [5.2], Hsu i Cheng [5.3], Friedmann, Hammond i Woo [5.4], 
Lau, Cheung i Woo [5.5], Huang i Hung [5.6], Lee i Tsay [5.7], Sleeman i Smith [5.8], 
Kondou, Tamura i Sueoka [5.9], Hassan [5.10], Sinha i Wu [5.11] oraz Meijaard [5.12].
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Nieliczne są prace, w których podejmowano problem analizy układów z dynamicz­
nie zmiennymi obciążeniami niekonserwatywnymi. Dżygadło i Solarz [5.13] analizo­
wali wymuszone, parametryczno-samowzbudne i wymuszone parametrycznie drgania 
układu z dynamiczną siłą śledzącą na przykładzie giętnych drgań lepko-sprężystego 
pręta wspornikowego, na który działała okresowo zmienna siła śledząca oraz harmo­
niczne obciążenie poprzeczne. Kotera [5.14] analizował obszary niestabilności drgań 
kolumn poddanych działaniu periodycznie zmiennego, osiowego obciążenia śledzące­
go, aproksymując równanie charakterystyczne opisu nieskończonym wyznacznikiem. 
Kar i Sujata [5.15] wykorzystując uogólnioną metodę Galerkina analizowali obszary 
dynamicznej stabilności sprężyście zamocowanej belki wspornikowej poddanej dzia­
łaniu pulsującej, osiowej siły śledzącej. Badając proste i kombinowane rezonanse Kar 
i Sujata [5.16] wyznaczali obszary dynamicznej stabilności obracającej się belki wspor­
nikowej z masą punktową pod działaniem poprzecznej, pulsującej siły śledzącej. Z re­
guły w pracach tych wyznaczano obszary dynamicznej stabilności w przestrzeni wiel­
kości obciążenia dynamicznego i stosunku częstości drgań własnych układu i częstości 
siły wymuszającej. Obszary te wyznaczano w układach liniowych bądź - w dogod­
nych do analizy - aproksymacjach układów nieliniowych. W analizie układów nieli­
niowych, a szczególnie w badaniu ich stanów krytycznych, każde z zastosowanych upro­
szczeń może prowadzić do diametralnie różnych wyników od tych, które otrzymujemy 
analizując układy wyjściowe bez założeń upraszczających.

W analizie stabilności układów nieliniowych zwykle rozwiązuje się trzy typy za­
dań. Pierwsze z nich polega na znalezieniu wszystkich możliwych stanów równowagi 
i rozwiązań okresowych badanego układu. Drugie zadanie polega na określeniu stabil­
ności tych rozwiązań, a w trzecim wyznacza się obszary stabilności - obszary przycią­
gania - w przestrzeniach fazowych asymptotycznie stabilnych punktów równowagi 
i rozwiązań okresowych. Ostatnie z wymienionych zadań z uwagi na duży stopień kom­
plikacji zarówno w podejściu analitycznym, jak i numerycznym doczekało się relatywnie 
(do dwóch pierwszych zadań) mniejszej liczby publikacji. Analiza stateczności glo­
balnej polegająca na wyznaczaniu obszarów przyciągania jest istotnym zadaniem 
w wielu dziedzinach współczesnej inżynierii. W zasadzie jedynie dwie metody bądź 
ich odmiany, są praktycznie stosowane w literaturze do globalnej oceny stabilności ukła­
dów nieliniowych, gdy liczba stopni swobody układu jest większa od dwóch. Pierwsza 
z tych metod wykorzystuje głównie podejście analityczne, perturbacyjne i została przed­
stawiona przez Wigginsa [5.17], Druga z metod to podejście głównie numeryczne, wy­
korzystujące podział analizowanej przestrzeni fazowej na obszary nazywane dalej ce­
lami (the cell-to-cell mapping technique), zaproponowane przez Hsu [5.18] oraz Hsu 
i Guttalu [5.19]. Metodę tę polegającą na generowaniu trajektorii ruchu na bazie infor­
macji o rozwiązaniach w zbiorze charakterystycznych punktów dyskretyzowanej prze- 
strzenii fazowej (point-to-point mapping method) wykorzystano w tym rozdziale. Naj­
istotniejszymi odmianami metody odwzorowywania między celami jest uogólniona 
metoda odwzorowywania między celami (generalized cell-to-cell mapping method), 
którą zaproponowali Hsu [5.20, 5.22], Hsu, Guttalu i Zhu [5.21], oraz interpolacyjna 
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metoda odwzorowywania między celami (interpolated cell-to-cell mapping method), 
którą stosowali Tongue [5.23], Tongue i Gu [5.24] oraz Tongue i Smith [5.25], Pełne 
podsumowanie rozwoju metody odwzorowywania między celami wraz z dużą liczbą 
przykładów i przeglądem literatury w tym zakresie można znaleźć w książce Hsu [5.26],

Przy użyciu metody odwzorowywania między celami lub jej odmian rozwiązywano 
między innymi zadania sprowadzające się do równania Duffinga, problemy dynamicz­
nego rozwoju populacji, a także problemy globalnej stabilności ruchu z reguły pro­
stych układów dyskretnych. Na przykład Flashner i Hsu [5.27] zaprezentowali metodę 
otrzymywania rozwiązań aproksymujących zachowanie się wielowymiarowych perio­
dycznych systemów, której skuteczność pokazali na przykładzie wahadła z ruchomą 
podporą oraz podwójnego wahadła obciążonego periodycznie zmienną siłą. Guttalu 
i Hsu [5.28] analizowali sztywny pręt, którego ruch wzbudzany był periodycznymi zmia­
nami położenia podpory. Jianxue Xu, Guttalu i Hsu [5.29] oraz Flashner i Guttalu [5.30] 
rozpatrywali sprzężone oscylatory van der Pola, które mają dwa asymptotycznie sta­
bilne cykle graniczne. Guttalu i Flashner [5.31] wykorzystując metodę odwzorowania 
między celami dla wielowymiarowych, nieliniowych problemów autonomicznych ana­
lizowali dwa słabo sprzężone oscylatory van der Pola. Korzystając z pewnej modyfi­
kacji metody odwzorowania między celami, Guttalu i Flashner [5.32] analizowali cy­
kle graniczne oscylatora i oscylatorów sprzężonych van der Pola. Levitas i Weller [5.33] 
analizowali pokrytyczne zachowanie się osiowo obciążonej belki. Wprowadzając prze­
strzenne przekroje Poincare, Levitas, Weller i Singer [5.34] analizowali sprzężone oscy­
latory van der Pola. Stosując metodę wariacji parametrów van der Spek, De Hoon, De 
Kraker i van Campen [5.35] rozwiązywali modyfikowane równanie Duffinga, wyzna­
czając zmiany obszarów przyciągania w funkcji zmian parametru systemu. Wykorzy­
stując reprezentację Chapmana-Kolmogorova Belhadj i Aldemir [5.36] zaprezentowa­
li nowe odmiany metody odwzorowywania między celami i ich efektywność pokazali 
na przykładzie oscylatora Duffinga wzbudzanego siłą harmoniczną.

Celem rozdziału jest:
• wyznaczenie, za pomocą metod symbolicznych, obszarów dynamicznej stabilności 

liniowego układu o jednym stopniu swobody obciążonego siłą niekonserwatywną 
o dynamicznie zmiennym, periodycznym parametrze śledzenia,

• przykładowa analiza granic obszarów dynamicznej stabilności nieliniowych ukła­
dów niekonserwatywnych o jednym i dwóch stopniach swobody metodą bezpośre­
dnią bazującą na prawie Hamiltona,

• analiza stabilności globalnej nieliniowych, niekonserwatywnych układów dyskret­
nych metodą odwzorowywania między celami.
W rozdziale tym przedstawiono modele matematyczne o niewielkiej liczbie zmien­

nych. W przypadku modeli obliczeniowych uwzględniających między innymi chaotycz­
ny charakter układu, błędy zaokrąglenia lub obcięcia mogą spowodować, że cała infor­
macja zanika znacznie szybciej niż wynikałoby to z własności dynamicznych samego 
układu. W takich sytuacjach tworzenie większych i bardziej złożonych modeli może 
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jeszcze pogarszać uzyskiwane wyniki. Rozpoczynając modelowanie, zawsze warto naj­
pierw poszukać prostego, rozwiązywalnego układu, który może wyjaśnić istotne zja­
wiska zachodzące w układach rzeczywistych.

W punkcie drugim rozdziału przedstawiono sposoby analizy układu o jednym stop­
niu swobody, które praktycznie wykorzystano w analizie numerycznej opisanej w punk­
cie trzecim. Analogicznie jak w przypadku układu o jednym stopniu swobody, 
w punktach czwartym i piątym rozdziału dokonano analizy układu o dwóch stopniach 
swobody.

5.2. Układ o jednym stopniu swobody

Rozpatrzmy układ o jednym stopniu swobody (rys. 5. la), w którym nieodkształcal- 
ny i nieważki pręt o długości l jest na dolnym końcu sprężyście zamocowany. Sztyw­
ność sprężyny przyjęto w postaci K = k^ + k(P), gdzie kQ jest stałą, niezależną od czasu 
składową sztywności, a k(P) jest tą składową sztywności, która może być dowolną funk­
cją działającego obciążenia P. Położenie punktowej masy m jest określone bezwymia­
rowym parametrem x = ĘH, gdzie x jest odległością masy od przegubu. Pręt jest obcią­
żony skupioną, niekonserwatywną, statyczną bądź dynamiczną, okresowo zmienną siłą 
P(t), której możliwe odchylenie od kierunku pionowego opisano parametrem śledze-

Rys. 5.1. Schematy analizowanych modeli
Fig. 5.1. Diagrams of the analyzed models
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nia a(t). Zakłada się, że parametr śledzenia a(0 jest periodyczną funkcją czasu t. Jako 
współrzędną uogólnioną q przyjęto kąt, który jest miarą wychylenia pręta z pionowe­
go położenia równowagi. Rozpatrując warunek równowagi dynamicznej, przy założe­
niu, że wychylenia masy są małe, a £ = 1, otrzymamy równanie ruchu tego układu w 
postaci równania Hilla

q(t) + CO 2[1-F^]q(t) = 0 (5.1)

gdzie:

®o = ^o/(^2)

(5.2)

a różniczkowanie po czasie oznaczono kropką.
Dla najbardziej prostego - dalej rozpatrywanego - przypadku zależności sztywno­

ści od działającego obciążenia w postaci k(P) = yP, gdzie y jest stałą, funkcja F(t) 
przyjmuje postać

^^[^-y]—- (5-3)
gdzie 7/(1) = 1 - a(t).

Uwzględnienie w układzie tłumienia proporcjonalnego do prędkości wychylenia 
i charakteryzowanego stałym współczynnikiem c powoduje, że równanie (5.1) przyj­
muje postać

+ 2hq(t) + [1 — F(t)]q(t) = 0 (5.4)

gdzie h = c/(2wZ2).
Równanie to, po zamianie zmiennych typu q(t) = e^f/^r), daje się sprowadzić do 

postaci

(5.5)

gdzie co2 = co2 -h2, a /)(/) = (m0/cof F^t).

Dalej analizowane jest równanie (5.1) ((5.5)) przy okresowo zmiennej funkcji F(t) 
(Fj(/)) z okresem T lub 772. Funkcja F(t) (F^t)) jest iloczynem funkcji parametru śle­
dzenia a(t) i obciążenia P(t) i z założenia jest funkcją odcinkowo stałą. Przy takim 
założeniu - upraszczającym zasadniczo obliczenia i pozwalającym zachować równo­
cześnie jakościowy charakter zjawiska - stosunkowo łatwo (w zależności od ilości od­
cinków opisujących funkcję F(t) (F^t)) w okresie T (772)) otrzymać można formuły 
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pozwalające wyznaczać obszary rezonansów parametrycznych zagadnień opisanych 
równaniami (5.1) bądź (5.5).

Jak wynika z teorii równań o okresowo zmiennych współczynnikach (teoria Floqu- 
eta), rozwiązania szczególne równania (5.1) mają postać (Kaliski [5.37])

q(t) = e^ u(t) (5-6)
gdzie u(t) jest funkcją okresową o okresie T równym okresowi funkcji F(t), a stała A 
nazywana jest charakterystycznym wykładnikiem równania (5.1). Z zależności (5.6) 
wynika, że w okresie T funkcja q(t) zmienia się o stałą wartość

q(t + T) = e^q(t) = /3q(t) (5-7)

Oczywiście, gdy |^| > 1, drgania będą rosnąć nieograniczenie z czasem i wystąpi 
rezonans parametryczny. Zakładając, że zmienność funkcji F(t) (F^f)) w okresie T 
można opisać czterema parametrami (i = 1,2,...,4), |ą| < 1, oraz przyjmując, że dłu­
gość odcinków zmienności funkcji jest taka sama i wynosi 774, rozwiązanie równania 
(5.1) możemy przedstawić w postaci

qx = Ącos(7Ąt) + Ąsin^t),

q2 = Ącos^tj + Z^sin^r), 

q3 = A3cos(m;r)-i- B3sin(m;r),

q4 = A4cos(<W/) + B4sin(®;t),

0<t<T/4

T/Ą<t<T/2

T/2<t< 3/4 T

3/4T<t<T

(5-8)

gdzie ń), = , (i = 1, 2,...,4).

Na rysunku 5.2 pokazano przykładową postać funkcji F(t) przy wybranych funk­
cjach parametru śledzenia a(t) i obciążenia P(t) o okresie T, zakładając y= 0. Oczywi­
ście, funkcje F(f) i Fx(t) mogą przyjmować inne postacie w zależności od amplitud 
i okresów funkcji a(t) i P(t) oraz parametru y. Przy przyjętym podziale czasu obserwa­
cji T na cztery równe części, funkcje a(f) i P(t) mogą być stałe bądź mogą być funk­
cjami okresowymi o okresie T/2 lub T.

Rozwiązanie (5.8) musi spełniać warunki ciągłości w postaci

( T] ( T} 
qj[J^) = qjĄj^)’ j= ll2’3

oraz równania wynikające z relacji (5.7)

(5-9)
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Rys. 5.2. Postacie funkcji parametru śledzenia a(t), obciążenia P(t) i funkcji F(a, P, Y)
Fig. 5.2. Forms of the functions of follower parameter a(t), load P(t) and function F(a, P, y)
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At

^l(0)=?4^)

(5.10)

Po podstawieniu do warunków (5.9) i (5.10) rozwiązania (5.8) otrzymujemy jedno­
rodny układ równań algebraicznych ze względu na stałe Ap Bt (z = 1,2,...,4), którego 
warunek nietrywialnego rozwiązania sprowadza się do zerowania wyznacznika ukła­
du. Warunek ten można przedstawić w postaci
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p2-2N/3 + 1^0 (5.11)

gdzie przez N oznaczono skomplikowane algebraicznie wyrażenie N = N^, T).
Nie przytacza się tutaj jawnej postaci Nz uwagi na jego skomplikowaną postać; wyra­
żenie to otrzymano wykorzystując pakiet przekształceń symbolicznych Mathematica 
[2.16],

Granice obszarów rezonansu parametrycznego układu wyznaczane są w zagadnie­
niu bez tłumienia (5.1) relacją

N = 1 (5-12)

a w zagadnieniu uwzględniającym tłumienie (5.5) relacją

|JV|>—(e’hT + eAr)> 1 (5.13)

Wyrażenia (5.12) i (5.13) są podstawą analizy, jaką przeprowadzono w następnym 
punkcie rozdziału.

Korzystając z możliwości pakietu Mathematica wyprowadzono analogiczne relacje 
przy odcinkowo liniowo zmiennych funkcji F(t) i F^f) oraz funkcji odcinkowo stałych 
z podziałem okresu Zna 6 równych części. W obu wspomnianych wyżej przypadkach 
formuły określające granice obszarów niestabilności w sposób bardzo istotny skompli­
kowały się, co wielokrotnie wydłużyło czas analizy. Jednocześnie otrzymywane roz­
wiązania nie odbiegały jakościowo od tych, które uzyskiwano wykorzystując formuły 
(5.12) i (5.13).

Jeżeli w analizowanym przykładzie'uwzględnimy możliwość wystąpienia dużych 
przemieszczeń (obrotów), to rozpatrując warunek równowagi dynamicznej w postaci 
sumy momentów wszystkich sił względem przegubu, otrzymamy następujący nielinio­
wy układ równań różniczkowych zwyczajnych rzędu pierwszego:

^(O^W
*2 (0={- ^(OW^ (0 - (0)] - cxz (0 - K(ph (0| (5-14)

gdzie x1(r) = q(t) a x2(t) = q(t). Jeżeli przyjąć, że przemieszczenia są nieskończenie 
małe, to z równań (5.14) otrzymujemy równania (5.4).

5.3. Analiza numeryczna układu o jednym stopniu swobody

W punkcie tym omówiono wybrane wyniki liniowej i nieliniowej analizy zachowa­
nia się układu o jednym stopniu swobody o schemacie jak na rys. 5.la. Na rysunku 5.2 
pokazano charakter zmienności funkcji opisujących zachowanie się parametru śledze­
nia a(0, działającego na układ obciążenia P(t) i funkcji F(a, / P), która zależy od 
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a(t), P(t) i funkcji opisującej zależność sztywności układu od działającego obciążenia 
- tą ostatnią zależność symbolicznie zaznaczono parametrem 7 Każda z tych funkcji 
jest okresowa (o okresie T bądź 772) i jest opisana zestawem czterech parametrów 
Pi> Pp 1 = L 2,...,4 . Symbolicznie wygenerowane, ogólne relacje wyznaczające granice 
obszarów rezonansu parametrycznego ((5.12), (5.13)) testowano na szczególnym przy­
padku obciążenia opisanego parametrami , przy a. = 0 i T=
2n. Dalej przyjęto, że k0 = l = 1 oraz T= 2%, co w żadnym stopniu nie ogranicza ogól­
ności prezentowanych wyników. Jeżeli nie wspomina się o zależności stałej sprężyno­
wania od siły P(t) to znaczy, że przyjęto 7= 0. Przykładowe wyniki analizy układu bez 
tłumienia i z tłumieniem przedstawiono odpowiednio na rys. 5.3 i 5.4. Na rysunku 5.3

Rys. 5.3. Granice obszarów rezonansu parametrycznego układu przy
przy różnych wartościach parametru ą i 8=a)Jr i przy 7=2n; linia przerywana wynika 

z warunku N= -1, ciągła z warunku AM
Fig. 5.3. Boundaries of the system’s parametric resonance regions for ą1=g2= -#3= a(t)=0,

for different values of parameter /i and 8—d)Jr at 7= 2%; the dashed linę follows 
from condition N- -1, the solid linę - from condition AM
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Rys. 5.4. Granice obszarów rezonansu parametrycznego układu przy -p3= -/J-4=p, a(f)=0, 
przy różnych wartościach parametru /z i 8 i przy T=2n; linia przerywana dla układu z tłumieniem 

(A=0,03), linia ciągła dla układu bez tłumienia
Fig. 5.4. Boundaries of the system’s parametric resonance regions for ą1=ą2= a(0=0,

for different values of parameters jU and 8 at 7’=27t; the dashed linę represents the system with damping 
(h = 0.03), the solid linę - the system without damping

linią przerywaną oznaczono granice obszarów rezonansu, na których drgania narastają 
nieograniczenie (N = -1), a linią ciągłą zakreślono te granice, na których drgania są 
okresowe (N = 1). Wykresy sporządzono przy różnych wartościach parametru /i (róż­
nej głębokości modulacji obciążenia) i parametru 8 = mjr, gdzie mQ i r są odpowie­
dnio częstościami kołowymi drgań własnych układu i funkcji F. Otrzymane rezultaty 
są w pełni zgodne z prezentowanymi w literaturze. Na rysunku 5.4 pokazano granice 
pierwszego i drugiego obszaru niestateczności dla układu bez tłumienia (linia ciągła) 
i dla układu z tłumieniem (linia przerywana). Na rysunku 5.5 przedstawiono zależność 
od parametru a («] = -a2 = a3 = -a4 = et) zakresu czterech podstawowych obsza­
rów rezonansu parametrycznego przy dynamicznym obciążeniu P(t) o ustalonej, przy­
kładowej, wielkości parametru p = 0,6 (pj = p2 = -p3 =~Pą = p). Na rysunku 5.6
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Rys. 5.5. Granice podstawowych obszarów rezonansu parametrycznego układu przy obciążeniu 
dynamicznym PI=P2= -p3= -p4=0,6 i dynamicznym parametrze śledzenia a = -a2=«3= -a4=«

Fig. 5.5. Boundaries of the system’s basie parametric resonance regions for dynamie load 
P^P^ -P^- -p^-(> and dynamie follower parameter a = -a2=a-= -a4=a

pokazano wybrane wyższe obszary (siódmy i ósmy), a na rys. 5.7 dziewiąty obszar 
rezonansu parametrycznego. Przyjęto identyczne parametry jak na rys. 5.5. Wprowa­
dzenie dynamicznie zmiennego parametru śledzenia powoduje powiększenie zakresu 
niskich obszarów rezonansu parametrycznego. Wpływ na obszary wyższe zmiennego 
parametru śledzenia w niektórych zakresach jego zmienności może okazać się stabili­
zujący (rys. 5.6 i 5.7), o czym świadczą wyraźne zwężenia analizowanych obszarów. 
Tłumienie może powodować nawet wielokrotne przerwanie ciągłości granic obszarów

Rys. 5.6. Granice siódmego i ósmego obszaru rezonansu parametrycznego układu przy obciążeniu 
dynamicznympl=p2= ~P2= -p4=0,6 i dynamicznym parametrze śledzenia a}= -a2=a3= -a4=a 

Fig. 5.6. Boundaries of the system’s seventh and eighth parametric resonance regions for dynamie load 
p=p2= -p2- -p4=0.6 and dynamie follower parameter a,= -a2=a3= ~a=a
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Rys. 5.7. Granice dziewiątego obszaru rezonansu parametrycznego układu przy obciążeniu dynamicz- 
nymppp^ -p3= -p4=0,6 i dynamicznym parametrze śledzenia a = -a2=a3= -a=a

Fig. 5.7. Boundaries of the system’s ninth parametric resonance region for dynamie load 
p}=p^ ~P3= -p4=0.6 and dynamie follower parameter -a2=a3= -aĄ=a

rezonansu parametrycznego, a tym samym ich zanik w pewnych zakresach wartości 
amplitud parametru śledzenia. Na rysunku 5.8 pokazano tę sytuację na przykładzie granic 
obszaru dziesiątego. Jeżeli uwzględnimy w analizie zależność sztywności od działają­
cego obciążenia (y 0), to przy różnych parametrach ymoże wystąpić powiększenie 
bądź zmniejszenie zakresów obszarów rezonansu parametrycznego. Sytuację tę poka­
zano na rys. 5.9 na przykładzie pierwszego (linia ciągła) z analizowanych obszarów,

Rys. 5.8. Granice dziesiątego obszaru rezonansu parametrycznego układu przy obciążeniu 
PrpT= -p3= ~Pą=0,6 i parametrze śledzenia -a2=a3= -a4=a; układ bez tłumienia - linia 

ciągła przy h = 0, linia przerywana przy tłumieniu A=0,08
Fig. 5.8. The boundaries of the system’s tenth parametric resonance region for load 

p1=p2= -p3= ~p4=0.6 follower parameter a,= ~a2=a3= -a4=a; the solid linę represents 
the system without damping, the dashed - linę for damping A=0.08 
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odpowiednio, gdy y= -0,2 (a) i drugiego (linia przerywana) y= 0,5 (b). Na rysunku 
5.10 przedstawiono granice jednego z wyższych obszarów rezonansu parametryczne­
go w funkcji wartości dynamicznego parametru śledzenia, przyjmując różne wartości 
współczynnika y(y= 0,45, y= 0,50, y= 0,55).

Analizując układy nieliniowe nie otrzymujemy nieskończonych przemieszczeń, 
a charakter tych przemieszczeń może istotnie zależeć od czasu obserwacji i warunków 
początkowych ruchu. Następnie, korzystając z metody odwzorowywania między cela­
mi, przedstawiono wyniki analiz, które można wykorzystać w ocenie globalnej statecz­
ności badanego układu. Skupiono się głównie na wyznaczaniu obszarów przyciągania, 
których wielkość i charakter są funkcjami parametrów opisujących zachowanie się ob­
ciążenia. W celu optymalizacji czasu obliczeń przeprowadzono testy przy różnych wiel-

Rys. 5.9. Wpływ wielkości współczynnika y na zakres pierwszego obszaru rezonansu parametrycznego 
przy obciążeniu i parametrze śledzenia jak na rysunku poprzednim; linia ciągła przy y= 0 , 

linia przerywana przy y= -0,2 (a) i y= 0,5 (b)
Fig. 5.9. Influence of the magnitude of coefficient y on the rangę of the first parametric resonance 
region for the load and the follower parameter as in the previous figurę; the solid linę - for y=0, 

the dashed linę - for y= -0.2 (a) and y=0.5 (b)
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Rys. 5.10. Granice jednego z wyższych obszarów rezonansu parametrycznego przy obciążeniu 
p1=p2= -p3= -p4=0,3, parametrze śledzenia ctp -a,=a3= -a4=a 

przy y=0,45 (a), y=0,5 (b) i y=O,55 (c)
Fig. 5.10. Boundaries of one of the higher parametric resonance regions for load p,=p^ ~p3= -p4=0,3 

and follower parameter ax= -a2=a3- -a4=a for y=0.45 (a), y=0.5 (b) and y=0.55 (c)

kościach cel (różnej gęstości podziału przestrzeni fazowej) i przy różnych czasach nu­
merycznego całkowania nieliniowego układu równań różniczkowych.

Na kolejnych rysunkach obszary przyciągania są przedstawione jak obszary nie- 
kropkowane. W przypadku demonstrowania poszczególnych grup punktów w obsza­
rach przyciągania (Hsu [5.18]) przedstawiono je w postaci zbiorów punktów. Za sta-
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teczne uznaje się takie obszary na płaszczyźnie fazowej, których punkty traktowane 
jako warunki początkowe analizowanego zadania w trakcie teoretycznie nieskończo­
nego czasu zapewniają, że trajektoria ruchu pozostaje w analizowanym, zadanym ob­
szarze przestrzeni fazowej.

Dobór gęstości podziału analizowanego fragmentu przestrzeni fazowej i przyjmo­
wany czas całkowania (ń) są istotnymi parametrami poprawności otrzymywanych re­
zultatów w analizie układów nieliniowych metodą odwzorowywania między celami. 
Oczywiste jest, że lepsze rezultaty otrzymamy stosując cele o mniejszych rozmiarach 
i dłuższy czas całkowania, o ile metoda całkowania nie generuje zbyt dużych błędów 
numerycznych. W praktycznym stosowaniu tej metody konieczny jest pewien kompro­
mis w doborze gęstości podziału i przyjmowanym czasie całkowania, a czasem gene­
rowania wyników. Przyjęto, że podział analizowanego obszaru przestrzeni fazowej bę­
dzie identyfikowany przez dwie naturalne liczby h i v. Przez h oznaczono liczbę cel 
w kierunku osi poziomej, na której odkładane są wielkości współrzędnej uogólnionej, 
a przez v liczbę cel w kierunku osi pionowej, na której odkłada się prędkości współ­
rzędnej uogólnionej. Na przykład w analizie układu o 1 stopniu swobody wprowadzo­
ny opis gęstości podziału w postaci 51x26 oznacza, że analizowany zakres zmienności 
współrzędnej x} podzielono na 51 równych odcinków, a współrzędnej x2 na 26 rów­
nych części.

Dalej przyjęto, że: / = £ = 1, K(P) = 1, m = 1/8 i c = 0, co w przypadku linearyzacji 
równań (5.14) i przyjęciu częstości zmian funkcji F(t) (5.2) równej 4 odpowiada punk­
towi w obszarze statecznym, między pierwszym i drugim obszarem rozwiązań niesta­
tecznych z rys. 5.3 (<5 = V2/2). Ewentualne odstępstwa od tych założeń zawarto 
w opisach rysunków.

Na rysunkach 5.11 i 5.12 dla przykładowych funkcji obciążenia P(f) = 0,5sin(4j) 
i a(i) = 0,l+0,5sin(2/) przedstawiono kształty obszarów przyciągania, gdy czasy cał­
kowania są odpowiednio równe 1. = 4k i = 7%, a gęstość podziału przestrzeni fazowej 
wynosi 51x51. Rysunki 5.13 i 5.14 przedstawiają obszary przyciągania przy obciąże­
niach i czasach całkowania jak na rys. 5.11 i 5.12 , z tym jednak, że w tych przypad­
kach gęstość podziału była większa i wynosiła 101x101. Należy jasno powiedzieć, że 
o ile analizując układy autonomiczne mamy pewną dowolność doboru czasu całkowa­
nia o tyle w analizie układów nieautonomicznych, periodycznych, czas całkowania 

musi być tak dobrany, aby po jego upływie zmienne w czasie współczynniki układu 
równań były identyczne z ich wartościami na początku procesu całkowania. Jest to 
oczywisty warunek możliwości stosowania procedury metody odwzorowywania mię­
dzy celami w analizie układów nieautonomicznych. Na rysunku 5.15 pokazano obszar 
przyciągania przy a(t) = 0,5sin(4r) i P(f) = 0,5sin(4/) w analizie nieliniowej, a na rys. 
5.16 ten sam obszar wyznaczony po prostym zlinearyzowaniu układu równań (5.14). 
Porównanie tych dwóch rysunków wskazuje na istotny wpływ (zarówno jakościowy 
jak i ilościowy) linearyzacji nieliniowego układu równań na otrzymywane rezultaty. 
Na rysunku 5.17 przedstawiono obszar przyciągania, gdy P(t) = 0,5sin(4f) i a(t) - 
0,3+0,5sin(4f), co w porównaniu z rys 5.12 daje pogląd na możliwy wpływ parame-
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Rys. 5.11. Obszar przyciągania przy P(/)=0,5sin(4z), a(t)= 0,l+0,5sin(4t), f=47t i podziale 51x51
Fig. 5.11. Domain of attraction for P(t)=0.5sin(4t), a(t)= 0.1+0.5sin(4t), t=47t and division 51x51

Rys. 5.12. Obszar przyciągania przy P(t)=0,5sin(4t), a(0= 0,l+0,5sin(4t), t^K i podziale 51x51 
Fig. 5.12. Domain of attraction for P(/)=0.5sin(4t), a(t)= 0.1+0.5sin(4z), ^=771 and division 51x51
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Rys. 5.15. Obszar przyciągania przy ?(z)-0,5sin(4/) i a(t)= 0,5sin(4r) nieliniowego układu równań (5.14)

of equations (5.14)
Fig. 5.15. Domain of attraction for P(Z)=0.5sin(4t) and «(/)= 0.5sin(4t) for nonlinear system
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Rys. 5.16. Obszar przyciągania przy P(t)=0,5sin(4r) i a(t)= 0,5sin(4r) zlinearyzowanego 
układu równań (5.14)

Fig. 5.16. Domain of attraction forP(t)=0.5sin(4t) and 0.5sin(4r) for linearized 
system of eąuations (5.14)

100



Rys. 5.17. Obszar przyciągania przy P(0=0,5sin(4/) i a(f)= 0,3+0,5sin(40, r.=7n i podziale 51x51
Fig. 5.17. Domain of attraction for P(/)=0.5sin(4z), a(t)= 0.3+0.5sm(4z), t=7n and division 51x51

trów opisujących dynamiczny współczynnik śledzenia na charakter zmian obszarów 
stabilności badanego układu.

Wszystkie cele punktów równowagi („P-l motions”) pokazano na rys. 5.18, a na 
rys. 5.19 r- krokowe (r = 20) obszary przyciągania dla punktów równowagi ruchu, które 
należą do grupy 3 (Hsu [5.18]) przy P(t) = 0,5sin(4/) i «(/) = 0,3+0,5sin(4z). Na rysun­
kach 5.20, 5.21 i 5.22 obszary przyciągania wyjątkowo przedstawiono jako miejsca 
zaciemnione. Pokazano charakter zmian obszarów przyciągania w funkcji zmian sztyw­
ności K (K e (0,1, 3,1)) przy ściśle śledzącym obciążeniu dynamicznym P = 0,5sin(4r) 
(rys. 5.20) oraz zmian parametru y określającego amplitudę części dynamicznej sztyw­
ności K = 1 + /sin(12z), y e(-2,2) (rys. 5.21) i K = 1+ ysin(4Z) (rys. 5.22) przy 
ściśle śledzącym obciążeniu P = sin(4z).

5.4. Nieliniowy model o dwóch stopniach swobody

Rozpatrzmy nieliniowy model wahadła o dwóch stopniach swobody pokazany na 
rys. 5. Ib. W matematycznym modelu tego zadania przedstawionego w punkcie 4.4 pracy 
z uwagi na uwzględnienie w tym rozdziale dynamicznego charakteru parametru śle­
dzenia, prostej modyfikacji ulega jedynie formuła wyrażająca przyrost pracy obciąże­
nia zewnętrznego Qt na wariacjach przemieszczeń współrzędnych uogólnionych 8qt 
i wyraża się jako
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Rys. 5.18. Wszystkie cele równowagi (P-l) przy P(t)=0,5sin(4Z), a^t)- 0,3+0,5sin(4t), t.=7tt 
i podziale 51x51

Rys. 5.19. /--krokowy obszar przyciągania (r = 20) do P-l cel, które należą do grupy 3 przy 
P(0=0,5sin(4t), a(t)= 0,3+0,5sin(4z), ^=7% i podziale 51x51

Fig. 5.19. r-step domains of attraction (r =20) for P-l motion which belong to group 3 for 
P(t)=0.5sin(4t), a(t)= 0.3+0.5sin(4t), t=ln and division 51x51
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Rys. 5.20. Zależność obszarów przyciągania od parametru sztywności Kprzy a=l 
ig. 5.20. Dependence ofthe domains of attraction on stiffness parameter K for a=l i R(Z)=0,5sin(4z) 

and P(0=0,5sin(4z)

Rys. 5.21. Zależność obszarów przyciągania od parametru y(^=l+Zsin(12z)) przy o=l i P(z)=0,5sin(40
Fig. 5.21. Dependence ofthe domains of attraction on parameter /(^=l+ysin(12z)) for ce=l 

and _P(0=0.5sin(4r)
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Rys. 5.22. Zależność obszarów przyciągania od parametru y(A=l+7sin(12/)) przy a=l i P=sin(4r)
Fig. 5.22. Dependence of the domains of attraction on parameter y(A=l+7sin(12t)) for a=l 

and P=sin(4t)

(5-15)

- cxq}8qx - c2(q2 - \8q2 - )

Formuły (4.32) i (5.15) będą stanowić bazę metody bezpośredniej wykorzystującej 
prawo Hamiltona, która w następnym punkcie posłuży do analizy stateczności badane­
go układu z uwzględnieniem dynamicznego charakteru parametru śledzenia. Zakłada­
jąc, że C] i c2 są parametrami wiskotycznego tłumienia, oraz wprowadzając oznaczenia 
Yc ~ ~ei i ~ei)> możemy przedstawić momentowe reakcje
w punktach A i B (rys. 5. Ib) w postaci

M. c 2 3-~wa+a+w a+q -y 
rC K

~-=Vb + + Z1/! +
k k 

(5.16)
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gdzie (ku - k, kn - 5], &13 - y)i ^2] _ k, k22 = 82, k23 = y)są charakterystykami 
więzi sprężystych.

Definiując bezwymiarowe wielkości czasu, tłumienia, poziomu obciążenia i masy 
odpowiednio w postaci

(5.17)G = U), 7W

korzystając z relacji (4.22) i (5.15) bądź zapisując dynamiczne warunki równowagi, 
otrzymujemy następujący układ równań różniczkowych ruchu badanego układu

(5.18)

W relacji (5.18) wprowadzono następujące oznaczenia:

a = 1 + m,

h = cosjtj -xj,

c = ^sin^ - x3) + 2^ - ej - (x3 - e2) + - ej2 + - ej3

- -e}-x3 + e2f + - x3 + e2)3

+ (Ą + p2)x2 - 02x4 - psin^ +ax3^,

d = l,

e = cosj^ - xj,

f = -x2sin(x1 - xj - (%] - ej + (x3 - e2) + 8^ -e}-x3+ e2)2

- - gj - x3 + e2)3 + ft2(x4 - x2) - psinjjl - a)x3]

Równania (5.18) przedstawiono w postaci układu równań różniczkowych pierw­
szego rzędu z uwagi na możliwość bezpośredniego ich wykorzystania w zapisie stoso­
wanym w metodzie odwzorowywania między celami. Jak łatwo sprawdzić, równania 

105



te w szczególnych przypadkach można sprowadzić do tych, które między innymi otrzy­
mali i stosowali w swoich pracach Jin i Matsuzaki [4.39], Kounadis [4.40, 4.41 i 4.42] 
i Kounadis, Avraam i Mallis [4.43],

5.5. Analiza numeryczna układu o dwóch stopniach swobody

Na ogół analiza układów nieliniowych nie daje możliwości prostego wyznaczenia 
ich obszarów stabilności. W pierwszej części tego punktu przedstawiono trajektorie 
ruchu i portrety fazowe zachowania się wahadła przy zadanych parametrach i warun­
kach początkowych ruchu. W tym przypadku wykorzystano metodę bezpośrednią ba­
zującą na prawie Hamiltona. W części drugiej punktu pokazano rezultaty analizy do­
konanej metodą odwzorowywania między celami w wybranych obszarach przestrzeni 
fazowych.

W analizie numerycznej układu o dwóch stopniach swobody bazującej na metodzie 
bezpośredniej skoncentrowano się głównie na szukaniu rozwiązań na granicach obsza­
rów dynamicznej niestabilności z uwzględnieniem dynamicznego charakteru współ­
czynnika śledzenia. Wyznaczanie w tym przypadku granic rezonansu parametrycznego 
jest związane z pracochłonną analizą numeryczną, a granice te zarówno jakościowo 
jak i ilościowo silnie zależą od małych zmian parametrów zadania. Przedstawione da­
lej wybrane rezultaty obrazują możliwy wpływ zmiennego parametru śledzenia na cha­
rakter otrzymywanych wyników. Konsekwentnie na wszystkich dalszych rysunkach 
pokazano przebiegi zmienności - w czasie t odmierzanym w sekundach - współrzęd­
nych q} i q2 mierzonych w radianach (części (a) rysunków) oraz portrety fazowe pierw­
szej (^j) i drugiej (ę2) współrzędnej uogólnionej (odpowiednio części (b) i (c) rysun­
ków). Przyjęto, że m = l = k- 1, 5] =-2,5, 52 = -0,75, /= 0, e} = -e2 = 0,05 , C] =c2 = 
0, a warunki początkowe w postaci qw = -q^ = 0,05 i ę]0 = -420 = 0. Na rysunkach 
5.23, 5.24, 5.25 i 5.26 przedstawiono rozwiązania przy dynamicznie zmiennej sile P(t) 
= 0,5 + 0,5cos(2,25t) oraz różnych wartościach jednego z parametrów (o) opisujących 
zmienny parametr śledzenia a(0 = 1,0 + 0,5cos(ot); podano też rozwiązania odpowie­
dnio przy parametrze o = 2,3 , o = 2,28 , o = 2,27 i o = 2,25. Analizując wyższe warto­
ści parametru o (o > 2,3), otrzymywano rozwiązania stateczne, a gdy o < 2,25, rozwią­
zania okazywały się niestateczne. Rozwiązania niestateczne to takie, w których wzrost 
przemieszczeń w czasie był nieograniczony.

Należy podkreślić, że charakter odpowiedzi układu może ulec zasadniczej zmianie, 
jeżeli tylko zmienimy - nawet nieznacznie - warunki początkowe jego ruchu. W tym 
sensie sposoby wykorzystujące całkowanie równań ruchu, przy z reguły arbitralnie do­
bieranych dyskretnych zbiorach warunków początkowych, nie dostarczają pełnej in­
formacji o stateczności badanego układu. W przypadku tak prowadzonej analizy moż­
na mówić jedynie o tym, że odpowiedź układu jest stateczna bądź niestateczna, przy 
konkretnych warunkach początkowych i w skończonym czasie, w którym dokonano 
całkowania równań ruchu. Tych niedogodności nie ma metoda odwzorowywania mię-
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Rys. 5.23. Wykresy q{ i q2 (a) w funkcji czasu t oraz portrety fazowe q} 
(b) i q2 (c) przy P(t)=0,5 + 0,5cos(2,25r) i a(t)=l + O,5cos(2,30

Fig. 5.23. Diagrams qx and q2 (a) as a function of time t 
and phase portraits qx (b) and q2 (c) for P(t)=Q.5 + 0,5cos(2.25z) 

and «(0=1 + 0.5cos(2,3t)

Rys. 5.24. Wykresy q} i q2 (a) w funkcji czasu t oraz portrety fazowe qx 
(b) i q2 (c) przy P(t)=0,5 + 0,5cos(2,25t) i a(0=l + 0,5cos(2,28t)

Fig. 5.24. Diagrams qt and q2 (a) as a function of time t 
and phase portraits ql (b) and q2 (c) for P(t)=0.5 + 0,5cos(2.25t) 

and a(r)=l + O.5cos(2.28t)
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Rys. 5.25. Wykresy qt i q2 (a) w funkcji czasu t oraz portrety fazowe qt 
(b) i q2 (c) przy P(f)=0,5 + 0,5cos(2,25t) i a(t)=l + 0,5cos(2,27t)

Fig. 5.25. Diagrams q, and q2 (a) as a function of time t 
and phase portraits qt (b) and q2 (c) for P(t)=0.5 + 0.5cos(2.25t) 

and a(t)=l + 0.5cos(2.27t)

Rys. 5.26. Wykresy q} i q2 (a) w funkcji czasu t oraz portrety fazowe q{ 
(b) i q2 (c) przy P(t)=0,5 + 0,5cos(2,25/) i a(r)=l + O,5cos(2,250

Fig. 5.26. Diagrams q{ and q2 (a) as a function of time t 
and phase portraits q, (b) and q2 (c) for P(t)=0.5 + 0.5cos(2.25t) 

and a(t)=l + 0.5cos(2.25t)



dzy celami, która daje możliwość obserwacji układu w teoretycznie nieskończonym 
czasie przy warunkach początkowych z zadanego obszaru.

Przedstawione dalej wyniki są dwuwymiarowymi przekrojami czterowymiarowej 
przestrzeni fazowej zadania. Podobnie jak w punkcie trzecim tego rozdziału, obszary 
przyciągania przedstawiano jako obszary niekropkowane; w przypadku demonstrowa­
nia grup punktów w obszarach przyciągania przedstawiono je w postaci zbiorów punk­
tów.

Na rysunkach 5.27, 5.28 i 5.29 pokazano obszary stabilności przy statycznym ob­
ciążeniu śledzącym P(t) = 1, przy różnych parametrach śledzenia odpowiednio i przy 
a = —15, cc = 15, a = 25. Na rysunkach 5.30, 5.31 i 5.32 zaprezentowano możliwy 
wpływ na kształt obszarów stabilności częstości zmian dynamicznego parametru śle­
dzenia odpowiednio przy a(t) = 0,8+0,8sin(4Kt), a(t) = 0,8+0,8sin(8Kt) i a(t) = 
0,8+0,8sin(127U).

Obszar przyciągania przy niezerowych wartościach wiskotycznego tłumienia (P(t) = 1, 
a(t) = 0,8 i Cj = c2 = 0,1) przedstawiono na rys. 5.33, a rys. 5.34 i 5.35 obrazują 
r-krokowe obszary (r = 20) odpowiednio grupy 2 i 3.

-0.8 -0.4 0.00000 0.4 0.8

Rys. 5.27. Obszar przyciągania przy P(t)=\, a(0= -15, x3= -0,8, x4=0 i podziale 51x51 
Fig. 5.27. Domain of attraction for P(/)=l, ®(0= -15, x3= -0,8, x4=0 and division 51x51
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Rys. 5.28. Obszar przyciągania przy P(0=l, «(/)= 15, x3= -0,8, x4=0 i podziale 51x51
Fig. 5.28. Domain of attraction for P(0=l, 15, x3=-0.8, x4=0 and division 51x51

Rys. 5.29. Obszar przyciągania przy P(Z)=1, «(0= 25, x3= -0,8, x4=0 i podziale 51x51
Fig. 5.29. Domain of attraction for P(f)=l, a(t)= 25, x3= -0.8, x4=0 and division 51x51
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Rys. 5.30. Obszar przyciągania przy P(Z)=1, a(z)=0,8+0,8sin(4n), x3=0,l, x4=0 ipodziale 51x51
Fig. 5.30. Domain of attraction forP(Z)=l, a(Z)=0.8+0.8sin(4jt), x3=0.1,x4=0 and division 51x51

Rys. 5.31. Obszar przyciągania przy P(Z)=1, a(Z)=0,8+0,8sin(8n), x3=0,l, x4=0 i podziale 51x51 
Fig. 5.31. Domain of attraction for P(0=l, a(z)=0.8+0.8sin(87t), x3=0.1, x4=0 and division 51x51
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Rys. 5.32. Obszar przyciągania przy R(0=l, a(t)=0,8+0,8sin(12Tt), x3=0,l, x4=0 i podziale 51x51
Fig. 5.32. Domain of attraction for P(t)=l, a(0=0.8T0.8sin(127t), x3=0,l, x4=0 and division 51x51

Rys. 5.33. Obszar przyciągania przy P(t)=l, a(t)=0,8, x3= -0,8, x4=0, cl=c2=0,ł i podziale 51x51 
Fig. 5.33. Domain of attraction forf’(t)=l, a(7)=0.8, x3= -0.8, x4=0, cl=c2=0.1 and division 51x51
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Rys. 5.34. r-krokowy obszar przyciągania (r = 20) ruchu, który należy do grupy 2 przy P(t)=\, 
a(f)=0,8, x3= -0,8, x4=0, cl=c2=0,l i podziale 51x51

Fig. 5.34. r-step domains of attraction (r = 20) for motion which belong to group 2 for P(t)=\, 
a(t)=0.8, x3= -0.8, x4=0, cl=c2=0.1 and division 51x51

Rys. 5.35. r-krokowy obszar przyciągania (r = 20) ruchu, który należy do grupy 3 przy P(t)=\, 
a(t)=0,8, x3= -0,8, x4=0, cl=c2=0,l i podziale 51x51

Fig. 5.35. r-step domains of attraction (r = 20) for motion which belong to group 3 for P(t)=l, 
a(t)=0.8, x3= -0.8, x4=0, cl=c2=0.1 and division 51x51
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5.6. Podsumowanie

Przedstawiono wyniki analizy obszarów rezonansu parametrycznego oraz stabilno­
ści globalnej prostych układów dyskretnych opisywanych liniowymi bądź nieliniowy­
mi równaniami różniczkowymi z periodycznie zmiennymi współczynnikami. Skoncen­
trowano się głównie na efektach wywołanych periodycznie zmiennymi parametrami 
śledzenia, charakteryzującymi działające na układ statyczne bądź dynamiczne obcią­
żenie niekonserwatywne.

Pokazano dwa podejścia do analizy stateczności tego typu układów. W pierwszym 
z nich posłużono się możliwymi do uzyskania w analizie układów liniowych ścisłymi 
regułami - zwykle bardzo skomplikowanymi - określającymi granice obszarów rezo­
nansu parametrycznego. Analizując układy nieliniowe zastosowano metodę bezpośre­
dnią, będącą odpowiednikiem całkowania równań ruchu przy zadanych warunkach po­
czątkowych. Te sposoby analizy umożliwiły sformułowanie kilku ważnych spostrze­
żeń:
• granice obszarów rezonansu parametrycznego w sposób istotny mogą zmieniać się, 

jeżeli uwzględnimy dynamiczny charakter parametru śledzenia obciążenia niekon- 
serwatywnego,

• zmiany granic rezonansu parametrycznego mogą być różne w zależności od tego, 
który z obszarów rezonansu analizujemy; zmiany te są szczególnie widoczne w ob­
szarach wyższych,

• wpływ wiskotycznego tłumienia jest podobny - powoduje między innymi zawęża­
nie obszarów rezonansu parametrycznego - jak w przypadku układów bez zmien­
nych parametrów śledzenia,

• uwzględnienie dynamicznego charakteru parametrów śledzenia prowadzi do posze­
rzania (destabilizacji) pierwszych obszarów rezonansu parametrycznego wraz ze 
wzrostem parametru amplitudy,

• uwzględnienie dynamicznych parametrów śledzenia w analizie wyższych obszarów 
rezonansu parametrycznego w pewnych zakresach jego amplitudy może te obszary 
destabilizować bądź stabilizować,

• tłumienie zawsze występujące w układach rzeczywistych może powodować prze­
rwanie (w zależności od amplitudy parametru śledzenia) ciągłości, szczególnie wyż­
szych obszarów rezonansu parametrycznego układów z dynamicznie zmiennymi pa­
rametrami śledzenia; zjawiska tego nie obserwuje się w podstawowych (pierwszych) 
obszarach rezonansu,

• uwzględnienie, w układzie z dynamicznie zmiennym parametrem śledzenia obcią­
żenia niekonserwatywnego, prostych zależności charakterystyk sztywności od po­
ziomu działającego obciążenia może powodować - w zależności od charakteru tej 
zależności - zarówno destabilizację jak i stabilizację obszarów rezonansu parame­
trycznego, szczególnie widoczną w obszarach wyższych,
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• odpowiedź układów nieliniowych jest istotnie zależna nawet od małych zmian czę­
stości parametru śledzenia, które mogą powodować stabilizację bądź destabilizację 
układu,

• w układach nieliniowych możliwa j est stabilizacja niestatecznego układu przez wpro­
wadzenie dynamicznie zmiennego parametru śledzenia o ściśle określonych para­
metrach.
Drugie podejście wykorzystujące metodę odwzorowywania między celami jest szcze­

gólnie użyteczne w globalnej analizie stabilności układów nieliniowych. Na podstawie 
przeprowadzonych testów numerycznych, z których tylko część pokazano w punktach 
5.3 i 5.5 tego rozdziału można sformułować następujące spostrzeżenia:
• istotniejszym - w stosunku do czasu całkowania t. - parametrem decydującym 

o poprawności uzyskiwanych rezultatów w metodzie odwzorowywania między ce­
lami jest gęstość podziału przestrzeni fazowej,

• czas całkowania równań t( wydaje się mniej istotny, co sugerowane jest w cytowa­
nej literaturze, ale w układach nieautonomicznych musi być każdorazowo dobiera­
ny po zmianie postaci współczynników równań jawnie zależnych od czasu,

• kształt i charakter obszarów przyciągania układów nieliniowych i zlinearyzowanych 
mogą się istotnie różnić,

• wielkość i kształt obszarów stabilności niekonserwatywnych układów nieliniowych 
w istotny sposób zależą od parametrów opisujących funkcję śledzenia a(t),

• obszary przyciągania zależą od poziomu obciążenia i niekoniecznie muszą być ob­
szarami jednospójnymi,

• przestrzenne obszary przyciągania istotnie zależą od parametrów obciążenia niekon- 
serwatywnego,

• dynamiczny parametr śledzenia wyraźnie zmienia zakres obszarów stabilności.
W rozdziale tym wykorzystano wyniki przedstawione w pracy autora [5.38],



6. ZASTOSOWANIE PAKIETU MATHEMATICA
DO FORMUŁOWANIA ZASAD WARIACYJNYCH 

PROBLEMÓW MECHANIKI
Z SIŁAMI NIEKONSERWATYWNYMI

6.1. Wprowadzenie

Modele matematyczne większości zagadnień współczesnej mechaniki dają się spro­
wadzać do układów równań różniczkowych, różniczkowo-całkowych bądź całkowych 
opisujących problemy brzegowo-początkowe. Równania te są najczęściej nieliniowe, 
co w praktyce oznacza, że w przypadkach nietrywialnych z reguły nie jest możliwe 
uzyskanie rozwiązań analitycznych. Alternatywnym - do poszukiwania rozwiązań ana­
litycznych - sposobem rozwiązywania tego typu zagadnień (często jedynie możliwym) 
jest formułowanie funkcjonałów wariacyjnych, których warunki stacjonamości pro­
wadzą do równań opisujących zagadnienia. W tym przypadku rozwiązanie sprowadza 
się do poszukiwania punktów z danej przestrzeni funkcji, w których zbudowany funk­
cjonał jest stacjonarny, a otrzymane - na drodze standardowych procedur rachunku 
wariacyjnego - równania Eulera-Lagrange’a są równaniami zagadnienia, którego roz­
wiązania poszukujemy. Typowym przykładem podejścia wariacyjnego jest zasada mi­
nimum energii potencjalnej bądź energii komplementarnej. Rozwiązywanie zadań me­
chaniki bazujących na sformułowaniach wariacyjnych ma wiele zalet. Użycie funkcjo­
nałów wariacyjnych umożliwia skoncentrowanie w jednym wyrażeniu wszystkich skom­
plikowanych równań problemu, i na ogół funkcjonały te mają określony sens fizyczny. 
Sformułowania wariacyjne w naturalny sposób tworzą bazę rozwiązań przybliżonych, 
a także umożliwiają badanie ich stabilności i jednoznaczności. Problem istnienia i for­
mułowania zasad wariacyjnych należy do tak zwanych problemów odwrotnych rachunku 
wariacyjnego. Należy podkreślić, że - ujmując rzecz chronologicznie - pierwotnym 
opisem problemów brzegowo-początkowych mechaniki są układy równań, na bazie 
których można budować opis zagadnienia w postaci zasady wariacyjnej.

Szczególną rolę wśród problemów mechaniki odgrywają tutaj omawiane zagadnie­
nia z siłami niekonserwatywnymi. W zagadnieniach mechaniki z siłami niekonserwa- 
tywnymi formułowanie zasad wariacyjnych jest - z uwagi na niepotencjalność wystę­
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pujących oddziaływań - szczególnie istotne i trudne, o czym świadczy fakt, że do nie­
dawna problem ten nie miał sformułowanego ogólnego rozwiązania zarówno w zakre­
sie istnienia odpowiednich funkcjonałów, jak i sposobów ich budowania.

Celem rozdziału jest krytyczny przegląd metod stosowanych w sformułowaniach 
wariacyjnych liniowych i nieliniowych zagadnień mechaniki z siłami niekonserwatyw- 
nymi oraz pokazanie - na przykładzie procedur napisanych w języku symbolicznym - 
skuteczności pakietu Mathematica w określaniu potencjalności operatora zagadnienia 
i formułowaniu funkcjonałów bazujących na metodzie dołączania, do operatora pod­
stawowego, operatora sprzężonego do pochodnej Frecheta operatora wyjściowego.

W punkcie drugim rozdziału przeprowadzono próbę klasyfikacji rozwiązań stoso­
wanych przy formułowaniu funkcjonałów w zadaniach mechaniki z siłami niekonser- 
watywnymi; w punkcie trzecim przedstawiono krótkie wprowadzenie do podstawowej 
wiedzy z zakresu rozwiązań bazujących na dołączaniu operatora sprzężonego; w punkcie 
czwartym pokazano procedury napisane w języku pakietu Mathematica, które w sposób 
zasadniczy pozwalają uprościć żmudne i nie zawsze proste operacje niezbędne 
w badaniu potencjalności operatora zagadnienia oraz budowaniu operatorów sprzężo­
nych, a w punkcie piątym zademonstrowano - na wybranych przykładach - funkcjo­
nowanie tych procedur.

6.2. Metody budowania funkcjonałów 
w zagadnieniach niekonserwatywnych

Na początku należy podkreślić, że przedstawiony w tym punkcie przegląd wybra­
nych prac ma służyć pokazaniu podstawowych sposobów konstruowania funkcjona­
łów wariacyjnych jedynie w zagadnieniach z siłami niepotencjalnymi. Obszerny prze­
gląd literatury w zakresie szeroko pojętej analizy funkcjonalnej i metod wariacyjnych 
można znaleźć między innymi w pracach Goldsteinea [4.12], Washizu [2.7], Odena 
i Reddy [6.1], Masona [6.2] i Reddy [6.3]. W celu usystematyzowania omawianych 
prac zdecydowano się na przyjęcie podziału zasad wariacyjnych na trzy podstawowe 
grupy w zależności od wzajemnej relacji równań Eulera-Lagrange’a funkcjonału i rów­
nań problemu, którego zasady wariacyjnej poszukujemy. Do pierwszej grupy należy 
zaliczyć zasady wariacyjne (tak zwane zasady potencjalne), których warunki stacjo- 
namości odpowiadają wprost równaniom zagadnienia. Grupę drugą tworzą takie sfor­
mułowania wariacyjne (tak zwane alternatywne zasady potencjalne), których równa­
nia Eulera-Lagrange’a są pewną transformacją równań wyjściowych problemu. Trze­
cią grupę zasad wariacyjnych stanowią zasady (tak zwane złożone zasady potencjal­
ne), w których oprócz oryginalnych zmiennych problemu występują zmienne do nich 
sprzężone, a punkty stacjonamości funkcjonałów tej grupy dają równania problemu 
wyjściowego i problemu do niego sprzężonego. Propozycję takiego podziału zasad wa­
riacyjnych można znaleźć w pracy Athertona i Homsy’ego [6.4] i - jak się wydaje - 
podział ten pozwala w pełni klasyfikować - między innymi - proponowane w literatu­
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rze sposoby budowania funkcjonałów problemów z siłami niekonserwatywnymi. Pierw­
szą z wymienionych grup rozwiązań - w innej klasyfikacji - należy zaliczyć do zasad 
wariacyjnych w sensie ścisłym (yariational formulation in the restricted sense), a gru­
pę drugą i trzecią do zasad wariacyjnych w sensie rozszerzonym (yariational formula­
tion in the extended sense).

Do niedawna metoda prób i błędów była stosowana jako sposób poszukiwania sfor­
mułowań wariacyjnych zarówno w problemach fizyki, jak i problemach szeroko poję­
tej inżynierii. Tym samym formułowanie funkcjonałów różnych zagadnień było swego 
rodzaju sztuką. Poszukiwania te polegały głównie na dokonywaniu pewnych transfor­
macji na równaniach wyjściowych zagadnienia i próbach budowania funkcjonałów, 
których równania Eulera-Lagrange’a odpowiadałyby tym przetransformowanym rów­
naniom. Jak łatwo się domyślić, taki sposób formułowania, a raczej zgadywania funk­
cjonałów, w ogólności nie może być akceptowany, choć w wielu ważnych zagadnie­
niach doprowadził do sukcesu. Ogólne rozwiązanie problemu budowania funkcjona­
łów liniowych problemów brzegowych przedstawił Magri [6.5], uogólniając w tym za­
kresie wcześniejszą pracę Tontiego [6.6]. Zaproponowane rozwiązanie polega na ta­
kim doborze formy biliniowej rozwiązywanego zadania, względem której liniowy ope­
rator problemu - niesymetryczny względem zwykle używanych form biliniowych - 
staje się symetryczny. Sposób ten jest równoważny pewnej transformacji operatora wyj­
ściowego, która powoduje, że operator ten staje się symetryczny względem danej for­
my biliniowej i w tym sensie może być zaliczany do drugiej grupy wcześniej przyjętej 
klasyfikacji sposobów formułowania zasad wariacyjnych. W szczególnym przypadku 
podejście to jest równoważne metodzie zaproponowanej przez Gurtina [6.7]. Magri 
wykazał, że każdy operator liniowy ma nieskończenie wiele form biliniowych, wzglę­
dem których jest symetryczny. W swych pracach Tonti [6.8, 6.9] pokazał, że dla każ­
dego liniowego czy nieliniowego problemu, przy założeniu istnienia jednoznacznego 
rozwiązania, można znaleźć wiele funkcjonałów, których minimum jest rozwiązaniem 
problemu. Funkcjonały te można otrzymać transformując równania problemu za po­
mocą pewnego operatora całkowego, który różniczkowe sformułowanie problemu prze­
prowadza w sformułowanie całkowo-różniczkowe. Jak wynika z powyższego, ten spo­
sób rozwiązania należy zaliczyć do drugiej grupy rozwiązań w przyjętej klasyfikacji. 
W problemach mechaniki, w których występują siły niekonserwatywne - a więc w kla­
sycznych problemach niesamosprzężonych (non-self-adjoint problems) - nie można 
w ogólności znaleźć funkcjonałów, które należałyby do pierwszej grupy przyjętej kla­
syfikacji. Dalej cytowane prace - z uwagi na zastosowany sposób podejścia - mie­
szczą się zatem w drugiej lub trzeciej grupie tej klasyfikacji. Podejmowano wiele prób 
mniej lub bardziej ogólnego formułowania zasad wariacyjnych do analizy układów 
z siłami niekonserwatywnymi bądź niepotencjalnymi prawami konstytutywnymi. 
W dalszym ciągu pokrótce zostaną omówione wybrane, reprezentatywne prace z tego 
zakresu, na ogół - o ile będzie to możliwe - chronologicznie.

Prasad i Herrmann wykorzystując koncepcję operatora sprzężonego w liniowych 
problemach brzegowych wykazali, że wartości własne problemu wyjściowego i do niego 
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sprzężonego są identyczne [6.10, 6.11], Poszukiwanie wartości własnych problemu nie- 
samosprzężonego może być więc rozwiązywane przez formułowanie funkcjonałów, je­
żeli zostanie użyta koncepcja problemu sprzężonego. Pomysł wykorzystania w anali­
zie układów niesamosprzężonych układów do nich sprzężonych pochodzi z pracy Mor­
se^ i Feshbacha [6.12]; między innymi Chandrasekhar był jednym z pierwszych, którzy 
zastosowali tę ideę do analizy problemów stabilności w hydrodynamice [6.13], Wspo­
mniane wyżej prace Prasada i Herrmanna wykorzystują podejście wariacyjne, które 
należy zaliczyć do trzeciej grupy przyjętej klasyfikacji. Finlayson jako pierwszy za­
proponował uogólnienie metody dołączania operatora sprzężonego na zadania nieli­
niowe i niekonserwatywne [6.14], W swych pracach Anderson, wprowadzając problem 
brzegowy sprzężony do problemu oryginalnego, formułuje zasadę wariacyjną, którą 
nazywa uogólnioną formą zasady Hamiltona [6.15, 6.16, 6.17], Punkt stacjonarny tak 
przyjętej zasady wariacyjnej dostarcza równań problemu analizowanego i problemu 
do niego sprzężonego, co w szczególności pozwala na zastosowanie metody Ritza do 
szukania rozwiązań przybliżonych takiej kombinacji zadań. Podejście to Anderson 
wykorzystał do analizy zadań niekonserwatywnych opisanych różniczkowymi opera­
torami liniowymi, w których szczególną uwagę zwrócił na istotę tłumienia i występo­
wanie problemu dualności w tego typu zadaniach. Podejście zastosowane w pracach 
Andersona jest typowym przykładem złożonych zasad wariacyjnych grupy trzeciej przy­
jętej klasyfikacji. Leipholz do prostych, liniowych równań różniczkowych cząstkowych 
opisujących zagadnienia utraty stateczności przez dywergencję układów poddanych 
działaniu sił niekonserwatywnych formułuje pojęcie układów pierwszego i drugiego 
rodzaju [1.8], Rozważania są prowadzone przy założeniu stacjonamości rozwiązań oraz 
przy założeniu, że składowe operatory różniczkowe po zmiennej przestrzennej są sa- 
mosprzężone (w przypadku układów pierwszego rodzaju) bądź są operatorem dołączo­
nym (adjoint to the given operator) (w przypadku układów drugiego rodzaju) przy za­
danych warunkach brzegowych. Przyjmując powyższe założenia pokazano, że w ukła­
dach pierwszego rodzaju (energy-functional) jest zachowywana energia, a w układach 
drugiego rodzaju jest zachowywana inna wielkość, która w ogólności nie musi mieć 
interpretacji czysto fizycznej. Z uwagi na sposób definicji układów drugiego rodzaju 
pracę tę należy zaliczyć do jednej z pierwszych, w których podjęto próbę rozwiązania 
problemu istnienia funkcjonałów w układach z siłami niekonserwatywnymi i wyko­
rzystania ich do szukania pierwszego obciążenia krytycznego. Pokazany sposób for­
mułowania funkcjonału poprzez pewną (znaną) transformację należy zaliczyć do dru­
giej grupy metod budowania funkcjonałów. Funkcjonowanie takiego podejścia poka­
zano - między innymi - na przykładach, w których poszukiwano (przy arbitralnie za­
danej transformacji) pierwszych obciążeń krytycznych pręta Pflugera i problemu Gre- 
enhilla. Szczególną rolę w analizie układów z siłami niekonserwatywnymi odgrywają 
prace, których podstawę stanowią zasada bądź prawo Hamiltona; zagadnienia te szcze­
gółowo omówiono w rozdziale czwartym. Złożone wariacyjne sformułowania wypro­
wadzone na podstawie uogólnionej zasady prac przygotowanych są podstawą formu­
łowania rozwiązań w pracach Wu [6.18, 6.19, 6.20, 6.21, 6.22], w których analizowa­
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no wiele problemów układów liniowych z siłami niekonserwatywnymi. Między inny­
mi badano istotę różnych modeli tłumienia w układach niekonserwatywnych i zbież­
ność procesów numerycznych z uwagi na aproksymacje naturalnych warunków brze­
gowych. Wu wykorzystał złożone wariacyjne sformułowania jako bazy sformułowania 
metody elementów skończonych w zadaniach mechaniki z siłami niekonserwatywny­
mi. Leipholz uogólniając wyniki swych poprzednich prac formułuje pojęcie systemu 
konserwatywnego trzeciego rodzaju w układach opisywanych liniowymi równaniami 
różniczkowymi [6.23], W systemie konserwatywnym trzeciego rodzaju uogólniony funk­
cjonał energii jest funkcjonałem biliniowym, co uogólnia pojęcie systemów konserwa­
tywnych drugiego rodzaju, których funkcjonał jest funkcjonałem kwadratowym i tym 
samym obejmuje jedynie systemy, w których utrata stateczności następuje przez dy­
wergencję. Uogólnienie funkcjonału energii (przez odpowiednio dobraną transfor­
mację) pozwala analizować układy, które tracą stateczność przez flatter, a także umoż­
liwia uogólnienie zasady Hamiltona. Podejście to w pełni mieści się w drugiej grupie 
możliwych sposobów formułowania funkcjonałów w zagadnieniach mechaniki. W tej 
pracy Leipholz nie podaje sposobu konstruowania transformacji, lecz ogranicza się do 
stwierdzenia, że operator tej transformacji [6.23, s.260] „... must be properly chosen 
according to the problem under consideration”. Leipholz wprowadzając pojęcia ilo­
czynu semi-skalarnego w miejsce klasycznego iloczynu skalarnego oraz pojęcie meta- 
energii formułuje - przy ostrych założeniach na wprowadzany operator transformacji 
- zasadę wariacyjną w układach niekonserwatywnych, zastępującą klasyczne sformu­
łowanie zasady Hamiltona [1.9]. Bazując na tym podejściu pokazano rozwiązanie za­
dania Becka, choć i tu niezbędny w analizie operator transformacji został dobrany ar­
bitralnie. Formalnie (oprócz postaci transformacji konkretnego równania różniczko­
wego opisującego problem Becka) jedyna propozycja drogi szukania postaci koniecz­
nej w tym podejściu transformacji jest zawarta w zdaniu [1.9, s.612]: ”In fact, it shall 
be shown subseąuently that a non-conservative system can be madę symmetric in 
a certain sense and may thus become „conservative in a higher sense” if subjected to 
certain suitable transformations”. Powołując się na swoje poprzednie prace Leipholz 
pokazuje dwa sposoby formułowania funkcjonałów w liniowych problemach brzego­
wych mechaniki z siłami śledzącymi [1.10], Pierwszy z nich polega na pewnych uo­
gólnieniach lagranżianu i hamiltonianu przez ich modyfikację uwzględniającą problem 
dołączony. To podejście należy zaliczyć do trzeciej grupy zaproponowanej klasyfika­
cji zasad wariacyjnych. Drugi sposób wykorzystuje pojęcie uogólnionego samosprzę- 
żenia i formalnie odpowiada poszukiwaniu funkcjonałów problemu, który jest trans­
formacją zadania wyjściowego, a więc jest klasycznym przykładem drugiej grupy przy­
jętej klasyfikacji. W tej pracy także nie podano ogólnego sposobu budowania operato­
ra transformacji. Leipholz stwierdza, że układ złożony z równań problemu i równań do 
nich sprzężonych ma niezmienny w czasie funkcjonał i dlatego jest zachowawczy 
w uogólnionym sensie [6.24]. Taki funkcjonał może być podstawą stosowania metod 
bezpośrednich w analizie układów z siłami niekonserwatywnymi. Jest to ponownie w 
pracach Leipholza proponowane podejście do rozwiązywania tego typu problemów, 
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które należy do trzeciej z wyżej opisanych możliwych dróg budowania funkcjonałów 
- w tym wypadku w układach liniowych. Telega [6.25] pokazał, że podejście Magrie- 
go [6.5] (ważne tylko w przypadku operatorów liniowych) polegające na odpowiednim 
doborze formy biliniowej można uogólnić na niektóre operatory nieliniowe. Telega wy­
kazał, że układ dwóch sprzężonych równań operatorowych składający się z danego, 
nieliniowego równania problemu wyjściowego i równania sprzężonego do pochodnej 
Frecheta tego równania, jest układem potencjalnym. Zastosowane w tej pracy sposoby 
rozwiązań należy zaliczyć do drugiej (uogólnienie prac Magriego) i trzeciej grupy spo­
sobów budowania zasad wariacyjnych. Metodę dołączania operatora sprzężonego wy­
korzystał Telega do systematycznego poszukiwania zasad wariacyjnych, które można 
zastosować w niektórych zagadnieniach plastyczności [6.26]. W pracach Gałki i Tele- 
gi metodę dołączania operatora sprzężonego z powodzeniem zastosowano do ogólne­
go rozwiązania zagadnień sprężystych z uwzględnieniem sił masowych i powierzch­
niowych zależnych od zmian konfiguracji [6.27, 6.28], Podejście to, zaliczane do trze­
ciej grupy sformułowań wariacyjnych, pozwoliło autorom na sformułowanie odpowie­
dników zasad wariacyjnych Hu-Washizu i Hellingera-Reissnera oraz odpowiedników 
funkcjonałów energii potencjalnej i komplementarnej z uwzględnieniem obciążenia śle­
dzącego. W pracach Papastavridisa zasadę Hamiltona przy klasycznych warunkach sta- 
cjonamości wykorzystano do badania stateczności równowagi liniowych układów cyr- 
kulacyjnych [6.29, 6.30]. Problem stabilności układów parametrycznych na przykła­
dzie klasycznego równania Mathieu rozwiązuje Papastavridis [6.31] metodą bezpośre­
dnią bazującą na zasadzie Hamiltona, choć w tym przypadku należałoby mówić o za­
sadzie Maupertuis, a nie o zasadzie Hamiltona, w której - jak wiadomo - czas nie 
podlega wariacji. W pracy Alliney i Tralliego [6.32] wykorzystując tak zwane waria­
cyjne sformułowanie w sensie szerszym polegające na transformacji operatora wyj­
ściowego (a więc stosując sposób z drugiej grupy metod budowania zasad wariacyj­
nych) pokazano rozwiązania problemu geometrycznie nieliniowego zachowania się 
wiotkiego wspornika pod działaniem obciążenia śledzącego. Gałka i Telega [6.33] wy­
korzystując metodę dołączania operatora sprzężonego do nieliniowego problemu sprę­
żystości wyprowadzili dwie zasady wariacyjne, w których zarówno równanie konsty­
tutywne jak i obciążenie mogą być niepotencjalne. W pracy tej zwrócono uwagę na to, 
że metoda dołączania operatora sprzężonego wydąje się być najprostszą metodą budo­
wania funkcjonałów sprężystości, przynajmniej z teoretycznego punktu widzenia. 
W roku 1992 Manno de Oliveira i Boruszewski przedstawili uogólnioną zasadę waria­
cyjną ważną w układach nieliniowych i niekonserwatywnych [6.34], Praca ta jest próbą 
pewnego uogólnienia rozwiązań proponowanych znacznie wcześniej przez cytowanych 
tutaj polskich autorów Telegę i Gałkę, których dorobku w tym zakresie niestety nie 
uwzględniono. Zaproponowano ogólny sposób budowania funkcjonałów, których punkty 
stacjonarne dają równania problemu wyjściowego, równania problemu sprzężonego do 
pochodnej Frecheta operatora wyjściowego i równania operatorowe łączące przestrze­
nie sprzężone. Można powiedzieć, że jest to przykład budowy funkcjonałów zagadnień 
z siłami niekonserwatywnymi z zakresu trzeciej grupy przyjętej na początku klasyfika­
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cji. Ostatnio Guran i Plant wykorzystali operator sprzężony do liniowego operatora 
opisującego drgania elastycznego rurociągu z przepływającą cieczą do znalezienia funk­
cjonału wariacyjnego, który oczywiście należy do klasy złożonych zasad wariacyjnych 
[6.35].

Z przedstawionych wybranych pozycji literatury traktujących o formułowaniu za­
sad wariacyjnych problemów mechaniki z uwzględnieniem obciążeń niepotencjalnych 
wynika, że większość autorów podejmowała próbę rozwiązywania tego typu proble­
mów przy użyciu złożonych zasad wariacyjnych. Taki sposób formułowania zasad wa­
riacyjnych, choć prowadzi z reguły do zadań podwójnie rozbudowanych (punkty sta- 
cjonamości funkcjonałów dostarczają jednocześnie równań problemu i równań do 
nich sprzężonych), to jednak zawsze - zarówno do operatorów liniowych i nielinio­
wych - pozwala na konsekwentne budowanie funkcjonału (Atherton i Homsy [6.4], 
Gałka i Telega [6.33], Marmo de Oliveira i Boruszewski [6.34]). Choć we wspomina­
nej już pracy Tonti stwierdza [6.6, s.357]: „Then the method of adding the adjoint equ- 
ation inaugurated by Morse and Feshbach has no morę reason to be used”, to jednak 
metoda doboru formy biliniowej, względem której operator jest potencjalny, nie znala­
zła szerokiego, praktycznego zastosowania. Tonti podał spójną matematycznie metodę 
budowania funkcjonałów każdego operatora nieliniowego bazującą na doborze tzw. 
„operatora całkowego” przy założeniu, że operatory te mają rozwiązania i rozwiązania 
te są jednoznaczne [6.9]. W stosowaniu zaproponowanego przez Tontiego podejścia 
pojawiają się poważne trudności związane z praktycznym doborem operatora całko­
wego. Jak się wydaje, trudno jest mówić o tym, że istnieje generalna metoda konstruo­
wania tego typu operatorów, o czym wspominano we wcześniejszej pracy Tontiego [6.8] 
(s. 1445). Na możliwe - daleko idące - konsekwencje założenia przez Tontiego jedno­
znaczności rozwiązania zwracają uwagę Gałka i Telega, stwierdzając, że: „The varia- 
tional method proposed by Tonti (1984) requires that a solution be unique and hence is 
very restrictive sińce in the case of non-linear elasticity uniquenees is an exception and 
not a rule” [6.33, s. 3-13], Założenie przez Tontiego istnienia rozwiązania choć z punktu 
fizycznego wydaje się oczywiste, to jednak w pewien sposób zawęża znaczenie na tej 
bazie skonstruowanego funkcjonału, który w ogólniejszym ujęciu może być podstawą 
dowodu, że dany problem brzegowy jest rozwiązywalny (Marmo de Oliveira i Boru­
szewski [6.34]).

W dalszej części pracy - po pewnych uwagach wstępnych- skoncentrowano się wy­
łącznie na pokazaniu możliwości pakietu przekształceń symbolicznych Mathematica 
w identyfikacji problemów niesamosprzężonych i realizacji (w tego typu zagadnieniach) 
wybranych etapów budowy funkcjonałów bazujących na metodzie dodawania opera­
tora sprzężonego do pochodnej Frecheta operatora wyjściowego.
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6.3. Krótki opis metody dodawania operatora sprzężonego

W punkcie tym, po krótkim - wykorzystującym dostępną literaturę przedmiotu - 
wprowadzeniu podstawowych pojęć, przedstawiono (w ujęciu operatorowym) idee 
metody dołączania operatora sprzężonego w zagadnieniach nieliniowych i niepoten­
cjalnych.

Przyjmijmy, że Njest niekoniecznie liniowym operatorem działającym na elementy 
u przestrzeni U (ue U: D(N)—>R(N)) mającym swoje odwzorowanie w przestrzeni V 
(N(u): D(N)->R(N)). Przez D i R oznaczono odpowiednio dziedzinę i przeciwdziedzi- 
nę operatora N. Na przestrzeniach U i V, które są rzeczywistymi przestrzeniami Bana­
cha, określona jest niezdegenerowana forma dwuliniowa (.,.) separująca te przestrze­
nie (Odeń i Reddy [6.1], Mason [6.2], Reddy [6.3], Tonti [6.6, 6.9], Telega [6.25]). 
Załóżmy, że operator N w każdym punkcie ma pochodną Frecheta (tak zwaną słabą 
pochodną) A^w): U—>V, która jest liniowa i ciągła ze względu na h (he U, u+heD^N)) 
(Telega [6.25], Tapia [6.36], Nashed [6.37])

N(u + h)-N(u) = dN[M,/z] + R[u,h] (6.1)
gdzie

||/?[m,/< .. ..
-»°> jeżeh ll<^° (6-2)

a często spotykanym - uzasadnionym z uwagi na wspomnianą liniowość - zapisem 
dN[u,A], która jest różniczką Frecheta operatora N w kierunku h, jest

dM«^] = ^(w)^ (6.3)
Jak zwykle, operator sprzężony do danego operatora definiujemy korzystając z przy­

jętej formy dwuliniowej; operator sprzężony liniowego operatora pochodnej Frecheta 
N’(u) oznaczamy przez [N’(w)]‘ i definiujemy jako

(/I2,N'(m)/i1) = ^1,[N,(m)]*/i2\ (6.4)

Jednocześnie przyjmujemy, że operator 7/jest potencjalny względem formy dwuli­
niowej wtedy i tylko wtedy, gdy

ueD(N), eU (6-5)

Warunek (6.5) Nashed nazywa warunkiem symetrii Kemera [6.37]. Jak widać, to 
czy operator N jest potencjalny zależy od wyboru formy biliniowej, co - jak już wspo­
mniano - Magri [6.5], a później Telega [6.25] wykorzystali do budowania funkcjona­
łów operatorów liniowych i niektórych nieliniowych. Jeżeli operator N jest potencjal­
ny względem wybranej formy dwuliniowej, to funkcjonałf ma postać (Yainberg [6.38])
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1
/(m) = /(u^ + J(m - »b ^[uj + s(u - Mi)])dy (66)

o
gdzie U] jest ustalonym elementem D(N).

Jak widać z relacji (6.4) i (6.5), operator N jest potencjalny względem przyjętej 
formy dwuliniowej, jeżeli N\u) = [//'(w)]*. Cytowana wyżej książka Veinberga, prze­
tłumaczona na język angielski w 1964 r., jest podstawą większości współczesnych sfor­
mułowań metod wariacyjnych operatorów nieliniowych.

Przyjmijmy, że problem którego zasady wariacyjnej poszukujemy, jest dany równa­
niem operatorowym

W=/ (6.7)
Rozpatrzmy sytuację, w której operator N nie spełnia warunku (6.5), a więc jest 

operatorem niepotencjalnym (niesamosprzężonym) względem wyspecyfikowanej for­
my dwuliniowej. Z taką sytuacją mamy do czynienia zawsze wtedy, gdy w układzie 
uwzględniamy istnienie sił niepotencjalnych. Zbudujemy układ sprzężonych równań 
operatorowych (Telega [6.25])

N(X) = Y
[#'(«)]% = £

WW
(6-8)

gdzie Y = [g, /] e jest dane, X = [u, v] e D(N)®U, a g jest tak dobrane, aby 
zapewnić istnienie v pod warunkiem, że u jest rozwiązaniem (6.7). Okazuje się (Finla- 
yson [6.14], Telega [6.25, 6.26], Gałka i Telega [6.27, 6.28, 6.33]), że tak skonstruo­
wany operator AT jest potencjalny, a funkcjonał, którego punkt stacjonamości generuje 
oba równania układu (6.8) ma postać (Telega [6.25])

F[u, v] = (v, N(u))-{u, g)-{v,f) (6-9)

Operator N?(X) spełnia warunki symetrii Kemera, jeśli istnieje druga, ciągła po­
chodna Frecheta operatora N oraz istnieje [^(m)]* przy u&D(N). Należy podkreślić, że 
w pokazanym wyżej sposobie konstruowania operatora X, który umożliwia napisanie 
zasady wariacyjnej (6.9), dodawane równanie w postaci operatora sprzężonego do po­
chodnej Frecheta operatora wyjściowego na ogół nie ma interpretacji fizycznej. Jest to 
pewna niedogodność tego podejścia, choć w niektórych przypadkach można się poku­
sić o interpretację fizyczną dołączanego równania. Na niedogodność metody łączenia 
problemu wyjściowego i zadania do niego sprzężonego zwrócił po raz pierwszy uwagę 
Schechter [6.39].

W punkcie tym pokazano jedynie szkic postępowania, które w każdym przypadku 
daje możliwość napisania zasady wariacyjnej nieliniowego, niepotencjalnego równa­
nia operatorowego. Nie było celem autora przedstawienie rozumowania wyczerpują­
cego z matematycznego punktu widzenia, które można znaleźć w wielu cytowanych 
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pracach, lecz jedynie pokazanie elementów procesu budowania funkcjonałów, które 
częściowo lub w całości można tworzyć przy użyciu współczesnych narzędzi przekształ­
ceń symbolicznych. Możliwości wykonania takich operacji daje między innymi wyko­
rzystywany w tej pracy pakiet Mathematica.

6.4. Procedury symboliczne w języku pakietu Mathematica

W złożonych problemach początkowo-brzegowych mechaniki opisywanych wielo­
ma skomplikowanymi równaniami proces stwierdzenia, czy operator jest potencjalny 
czy niepotencjalny, choć z czysto formalnego, matematycznego punktu widzenia pro­
sty, w praktyce jest jednak operacją żmudną i czasochłonną z dużą potencjalną możli­
wością popełniania pomyłek. Funkcja prowadzenia analitycznych operacji na dowol­
nie skomplikowanych wyrażeniach, którą oferuje pakiet Mathematica [6.40] pozwala 
w sposób wręcz natychmiastowy na wykonanie identyfikacji charakteru operatora. 
W punkcie tym przedstawiono: dwa warianty procedur umożliwiających obliczanie po­
chodnej Frecheta dowolnych układów równań różniczkowych, procedurę do genero­
wania operatora sprzężonego oraz kilka procedur pomocniczych. Procedury te odgry­
wają podstawową rolę w identyfikacji potencjalności operatora, którego sformułowa­
nia wariacyjnego poszukujemy. Są one także niezbędne do stwierdzania poprawności 
funkcjonowania zasady wariacyjnej na podstawie analizy równań określających punkt 
stacjonamości zasady (6.8) i porównania ich z formalnie przeprowadzonym wyprowa­
dzeniem operatora zadania sprzężonego. Podobnie jak w rozdziale drugim procedury 
nie przedstawiono w zwartej formie, co umożliwia łatwą, ewentualną ingerencję w jej 
strukturę czytelnikom nie programującym w systemie Mathematica.

Procedura frechet[f_,v_,dvJ służy do obliczania pochodnej Frecheta z dowolnej 
listy funkcji / w punkcie v (danym przez wyspecyfikowane funkcje) na kierunku dv 
wyznaczonym przez dane funkcje. Z uwagi na specyfikę działania programu Mathe­
matica lista f (w tej wersji procedury) wymaga wcześniejszego przygotowania, pole­
gającego na zamianie występujących w niej operatorów pochodnej (D albo Derivati- 
ve) przez inny operator (oznaczony przez dd). Taka transformacja, którą można wyko­
nać na wszystkich (r) lub wybranych (dir) składnikach listy (r) zawierających pochod­
ne (odpowiednio procedurami defalljrJ i defdir[r_,dirJ) pozwala na swobodne prze­
prowadzanie operacji na funkcjach poddanych różniczkowaniu. Operacje te nie są moż­
liwe przy zachowaniu tradycyjnej (w pakiecie Mathematica) formy zapisu elementów 
zawierających operatory różniczkowania (Wolfram [2.16], Maeder [2.17]). Przyjęto 
zasadę, że funkcje występujące w liście f- skracając zapis - są zapisywane z pominię­
ciem argumentów, które jawnie specyfikuje się w listach v i dv.

frechet[f_,v_,dvJ: = Module[{hh,ff,tt},
(^Obliczanie pochodnej Frecheta z operatora- listy (f) funkcji (v) w kierunku (dv) *) 
hh = Table[Head[v[[i]]]->v[[i]]+eps*dv[[i]],{i,Length[v]j];
ff=f/.hh;dd[r_,{c__}]:=D[r,c];
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tt = D[jf,eps]/.eps->O;ClearAll[dd] ;tt]

defaltfrJ: = Module [{wyn},
(* Zamiana operatora D na dd wszystkich funkcji pod operatorem D *)
Derivative[t_ ][f_][var__/: = dd[fMapThread[{#l ,#2}&,
Partition[{var,t},Length[{var,t}]/2]]] ;wyn = r;
Clear[Derivative];wyn]

defdir[r_,dirJ: = Module [{wyn},
(* Zamiana operatora D na dd funkcji ze zbioru dir pod operatorem D *)
Derivative[t__ ][f_][var__ ]: = dd[f,MapThread[{#l,#2}&,
Partition[{var, t},Length[{var, t}]/2]]']/;
MemberQ[dirf] ;wyn = r; Clear [Derivative]; wyn]

Powrotną zamianę przyjętego oznaczenia (dd) operacji różniczkowania (w cztero- 
wymiarowej czasoprzestrzeni) na tradycyjną umożliwia procedura undeflrJ.

undeflrJ: = Module[{wyn},
(* Powrotna zamiana operatora dd na operator D-patrz: defall i defdir *)
dd[u_,vJ: = Derivative[v[[l,2]]][u]
[v[[l,l]]]/;Length[v] = = 1;
dd[u ,v_/: = Derivative[v[[l,2]],v[[2,2]]]  [u]
[v[[l,l]],v[[2,l]]]/;Length[v] = = 2;
dd[u_,vJ: = Derivative[v[[l,2]],v[[2,2]],v[[3,2]]] [u]
[v[[l,l]],v[[2,l]],v[[3,l]]]/;Length[v] = = 3;
dd[u_,v_J: = Derivative[v[[l,2]] ,v[[2,2]],v[[3,2]],
v[[4,2]]] [u][v[[l, 1]], v[[2,1]], v[[3,1]],
v[[4,l]]]/;Length[v] = = 4;
wyn = r; dd[u_,v_J =.; wyn]

Alternatywą procedury frechet]f_,v_,dv_/jest procedura frechetl[f_,v_,dvJ, której 
efektem działania jest pochodna Frecheta z listy funkcji/w punkcie v i na kierunku dv, 
pod warunkiem, że na f wykonano operację HoldForm w celu pozostawienia/w for­
mie nieprzekształconej.

frechetl [f_,v_,dvJ: = Module[{hh,ff,eps},
(* Obliczanie pochodnej Frecheta z operatora-listy (f)//HoldForm; funkcje (v);
kierunek (dv) *)
hh = Table[Head[v[[i]]]->v[[i]]+eps*dv[[i]],{i,Length[v]}];
ff=f/.D->dd//ReleaseHold; ff=ff/.hh/.dd->D;
D[ffeps]/.eps->0]

Procedura conjug[a_. *dd[u_,vJ] oblicza operator formalnie sprzężony do danego, 
po wcześniejszej (podobnie jak w przypadku procedury frechet[...J) zamianie formy 
zapisu operatora różniczkowania. Przyjęto, że funkcje sprzężone do danych są wyróż­
niane przez dodanie w ich nazwie zapisu [CĆW] ( w[x,y]->M[CC>A][x,y]).
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conjug[a_.*dd[u_,vJJ: = Module[{aa,l,uu,pp,ppp},
(* Obliczanie operatora sprzężonego (J[CON][...] wyrażeń postaci a . *dd[...] *) 
l = Length[v] ;uu = u; aa = a;
pp: = uu[v[[l,l]]]/;l = = 1;
pp: = uu[v[[l,l]],v[[2,l]]]/;l = = 2;
pp: = uu[v[[l,l]],v[[2,l]],v[[3,l]]]/;l = = 3;
pp: = uu[v[[l,l]],v[[2,l]],v[[3,l]],v[[4,l]]]/;l = = 4;
ppp: = pp/.uu->uu[CON] ;aa = aa*ppp;
Do[aa = D[aa,{v[[i,l]],v[[i,2]]}],{i,l}];
(-l)^Sum[v[[i,2]], {i, l}]*aa]

Należy podkreślić, że procedura conjug[...] generuje operator formalnie sprzężony 
do danego; z uwagi na możliwą dużą różnorodność warunków brzegowych, warunki 
brzegowe zadania sprzężonego należy wyznaczać indywidualnie. W następnym punk­
cie pokazano funkcjonowanie przytoczonych procedur na przykładzie problemu Bous­
sinesąa i belki Timoshenki pod działaniem rozłożonego, osiowego obciążenia niekon- 
serwatywnego.

6.5. Przykłady funkcjonowania procedur symbolicznych

W punkcie tym pokazano przykładowe wyniki przebiegu trzech sesji programu Ma- 
thematica. W pierwszej z nich na elementarnym, choć nie trywialnym przykładzie za­
demonstrowano pełny przebieg działania przytoczonych w punkcie 6.4 procedur. 
W drugiej sesji pokazano analizę potencjalności równania Boussinesąa w granicznym 
przypadku nieskończonej liczby Prandtla (Atherton i Homsy [6.4]) oraz wyznaczono 
operator sprzężony do pochodnej Frecheta operatora wyjściowego. W trzecim przy­
kładzie analizowano ogólną postać operatora równania opisującego drgania poprzecz­
ne belki Timoshenki spoczywającej na dwuparametrowym podłożu sprężystym i pod­
danej działaniu osiowego, rozłożonego obciążenia niekonserwatywnego.

Przyjmijmy, że dana jest lista demo, której elementy są dobrane arbitralnie i uszere­
gowane w zależności od stopnia ich komplikacji. Przebieg krótkiej sesji w pakiecie 
Mathematica, która pokazuje funkcjonowanie przedstawionych procedur, przedstawiono 
w załączniku B.

Równanie Boussinesąa w granicznym przypadku nieskończonej liczby Prandtla 
można przedstawić w postaci

d 2xt du4 _ q

dXj dXj dx}

d2ui du4 n

dXjdXj dx2
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d2 duj n
■-------1— + ru5 - = O 
dx:dxi dx3

. <6ł0)ę>U] du^ du^
dxx dx2 dx2

du, dtp d2ip----i + U.----Ł = O 
dt dxj dxjdxj

Równania te można przedstawić w postaci listy bouss, a następnie sprawdzić, czy 
tworzą one układ potencjalny i wyznaczyć operator sprzężony do pochodnej Frecheta. 
Stosowne obliczenia symboliczne przedstawiono w załączniku B.

Jak dość łatwo zauważyć na bazie Out[8] z załącznika B, operator dany równania­
mi (6.10) nie jest potencjalny ^(m) # [7V’(u)]*. Przedstawione w załączniku operacje 
mogą być ujęte w jedną procedurę, ale tutaj zdecydowano się na ich prezentację 
w takiej formie, która wydaje się bardziej czytelna.

Przykładem operatora opisującego zagadnienie z siłami niekonserwatywnymi niech 
będzie równanie liniowych drgań poprzecznych pryzmatycznej belki Timoshenki (Ba- 
nerjee i Williams [6.41], Lee i Yang [6.42], Chung, Joo i Kim [6.43]) spoczywającej 
na dwuparametrowym podłożu sprężystym, którego reakcja R(x,t) = Rww(x,t) - 
2Cw'\x,t\ Załóżmy, że belka jest obciążona jedynie dowolnie rozłożonym niekon- 
serwatywnym obciążeniem osiowymp(x,t). Obciążenie poprzeczne (ę(x,/)) belki gene­
rowane niekonserwatywnym zachowaniem się obciążeniap(x, /) w ogólnej postaci można 
przedstawić jako q(x,i) =fip{x,t\w(x,t\a{x,ty)- Przyjmując prostą postać funkcji/ q(x,t) 
= cz(x,0Xx<0w’(%<0 i rozpatrując równowagę wyodrębnionego elementu belki dx, otrzy­
mujemy - uwzględniając odkształcalność postaciową i bezwładność obrotową - rów­
nanie cząstkowe opisujące drgania poprzeczne belki Timoshenki

d 4 w 
dx2dt2

d4w d2 / \ / x<9w
+ a2—7- + ^—t a x,t)p\x,t —--2 dt4 3 dx2[ V Y ’ dx

d2 

dt

d2w
H2 (6.11)

+ a(x,t} p(x,t')^~ + a? w = 0

gdzie przez P oznaczono siłę osiową. W równaniu tym podkreślono te (dodatkowe) 
człony, które wynikają z uwzględnienia niekonserwatywnego charakteru obciążenia 
osiowego. Przez ai (z = 0,1,2,...,7) oznaczono odpowiednio:
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a0 = E(l + 2Cwc), a}=-pc(2 CW + EA\ a2=p2cA, a3=-Ec
(6-12) 

aĄ=pc, a5 = -(EcRw + 2Cw), a6 = p(c Rw + A), a2 = Rw

, . I K 
gdzie c =----- .

GA
W załączniku B - wykorzystując napisane procedury symboliczne - pokazano, że 

operator równania (6.11) nie jest operatorem potencjalnym.
Jeżeli usuniemy podkreślone człony równania (6.11), które związane są z niekon­

serwatywnym charakterem obciążenia, to oczywiście operator równania okaże się ope­
ratorem samosprzężonym.

Wykorzystując relację (6.9) (przy założeniu, że f= g = 0) w sposób elementarny 
można zbudować funkcjonał, którego punkt stacjonamości generuje równanie wyjściowe 
i dodatkowe równanie ze zmienną sprzężoną. Poprawność takiego sformułowania można 
łatwo sprawdzić, korzystając ze standardowego pakietu programu Mathematica (Cal- 
culus 'VariationalMethods‘), który umożliwia - między innymi - generowanie równań 
Eulera-Lagrange’a danego funkcjonału (zmienną sprzężoną dw[CĆW](x,Z) oznaczono 
przez v(x,t)). Przykład takiego sprawdzenia pokazano w załączniku B.

Jak widać, równanie z Out[3] trzeciej sesji przedstawionej w załączniku B jest iden­
tyczne z tym, które otrzymano generując operator sprzężony do pochodnej Frecheta 
operatora równania (6.11). Tym samym otrzymany układ równań ma postać układu 
sprzężonych równań operatorowych (6.8).

Należy podkreślić, że tutaj dyskutowano jedynie (stosownie do uwagi na temat wa­
runków brzegowych z punktu poprzedniego rozdziału) charakter samego operatora za­
gadnienia. O tym, czy dany problem początkowo-brzegowy  jest potencjalny decyduje 
analiza zagadnienia oraz warunków początkowych i brzegowych jednocześnie. Oczy­
wiście potencjalność operatora nie oznacza, że problem brzegowy jest potencjalny (np. 
klasyczne zadanie Becka (Leipholz [1.11])). Nie powoduje większych trudności anali­
za - przy użyciu pakietu Mathematica - konkretnie danego problemu brzegowego, za­
równo w zakresie identyfikacji warunków brzegowych problemu sprzężonego jak i ge­
neracji odpowiedniego funkcjonału, choć uogólnienie tego typu postępowania na do­
wolne zagadnienie początkowo-brzegowe wydaje się jeszcze bardzo skomplikowane. 
Wygenerowany funkcjonał może stanowić podstawę stosowania różnego rodzaju me­
tod bezpośrednich, a w szczególnym przypadku może służyć do symbolicznej genera­
cji macierzy sztywności w sformułowaniach metody elementów skończonych. Według 
rozeznania autora, jest to jedna z pierwszych prób stosowania rachunku symboliczne­
go na tym etapie formułowania problemu. Zwykle rachunek symboliczny w szeroko 
pojętej inżynierii (Baltzer [6.44]) wykorzystywano do generacji macierzy sztywności 
w metodach elementów skończonych (np. Noor i Anderson [6.45], Kikuchi [2.14], 
Chang, Tan, Zheng i Yuan [6.46], Yagawa, Ye i Yoshimura [6.47], Nagabhushanam, 
Srinivas i Gaonkar [2.15], loakimidis [6.48]) bądź w rozwiązywaniu konkretnych pro­
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blemów mechaniki (np. Fabunmi i Chang [6.49], Choi i Namura [6.50], loakimidis 
[6.51], loakimidis i Anastasselou [6.52]).

6.6. Podsumowanie

Problem budowania funkcjonałów zagadnień nieliniowych i niepotencjalnych me­
chaniki -jak pokazano na przykładach z literatury - ma zawsze (przynajmniej teore­
tycznie) rozwiązanie. Istniejące dwie metody budowania funkcjonałów tego typu za­
gadnień - w swych ostatecznych formach - przedstawiono w pracy Tontiego [6.9] (me­
toda transformacji operatora wyjściowego) i pracach Telegi [6.25] oraz Gałki i Telegi 
[6.27, 6.28, 6.33], a później w pracy Marmo de Oliveira i Boruszewskiego [6.34] (me­
toda dołączania operatora sprzężonego). Mają one zalety i wady, o których wspomnia­
no w punkcie drugim rozdziału. Metoda dołączania operatora sprzężonego, choć przez 
wprowadzanie dodatkowych (pomocniczych) pól niewiadomych zwiększa rozmiar za­
dania, to jednak wydaje się być bardziej użyteczną w rękach nie matematyków. W roz­
dziale - korzystając z metody dołączania operatora sprzężonego jako podstawy formu­
łowania zasad wariacyjnych - pokazano, jak współczesne narzędzia przekształceń sym­
bolicznych mogą automatyzować, a niejednokrotnie w ogóle umożliwić budowanie funk­
cjonałów skomplikowanych zagadnień mechaniki stanowiących podstawę wszelkich 
metod przybliżonych. W tym celu napisano kilka krótkich procedur w języku pakietu 
Mathematica, które testowano na problemach mechaniki opisywanych równaniami róż­
niczkowymi. Procedury te umożliwiają stwierdzenie ewentualnej potencjalności ope­
ratora względem przyjętej formy biliniowej, a także ułatwiają realizację wybranych, 
często żmudnych i czasochłonnych etapów budowania funkcjonałów i sprawdzania po­
prawności ich sformułowań. Podanych rozwiązań nie należy traktować jako gotowych 
do natychmiastowego użytku w każdych warunkach, lecz jako punkt wyjścia do wła­
snych eksperymentów. Jest to - w rozeznaniu autora - pierwsza próba zastosowania 
narzędzi przekształceń symbolicznych do rozwiązywania tego typu zagadnień. Jak się 
wydaje, ze względu na olbrzymią różnorodność występujących w mechanice zagadnień 
nie jest jeszcze możliwe zbudowanie jednolitego systemu symbolicznie generującego 
zasady wariacyjne każdego problemu. W rozdziale tym pokazano próbę częściowego 
rozwiązania tego zadania przy użyciu wspaniałego narzędzia, jakim jest pakiet Mathe­
matica.



ZAŁĄCZNIKA

Elementy korekcyjnej macierzy obciążeń danej relacją (2.10)

'0 0 ^/2 0 ^Z/12 O"
0 0 0 -7^Z/20 0 0

Kzl -
0
0

0
0

0
0

0
0

0
0

0
0

0 0 0 0 0 0
0 0 0 -qzl2 / 20 0 0

’0 0 0 ^Utl 0
0 0 0 ~3qzl/20 0 0

V "c _K/2 “
0
0

0
0

0
0

0
0

0
0

0
0

0 0 0 0 0 0
0 0 0 -qzl2 / 30 0 0

”0 0 ^/2 0 -qzU\2 0‘

0 0 0 -3^Z/20 0 0

knc -Kr3 -
0
0

0
0

0
0

0
0

0
0

0
0

0 0 0 0 0 0
0 0 q.l2 / 30 0 0
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'0 0 -^/2 0 qiun 0
0 0 0 - /20 0 0
0 0 0 0 0 0

k"c -KM - 0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0
0 0 0 qzl2 720 0 0

Elementy korekcyjnej macierzy obciążeń przy stałym obciążeniu qz i liniowo zmien­
nym parametrze śledzenia a(x)=e/x + e2

'o 0 (2^ +5e2#z)/ 10 0 - e} + 5e2^qzl / 60 o'

0 0 0 (5^ + 21e2)^zZ / 60 0 0

\rnC —
0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0
0 0 0 - (ej + 3e2 ^qzl2 / 60 0 0

’o 0 -pg] +5e2)gz /10 0 + 5e2^qzl 7 60 o'

0 0 0 -(4^ + 9e2^qzl / 60 0 0

— 0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0
0 0 0 - (g] + 2e2)gzZ2 / 60 0 0

'o 0 +5e2)ę, /10 0 -(4^+5e2)?zZ/60 0

0 0 0 - (5^ + 9e2^qzl! 60 0 0

l,nc — 0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0
0 0 0 («1 ^2e2)qzl2 7 60 0 0
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O O -(3^ +5e2)?z /1O O (6ex + 5e2)^//60 O

0 0 O -(16^ + 21e2)^Z/60 O O

0 0 0 O 0 0
0 0 0 O 0 0
ooo O 00
0 0 O (2ex+3e2)qzl2 / 60 O O

Elementy macierzy korekcyjnej obciążeń przy qz = qxx + q2i a(x)=l

0 0 qx/5 + q2/2 0 -^-^1)1160 0
0 0 0 -(5^+21^)//60 0 0

0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0
0 0 0 - (qx + 3q2 )l2 / 60 0 0

'0

0
0
0

-#i /5-ę2 /2 
0

0
- (4^ + 9q2y / 60

-(<?] +5q2y / 60 

0
0
0

knc - kz2 -
0
0

0
0

0
0

0
0

0
0

0
0

0 0 0 0 0 0
0 0 0 ~(qx+2q2)l2 /60 0 0

'o 0 

0 0
3^] /10 + q2 / 2 

0
0

- fci + 9^2 X / 60
- (4?i + 5^2 y1 60 

0
0
0

knc -Kr3 - 0 0
0 0

0
0

0
0

0
0

0
0

0 0 0 0 0 0
0 0 0 [qx+2q2)l2 160 0 0
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O O -3^j/10-^2/2 O (6^j + 5^2 )Z / 60 O
0 0 O -(16^ + 21^2)//60 O O

0 0 0 O 0 0
0 0 0 O 0 0
0 0 0 O 0 0
0 0 O (2?1 +3ę2)/2 / 60 O O

Elementy korekcyjnej macierzy obciążeń danej relacją (2.13)

0 0 0 0 0 0
0 0 /20 0 -<?zZ/20 0

knc -
0
0

0
0

7^_/20 
0

0
0

-qzU2Q 
0

0
0

0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0

’0 0 0 0 0 0'

0 0 3A^2 / 20 0 W 30 0

-KA/2 -
0
0

0
0

3qz /20 
0

0
0

qzl / 30 
0

0
0

0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0

'0 0 0 0 0 0
0 0 3^ / 20 0 -^J/30 0

knc - k&3 -
0
0

0
0

3qz /20 
0

0
0

-qzH3Q 
0

0
0

0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0
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o o
o o

o o
o o

0 0 0 0
2XLqJ29 cy i z 0 ^,1120 0
1qJ 20 0 qzU2Q 0

0 0 0 0
0 0 0 0
0 0 0 0

Postacie macierzy korekcyjnych k£.,k“ i k"' 
zui-' Aiz ’ Ai j Am

qz l - 2(pyj l + 9wz - 9uz,) / (30 * /)
0
0
0
0
0

0
-(i60Xj + 50z ^qz / 60

+5^ )A^z/60
0
0
0

0 0 0 0
0 0 0 +0XJ<7Z//6O
0 0 0 -(2^(+^)A^z//60
0 0 0 0
0 0 0 o
0 0 0 o



qz (- l - l + 12uZj - 12uz.) / (60 * Z)
0

0
0

0
-(40Xf +50XJ?Z/6O

-(4<kf +50x.)A^z/6O
0
0 
o

0 0 0 0
0 0 0 . }qzl / 60
0 0 0 ^+^^1/60
0 0 0 0
0 0 0 0
0 0 0 0

KW> ~

Z-^ Z + 12mz - 12wz j/(60*Z) 0
o ~(5^+4^J^/60
0 -(5^+4^)A^z/60

0 0
0 0
0 0

0 0 0 o
0 0 0 - . }qzl / 60
O O O -(^+^)A^//60
0 0 0 o
0 0 0 o
0 0 0 o
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q\~ 2^ l + 3^ l + 9uZi - 9uZj) / (30 * Z) 
0

0
-(%, + 16^/60

km - 0
0
0
0

-(5^.+16^/1^/60
0
0
0

0 0 0 o
0 0 0 ^+^^1/60

O O O (^+^)^Z/60
0 0 0 o
0 0 0 o
0 0 0 o



ZAŁĄCZNIK B

Przebieg krótkiej sesji w pakiecie Mathematica, która pokazuje funkcjonowanie 
przedstawionych w punkcie 6.4 procedur na przykładzie listy demo, której elementy 
dobrano arbitralnie i uszeregowano w zależności od stopnia ich komplikacji.

!»[!]:=
demo= {uA2,D[v[x,y], {x,2}, {y, 3} ] ,D [u[x,y], {y, 1} ] *Sin[u*v]};

In[2]:=
demol=defall[demo]

Out[2]:=
{u2,dd[v, {{x, 2}, {y, 3}}], dd[u, {{x,0}, {y, 1}}] Sin[u v]}

res 1 =frechet[demo 1, {u[x,y],v[x,y]}, {du[x,y],dv[x,y]} ]
Out[3]:=

{2 du[x, y] u[x, y], dv(2>3) [x, y], Sin[u[x, y] v[x, y]] du(011) [x, y] +
Cos[u[x, y] v[x, y]]*(dv[x, y] u[x, y] + du[x, y] v[x, y]) u (0’’) [x, y]}

In[4]^
dir={du,dv};

In[5]^
res2=defdir[res 1 ,dir]

Out[5]:=
{2 du[x, y] u[x, y], dd[dv, {{x, 2}, {y, 3}}],
dd[du, {{x, 0}, {y, 1}}] Sin[u[x, y] v[x, y]] + Cos[u[x, y] v[x, y]] *
(dv[x, y] u[x, y] + du[x, y] v[x, y]) u^-1’ [x, y]}

In[6];=
res2/.a_. *dd[u_,v_] :>conjug[a*dd[u,v]]

Out[6]:=
{2 du[x, y] u[x, y], -(dv[CON])(2,3) [x, y], Cos[u[x, y] v[x, y]] *
(dv[x, y] u[x, y] + du[x, y] v[x, y]) u(0,1) [x, yl- Coslu[x, y] vlx, yl] *
du[CON][x, y] (v[x, y] u^1) [x, y] + u[x, y] y^0-1) [x, y])-
Sin[u[x, y] v[x, y]] (dufCON]) 1̂) [x, y]}
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Przebieg sesji, w której analizuje się równania Boussinesąa w granicznym przypad­
ku nieskończonej liczby Prandtla (lista bouss) w zakresie sprawdzenia ich potencjał - 
ności i wyznaczania operatora sprzężonego do pochodnej Frecheta.

In[l]:=
bouss= {{Sum[D[u[ 1 ], {x[i],2} ], {i,3} ]-D[u[4],x[ 1 ] ]}, 
{Sum[D[u[2],{x[i],2}],{i,3}]-D[u[4],x[2]]}, 
{Sum[D[u[3],{x[i],2}],{i,3}]-D[u[4],x[3]]+r*u[5]}, 
{D[u[l],x[l]]+D[u[2],x[2]]+D[u[3],x[3]]}, 
{Sum[u[i]*D[u[5],x[i]],{i,3}]- Sum[D[u[5],{x[i],2}],{i,3}]+D[u[5],t]}}//

HoldForm;
In[2]:=

dir={du[l][x[l],x[2],x[3],t],du[2][x[l],x[2],x[3],t],du[3][x[l],x[2],x[3],t], 
du[4][x[l],x[2],x[3],t],du[5][x[l],x[2],x[3],t]};

In[3]:=
dirl={du[l],du[2],du[3],du[4],du[5]};

In[4]^
war=Table[dir[[i]]->(dir[[i]]/.Head[dir[[i]]]->Head[dir[[i]]][CON]), 
{i,Length[dir]}];

In[5J:=
res 1 =frechet 1 [bouss, {u[ 1 ] [x[ 1 ],x[2] ,x[3] ,t], 
u[2][x[l],x[2],x[3],t],u[3][x[l],x[2],x[3],t], 
u[4][x[l],x[2],x[3],t],u[5][x[l],x[2],x[3],t]},dir]

Out[5]:=
{{(du[l]) (o,o,2,O) x[2], X[3], t] + (du[ 1 ]y°.2A°) [x[l], x[2], x[3], t] -
(du[4])O>o,o,o) [x[l], x[2], x[3]; tj + (du[l])(2,o,o,o) [x[1]> x[2]; x[3]; t]}> 
{(du[2])(°-°’2-°) [x[l], x[2], x[3], t] - (du^D^bo.o) [X[l], x[2], x[3], t] + 
(du[2])(°>2’°’0) [X[i], x[2], x[3], t] + (du[2])(2’°-°>°) [x[l], x[2], x[3], t]}, 
{r du[5][x[l], x[2], x[3], t] - (du[4])(0>04.0) [x[l], x[2], x[3], t] + 
(du[3])(°-°-2-°) [x[l], x[2], x[3], t] + (du[3])(°-2>°>°) [x[l], x[2], x[3], t] + 
(du[3])(2’°’0’°) [x[l], x[2], x[3], t]}, {(du[3])(0>°4.0) [x[1]> x[2]; x[3]> t] + 
(du[2])(°^’°’O) [x[l], x[2], x[3], t] + (dutll^ho.o.o) [x[iL x[2], x[3], t]}, 
{(du[5])(°A0,D [X[l], x[2], x[3], t] + u[3][x[l], x[2], x[3], t] * 
(dutó]/0’0-1’0) [x[l], x[2], x[3], t] + du[3][x[l], x[2], x[3], t] * 
(u[5])(0’0>’.0) [x[l], x[2], x[3], t] -
(du[5])<0’0’2’°) [x[l], x[2], x[3], t] + u[2][x[l], x[2], x[3], t] * 
(dutS])^’1’0’^ [x[l], x[2], x[3], t] + du[2][x[l], x[2], x[3], t] * 
(utójj^bo.o) [x[l], x[2], x[3], t] - (du[5])(°>2-0>°) [x[l], x[2], x[3], t] + 
u[l][x[l], x[2], x[3], t] *(du[5])(1’0,0,0) x[2], x[3], t] +
du[l][x[l], x[2], x[3], t] *(u[5]yi’0’°’0> [x[l], x[2], x[3], t] - 
(du[5])(2>°’°’°) [x[l], x[2], x[3], t]}}

In[6]:=
res2=defdir[res 1 ,dir 1 ];
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In[7]:=
res3=res2/.a_.*dd[u_,v_]:>conjug[a*dd[u,v]];

In[8]:=
res3/.war

Out[8]:=
{{(du[l][CON])(°>0>2>°) [x[l], x[2], x[3], t] +
(du[l][CON]y°’2’0’0^ [x[l], x[2], x[3], t] +
(du[4][CON])0>0’0,°) [x[l], x[2], x[3], t] + 
(du[l][CON])(2>°>0’°) [x[l], x[2], x[3], t]}, 
{(du[2][CON])(0’°’2>°) [x[l], x[2], x[3], t] + 
(du^tCON]/0’1’0’0) [x[l], x[2], x[3], t] + 
(du[2][CON])<0’2>°’°) [x[l], x[2], x[3], t] + 
(du[2][CON])(2’°>0’0> [x[l], x[2], x[3], t]}, 
{(du^tCON])^0’1’0) [x[l], x[2], x[3], t] + 
(du[3][CON]y0’0’2,0) [x[l], x[2], x[3], t] + 
(dutSKCON]^2’0’0) [x[l], x[2], x[3], t] + 
(du[3][CON])(2’0>°’°) [x[l], x[2], x[3], t] + 
r du[5][C0N][x[l], x[2], x[3], t]}, {-(du[3][ęON])(°>0>1>0) [x[l], x[2], x[3], t] - 
(duRltCON])^1’0-0) [x[l], x[2], x[3], t] -
(dutlHCONjy1’0’0’0) [x[l], x[2], x[3], t]},
{-(du[5][CON])(0,0’°’0 [x[l], x[2], x[3], t] - u[3][x[l], x[2], x[3], t] *
(dutSJtCON])^0’1’^ [x[l], x[2], x[3], t] - 
(du[5][CON])(0,0’2’0) [x[l], x[2], x[3], t] - 
u[2][x[l], x[2], x[3], t] *(du[5][CON])(°’1,0,0) [x[l], x[2], x[3], t] - 
(du[5][CON])(°>2’0’°) [x[l], x[2], x[3], t] - u[l][x[l], x[2], x[3], t] * 
(du[5][C0N])<1’°’°’°) [x[l], x[2], x[3], t] - 
(du[5][CON])(2’°’0’°) [x[l], x[2], x[3], t] +
(utsjy1-^0) [X[l], X[2], x[3], t] *du[l][CON][x[l], x[2], x[3], t] +
(uCS])^1’0’0) [x[l], x[2], x[3], t] *du[2][C0N][x[l], x[2], x[3], t] +

[x[l], x[2], x[3], t] *du[3][C0N][x[l], x[2], x[3], t] - 
(u[3])(°’0’1>°) [x[l], x[2], x[3], t] *du[5][CON][x[l], x[2], x[3], t] -
(u[2])(°'1’0>0) [x[l], x[2], x[3], t] *du[5][C0N][x[l], x[2], x[3], t] -
(u[l])(iAo.o) [x[1]; x[2]) x[3]; t] *du[5][C0N][x[l], x[2], x[3], t]}}

Analiza potencjalności operatora danego równaniem 6.11 (lista timobeani).
In[l]:=

timobeam={aO*D[w,{x,4}]+al*D[w,{x,2},{t,2}]+ 
a2*D[w,{t,4}]+a3*D[alf[x,t]*q[x,t]*D[w,x],{x,2}]+ 
a4*D[alf[x,t]*q[x,t]*D[w,x],{t,2}]+a5*D[w,{x,2}]+ 
D[n[x,t] *D[w,x] ,x]+a6*D[w, {t,2} ]+
alf[x,t]*q[x,t]*D[w,x]+a7*w==0}//HoldForm;

In[2]:=
dir={dw[x,t]};

140



In[3]:=
res 1 =frechet 1 [timobeam, {w[x,t]}, {dw[x,t]} ];

In[4]:=
res2=defdir [res 1, {dw} ];

In[5]:=
res3=res2/.a_.*dd[u_,v_]:>conjug[a*dd[u,v]];

In[6]:=
war=Table[dir[[i]]->(dir[[i]]/.Head[dir[[i]]]-> 
Head[dir[[i]]][CON]),{i,Length[dir]}];

In[7]:=
res3/.war

Out[7]:=
{a7*dw[CON][x, t] + a6*(dw[CON])(°’2>[x, t] + a2*(dw[CON])<0’4)[x, t] - 
q[x, t]*dw[CON][x, t]*alf^1>°)[x, t] - alf[x, t]*dw[CON][x, t]*q<1-°>[x, t] - 
alf[x, t]*q[x, t]*(dw[CON])(1’°)[x, t] +n(1’°)[x, t]*(dw[CON])(’’°)[X, t] + 
a4*(-(q[x, t]*(dw[CON])(°’2)[x, t]*alf<1’O)[x, t]) - alf[x, t]* 
(dw[CON])(°>2)[x, t] - alf[x, t]*q[x, t]*(dw[CON])(1’2)[x, t]) +
a5*(dw[CON])(2-°)[x, t] + n[x, t]*(dw[CON])(2’°>[x, t] + 
al*(dw[CON]y2’2)[x, t] + a3*(-(q[x, t]*alf^1>°)[x, t]*(dw[CON])(2>°)[x, t]) - 
alf[x, t]*q<1>°)[x, t]*(dw[CON])(2’0)[x, t] - alf[x, t]*q[x, t]* 
(dw[CON])(3’°)[x, t]) + aO*(dw[CON])(4>°)[x, t] = 0}

Sprawdzenie poprawności generowania operatora sprzężonego przy użyciu standar­
dowych pakietów pakietu Mathematica.

In[l]:=
«Calculus ‘ VariationalMethods ‘

In[2]:=
timeq=EulerEquations[v[x,t]*(aO*D[w[x,t],{x,4}]+al*D[w[x,t],{x,2},{t,2}]+ 
a2*D[w[x,t],{t,4}]+a3*D[alf[x,t]*q[x,t]*D[w[x,t],x],{x,2}]+ 
a4*D[alf[x,t]*q[x,t]*D[w[x,t],x],{t,2}]+a5*D[w[x,t],{x,2}]+
D[n[x,t]*D[w[x,t],x],x]+a6*D[w[x,t],{t,2}]+
alf[x,t]*q[x,t]*D[w[x,t],x]i-a7*w[x,t]), {w[x,t],v[x,t]},{x,t}];

In[3]:=
timeq[[l]]

Out[3]:=
a7*v[x, t] + a6*v(°,2)[x, t] + a2*v^°’4)[x, t] - q[x, t]*v[x, t]*alf(1>0)[x, t] - 
a4*q[x, t]*v(0>2)[x, t]*alE1>0)[x, t] - alf[x, t]*v[x, t]*q(1’°^[x, t] - 
a4*alf[x, t]*v(°’2)[x, t]*q^’°)[x, t] - alf[x, t]*q[x, t]*v(1’°)[x, t] + 
n^’°)[x, t]*v(1>0)[x, t] - a4*alf[x, t]*q[x, t]^1’2^^, t] + 
a5*v(2’0)[x, t] + n[x, t]*v(2,°)[x, t] - a3*q[x, t]*atf1’°)[x, t]*v(2’°)[x, t] - 
a3*alf[x, t]*q(I>0)[x, t]*v(2’°)[x, t] + al*v<2’2)[x, t] -
a3*alf[x, t]*q[x, t] *v(3>°)[x, t] + a0*v^4’°^[x, t] = O
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Nonconservative forces in the mechanics of rod structures

Some problems of mechanics that are fundamenta! mainly in the analysis of stability of rod 
structures under stationary nonconservative loading of circular type and nonstationary 
nonconservative loading have been presented. In chapter 2, an algorithm of the finite element 
method is given, which is based on a generalized, incremental formulation of virtual work prin- 
ciple and completed with elements resulting from the possible dependence of loadings on 
displacements, velocity and acceleration. This algorithm has been used in a geometrically 
nonlinear analysis of statics and stability of rod systems under multiparameter, potential and 
nonpotential loadings. Some conditions have been determined in which it is possible to stabi- 
lize potential systems through the action of additional nonpotential forces.

Chapter 3 gives an analysis of stability of simple, nonprismatic rods with arbitrary, continu- 
ous or step distributions of mass and rigidity, which are placed on a two-parameter elastic foun- 
dation. An arbitrary, static nonconservative loadings has been considered in the two algorithms 
of the analysis, based on the description of displacements by means of power series and using 
exact Solutions of differential eąuations.

Chapter 4 addresses the Hamilton’s law and principle applied to systems under 
nonconservative loadings. A direct method for analysis of linear and nonlinear systems under 
static and dynamie nonconservative loadings has been formulated.

In chapter 5, using symbolic methods, there have been determined areas of dynamie stabil­
ity of a linear system with one degree of freedom, under dynamie nonconservative load with 
dynamically changing, periodic follower parameter. Based on both a direct method stemming 
from the Hamilton’s law and the method of mapping between targets, areas of dynamie stability 
of discrete, nonconservative nonlinear systems have been investigated.

Chapter 6 discusses variational principles of mechanics dealing with nonconservative loadings 
and shows how the tools of symbolic transformations make it possible to solve the problems 
encountered when investigating the potentiality of operators and formulating variational princi­
ples.

Translated by Halina Marciniak
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