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Korpusy łącząc najważniejsze zespoły ooraniarek zapewnia­

ją ściśle określone wzajemne położenie narzędzia i przedmio­

tu ooraoianego, przenoszą Dociążenia statyczne i dynamiczne 

powstające w czasie pracy ooraniarki, siły ciężkości i inne. 

Z powodu spełniania tych, jakże ważnych, ińnkcji korpusy two­

rzące układ nośny, decydują w istotny sposób o własnościach, 

całej ooraoiarki. Dlatego też projektowanym układom nośnym 

stawia się szereg wymagań, od których spełnienia zależy ja­

kość obrabiarek. Do najistotniejszych z nich należą wymaga­

nia dotyczące własności statycznych i dynamicznych, Które 

stanowią o zachowaniu się ooraoiarki pod wpływem obciążeń 

występujących podczas jej pracy.

Projektowanie korpusów układów nośnych, opierające się 

tylko na intuicji i doświadczeniu konstruktora oraz na ana­

logii z wypróoowanymi w praktyce rozwiązaniami, nie zapewnia 

już ooecnie stworzenia rozwiązania lepszego od istniejących. 

Miezoędnym staje się więc na etapie konstruowania ustalanie 

własności projektowanych układów nośnych, co umożliwia prze­

analizowanie wielu wariantów, bez konieczności badań ekspe­

rymentalnych i wybranie rozwiązania, które spełnia -narzuco­

ne wymagania. Obecnie celem określenia własności statycznych 

i dynamicznych stosuje się w procesie projektowania następu­

jące metoay:

- Dudowa prototypów, ich badanie i wprowadzanie ewentualnych

zmian,



- badania modelowe 5

- analiza obliczeniowa.

Pierwsze dwa sposoby stwarzają wiele trudności, są kosztowne.

niedokładne Mj» s ponadto niezbyt uniwersalne. Ich zastoso­

wanie wiąze się również z długim czasem oczekiwania na wyniki.

Dopiero metoay obliczeniowe /rys.1.1/, a wśród nich zwłasz­

cza metoay numeryczne pozwoliły pomonac wiele trudności, na 

które natrafiono w innych sposobach analizy układów nośnych.

Pys.1.1 Metody obliczeniowe służące do analizy statycznych 
i dynamicznych własności struktur sprężystych.

Wśród metod pokazanych na rys.l.d wyróżnia się zdecydowanie, 

dzięki największym możliwościom, metoda elementów skończo­

nych [pJ. Metoda ta odznacza się szeregiem cech, które sta­

wiają ją na czele metod służących do analizy własności ukła­



dów nośnych w czasie ich projektowania, a wsrod. nich: 

- prostota modelu matematycznego,

- poglądowość i zgodność z intuicją inżynierską modelu obli­

czeniowego ,

- łatwość zamodelowania niejednorodności i obciążeń skupionych 

- dostateczna dla celów praktycznych dokładność,

- uniwersalność programów obliczeń.

W oparciu o metodę elementów skończonych powstały uniwersalne 

systemy programów, takie jak np. ASKA, NASTRAN, ICES, SAP, 

SAEE. Użycie tych systemów jest jednakże utrudnione - przede 

wszystkim z uwagi na dużą pracochłonność modelowania i zadawa­

nia danych oraz konieczność przeprowadzania ooliczeń na ma­

szynach cyfrowych o dużej pamięci operacyjnej. Prócz tego 

koszt tak przeprowadzanych analiz jest znaczny. Przy projek­

towaniu korpusów układów nośnych, w którym główną rolę odgry­

wa analiza wariantowa, proolemy te rosną jeszcze bardziej, 

gdyż każdy zaprojektowany wariant wymaga ponownego modelowa­

nia i zadawania danych oraz dostępu do dużych maszyn cyfro­

wych. Przyczyny te skłaniają do bńdowy uproszczonych metod. 

Taką uproszczoną metodą jest metoda belkowa, używająca do mo­

delowania układu rzeczywistego tylko elementu skończonego ty­

pu oelka • Metody belkowe w pełni nadają się do prowadze­

nia analiz układu nośnego ooraoiarki, zwłaszcza gdy w skład 

tego układu wchodzą korpusy typu: stojaków, łóż, ramion, be­

lek dtp. Jak wykazują badania [jhj posługując się tymi metoda­

mi można nawet wykonywać obliczenia sprawdzające.

Inną drogę uproszczeń metod elementów skończonych prezen­

tują tzw. metody modyfikacji, które specjalnie nadają się do 



ooliczeń towarzyszących projektowaniu nowej konstrukcji. Wy­

korzystują one fakt, że w powstawaniu nowej struktury można 

wyróżnić dwie fazy. Wynikiem pierwszej jest pewne pierwotna 

wersja, która w drugiej fazie przechodzi szereg zmian, mają­

cych na ceiu polepszenie jej własności mechanicznych, ekono­

micznych, użytkowych i innych. Celowość wprowadzenia każdej 

zmiany musi oyć zweryfikowana Doliczeniami, które dadzą odpo­

wiedź na pytanie, czy konstrukcja z tak wprowadzoną zmianą 

jest z punktu widzenia przyjętych kryteriów lepsza, zwykle 

polega to na ponownym obliczeniu caiej konstrukcji po każdo­

razowym wprowadzeniu zmian, Metooy modyfikacji natomiast po­

zwalają na wykorzystanie wyników obliczeń wersji pierwotnej 

do obliczeń następnych wariantów, przez co obliczenia tych 

następnych wariantów /modyfikacji wersji pierwotnej/ są w 
znacznym stopniu ułatwione i uproszczone. Metody te stosuje 

się już z powodzeniem w statycznych obliczeniach konstrukcji 

sprężystych • Zmniejszają one wydatnie czas obliczeń 

kolejnych wariantów konstrukcji, jak również zapotrzebowanie 

na pamięć operacyjną maszyny cyfrowej. Zalety te umożliwiają 

zastosowanie do ooliczeń małych systemów cyfrowych /minikom­

puterów, mikrokomputerów/, których bardzo szyoki rozwoj notu­

je się ostatnio na całym swiecie. wie ma jednak poaoonie efek­

tywnych metod do ooliczeń dynamicznych. Stąd też celem niniej­

szej pracy jest opracowanie metody modyfikacji dla obliczeń 

dynamicznych. Metoda ta powinna umożliwiać znacznie szybsze 

i łatwiejsze niż dotychczas analizowanie dynamicznych włas­

ności projektowanych konstrukcji sprężystych, przy posługi­

waniu się małym systemem cyfrowym i mogłaoy dzięki temu sta­



nowić narzędzie bezpośredniej pracy konszrumtcrE układów noś­

nych obrabiarek i innych podobnych struktur.

Analiza dynamiki konstrukcji sprężystych, a w tym również 

układów nośnych ooraoiarek, metodą elementów skończonych 

obejmuje zwykle obliczenie /na podstawie sformułowanego ukła- 

au równań różniczkowych/ częstotliwości i postaci drgań włas­

nych oraz charakterystyk amplitudowych i fazowych podatności 

dynamicznej wyoranych punktów struktury w zadanym paśmie częs­

totliwości. Zwykle jest to pasmo częstotliwości w którym na 

podatność dynamiczną wpiywą tylko kilka lub kilkanaście naj­

niższych częstotliwości i odpowiadających im postaci drgań 

własnych. Dlatego tez często stosuje się przejście oa dużej 

ilości współrzędnych uogólnionych, opisujących oezpośreunio 

odkształcenia struktury podczas jej ruchu, do kilku lub kil­

kunastu tzw. współrzędnych głównych, związanych z tymi posta­

ciami drgań własnych, które odpowiadają najniższym częstotli­

wościom drgań własnych. Dzięki temu przejściu ruch struktury 

zostaje opisany za pomocą kilku lub kilkunastu równań. Mimo 

tak radykalnego uproszczenia interesujące własności dynamicz­

ne nie zostają w tym opisie zagubione, wymienione cechy opi­

su ruchu we współrzędnych głównych wskazują, że nadaje się 

on doskonale do.wykorzystania w metodzie modyfikacji. Najniż­

sze częstotliwości i odpowiadające im postacie drgań własnych 

obliczone dla wersji pierwotnej konstrukcji mogą stanowić 

podstawę do Doliczeń własności kolejnych jej wariantów.

Do opisu ruchu struktury sprężystej stosuje się również 

tzw. współrzędne ąuasi-główne, stanowiące komóinację współ­

rzędnych głównych i uogólnionych. Opis ruchu we współrzęd­



nych quasi-głownych posiada wymienione cechy opisu we współ­

rzędnych głównych, przy czym umożliwia prócz tego w układzie 

równań rucnu całości opisanie pewnego wydzielonego fragmentu. * 
struktury za pomocą współrzędnych uogólnionych, Z racji tych 

własności, opis ruchu we współrzędnych quasi-głownych można 

wykorzystać następująco: caiość wersji pierwotnej struktury, 

z wyjątkiem fragmentu, który będzie podlegał w następnych wa­

riantach modyfikacjom, można opisać we współrzędnych głównych 

/ta część opisu będzie więc taka sama dla wszystkich warian­

tów/, natomiast fragment podlegający modyfikacjom można opi­

sać bezpośrednio we współrzędnych uogólnionych /ta część opi­

su będzie się odpowiednio zmieniała dla kolejnych wariantów/. 

Dzięki temu obliczenia kolejnych wariantów konstrukcji znacz­

nie się upraszczają. Wystarczy bowiem dla danego wariantu uło­

żyć równanie ruchu /we współrzędnych uogólnionych/ jedynie 

dla zmodyfikowanego fragmentu, a potem tylko odpowiednio do­

łączyć je do, stale tycn samych dla wszystkich wariantów, kil­

ku lub kilkunastu rownan /ułożonych na podstawie wersji pier­

wotnej/, opisujących /we współrzędnych głównych/ ruch pozosta­

łej części struktury, aby otrzymać w wyniku układ równań ru­

chu /we współrzędnych quasi-głównych/ całej konstrukcji z za­

projektowaną modyfikacją.

Można się spodziewać, że obliczenia metodą, wykorzystującą 

współrzędne quasi-główne, oędą trwały znacznie krócej, a to 

z dwóch powodów: po pierwsze nie trzeba układać równań ruchu 

dla całej struktury, po drugie opis ruchu we współrzędnych 

quasi-głównych to układ równań składający się z niewielkiej 

ich liczby /w porównaniu do opisu bezpośrednio we współrzęd- 



cycu uogólnionych/, a zaten da się go szynko rozwiązać. Fakt, 

że opis ruchu we współrzędnych quasi-głównych składa się z 

niewielkiej liczby równań, może pozwolić na przeprowadzenie 

ooliczeń na małym systemie cyfrowym.

Powyższe rozważania skłaniają do postawienia następującej 

tezy: metoda modyfikacji wykorzystująca do opisu ruchu modelu 

fizycznego struktury sprężystej współrzędne auasi-główne umoż­

liwia podczas projektowania układów nośnych-obrabiarek dokona­

nie wstępnej oceny dynamicznych własności analizowanych warian­

tów konstrukcyjnych, przy czym posługując się tą metodą możną 

oceny tej dokonać wielokrotnie szyociej niż przy użyciu ogól­

nie stosowanych metod elementów skończonych i daje się ona 

w prosty sposób przystosować na mały system cyfrowy.

Dla wykazania słuszności tak postawionej tezy niezbędnym 

Dyio: - opracowanie metody modyfikacji dla ooficzeń dynamicz­

nych w oparciu o którąś z metod elementów skończonych. i^ybór 

padł na rozwijaną w TTBM Politechniki Wrocławskiej metodę bel­

kową. Z tej racji należało - opracować algorytm i program na 

EMU, służący do obliczeń dynamicznych własności struktur sprę­

żystych oeikową metodą sztywności, a potem - opracować algo­

rytm i program na EMC dla metody modyfikacji opartej na osiko­

wej metodzie sztywności. W oparciu o te programy zamierzano 

następnie - dokonać sprawdzenia efektywności i dokładności me- 

tody modyfikacji na wybranych przykładach oraz wskazać możli­

wości jej zastosowania.



d. BELKOWA METODA SZTYWBOŚCi

2 . 'i. Zasady pudowy modelu obliczeniowego

Zasady Pudowy mouelu obliczeniowego można znaleźć w kil­

ku pracach .[j?, 7, ć,9] . Ograniczymy się tu więc co podania uyl- 

ko kilmu podstawowych z nich.

a/ rzeczywistą strukturę /ukłaa nośny/ zastępuje się ukła­

dem oelek /patrz rys.k.h/. Element układu nośnego można zastą­

pić oeluami wówczas, gdy jeden jego wymiar góruje nad pozosta­

łymi dwoma.

Belmę, która zastępuje element struktury rzeczywistej, umiesz­

cza się w osi podłużnej tego elementu wyznaczonej przez środek 

cięzmości .jego przekroju poprzecznego. Osie te wyznaczają więc 

model obliczeniowy.

o/ We wszystkich końcach oelek umieszcza się węzły modelu, 

Którym przyporządkowuje się odpowiednie numery. Każda belka 

ma swój początek i koniec. Podczas numeracji węzłów modelu - 

przyjmuje się, ze:

- węzeł początkowy danego elementu belkowego może być węzłem 

końcowym tylko jednego elementu belkowego, a końcowy może 

być węzłem początkowym wielu elementów oelkowych,

- numer węzła początkowego belki jest zawsze niższy, od nume­

ru węzła końcowego,

- numer węzła końcowego elementu belkowego jest zarazem symbo­

lem tego elementu,

- przy usładach statycznie wyznaczalnych, a także po prze­

kształceniu struktuiy statycznie niewyznaczalnej w równoważ­



ny układ statycznie wyznaczalny, obowiązuje następująca re­

guła:

Turner * otrzymuje węzeł końcowy elementu utwierdzonego oraz 

sam element, pozostałe elementy otrzymują kolejne wyższe nu­

mery, Przy systemach rozgałęzionych, jeżeli rozgałęzienie 

kończy się węzłem dodatkowym /usuwającym statyczną niewyzna- 

czalność/, to początkowo nie przypisuje się mu żadnego numeru. 

Dopiero kiedy wszystkie węzły, z wyjątkiem dodatkowych otrzy­

mają swoje oznaczenie, nadaje się je także węzłom dodatkowym, 

najpierw numeruje się miejsca dodatkowycn utwierdzeń, po czym 

węzły usuwające wewnętrzną statyczną niewyznaczalność /patrz 

rys.2.1/.

Bys.2.1 . Struktura nośna i jej model belkowy z naniesioną 
numeracją węzłów i elementów osikowych /oznacze­
nia elementów osikowych znajdują się w- kółkach/.

c/ Doliczany model umieszcza się w prostokątnym prawoskręt- 

nym układzie współrzędnych XYZ. w układzie tym podaje się 

współrzędne węzłów. Każdy element “1” struktury otrzymuje



własny /lokalny/ układ współrzędnych X i Z1. Oś X" układu lo­

kalnego przeoiega wzdłuż osi elementu, a osie x i Z1 są głów­

nymi centralnymi osiami bezwładności przekroju poprzecznego t 

tego elementu. Prócz tego z Każdym elementem belkowym związa- 
1 i i

ne są węzłowe ukłaay lokalne X- Y^ Z , mtorycn. początki znaj­

dują się w jego węzłach początkowym i końcowym /"i" - numer 

węzła/, a osie są skierowane zgodnie z osiami układu lokalne- 
1 i 1go X Y~ Z tego elementu. Z każdym węzłem ”i” związane są 

ponadto tzw. węzłowe układy glooalne X^ Y^ Z^. Począ-uki tych 

układów znajdują się w węzłach, a osie są skierowane zgodnie 

z osiami układu globalnego XYZ. W węzłowych układach global- 

nycn zadaje się obciążenie, jak również oblicza się przemiesz­

czenia surumtury belkowej.

d/ Modelowi obliczeniowemu przypisuje się sprężyste, tłu­

miące oraz masowe własności struktury rzeczywistej:

- własności sprężyste elementów wyznacza się w odniesieniu do 

ich osi podłużnych i przypisuje się je belkom leżącym w tych 

osiach. Własności te określa się względem układów lokalnych, 

- własności tłumiące przypisuje s'ię albo poszczególnym ele­

mentom /tłumienie lokalne/, jako tłumienie materiałowe lub 

konstrukcyjne /zachodzące w połączeniach/ - wuedy wyznacza 

się je analogicznie jak własności sprężyste, albo całemu 

modelowi przypisuje się współczynniki odpowiadające danej 

postaci drgań /tłumienie postaciowe, inaczej modalne/,

- masy i masowe momenty bezwładności skupia się wyłącznie 

w węziach modelu belkowego.

e/ Wszelkie obliczenia dokonywane są w stosunku do osi 

elementów struktury rzeczywistej. Przemieszczenia obliczane 



są ^ylko w punktach węzłowych. Każdy węzeł "i" ma o stopni 

swooody - $ przemieszczenia transiacyjne wzdłuz osi

oraz 5 rotacyjne womół tych osi. Podobnie tylko węzły mogą 

być punktami przyłożenia obciążeń. Na Każdy węzeł mogą dzia­

łać siły w trzech kierunkach zgodnych z osiami oraz

5 momenty względem tych osi.

f/ Model Delkowy może składać się z trzech podstawowych 

typów elementów:

- elementu podatnego, którego własności sprężyste zostają 

oszacowane na podstawie geometrii /długość, kształt prze­

kroju poprzecznego/ oraz stałych materiałowych elementu 

rzeczywistego, lub na podstawie pomiarów sztywności tego 

elementu jamo oddzielnego korpusu,

- elementu sztywnego, który służy do łączenia sąsiadujących 

ze soną elementów hełmowych, gdy osie odpowiadających im 

elementów struktury rzeczywistej są względem sieoie prze­

sunięte, lub do modelowania takich fragmentów struktury 

rzeczywistej, które są wielokrotnie sztywniejsze od innych 

pozostałych elementów /np. Korpusy typu skrzynka/,

- elementu o długości zero modelującego połączenie; przy czym 

własności tego elementu można np. obliczyć przy użyciu meto­

dy i programu do onliczeń sztywności stałych połączeń śru­

bowych, opracowanego w ITBM, mogą to Dyć również wyniki 

uzyskane z pomiarów.



2.2. Metoda obliczeń dynamicznych

Przyjmując liniowość układu, równanie ruchu modelu bel­

kowego umieszczonego w prostokątnym, prawoskrętnym układzie

współrzędnych XX Z postać:

gdzie: [M] • LD] , K - odpowiednio: macierze bezwładności,

tłumienia i szżywności ,

- zależny od czasu wektor współrzędnych uogólnio­

nych, opisujących w węzłowych układach global­

nych przemieszczenia trąnslacyjne punutów węz­

łowych modelu oelmowego w Kierunkach osi X,, 

^i’ Zi orsz rotacyjne wouół tych osi,

- zależny oa czasu weKtor sił uogólnionych opisu­

jący w węzłowych uKiaaach glooalnycn siły dzia­

łające na punkty węzłowe wzdłuż osi X , 

oraz momenty względem tych osi.

W analizie drgań uKładów o wielu stopniach swobody stosuje 

się metodę polegającą na wyznaczeniu nieznanego wektora współ­

rzędnych uogólnionych, jamo superpozycji pewnej stosunkowo ma­

łej liczby postaci drgań własnych, określanych na podstawie 

rozwiązania równania:

H(f) * [K] {f) = {O} , (2.2)

które opisuje rucn układu zachowawczego /bez tłumienia/.
Rozwiązanie układu ^2.2^ sprowadza się do wyznaczenia wartości 

i wektorów własnych z równania:



ir- Łl
gdzie: ^roj - wektor amplitud przemieszczeń punktów węzłowych, 

opisujący i-tą postać drgań własnych }

- i-ta prędkość Kątowa /częstość/ drgań własnych.

W metodzie superpozycji postaci urgań własnych, po rozwiąza­

niu zagadnienia własnego /2.p/» wektor współrzędnych uogól­

nionych wyraża się jako kombinację liniową wektorów własnych:

a {f) - M W • H
l.„, [P1-OĄ...M

zależny od czasu wektor tzw.współrzędnych głównych. 
Podstawiając ^2.4^ do ^2.i) i mnożąc następnie ^2.H^przez £Pj 

otrzymamy:

lub wprowadzając nowe oznaczenia:

Mfó) + Ed^] +[Kń]{ą} = lRp} • (2-b)
Przekształcenie kongruentne dokonane w (2.5) na macierzach

mas i sztywności prowadzi do ich diagonalizacji, zatem macie-

są diagonalne. W obliczeniach dynamicznych

posługujemy się zazwyczaj tłumieniem modalnym /postaciowym/, 

dla którego macierz jUpj również jest diagonalna.

Normalizując wektory własne tak, aby:

KMpTMKHiI ■ M 



gdzie: 1JI.J - macierz mająca na przekątnej jedynki, a poza 

przemątną zera,

- macierz mająca na przekątnej kwadraty częstości 
2 . rwłasnej 6D0, poza przekątną zera, 

oraz przedstawiając macierz tłumień [DpJ w postaci iloczynu:

gdzie: lz_ J - macierz mająca na przekątnej tzw. względne współ­

czynniki tłumienia ,. .. , poza przekątną
zera, można równanie (2.b) zapisać w postaci:

rn®+ zra&jg W • M
Równanie (p.y) jest zbiorem rozprzęgniętycn równań ruchu

Mając rozwiązania q5 i korzystając z zależności można
otrzymać rozwiązanie układu równań (2.'^ tzn.:

r. N r
n w ‘p - ■ (2-ri

Pod -wpływem działającego oociążenia, z którym mamy do czynie­

nia w Konstrukcjach sprężystych, analizowana struktura zacho­

wuje się z reguiy tak, że wartości większości składników po­

wyższej sumy są maić. 0 wartości przemieszczeń w analizowanym 

paśmie częstotliwości decydują zwykle tylko składniki odpo­

wiadające 

własnych.

Kilku lub Kilkunastu najniższym częstościom nr gań

A zatem zależność [2.'1'11 można uprościć do postaci: 



g dz i e:

Dostarczy więc rozwiązać M rówpań (2.'luj i podstawić rozwią­
zania do ^2.12^, aby otrzymać wektor współrzędnych uogólnio- 

nycn - rozwiązanie równania 62.1).

Rozwiązanie każdego z równań ^2.1o) jest sumą dwóch składników. 

Pierwszą stanowi rozwiązanie ogólne równania jednorodnego /tzn. 

gdy prawa strona jest równa zero/, drugi, natomiast stanowi roz­

wiązanie szczególne równania niejednorodnego /dla niezerowej 

prawej strony/. Pierwszy składnik można w rozwiązaniu pominąć.

gdyż wraz z czasem maleje on do zera, składnik ten odpowiada 

zanikającym drganiom swobodnym o częstości własnej COO£ /dla

i-tego równania 2.10)/. Przyjmując, że wymuszenie jest typu

narmonicznego 1 że wszystkie składowe tego wymuszenia są w 

tej samej fazie, tzn. że wektor sił uogólnionych z równania 

^2.1) jest postaci:

g = H ,
gdzie: - wektor amplitud,
prawą stronę równania (2.IOJ można przedstawić następująco:

fi = ®=8 Weja>t=f-eJUt-
Rozwiązanie szczególne równania 12.10) dla tak określonej pra­

wej strony jest następujące:

_ ________1_________  £
+2.frcjoiu)j Tai *

Stosując zapis skrócony można rozwiązanie ^2.1jj przepisać 

w nowej formie ;

~ -1 (2.14)

gdzie:



Dla uzyskania rozwiązania równania (2.1 trzeba jeszcze pod— 
stawić ^.14^ dc ^2.12^:

Przy analizie własności dynam

Aby wyznaczyć amplitudę i fazę Każdej składowej wektora współ­

rzędnych uogólnionych należy wyrazić składowe te w następują­

cy sposoo:

/

- amplituda m-tej składowej wek­

tora współrzędnych uogólnio­

nych ;

- faza k-tej składowej wektora 

współrzędnych uogólnionych.

cznych układów nośnych obrabia­

rek najoardziej istotnym źródłem wymuszeń jest proces skrawa­

nia, podczas którego zmienne siły powodują wzajemne przemiesz­

czenia narzędzia i przedmiotu ooraoianego. Przemieszczenia te 

decydują z kolei o dokładności obróbki. Z tego powodu, podczas 

analizowania własności dynamicznych, bardzo interesujące jest 

obliczenie podatności dynamicznej, określającej względne prze­

mieszczenie punktów węzłowych /"p” modelującego miejsce obra­

biane aa przedmiocie i ”n“ modelującego zakończenie narzędzia, 

które styka się z obrabianym przedmiotem/, zachodzące pod wpły­

wem działających na te węzły składowych zmiennego Dociążenia 

o jednostkowej amplitudzie. Przyjmując, że wymuszenia będą 

tylko siłami /pomijając wymuszenia momentami/ oraz ze intere­

sować nas będą tylko przemieszczenia translacyjne, podatność



wy z □ an

współrzędnych uogólnionych

cy sposób, ha podstawie równania

następują-

nych trzech wektorów amplitud sił. uogólniony

0,0,0,-W,0,0,0,-^ .

tępnie, aby obliczyć względne przemieszczenie węzłów ”n" i
”p” należy odjąć te składowe otrzymanych wektorów współrzęd­

nych uogólnionych, Które stanowią przemieszczenia translacyj- 

ne węzła “p" od składowych stanowiących przemieszczenia trans- 

lacyjne węzła "n". W ten sposon otrzyma się trzy wektory /wy­

miaru trzy/ względnych przemieszczeń węzłów "n” i ”p“ odpo­

wiadających Kolejnym wymuszeniom w kierunsach Z,i,Z. Składowe 

tych wemtorów po pominięciu w nicn czynni 

czynniki macierzy poaatności. przedstawi© 

obliczania macierzy podatności można ująć 

W.,-i M-M] {
gdzie: ” syme^ryczna macierz /5xp/ zespolonych współ­

czynników podatności dynamicznej między 

tworzą wspoł- 

ą powyżej procedurę 

w formę jednegp wzo-

punKtami węzłowymi nip przy częstości

Kołowej óJ ,
- składowe i-tego wektora własnego, opisują­

ce przemieszczenia translacyjne punKtu 

węzłowego k .



każdy ze współczynników {

ki odpowiednio: Z,Y i Zj macierzy

l,z = 1,2,3 oznaczają kierun-

edstawia charakterystykę amplitudowo-iazową względnego

zenia węzłów “n" i ”p” w kierunku 1, przy wymusze-

na węzły "n” i "p“ w kierunku m /przy czym 

siła działająca na węzeł "n" ma przeciwny zwrot w stosunku do 

siły działającej aa węzeł "p”/.

Charakterystyki te naniesione na wykresy przeustawiają w spo- 

sóo oorazowy najistotniejsze własności dynamiczne analizowa­

nej struktury.

2 .3. Zasady oucowy modelu matematycznego

Jak juz wspomniano w rozdziale 2.1 put. d/ modelowi fi­

zycznemu struktury rzeczywistej przypisuje się własności sprę­

żyste, tłumiące oraz masowe. Zapisanie tych własności w zbio­

rach współczynników ujętych w formy macierzy umożliwia w pros- 

ty sposoo opisanie rucnu struktury modelowej (równanie [2.1 

Poniżej omowiono budowę tych macierzy oraz metody obliczania 

ich współczynników.

2 .J.1. kiacierz sztywności modelu belkowego

a/ Określenie sztywności elementu oelkowego

Własności sprężyste elementu belkowego określa się na 

podstawie wielkości charakteryzujących element struktury rze­

czywistej. Są to: jego długość L, pole przekroju poprzeczne­

go A, główne centralne momenty oezwładnosci J i J , wskaż- y 2
nik charakteryzujący sztywność skrętną, współczynniki

kształtu przekroju i „ oraz stałe materiałowe - moduł y z



sprężystości wzdłużnej E i poprzecznej G. Metody Doliczania 

tych wielkości można znaleźć np. w pracy [V] •

Oznaczając w i-tym węzłowym układzie lokalnym /związanym z 

1-tą belką/ przemieszczenia translacyjne przez ,-[y! , 

oraz rotacyjne przez ty ,ty , ty , siły przez , py, , 

oraz momenty przez ( m2t można w postaci macierzowej

przedstawić obciążenie końca I-tej oeiki, jednostronnie

utwierdzonej w swoim początku /rj w funkcji jego prze-

sposóo podany we wzorze

D

0

0

0

0

AE 
L

6EJZ

{2EJ,

6EJZ

iZEJy 6EJy
~lT

6EJy

MEJ,: 0

'GAL2

00

GJi 0

x ^2EJ^
? GALE

* Ky GA[z

j v i2EJu

■z GAL2

*

<u

0 0 o o 0

0 0 o

0

0 0

0



rys.2.2

Stosując

pująco:

zapis skrócony można tą zależność przedstawić nastę

(p)‘ ■ biM
Aby wyrazić tą zależność w i-tym węzłowym układzie ogólnym

oznaczmy dużymi literami przemieszczenia i oociążenia końca 

i-tej oelki w tym układzi

oraz przez macierz 

e, odpowiednio przez

transformacji z i-zego węzłowego

układu glooalnego do lokalnego /związanego z 1-tą belką/.

Macierz [TJS ma następującą postać:

cosxLixi 

cosY^xL 

COSZ^

0

o

o

cos x[ Yl 
cosYiYi 

cosZ^Yi

0

o

o

C0SX-ZL 

cos YiZi 

COSZ-Zi

COS X[Zi• 0 0

cos YiZL 0 0

COSZ[Z[ 0 0

0
COS x[xi

COSX[Yi

0 cos Y[Xi COSYiXL

0 COSZiXL cosZlYi

o



Wyrazami tej macierzy są kosinusy kątów pomięuzy osiami węz-

(2.19)

(k.2o)

Stosując zapis skrócony można tę zależność wyrazić następująco:

ft ■ ra. a ■ 2.21

b/ Macierz sztywności modelu belkowego

Rozważmy energię sprężystości belki o numerze L, Której 
początek stanowi węzeł p, a Koniec węzeł k ^p<kj. Stan ener- 

getyczny /energia sprężystości/ tej oelKi zależy od jej sztyw­
ności określonej przez macierz lS]l oraz od względnego prze­

mieszczenia jej obu Końców. Określenie przemieszczenia względ­

nego końców oelki wymaga przeniesienia przemieszczenia począt­

ku oelki do jej końca, w tym celu buduje się macierz przeno­

szenia, za pomocą której można prosto wyrazić przeniesione 

przemieszczenie początku, belki:

0

4

0

0

4

0

0 0 -(yk-yĄ

0 '(W) 0 *k~*P

< 0 u
0 4 0 0

0 0 0 0 4 0

0 0 0 0 0 4



ędne wę^ia w giooaiaym

współrzędnych.,

arku belki

znajdującego ię w wezl p-tym do jej końca

gdzie ->kp

znajdującego

skrócony woźna

się w w

przedstawić uastę-

- macierz przenoszenia

P

Jeśli przemieszczenie węzia końcowego belki k pomniejszy-

o przeniesione do tego węzła przemieszczenie węzła począt- 

to otrzymamy względne przemieszczenie końcowych

węzłow

towej:

belki, które determinuje stan jej naprężenia. Mamy więc

dzie:

odkształconego

formy kwadra­ża pomocą

ożna zatem określić teraz potencjalną

oelkowego,

gdzie: Ui ~ energia sprężystości 1-tego elementu belkowego. 
Podstawiając do ^2.2pJ poprzednie dwa równania ^2.23^ i ^2.

■ otrzymujemy:

L Z

co daje się zapisać macierzowo używając wektora, współrzęd-



sych uogólnionych wyrażającego przemieszczenia całej struk­

tury belkowej w sposób poaany poniżej:

UL=^[o 0...-..0 Fp0........

(2.27)

0F„ 0...0]

0 0...0 0 0...0 0 0...0
0 0...0 0 0...0 0 0...0

u--.—
..............

0

o 0...0 0 0...0 0 0...0
0 o...o vkrpcLvkp 0...0 y;pcl 0...0
0 0...0 0 0...0 0 0 0

0
Fp 
0

0

0
•

0 0...0 0 0...0 0 0...0
0 0...0 0...0 CL 0...0
o 0...0 0 0...0 0 0...0

0 0...0 0 0...0 0 0...0
ńeze< p węze-t k

0

Stosując zapis skrócony można to równanie przedstawić nastę-

Energia sprężystości całej strumtury belkowej jest równa sumie 

energii pochodzących od poszczególnych belek, co można zapisać 

za pomocą następującego równania:

W
L L

gdzie: U - energia sprężystości całej strumtury hełmowej,

w -Z w.
L



lektor sił uogólnionych otrzymuje się na podstawie znanej 

energii wyznaczając pocnodną cząstkową tej energii względem

wektora współrzędnych uogólnionych:

W ten sposób macierz [h] = została zidentyfikowana
i

jako macierz sztywności struktury Deltowej.

2. p. 2. Macierz oezwładności modelu belkowego

Budowa macierzy bezwładności oparta została na tzw. mo­
delu Rayleigna pwj . W moaelu tym rozłożone w sposóo ciągły 

wzdłuż elementów struktury rzeczywistej masę i masowe momen­

ty bezwładności skupia się w początku i końcu elementu belko­

wego. Masę elementu ”i” struktury rzeczywistej można ooliczyć 

ze wzoru: /•

mei “ , (2.5^

o 
gdzie: - masa elementu ”i” ,

fi ~ gęstość masy elementu ”in ;

Ai(Q - pole przekroju elementu i-tego w odległości 1 

od jego początku,

Li - długość i-tego elementu.

Rozkład masy elementu do jego końców dokonuje się tak, aby 

całkowita masa tego elementu oraz położenie srocika ciężkości 

nie uległo zmianie:

nnet = mPi + mkl ,

gdzie:mpi~ masa przypisana początkowi i-tego elementu, 

mk[- masa przypisana końcowi i-tego elementu.



Dla elementów o przekroju starym jest przy tym:

/f
mPi = Wi = met .

Jeśli element me przekrój zmienny to:

g iz i e:

_ mei tpi- : . __ mel Ui
nPi = —j— l mk. - —— >

pi - odległość od początku elementu do jego środka

ciężkości ,

■ - odległość od końca elementu do jego środka

ciężkości.

kasowe momenty oezwłaunosci, które przypisuje się początkowi 

1 końcowi elementu, określa się w węzłowych układach lokal­

nych mających swe początki odpowiednio w węźle początkowym

i końcowym. Dla węzła początkowego i-tego elementu o stałym - j
orzekroju masowe momenty oezwłaunosci sa równe: ■,

I i

W wypadku elementu o zmiennym przekroju:

0



o

Analogicznie wyznacza się masowe momenty oezwładności dla 

końca elementu.. W wypadku, belki o stałym przekroju:

9^ = 9^ , 0yt= G# ‘ Gzi ~ G.
U ten sposóo dla i-tego elementu otrzymuje 

ne macierze oezwładności - przypisane jego 

kowi: 

ta- —mpL

r ni mP‘
m D = 0X;

P

r “I1

= 8^

• (2’55

się dwie diagonal- 

końcowi i począt-

J

(2.^6

J



zawierające współczynniki bezwładności wyrażone w węzłowych.

układach lokalnycn.. Macierze ze muszą być jeszcze poddane

transformacji do węzłowych układów globalnych. Transformacja

ta wyraża się podobnym wzorem jak transformacja macierzy

H (2.5

guzie: Jn “ macierz transformacji ze wzoru ^2.18^.

W wyniku tej transformacji otrzymujemy np. dla węzła począt­

kowego macierz bezwładności, która jest postaci:

W prawej dolnej części tej macierzy występują na przekątnej 

masowe momenty bezwłauności, poza przekątną - masowe momenty 

dewiacji. Jak wykazano w pominięcie masowych momentów de­

wiacji nie wpływa w znaczący sposóo na dokładność obliczeń 

najniższych częstości 1 postaci drgań własnych. Pominięcie 

tych współczynników przywraca przekątną postać macierzy bez­

władności .



Macierz Bezwładności całej struktury Belkowej, po umieszcze­

niu w niej tylko współczynników bezwładności pochodzących od 
i-oego elementu /położonego mięazy węzłami p oraz k/, ma nas­
tępującą postać:

Zsumowanie macierzy tej postaci, pochodzących od poszczegól­

nych elementów struktury Belkowej, aaje macierz Bezwładności 

całej struktury Belkowej:

M = J . (2.4,
i

Przyjmując, że masowe momenty dewiacji są równe zero, macie­
rze 12.39), a zatem i suma l2.40) są diagonalne.



2. . Macierz tłumienia modelu Deltowego

W praktyce można założyć, że sprzężenie postaci drgań 

poprzez tłumienie jest pomijalnie małe i układ równań opisu­

jących rucn struktuiy rzeczywistej można rozprzęgnąć. Dzięki 

temu odliczenia dynamiczne można przeprowadzić metodą modalną 

/superpozycji postaci/, wyznaczając dia Każdej postaci drgań 

współczynnik tłumienia dla całej konstrukcji. Badania wykazu­

ją, że układy nośne obrabiarek należą do struktur słabo tłu­

mionych i wartości względnych współczynników tłumienia posta­

ciowego wynoszą dla nich od 0,02 do 0,06 •

2.4. Algorytm obliczeń dynamicznych belKową metoaą sztywności

Poniżej zamieszczono schemat blomowy algorytmu obliczeń 

dynamicznych. Najistotniejsze jego fragmenty to budowa macie­

rzy sztywności oraz rozwiązanie problemu własnego. Przy odpo­

wiedniej numeracji węzłów /tzn. gdy belki łączą węzły o nie­

zbyt odległych oa siebie numerach/ niezerowe współczynniki 

macierzy sztywności skupione są tylko wokół przekątnej, two­

rząc woKÓł niej wąskie pasmo /rys.2.5/. Umożliwia to zapamię­

tanie macierzy sztywności w niedużej tablicy jednowymiarowej 

w następujący sposób: korzystając z symetrycznosci zapamię­

tuje się kolejne kolumny, począwszy od wyrazu na przekątnej 

a skończywszy na ostatnim niezerowym wyrazie tej kolumny.
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a43 ia*

a22

a34 a33 °34 a36

&43 a44

a55 aS6

a63 a65 ^68 a67

a7£ a77 a78

^7 a88

rys.2.5

Do zdekodowania tego zapisu wystarczy jednowymiarowa tablica 

Typu INxEGER, gdzie przechowywane są numery współczynników 

znajdujących się na przekątnej /rys.2.4/.

A W A (5}
—

A12) A(A)

A (3) A17)

A (6) A^)

A(8) A^O)

A® A^)

A)U) A^6]

A(^l

iiys.2.4 



Ter: sposób zapisu zapewnia bardzo dużą oszczędność pamięci 

operacyjnej maszyny cyfrowej i umożliwia obliczenie przypad­

ków o dużej licznie szopni swooody.

Do rozwiązania prooiemu własnego wykorzystano metodę iteracji 

w podprzestrzeniach. Program ooliczający warzosci i wektory 

własne dla niestandardowego prooiemu własnego

(M - > M) [y] - {0} ,
oparty na metodzie iteracji w podprzestrzeniach, zbudowano 

na podstawie programów zamieszczonych w pracy .

Dzięki zastosowaniu metody iteracji w podorzestrzeniach do l
rozwiązania problemu własnego ooliczenia dynamicznych włas­

ności srrukuury o omoło 2uu stopniach swooody trwają ponad 

trzykrotnie krócej niż przy zastosowaniu metod tradycyjnych 

proponowanych przez autorów w czy
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Rys. 2.5 Schemat blokowy algorytmu obliczeń 
dynamicznych belkową metodą eztyw- 

noĄci



y* METODY MODYFiKALl JI DO OB1i1Cz>El« DYh A MI OZIMYCH

5. 'i. Opis rucnu modelu belkowego we współrzędnych głównych

Jak wspomniano w podrozdziale 2.2 przemieszczenia węzłów 

modelu belkowego są w wystarczajacy sposóo przyoliżone przez 

superpozycję tylko kilku lub kilkunastu postaci drgań, zwią­
zanych z najniższymi częstościami drgań własnych /patrz ^2.12

8 ■ 5 8^ . M
Równanie powyższe może stanowić jednocześnie transformację, 

która sprowaaza N współrzędnych uogólnionych do niewielkiej 

liczny M współrzędnych głównych. Jeśli zamiast transformacji 
(2.4) /zastosowanej w rozdziale 2.2/ podstawimy do równania 

^2.1) transformację otrzymamy układ równań'.

Mfo] + KI [4} + M {3} = K} > (5‘2)
który pomimo tego, że składa się z dużo mniejszej ilości rów­
nań niż układ (s.sj to jednak opisuje rucn modelu belkowego 

dla celów praktycznych dostatecznie dokładnie. Fakt ten wy­

korzystano do opisu rucuu modelu belkowego w tzw. współrzęd­

nych guasi-giównych.

3.2. Współrzędne ąuasi-główne

Spośród współrzędnych uogólnionych można wydzielić pewną 

grupę związaną z interesującym nas fragmentem struktury i nie 

transformować ich do współrzędnych głównych. Będziemy mieli 

wtedy do czynienia z transformacją, którą symbolicznie można



)

- współrzędne uogólnione podlegające

transformacji na M współrzędnych łownych ą,], . . . ,

obliczanych dla całej struktury

- współrzędne nie podlegające prze­

kształceniu,

- wekror tzw. współrzędnych ąuasi-głównych.
l J

Próby wykorzystania podoonej komoinacji współrzędnych, lecz 

dokonywane w oparciu o dodatkowe równania więzów, co w prak

byce okazywało się mało efektywne, oyły już podejmowane do

innych celów

no również do

Transformację

[i 6,1 j] . współrzędne ąuasi-główne wykorzystywa 

opisu ruchu struktur dyskrętno-ciągłych 08]. 

(p.j)można zapisać macierzowe:

k+ł



której kolumnami jest L- - wektorów

własnych, w których pominięto /l\T-k/ współrzędnych.

M«N.

Podstawiając dc (2.1) i mnożąc lewostronnie przez

[Q>Mg 4 [GOt[dHQ] § 4 [Q]W{yHo]|}
lub po wprowadzeniu nowych oznaczeń

$ + [dJ $ + [kJ $ = « •
Budowa występujących w tym układzie równań macierzy bezwład­

ności, tłumienia i sztywności jest dość prosta 1 dla celów 

interpretacji fizycznej oraz praktycznych zastosowań zosta­

nie poniżej przeanalizowana.

Ponieważ wszystkie macierze podlegają temu samemu prze­

kształceniu wystarczy przeanalizować oudowę jednej z nich np 

macierzy sztywności. W tym celu podzielmy współrzędne uogól­

nione na trzy grupy: związane z punktami węzłowymi należącymi 

wyłącznie do wspomnianego wydzielonego fragmentu struktury -

Fj 
ry

do poiączeń tego fragmentu z pozostałą częścią struktu-

k‘. do tej pozostałej części struktury - (rys.5 

Rys.3.1



Odpowiednio ao podziału współrzędnych uogólnionych daje się 

również przedstawić macierz sztywności, jako sumę macierzy 

pochodzących od poszczególnych fragmentów. Rozłóżmy więc ma­

cierz sztywności na sumę dwóch macierzy - jednej związanej

tylko z częścią 1 struktury oraz drugiej związanej z wydzie­

lonym fragmentem i połączeniami obu tych części tzn. związa­

nej z częściami B i U:

W podmacierzach oraz niezerowe są tylko wiersze

związane ze współrzędnymi opisującymi część B struktury. Przy 

założeniu więc, że wydzielony fragment jest niewielki, a co 

za tym idzie punktów połączeń jest też niewiele, można w wy­

niku odpowiedniego przenumerowania współrzędnych, zapisać 

drugi składnik powyższej sumy jako macierz o małym wymiarze.

W wyniku przekształcenia kongruentnego otrzymujemy:

Wq]t[kM =
0

(3.7)

0 0 “li
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Pierwszy sKładnik związany z częścią A zawiera współczynniki 

odpowiadające współrzędnym głównym. Drugi składnik opisuje 

części hiG struktury, przy czym fragment O we współrzęd­

nych uogólnionych.

Z uwagi na to, że do analizy dynamicznej branych jest poa 

uwagę tylko milka lub kilmanascie postaci drgań własnycn., a 

wydzielony fragment struktury jest nieduży, wymiar macierzy 
gf M M i zarazem układu równań jest mały.

Z rozważań powyższych wynika, że transformacja współrzęd­

nych uogólnionych do współrzędnych ąuasi-głównych umożliwia: 

- dostatecznie dokładne opisanie dynamicznych wiasnosci struk­

tury za pomocą macierzy o niedużych wymiarach, 

- opisanie własności interesującego nas fragmentu struktury 

we współrzędnych uogólnionych.

Sformułowane powyżej własności transformacji współrzędnych 

uogólnionych do współrzędnych ąuasi-głownych zostały wykorzys­

tane do budowy metody służącej do analizy dynamiki modyfiko­

wanych układów sprężystych /metoda modyfikacji/.

J.J. Metodą_obliczeń_dynamiczn^ch_w^korz2StU;jąęa_współrzgd7 

ne guasi-głowne

Przedstawiona poniżej metoda modyfikacji służy do nada­

nia wpływu zmian wprowadzanych w modelu belkowym na jego włas­

ności dynamiczne.

Metoda przyjmuje następujące dwa założenia:

1. Modyfikacjom podlegać będzie pewien nieduży w stosunku 

do całości fragment struktury.

2. Modyfikacje obejmować mogą zmiany sztywności elementów 



/a zatem 1 zmiany wielkości przekrojowych./ jak również 

zmiany ich. masy i masowych, momentów bezwładności.

Traktując modyfikowaną część* struktury jak wydzielony frag­

ment z poprzedniego podrozdziału J.2 możemy na podstawie 

sztywność struktury zmodyfikowanej zapisać następująco:

lun stosując nowe oznaczenia:

gdzie na oznaczenie elementów podlegających modyfikacjom uży­

to wskaźnika "z”.

Po dokonaniu transformacji współrzędnych uogólnionych do 

współrzędnych quasi-głównych tak, że modyfikowana część po- 

zostaje opisana we współrzędnych uogólnionych macierz sztyw­

ności struktury zmodyfikowanej przyjmie postać /patrz p.71/:

PjKuPe 0

•

0 0 Kjj



Stosując zapis skrócony można tą zależność wyrazić następu­

jąco:

[K<J = [<l + •

Należy zwrócić uwagę na to, ze do transformacji tej użyto 

macierzy , na którą SKiaaają się postacie drgań własnych, 

/patrz struktury wyjściowej niezmodyfikowanej, innymi

słowy współrzędne uogólnione opisujące przemieszczenia węz­

łów pozostałej niemodyfikowanej części struktury, przechodzą 

na M współrzędnych głównych odpowiadających strukturze wyjś­

ciowej niezmodyfikowanej. Tak doorana transformacja posiada 

pierwszorzędnej wagi zaletę polegającą na tym, że pierwszy 

składnik sumy pozostaje stały i nie zmienia się podczas

modyfikacji.

Stosując te same przekształcenia na macierzy bezwładności 

oraz na macierzy tłumień otrzymujemy równanie ruchu struktu­

ry zmodyfikowanej:

{y}+([d;] [d*]) g+ ([k;]+tm) g - y. (5.io)

Jeśli znana jest macierz tłumień, moaalnych postępuje się jak 

w rozdziale 2.2. Najpierw formułujemy równanie ruchu układu 

zachowawczego:

([Mę] + [m$] {y}+ ([K^l + Kj]) g = {0} , (5.1-1)

na którego podstawie obliczamy częstości oraz postacie drgań 

własnych /we współrzędnych ąuasi-głównych/. Następnie, korzys­

tając z transformujemy postacie drgań własnych do współ­

rzędnych uogólnionych. Stosując dalej równania rozdziału 2.2 
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można obliczyć dla wybranych, punktów węzłowych podatności 

dynamiczne struktury zmodyfikowanej.

3*4. Algorytm obliczeń

Poniżej zamieszczony jest schemat blokowy algorytmu oo- 

liczeń dynamicznych wykorzystujący ąuasi-głowne współrzędne. 

Algorytm ten skrada się z dwóch etapów. Stąp I ooliczeń, Któ­

ry stanowi częściowo powtórzenie algorytmu ooliczeń dynamicz­

nych belkową metodą sztywności /patrz 2.4/, wykonuje się tyl­

ko jeuen raz, natomiast etap II powtarza się wielokrotnie ty­

le razy, ile modyfikacji parametrów zamierza się przeanali­

zować .
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Tm®] dla struktury w której 
ELEMENTY Z MODYFIKOWANEGO 
FRAGMENTU ZOSTAŁY POMINię- 

TE

Segment MQ

CO ■ WT ["1 w
—-------co

________n________
Segment SS

BUDUJ MACIERZ SZTYWNOŚCI 
[k°] dla struktury w której 
ELEMENTY Z MODYFIKOWANEGO
FRAGMENTU ZOSTAŁY POMINIĘ­

TE

1
Segment SSQ

to • WT [<l W

Rye. 3.2 Schewat blokowy algorytmu etapu pierwszego 
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». 3.3 Schemat blokowy al^oiyteu etapu dru^le^o oblioaeń 
dyuat lczrych wykonsyotująoy quacl-^16wiia współ- 

rtce^rso
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3 • 5 • Zalety metody modyfikacji

Aby ukazać zalety metody modyfixacji niezbędnym jest 

najpierw odpowiedzieć na pytanie: jaxie wymiary mają macie­

rze występujące w algorytmie etapu drugiego obliczeń? 

Jeśli założymy, że ilość stopni swobody fragmentu modyfiko­

wanego jest równa N , a części stanowiącej połączenie modyfi- 

kowanego fragmentu z pozostałą częścią struktury jest równa 

N /tak jak poprzednio ilość branych do analizy częstotliwos- Ir 
ci i postaci drgań własnych jest równa M/, to wymiary macie­

rzy '.występujących w algorytmie etapu drugiego obliczeń są 

następujące:
M , M - (Mn + Mj X (Nm + JVP)

[k;],
[kJ JmJ - (m + Nm) x(m + Nm)

fO^J - przy przekształcenia kongruentnym na-
cierzy M i M wystarczy wziąć tyl­

ko część macierzy transformacji o 'wymia­

rach - j

- przy transformacji postaci drgań włas­

nych do współrzędnych uogólnionych moż­

na transmitować macierz z pamięci 

zewnętrznej wierszami.
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- obliczenia etapu, drugiego w odróżnieniu od obliczeń etapu 

pierwszego nie wymagają dużej pamięci operacyjnej maszyny 

cyfrowej i mogą oyć przeprowadzone na małym systemie cyfro­

wym.

Zalety metody modyfikacji wykorzystującej współrzędne ąuasi- 

główne uwidaczniają się również w przypadku przeprowadzania 

obliczeń podatności dynamicznej bez korzystania z założenia, 

że tłumienie nie sprzęga postaci drgań. W takim przypadku 

rozwiązuje się układ równan. różniczkowych:

M g + [D] g + [K] {f} = {Ra} , (3.12)

gdzie: [D] - macierz tłumień lojalnych.

Podstawienie do przewidywanego rozwiązania w postaci:

{f} = ®
FrAgdzie: pa f - wektor zespolonych amplitud, 

sprowadza rozwiązanie układu równań różniczkowych do

rozwiązania układu zespolonych równań liniowych:

(-W2[m] + {£} = {?□} • (?. I*)

Po rozwiązaniu układu możemy znaleźć poszukiwane ampli­

tudę i fazę poszczególnych składowych wektora współrzędnych 

uogólnionych odpowiadające zadanej częstości wymuszenia CJ . 
Doliczenia podatności dynamicznej, oez korzystania z założe­

nia że tłumienie nie sprzęga postaci drgań, przy zastosowa­

niu metody modyfikacji 'wykorzystującej współrzędne ąuasi- 

główne, polegają na rozwiązaniu układu równań różniczkowych:



- -

H+K]) 0=
patrz (3.10)) opisującego również jar u&ład (3.12) ruch., któ­

ry wykonuje struktura pod wpływem wymuszenia harmonicznego, 

lecz we współrzędnych ąuasi-głównych. Rozwiązanie układu rów­

nań różniczkowych (3.15) podobnie jak układu (3.12) sprowadzić 

można do rozwiązania układu zespolonych równań liniowych:

M]0= W • ^■16
Ponieważ układ (3.14) srłada się z Di równam, a układ ^3«1o) 

z równań, gdzie N, rozwiązania układu ^3.16^

można dokonać znacznie szybciej niż uKładu (3.14) i przy 

mniejszym zapotrzebowaniu na pamięć operacyjną maszyny cyfro­

wej. Zwykle interesują nas przemieszczenia tylro kilru węz­

łów struktury modelowej. W takim 

oranie tak wektora współrzędnych 

przemieszczenia tych węzłów były 

przypadku celowe jest do- 

ąuasi-głównych , aoy

'wyrażone w nim oezpośrednio

za pomocą współrzędnych uogólnionych. Dzięki temu po rozwią­
zaniu układu (3.16) otrzymujemy od razu przemieszczenia in­

teresujących nas węzłów oez dokonywania transformacji współ­

rzędnych ąuasi-głównych do współrzędnych uogólnionych.

Należy w tym miejscu zwrócić uwagę jeszcze aa dodatkową za­

letę metody modyfikacji zastosowanej w obliczeniach podatności 

dynamicznej, nie korzystających z założenia, że tłumienie nie 

sprzęga postaci drgań. Umożliwia ona mianowicie, jak widać 
z równań (ó.*?) i ^3«1o) , modyfikację nie tylko własności 

masowych i sprężystych analizowanej struktury a±e również 
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tłumienia.

Jak widać z powyższych rozważań metoda modyfikacji w obli­

czeniach dynamicznych własności konstrukcji sprężystych po­

siada istotne zalety. Dzięki tym zaletom proces obliczeń to­

warzyszący projektowaniu nowej Konstrukcji można znacznie 

skrócić i usprawnić. Proces tych obliczeń może np. 'wyglądać 

następująco: 

1/ przeliczenie pierwotnej koncepcji konstruKcji na dużym 

komputerze, przy czym w danych muszą być zaznaczone ele­

menty, w których będą wprowadzane modyfikacje, 

2/ przesłanie z dużego komputera pośrednich wyników, tzn.

Ld. [41 . [M^] /w przypadku modyfikacji tłumienia jesz­

cze / za pośrednictwem pamięci zewnętrznej na maiy 

system cyfrowy, 

3/ ustalanie modyfikacji, 

4/ przeliczanie kolejnych wariantów konstrukcji na małym 

systemie cyfrowym.
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4. PRZYKŁAD! ZASTOSOWANIA METODY MODYFIKACJI DO OBLICZEŃ

DYNAMICZNYCH

W oparciu o opisane w podrozdziale J.4 algorytmy obliczeń 

dynamicznych metodą modyfikacji napisane zostały w języku 

FORTRAN dwa programy na maszynę cyfrową ODRA: 

- program DYNK realizujący etap I, oraz 

- program QUASI realizujący etap II.

Obliczenia wyżej 'wymienionymi programami wykonywano na maszy­
nie ODRA 1305 ^64 K^.

Program DYnK umożliwia wykonanie ooiiczeń dynamicznych struk­

tur belkowych o 50 węzłach tj. o pOO stopniach swooody zawie­

rających maksymalnie 60 elementów belkowych. Oba programy 

umożliwiają obliczenie 15 najniższych częstotliwości i odpo­

wiadających im postaci drgań własnych. Ponadto oba programy 

zostały wyposażone w podprogramy graficzne, które za pomocą 

drukarki wierszowej rysują charakterystyki amplitudowo-fazowe 

i amplitudowo-częstotliwościowe podatności dynamicznej między 

wyoranymi punktami węzłowymi modelu belkowego w kierunku X,X,Z, 

w zadanym paśmie częstotliwości. Zestaw programów DINK i QrJASl 

umożliwia dokonywanie modyfikacji własności masowych i sprę­

żystych, jednocześnie w pięciu, dowolnie 'wybranych z analizo­

wanego moaelu, elementach belkowych.

4.1. Przykład 1 - oelka obustronnie utwierdzona

Obliczeniom poddano model belkowy stalowej belki /rys.4.1/ 

oouscronnie utwierdzonej o aragosci pOO mm 1 przekroju poprzecz 



nym w kształcie prostokąta o wymiarach 50 mm x 50 nm. Model 

składa! się z pięciu elementów belkowych.

h=50mm
b*30mm

hys.4.1 Model belkowy stalowej oelki ooustronnie utwierdzo­
nej i jej przekrój poprzeczny

Modyfikacje tego modelu poiegały na zmianie własności sprę­

żystych i masowych środkowego elementu belkowego położonego 

pomiędzy węzłami 2 i 5« Zmiany te uzyskiwano zwiększając wy­

miar b przekroju, co pociągało za sobą oczywiście zmianę pra­

wie wszystkich parametrów przekrojowych oraz masy i masowych 

momentów bezwładności tego elementu. Wyniki zamieszczono w ta­

beli 4.1. W pierwszej kolumnie tej tabeli zestawiono w górnej 

jej części parametry charakteryzujące element belkowy przed 

modyfikacjami /wszystkie pięć elementów modelu 'wyjściowego 

były identyczne/, a w dolnej jej części obliczone częstotli­

wości drgań własnych modelu wyjściowego przyporządkowane ko­

lejnym dziesięciu postaciom drgań.

następnych kolumnach, w górnej części tabeli, zamieszczone 

zostały parametry modyfikowanego elementu belkowego, po ko­

lejnych modyfikacjach tzn., gdy wymiar b, przekroju poprzecz­

nego tego elementu, przyjmował kolejno wartości: 55» 40, *5 

i 50 mm. ¥ dolnej części tabeli zestawiono obliczone częstotli-
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wości drgań własnych modelu, po jego kolejnych czterech mody­

fikacjach.

Dla porównania obliczenia wykonano nie tylko metodą mody­

fikacji ale również pełną belkową metodą sztywności - stąd 

też pod Każdym zestawem parametrów znajdują się dwie kolumny - 

lewa - przedstawiająca częstotliwości drgań własnych ooliczo- 

ne programem DYNK, prawa - częstotliwości drgań własnych obli­

czone programem QUASI. 

Modyfikacje modela powodowały również zmiany postaci drgań. 

Zmiany te były jednak nieduże i charakter postaci pozostawał 

ren sam. Jas widać z tabeli 4.1 niektóre zmodyfikowane para­

metry ulegały dość znacznym zmianom np. geometryczny moment 

bezwładności J został zwiększony az ponad czterokrotnie. Spo- IŁ 
wodowało to dość duże przesunięcia częstotliwości drgań włas­

nych, a nawet zmianę kolejności występowania postaci drgań, 

i tak: dziewiąta postać stała się dziesiątą, a 'dziesiąta pos­

tać stała się dziewiątą, dla II, III 1 IV modyfikacji, podoo- 

nie czwarta i piąta postać zmieniły się Kolejnością występo­

wania. Z tabeli wynika, że metoda modyfikacji nawet przy tak 

istotnych zmianach modyfikowanych parametrów daje wyniki z bar­

dzo dużą dokładnością.

4.2. Przykład 2 - Pełka jednostronnie utwierdzona

Obliczeniom poddano model belkowy, podobnej jak w przy­

kładzie pierwszym, stalowej belki ale jednostronnie utwier­

dzonej /rys.4.2/.



- 57 -

h=50mm 
b-30 mm

Pys.4.2 Model oelkowy stalowej belKi jednostronnie utwier­
dzonej i jej przekrój poprzeczny

Model sKładał się z pięciu, elementów belkowych. Przeprowadzo­

no jedną modyfikację tego modelu., polegającą aa zwiększeniu 
2o 0,p kg masy i o 1,2 kg cm masowych, momentów bezwładności 

przypisanych, punktowi węzłowemu o numerze 5« Wyniki przedsta­

wiono w tabeli 4.2, Której uKład jest analogiczny do układu 

tabeli 4.1. Jam wynika z tabeli wszystmie częstotliwości 

drgań własnych obniżyły się pod wpiywem modyfikacji, a przy 

tym dziewiąta postać drgań zamieniła się kolejnością wystę­

powania z ósmą. Podobnie jam w poprzednim przykładzie widać, 

że wyniki otrzymane metodą modyfiKacji nie różnią się w is­

totny sposób od wyników otrzymanych pełną oelKową metodą 

sztywności.

4.3* rrzymład 3 ~ Korpus stojąKa frezarKi bramowej

Obliczano model oelKowy Korpusu suo^aKa frezarki oramo- 

wej /rys.4.3/.

Model składał się z 13 elemenców belkowych i posiadał 72 stop­

nie swobody.
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Rys.4.3 Model belkowy korpusu, stojaka frezarki bramowej

Dziesięć częstotliwości i postaci drgań własnych struktury 

wyjściowej, obliczone belkową metodą sztywności, przedstawia 

rys.4.4. Modyfikacje tego modelu polegały na zmianie własnoś­

ci sprężystycn. czterech elementów belkowych o identycznych 

przekrojach, leżących pomiędzy węzłami 0-1, 1-2, 11-12 oraz 

12-13. Zmiany te uzyskano przez identyczne modyfikacje we 

wszystkich czterech elementach jednocześnie, dwóch wielkości 

przekrojowych: geometrycznego momentu bezwładności oraz 

wskaźnika charakteryzującego sztywność skrętną J^.. Wyniki 

zamieszczono w tabeli 4.3, której układ jest analogiczny do 

układu tabel <+.2 1 4.3. Podobnie jak w poprzednich taoelach 

pierwsza kolumna tabeli 4.3 zawiera: w górnej jej części pa­

rametry charakteryzujące przekrój, który posiadały wymienio­

ne cztery elementy jeszcze przed modyfikacją, a w dolnej jej 

części obliczone częstotliwości drgań własnych struktury 

wyjściowej, przyporządkowane kolejnym numerom postaci drgań 

z rys.4.4. Dalsze kolumny tabeli przedstawiają ooliczone



Rys. 4.4 Częstotliwości i postacie drgań własnych modelu 
belkowego korpusu stojaka frezarki bramowej.
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częstotliwości drgań własnych dla kolejnych trzech modyfikacji. 

Pierwsza modyfikacja polegała na zwiększeniu tylko jednego 

parametru - geometrycznego momentu bezwładności J . Mogło to 

zatem wpłynąć tylko na podwyższenie częstotliwości drgań włas­

nych w kierunku Y, a więc związanych z postaciami 1, 4 i 6. 

Te przypuszczenia potwierdziły obliczenia, zarówno pełną bel­

kową metodą sztywności jak i metodą modyfikacji. Druga mody­

fikacja polegała na około 7^^ wzroście obu modyfikowanych pa­

rametrów, co spowodowało podwyższenie prawie wszystkich częs­

totliwości drgań własnych, wie uległy podwyższeniu te, w któ­

rych nie występują drgania w kierunku Y lub drgania skrętne, 

a są to postacie 2, 8 i 10.

Trzecia modyfikacja polegała na ponad dwukrotnym zwiększeniu 

geometrycznego momentu oezwładności i prawie dwukrotnym 

zmniejszeniu wskaźnika charakteryzującego sztywność skrętną. 

Podobnie jak w drugiej modyfikacji nie mogło to wpłynąć na 

zmianę częstotliwości drgań własnych związanych z 2, 8 i 10 

postacią. Podwyższeniu uległy częstotliwości drgań własnych 

związanych z drganiami w kierunku Y, a więc związanych z pos­

taciami 1, 4 i 6. Natomiast obniżyły się częstotliwości drgań 

własnych związanych z drganiami skrętnymi, a więc odpowiada­

jące postaciom 5, 7 i 9.

Podoouie jak w poprzednich przykładach i tu nastąpiły 

pod wpływem modyfikacji zmiany kolejności występowania postaci 

drgań. Pod wpływem pierwszej modyfikacji szósta postać stała 

się siódmą, a siódma zajęła miejsce szóstej. Pod wpływem 'dru­

giej modyfikacji piąta postać zajęła miejsce siódme, szósta 

postać zajęła miejsce piąte, a siódma postać stara się szóstą. 
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natomiast pod wpływem trzeciej modyfikacji kolejnością wystę­

powania zamieniły się następujące postacie: czwarta z piątą 

oraz szósta z siódmą.

Przedstawiona powyżej analiza zmian własności dynamicznych, 

które dokonały się pod wpływem modyfikacji, świadczy ze zmia­

ny te były istotne, a jak wynika z taoeli 4.3 wyniki otrzyma­

ne metodą modyfikacji w sposób dokładny odzwierciedliły te 

zmiany.

4.4. Przykład 4 - Pozioma frezarka wspornikowa

Eys.4.5 przedstawia szkic poziomej frezarki wspornikowej 

oraz jej model belkowy, który poddano obliczeniom dynamicznym. 

Model ten składa się z 32 elementów belkowych i posiada ISO 

stopni swobody.

Elementy 2, 4, 8, 11 i 13 modelują stojak, ktorego przekrój 

przyjęto jako stały aa całej długości. Element 1 zastępuje 

połączenie stojaka z podstawą i może hyc nim zamodelowana nie 

tylko sztywność samego połączenia ale i sztywność płyty pod­

stawy. Elementy 12, 16 i 18 modelują wspornik, który jest pod­

noszony śrubą zamodelowaną elementem 31* Elementy 5 i 10 mode­

lują połączenie, pomiędzy stojakiem a wspornikiem, którego 

własności sprężyste wynikają z podatności prowadnic. Połącze­

nie prowadnicowe, między wspornikiem a saniami, zostało zamo- 

delowane elementem 20. natomiast własności połączenia san, 

obrotnicy i stołu przypisano elementowi 22. elementy 25, 27, 

29 i 26, 28, 30 modelują stół, a ustawiony aa mm przedmiot 

obrabiany został zastąpiony elementem 24. Element 17 zastępu-
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Rys. 4,5 Szkic poziomej frezarki wspornikowej oraz
jej model belkowy
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je wrzeciono wraz z narzędziem. Silniki napędu głównego i posuwu 

zamodelowano elementami 6 i 15. Współczynniki sztywności ele­

mentów zastępujących, połączenia przyjęto do obliczeń na pod­

stawie pomiarów £3] /patrz tabela 4.4/.
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Obliczenia dynamiczne tego modelu przeprowadzono belkową me­

todą sztywności. Na rys.4.6 zamieszczono dziesięć najniższych 

obliczonych, częstotliwości i postaci drgań własnych. Ponadto, 

na podstawie dwunastu najniższych częstotliwości i postaci 

drgań własnych, obliczono podatności dynamiczne między narzę­

dziem a przedmiotem, czyli między węzłami 17 i 24, w zakresie 

od 1 do 22o Hz. Do obliczeń podatności przyjęto dla wszystkich 

postaci taki sam wzglęuny współczynnik tłumienia modalnego rów­

ny 0,04. Obliczenia wykazały, ze względne przemieszczenie węz­

łów 17 i 24 osiąga istotne wartości tylko aa Kierunkach zgod­

nych z kierunkami wymuszenia, a największe wartości ooliczana 

podatność osiąga na kierunkacn 1 i Z. .łys^.? przedstawia wy-



Rys. <6 Częstotliwości i postacie drgań własnych 
modelu belkowego frezarki wspornikowej.



Rys. 4.6 c.d.



Rys. 4. 6 c.d.



Rys. 46 c. d.



Rys. 4. 6 C. d.



Rys.4/Charakterystyka amplitudowo-częstotliwościowa podatności dynamicznej 
między narzędziem i przedmiotem wersji pierwotnej w kierunku Y.



/?z/s.47crf.Charakterystyka aaplitudowo-fazowa podatności 
dynamicznej między narzędziem i przedmiotem 
wersji pierwotnej w kierunku I.
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kresy amplitudowo-faz;owy i amplitudowo-częstotliwościowy po­

datności dynamicznej w kierunku Y. Jak stwierdzono na podsta­

wie obliczeń, postacie 11 i 12, a także następne do 15 włącz­

nie, praktycznie nie wpływają aa przedstawione charakterystyki 

w zakresie od 1 Hz do 200 Hz. Przeprowadzono 6 modyfikacji 

tego modelu. Polegały one aa stopniowym wzroście sztywności 

elementów 5» 10, 20 i 22 modelujących połączenia. Wzrost ten 

odbywał się kolejno o 10, 20, JO, 40, 50 i 60 procent.

W tabeli 4.5 przedstawiono częstotliwości drgań własnych dra 

kolejnych modyfikacji, obliczone belkową metodą sztywności 

i metodą modyfikacji. Jak wynika z tabeli pod wpływem usztyw­

nienia połączeń nastąpiło podwyższenie wszystkich częstotli­

wości drgań własnych. Prócz tego usztywnienie połączeń wpły­

nęło na zmianę postaci drgań. Wyniki ooliczeń wykazały, że 

zmiany te oyły istotne tylko dla ósmej i dziewiątej postaci 

drgań. Pozostałe postacie, chociaż nieco się zmieniły, to 

jednam nawet przy największej modyfikacji zachowały swój cha­

rakter. Pod wpływem wzrastającej sztywności połączeń zmiana 

ósmej postaci polegała na stopniowym zaniku drgań stołu i sań 

/element 21/ i na pojawienia się drgań wrzeciona w kierunku Y. 

Przy trzeciej modyfikacji praktycznie drgało juz tylko samo 

wrzeciono. Tak więc ósma postać zmieniła się w dziewiątą pos­

tać wersji pierwotnej. Potwierdzeniem tego jest obliczona 

częstotliwość drgań własnych, która dla szóstej modyfikacji 

wynosi 171,99 Hz i różni się tylko o 0,1 Hz od częstotliwości 

drgań własnycn. odpowiadającej dziewiątej postaci drgań włas­

nych wersji pierwotnej -wynoszącej 1?2,09 Hz. Ponieważ ósma 

postać drgań zdążała w kierunku znanej postaci /zakodowanej



Tabela 4.5

;; Nr 
li pos- 
!! ca­
li ci u , u ar­
ii gań 
li i!
li 
ii 
II 
li 
ii

Wersja i 
piec- { 
wolna j

i 3 
। 

Modyfikacja J 
i

II l
i

Modyfikacja ] 
i

III '
i 

Modyfikacja [ 
i

iv 1
। 

Modyfikacja j 
1

V !
1

Modyfikacja j
1

vi i!
u

Modyfikacja ]| 
ji

Częjstotiiwości drgań własnych
n 
u 
u 
u

1 i i 1
““T——■

1 
1 2 ; -l i 2 ! 1

F 
I 
I 2 1 1 1 2 i i 1 i i 2 । । zl 1 1 2 u 

ll

r [hz if i f [Hz] i [ [Hz] i f [Hz] ilr [Hz] ilf [Hz] if [Hz] f [Hz] if [Hz.
if

[Hz] if [Hz[ if [Hz. ii
li11
i -1

r
26,

—r 
24!

।

I 'l
26,4?l 26,48 i

I I
26,68 I 26,68 ' 

i i

I
26,86! 

।
26,87 ; 27,02 27,03 i 27/I6j 27,19 ! 27,50; 27,.52 ii

____ IIiF-------
» 2 u

r~
47,51} 49,71* 45S71 ; 51,80; 51,81 ; 53,79; 55,81 ; 55,68 55,72 I 57,50; 57,55 ! 59,;24! 59,51 ;

II 2 54,
— 1—
14} 55, ?3j 55,55 j 56,76} 56,78 { 57, 84] 57,89 ; 58,80 58,8? j 59,l55 j 59,75 ; 60, +11 60, 54 ;;

8 4
IL___

81,87; 82, 91! 82,91 i 85, 98; 83,99 ! 85,08} 85, 10 ; 86,20 86,24 j 87,33! 8?,^+0 ; 88,'+6J 88, 58 !;

If
U 5 69, 36; 90, 54! 90,68 ! 91,75! 91,88 ! 92,68) 92,96 ! 95,50 93, 97 ; 94,24,' 

i
94,90 ; 

।
94, 39! 95/78 l!

____ ll!»' 1
b l> 121, 67j 124,-

1 1
11*124,19 J126,'+2*126,71 ; 128,59* 129,22 j 130,63; 131/?1 *152,55; 154,18 ;134,34;136/-•2 11I1;

ii 7
1
122, 49! 122,95!122,95 j125,54}123,35 1123,?lj125,72 { 124,0?}124,0? J124/+1*124,42 *124,76* 124,77 fi

ii 8 159, 9o!165,6o!165,76 !1?0,4bI1?Q,89 'l?1,8l!' 
ii ii ii

171,86 j 171,95! 171,95 [171/ 
। । । 97!171,98 }1?1, 99! 171,99!!

i. .
11 9n x 172,

i
09*172, 16*172,16 *1?2, 59*172,81 ;1?6,<38;177,46 ! 180,38; 182,86 !184,35;188,1? ;187,96;195,,56 1!

ii 10 176, 25!176,5O;17€>,51 !176,35|i?6,55 j176,38}176,40 * 1?6,42] 1?6,44 *176,46*176,49 j1 76, 50*176,55 i]

1 - Częstotliwości drgań
2 - Częstotliwości drgań

własnych obliczone 
własnych obliczone

programem DYNK 
programem QUASI
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w opisie ruchu struktury we współrzędnych ąuasi-głównych/ wy­

niki otrzymane z programu QUASI są dokładne. Natomiast dzie­

wiąta postać drgań przechodziła w nową postać. Prócz drgań 

wrzeciona pojawiły się tu pod wpływem modyfikacji, również 

drgania stołu i sań. Dlatego też 'wyniki otrzymane z programu 

QUASI, dotyczące dziewiątej postaci, są mniej dokładne.

Na podstawie obliczonych częstotliwości i postaci drgań 

własnych zarówno programem DYnK i programem QUASI, 'wykonano 

dla wszystkich modyfikacji wykresy podatności dynamicznej, 

pomiędzy narzędziem a przedmiotem obranianym. Względny współ­

czynnik tłumienia modainego przyjęto jak poprzednio dla wszyst­

kich postaci i modyfikacji taki sam, równy 0,04. Na rys.4.8 
i 

zamieszczono tylko 4 wybrane zestawienia wykresów, których 

'wykonano 36* Przedstawione aa rys.4.8 'wykresy, to charakte­

rystyki amplitudowo-częstotliwościowe i amplitudowo-fazowe 

podatności dynamicznej między przedmiotem i narzędziem w kie­

runku Y dla dwóch modyfikacji: pierwszej i szóstej.

Z wykresów widać bardzo dobrą zgodność wyników otrzymanych 

metodą modyfikacji z wynikami otrzymanymi belkową metodą 

sztywności nawet przy tak znacznej modyfikacji, jaką było 60% 

zwiększenie sztywności czterech połączeń. Na wykresach ampli- 

tudowo-częstotliwosciowych naniesiono charakterystykę wersji 

pierwotnej, aby podkreślić fakt, że modyfikacje wpłynęły w is­

totny sposób na zmianę własności dynamicznych analizowanego 

modelu.

Jak widać z wykresów obliczenia metodą modyfikacji w sposóo 

dokładny oddały te istotne zmiany.

fi tym miejscu należy podkreślić, że obliczenia metodą modyfi-
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Rys.4.8 Charakterystyka amplitudowo-cz^stotlis-ościowa podatności dynamicznej 
między narzędziem i przedmiotem w kierunku l0



po I modyfikacji obliczona oelkową metodą
--------  sztywności
• • • • po i modyfikacji obliczona metodą modyfikacji

Rys.48cdSharakterystyka amplitudowo-fazowa podatności 
dynamicznej między narzędziem i przedmiotem 
w kierunku Y.



P^s.-4f<f?cdCharakterystyka amplitudowo-częstotliwo^ciowa podatności dynamicznej 
między narzędziem i przedmiotem w kierunku



pc VI modyfikacji obliczona belkową metodę 
sztywności

pc VI modyfikacji obliczona metodą modyfikacji

Ztys^Sc.dCharakterystyKa amplitudowo-fazowa podatności 
dynamicznej między narzędziem i przedmiotem 
w kierunku Y.
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kacji trwały około pięć razy krócej uiz belkową metodą sztyw­

ności. wyniki pomiaru czasu obliczeń dwunastu częstotliwości 

i postaci drgań własnych modelu, frezarki wspornikowej, za­

mieszczono w tabeli 4.6.

Tabela 4.6

II--------------------------------------------------

u 
u
u 
u
u 
u
u 
u

—ii—

czas 
ooliczeń

[ czas obliczeń wraz 
j z caasem czytania 
i danych u wydruku 

i1 wyników
i

IIII
J[ belkowa metoda 
u Sztywności

i 
i 
i.
i 
i i

580 s

i 
i 
i 
i 
i ।

634 s
u iu u 
u metoda
" modyfikacji

i 
i 
i 
i 
i

80 s
i 
i 
i 
i 
i

129 s
i <===============— 1 1

ii 
n 
u 
u 
u 
u 
ii 
u 

:^l
II 
II 
II 
II 
II 
II 

.1
II 
II 
U
II 
II 
II

iii

Średni czas obliczeń belkową metodą sztywności i metodą mo­

dyfikacji dwunastu najniższych częstotliwości drgań własnych 

i odpowiadających im postaci analizowanych wariantów modelu 

frezarki wspornikowej o 180 stopniach swobody, przy założo­

nym względnym ołędzie przybliżenia x równym 10-'lU, 
gdzie = (zirf)2. n'’
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5- PODSUMOWANIE I WNIOSKI

1. Podane przykłady wskazują, że metoda modyfikacji nadaje 

się do analizowania własności dynamicznych układów nośnych 

obrabiarek podczas ich projektowania. Analiza tą metodą 

może zarówno obejmować obliczanie częstotliwości i posta­

ci drgań, własnych jak i podatności dynamicznych.

2. Jak wykazały pomiary czasu obliczeń analiza metodą modyfi­

kacji trwa wielokrotnie krócej niż belkową metodą sztywnoś­

ci. Wypływa to z niewielkiej ilości równań., które są po­

trzebne do opisu ruchu we współrzędnych ąuasi—głównych 

/tabela 5^/* W przypadku obliczenia struktur o większej 

ilości stopni swooody niż w zamieszczonych przykładach,

zysk na czasie oblic::eń może być jeszcze większy.

u 
u 
u 
u

{Przykład
i 1i__________

1 
1

i 
'd 

i

i 
en 

i

1 
r̂
l 

1

1 
U

 
i

i 
r>c\i 

i

1 
M 

1

i 
n 

i

i 
O

h 
i

--------

{Przykład 1 p
11

rzykład {{ 
*

u 
u 
u 
u 
u 
u.

belkowa metoda 
sztywności

1 —111111
24

ii
! 30
11

11
; 721

ł--1 i1111
180

u 
u 
u 
u
u 
u 
u
u 
u 
u
u 
ir

=ii

11 
u 
u 
ii

u 
ii

metoda 
modyfikacji

111 111
16

1 1

। ।
‘ 28
1 1

11 11
i

3ó

Tabela p.1 
Liczba równań opisujących ruch strukzuzy z przykła­
dów w zależności od stosowanej metody

3* Z faktu, że do opisu ruchu w metodzie modyfikacji pozrzeo- 

na jest niewielka liczba równań 'wynika /jak co wykazano 

w podrozdziale 3*5/ możliwość szosowania jej na małym 

systemie cyfrowym.
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4. Dzięki tym dwom wymienionym wyżej zaletom metoda modyfi­

kacji może stanowić narzędzie bezpośredniej pracy kons­

truktorów, przyśpieszając i usprawniając zarazem proces 

projektowania jak i dając możliwość przeanalizowania du­

żej ilości wariantów. Stanowi ona w ren sposób krok w kie­

runku efektywnego projektowania.

5. 'N pracy przedstawiono metodę modyfikacji do obliczeń dyna­

micznych zastosowaną do belkowej metody sztywności. Metodę 

tę w prosty sposób można przystosować także do innych ty­

pów metod elementów skończonych. Należy zwrócić tu uwagę, 

ze muszą być to metody sztywności, a nie podatności.

W opracowanej metodzie modyfikacji wykorzystującej współ­

rzędne ouasi-główne dokonuje się podziału analizowanej 

struktury na części i, układa równania ruchu dla poszcze­

gólnych fragmentów oddzielnie, by potem połączyć je w układ 

równań ruchu całości. Do przeprowadzenia tych operacji na 

równaniach ruchu nadają się jedynie metody sztywności.

6. Istotną wskazówkę do posługiwania się metodą modyfikacji 

stanowi następująca uwaga: gdy modyfikacja wersji pier­

wotnej struktury wpływa radykalnie na zmianę charakteru 

postaci drgań własnych, wyniki otrzymane metodą modyfi­

kacji mogą być nieprecyzyjne i wariant z taką modyfikacją 

należy przeanalizować pełną metodą elementów skończonych.

7. Przedstawiona w niniejszej pracy metoda modyfikacji może

być dalej rozwijana: 
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można ją rozszerzyć o modyfikacje tłumienia /jak to wy­

kazano w podrozdziale 3«5/,

można ją także rozszerzyć o modyfikacje innego typu, po 

Legające na uzupełnieniu analizowanej struktury o nowe 

elementy lub polegające na ujmowaniu niektórych ele­

mentów.
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STRESZCZENIE

Celem dysertacji było opracowanie metody modyfikacji stoso­

wanej w obliczeniach dynamicznych, umożliwiającej znacznie szyb­

sze i łatwiejsze niż dotychczas analizowanie własności dynamicz­

nych konstruowanych układów sprężystych podczas ich projektowania, 

posługując się małym systemem cyfrowym. Metodę modyfikacji posta­

nowiono zbudować w oparciu o metodę belkową. W tym celu opracowa­

no belkową metodę sztywności, a w szczególności: zasady budowy 

modelu obliczeniowego, metodę obliczeń dynamicznych, zasady budo­

wy modelu matematycznego oraz algorytm i program na EMC.

Następnie układem równań we współrzędnych głównych, związa­

nych z najniższymi częstościami drgań własnych opisano ruch struk­

tury sprężystej i wskazano na dostateczną dla celów praktycznych 

dokładność takiego opisu. W dalszej części pracy opisano ruch 

struktury sprężystej układem równań we współrzędnych quasi-głów- 

nych, stanowiących kombinację współrzędnych głównych i uogólnio­

nych i wykorzystano ten sposób opisu do budowy metody modyfikacji. 

Opracowano algorytm i program na EMC dla metody modyfikacji opar­

tej o belkową metodę sztywności.

Stosując zbudowane programy sprawdzono na wybranych przykła­

dach efektywność i dokładność opracowanej metody modyfikacji, wy­

niki otrzymane z obliczeń metodą modyfikacji tj. najniższe często­

tliwości drgań własnych oraz podatności dynamiczne porównano z wy­

nikami obliczeń belkową metodą sztywności.

Stwierdzono, że;

- Metoda modyfikacji nadaje się do ar.alizy własności dynamicznych 



układów sprężystych, a w tym układów nośnych obrabiarek, pod­

czas ich projektowania.

- Posługując się tą metodą można analizy tej dokonać wielokrot­

nie szybciej niż przy użyciu ogólnie stosowanych metod elemen­

tów skoiiczonych.

- Można ją w prosty sposób przystosować do obliczeń na małym sys. 

ternie cyfrowym.



DYNAMIC ANALYSIS OF THE MODIFICATED ELASTIC

SYSTEMS ON ENAMPLE OF THE MACHINĘ TOOL BODIES

A B S T R A C T

The purpose of the dissertation was alaboration of the 

modification raethod applied in dynamie calculations. This method 

enables the analysis of dynamical properties of constructed 

elastic systems while designing. A smali digital system can be 

used here. This analysis is much ąuicker and easier than the ones 

applied up to the present. The modification method was built on 

the basis of a beam method. For this purpose a stiffness beam 

method was worked up, and in particular the principles of the 

analytical model construction, dynamie calculation method., the 

principles of mathematical model construction as well as the 

algorithm and Computer program.

Then a motion of the elastic system was described with the 

aid of equation system in the main coordinates connected with 

the lowest free vibration freąuencies. A sufficient accuracy of 

such a description for practical use was underlined. Next a 

motion of the elastic system was described using eąuation system 

in ąuasi - main coordinates which are a combination of the main 

and generalized coordinates. This description was used for con- 

structing the modification method. The algorithm and Computer 

program were elaborated for the modification method which bases 

on the stiffness beam method.

Effectireness and precision of the modification method was 

tested on examples using the constructed Computer programs. The 

results recehed f rom a calculation with the aid of the modif i- 

cation method /i.e.: the lowest free vibration freąuencies and 

dynamie flexibilities/ were compared with the results obtained



front a calculation by the stiffness beam method.

It was found that:

- the modification method is suitable for the analysis of 

dynamie properties of elastic systems including carrying 

systems of machinę tools, while designing;

- with the aid of this method the analysis may be perfomed 

many times faster than while using conventional finite 

elements niethods ;

- this method may be simply adapted to calculations using smali 

digital systems.
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