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1. Wstep

Model tobitowy jest rozszerzeniem modelu dla dychotomicznej zmiennej endoge-
nicznej. Jego nazwa, wprowadzona przez A. Goldbergera w 1964 r., pochodzi od J. To-
bina, ktéry w 1958 r. po raz pierwszy w ekonomii zastosowal model dla cenzurowanej
zmiennej endogenicznej. Przeglad szerokich zastosowan modeli tobitowych przedsta-
wia m.in. [Amemiya 1984; Greene 1993; McDonald i Moffitt 1980].

Celem niniejszego opracowania jest zastosowanie modelu tobitowego w prognozo-
waniu wielko$ci op6Znienia ze sptata kredytéw detalicznych. Oméwiono jego konstruk-
cje i estymacje oraz sposob wnioskowania i prognozowania o badanym zjawisku. W
pracy sa przedstawione mierniki stuzace ocenie dopasowania modelu tobitowego do da-
nych. W czesci empirycznej zaprezentowano podstawowe wyniki badan, dotyczace
m.in. prognoz okresu ewentualnej zaleglosci ze splata rat kapitalowo-odsetkowych w
przypadku wybranych kredytobiorcow.

2. Standardowy model tobitowy — definicja

Podstawowy model tobitowy dla dyskretno-ciagtej zmiennej y;, ktdrej wartosci sa
ograniczone od dotu przez f,, ma postaé:

* Artykut powstat w ramach badan statutowych finansowanych przez Akademie Ekonomiczng w Krako-
wie w 2005 r.
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Y =PBo gdy z,<fo dlar=1,..., T,
YV =2z gdy z, >80 dlat=T, +1,...,T, Y)
z=xf+¢,,

gdzie: (B, 0%) € R* x (0,4 »)— parametry modelu,
x; — wektor-wiersz k zmiennych egzogenicznych (lub ich znane funkcje),
€, —zmienne losowe posiadajace niezalezne rozkiady normalne o zerowej warto$ci
oczekiwanej i nieznanej wariancji o’

W powyzszej specyfikacji, podobnie jak w pozostatych modelach dla danych jako-
$ciowych, z, jest zmienna ukryta, ktdrej realizacje decyduja o tym, jakie obserwujemy
wartos$ci zmiennej zaleznej y,. Bez utraty ogélno$ci, w celu zapewnienia identyfikacji
parametréw przyjmuje si¢, ze punkt ucigcia (stata warto$¢ progowa) jest rowny zeru
(Bo =0), gdy w réwnaniu regresji dla z, wystepuje wyraz wolny (np. x, =1), co
zakladamy w niniejszej pracy. W literaturze powyzszy model nosi nazwe standardowe-
go modelu tobitowego. W 1984 r. T. Amemiya szacowat, ze ten model byt wykorzysty-
wany az w 95% badan empirycznych opartych na modelach zmiennych cenzurowanych.

3. Estymacja modelu

Z punktu widzenia metodologii warto zauwazy¢, ze w literaturze zwykle rozwaza sig
model tobitowy i jego uogdlnienia przy zalozeniu wylacznie rozktadu normalnego dla
sktadnika losowego €,. Wowczas naturalna metoda estymacji jest metoda najwigkszej
wiarygodnosci (MNW). Laczny rozktad wektora obserwacji y i zmiennych ukrytych
zo ={z, £0:t=1,..., T}, warunkowy wzgledem parametréw, ma posta¢

(3 20l B, 0%)= l_[fN ilxB.0*) [Ta=3) Icwn - fr (zlxB,0”) @)

y>0 1:y=0

gdzie: fx (§| a, b)—funkcja gestosci rozktadu normalnego zmiennej § o wartosci oczeki-
wanej a i wariancji b oraz Iq(w)=1, gdy w EQiIg(w)=0, jezeli o €Q.
Uogdlniona funkcje gestosci rozktadu probkowego dla dyskretno-ciaglej zmiennej
endogenicznej y; otrzymuje sie, catkujac gestosc (2) wzgledem z; i otrzymujac

Pr(z, <0)=Pr(e, < —x,f)=P(—x, /o) dlay =0
fx (1%, 0%)=p((y —x,8)/0) dla y, >0
gdzie: ¢(a) i®P(a)— odpowiednio wartos¢ funkceji gestosci i dystrybuanty standaryzo-

wanej zmiennej o rozktadzie normalnym w punkcie a.
W efekcie funkcja wiarygodno$ci ma postaé

ﬂx%mmh={ 3)
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L(B, 0% )= 1'[d>( ’;’ﬂ) 1'[¢(y' ""3) @

1:y,=0 fy >0

Estymator MNW, 6, uzyskuje si¢ poprzez numeryczne rozwiazanie, ze wzgledu na
i 0%, uktadu nastepujacych réwnan

o™ D M=xplo) x| =07 Y (3 —xB) xi =0,

t:y=0 t:y>0 (5)
o7 Y M=xploy xf+o™ Y (n—xp) -0 H(T-Ty)=0,
ty, =0 ty>0

gdzie: Ty — liczebnos¢ zbioru obserwacji cenzurowanych (y; =0),
A(a)= ¢(a)/P(a) — funkcja hazardu lub odwrotnos¢ ilorazu Millsa, przy czym
dla g - — o stosuje si¢ aproksymacj¢ A(a) =—a.

Rozwiazanie powyzszego uktadu rownan nieliniowych otrzymuje sie, stosujac itera-
cyjne metody optymalizacji, np. Newtona-Raphsona lub Berndta-Halla-Halla-Hausma-
na; zob. [Greene 1993]. Istotny wkiad w rozwo_| teJ klasy modeli miat T. Amemiya
[1973], ktéry dowiddt m.in., iz estymator 6= I_,B J jest estymatorem zgodnym, o

asymptotycznym rozkladzie normalnym przy zatozeniu homoscedastycznosci i braku
autokorelacji sktadnika losowego. Robinson [1982] udowodnit, ze [N zachowuje te
wiasnosci nawet wowczas, gdy wystepuje autokorelacja sktadnikow losowych. W litera-
turze stosuje si¢ czgsciej nastgpujaca parametryzacje c= /0 i h=1/0, ktéra prowadzi
do logarytmu funkcji wiarygodnosci o postaci

InL(c, s y)=Const + Y, In®(=x,c)+T; Inh—05 Y, (hy —x,¢)’ (6)

t:y=0 1y, >0

Wéwczas uktad rownan — warunkow koniecznych na istnienie maksimum funkcji
wiarygodnosci — ma postac

- El(x,c)+ Z(hy, —x,0)x; =0,

t:y,=0 ty >0 (7)

Ti/h— Z(hy, —x,0)y =0,

1:y>0

gdzie A(a) jest zdefiniowane jak we wzorze (5), za§ T} =T — Tp.Dla powyzszej specyfi-
kacji Olsen [1978] pokazat, ze macierz drugich pochodnych czastkowych (hesjan) loga-
rytmu wiarygodnosci jest globalnie (p6t)okreslona ujemnie. Oznacza to w praktyce, ze
jezeli znajdziemy maksimum, to jest to maksimum globalne, wigc estymator @ jest okre-
$lony jednoznacznie. Szczegotowe wzory dotyczace postaci analitycznej hesjanu i ma-
cierzy informacyjnej Fishera dla obu rozwazanych specyfikacji mozna znalez¢ m.in. w
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pracach [Amemiya 1973; Gourieroux 2000]". O innych metodach estymacji modelu to-
bitowego i jego uogdlnieniach przy standardowych zatozeniach pisza m.in. [Amemiya
1985 i 1984; Gourieroux 2000; Greene 1993; Maddala 1983]. Najcze$ciej wymieniane
sg algorytm Faira czy inne metody dwustopniowe, ktdre, choé¢ prostsze w uzyciu, nie
zawsze gwarantujg zbiezno$¢ lub sa obciazone w matych probach. Wydaje sie, ze w erze
szybkiego rozwoju techniki obliczeniowej MNW jest podstawowa i skuteczng metoda
estymacji modelu (1).

4. Wnioskowanie i predykcja na podstawie modelu

W modelu tobitowym punktem wyjscia interpretacji wynikow liczbowych, czyli
whnioskowania 0 badanym zjawisku empirycznym, a nastepnie predykcji, jest obliczenie
bezwarunkowej i warunkowej wartosci oczekiwanych zmiennej endogenicznej ;.
W standardowym modelu tobitowym warunkowa warto$¢é oczekiwana y, wzgledem ob-
serwacji powyzej progu (3, >0) wyraza si¢ wzorem

Ey|y>0)=24(c) 0 +x b, ®
natomiast bezwarunkowa wartos¢ oczekiwana ma postaé
E(y))=Pr(y >0)- E(yi}y: >0)=D(c: )  E(y1| y1 >0), %)

gdzie ¢, =x,B/0, przy czym E(y|y, >0)> E(y,). Wowczas wariancja warunkowa
i bezwarunkowa zmiennej y, wynosi

Vil y >0)=EQGi|y >0)—E(yly >0)* =
=a’(l+cl +c AMc)—Enly >0 =0*(—¢ AMa)—Aa)?) (10)
V(y)=EQi)=En)’ =®(c ) E(ily >0)=®(c:)’ - E(n| yi >0)?
Efekty krancowe, ktére okreslaja sile i kierunek wplywu jednostkowej zmiany h-tej

ciaglej zmiennej egzogenicznej na warto$¢ zmiennej objasnianej w przypadku, gdy z, jest
liniowa funkcja oryginalnych zmiennych egzogenicznych, oblicza si¢ wedtug wzoréw:

x|y >0)=.Bh '[I—ME()’ID’I >0)]=ﬂh ‘N=c l(C‘r)_l(Cr)z]’(”)
Ix g
LD _ g, @), (12)
ax

!'W pracy [Gourieroux 2000] wystepuja btedy we wzorach na stronie 176-179, m.in. w formutach 7.5.1.1 i
7.5.1.2.
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Korzystajac z  wlasnoéci  funkcji  hazardu, mozna  pokazaé, ze
[l=A4(c )" (¢ + Al )] E (0,), wiec oba efekty kraficowe przyjmuja warto$ci mniejsze
niz wartos¢ bezwzgledna 3. W przypadku skokowej zmiennej egzogenicznej x,, efekty
kraficowe liczy sie jako roznice migdzy wartoscia oczekiwang zmiennej y,, dang wzo-
rem (8) albo (9), obliczona dla x,, =11 x,;, =0 przy ustalonych wartosciach pozostatych
zmiennych egzogenicznych.

Najprostsza modyfikacja modelu (1) jest przyjecie innej postaci funkcyjnej dla
zmiennej z,, np. w formie wielomianu stopnia drugiego, ktdry jest lepsza aproksymacija
nieznanej zaleznosci migdzy z, a zmiennymi egzogenicznymi niz funkcja liniowa’,
Osiewalski i Marzec [2004] proponuja nazywa¢ taki przypadek modelem II rzgdu, jako
proste uogoéinienie przypadku liniowego, czyli modelu I rzedu (model M;). W modelu I1
rzedu (M) zmienna z, jest wciaz liniowa funkcja 8, wigc nie ma jakichkolwiek kompli-
kacji na etapie estymacji tego modelu, oprocz ewentualnej wspoétliniowosci sktadowych
wektora x, . Oba modele réznig sie liczba parametréow, czyli wymiarem wektora j3, ktory
w modelu M; wynosi maksymalnie (1 + m)(1 + m/2), z uwzglednieniem wyrazu wolne-
go, gdzie m oznacza liczbe oryginalnych zmiennych egzogenicznych wy,. Przyjmijmy
wiec, ze

xiB=Pi+ D Bawn + D, D Buwawy =Gw, B). (13)
h h 2y

Zatem w formutach (11) i (12), opisujacych efekty kraricowe wzgledem zmiennych
egzogenicznych wy,, pojawia si¢ zamiast parametru 3, wyrazenie

aG(w;, B) _
Wy,

Bu +2Bmwn + ) Buwi + O Buws | (14)

i<h i>h

Woéwczas efekty krancowe wzgledem tej samej zmiennej w, moga mie¢ przeciwne
znaki dla r6znych obserwacji, w przeciwienstwie do modelu M, w ktérym to maja iden-
tyczny znak jak 8,.Model M, jest szczegbélnym przypadkiem specyfikacji Ma, wigc te-
stowanie wzgledem siebie obu modeli sprowadza si¢ do weryfikacji hipotezy 8, =0 dla
kazdego h oraz i = h. W czg$ci empirycznej przedstawiamy wyniki uzyskane na podsta-
wie obu modeli.

5. Mierniki dopasowania modelu

Bogata literatura dotyczaca modeli tobitowych jest poswigcona wielu zastosowa-
niom tych modeli w praktyce. Jednakze trudno znalezé tam szersza dyskusj¢ na temat
miernikow dopasowania modelu do danych empirycznych albo chocby kryteriow, kté-

2 Innym kierunkiem rozszerzenia standardowego modelu jest wprowadzenie rozktadu ¢-Studenta, natural-
nego uogdlnienia rozktadu normalnego, co zaprezentowane zostato w pracy {Marzec 2005].
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rymi powinni$émy si¢ kierowaé przy konstrukcji tych miar. Dyskretno-ciagly charakter
zmiennej endogenicznej y, powoduje, iz konstrukcja takich miernikéw jest trudna.
Veall i Zimmermann [1994] dokonali przegladu tej literatury, zwracajac uwage na te
nierozstrzygnieta kwestie. Zaprezentowali oni dziesie¢ miernikow, zaproponowanych
wczesniej w klasycznej literaturze przedmiotu, opartych m.in. na modyfikacji klasycz-
nego wspdtczynnika determinacji R badz ilorazu wiarygodnos$ci modelu bez restrykcji
i z restrykcjami. Przeprowadzajac badania symulacyjne, zbadali ich wlasnosci w zalez-
nosci od udziatu obserwacji cenzurowanych (y; =0)1 liczebnosci proby. W efekcie pro-
ponuja stosowanie modyfikacji miernika, zaproponowanego wczesniej przez
McKelveya i Zavoina [1975] w modelu dla dychotomicznej zmiennej endogenicznej,
o postaci

T -
RS
Ri{z - 1=1

= ,
(-2 +1-8
1=l

(15)

gdzie: 7, =x, B, z,, - $rednia arytmetyczna dla 7, .

Natomiast poddaja oni krytyce mierniki wykorzystujace jedynie obserwacje powy-
zej progu (3, > 0), jak np. wspotczynnik korelacji migdzy warunkowa wartoscia oczeki-
wang zmiennej endogenicznej a jej rzeczywista warto$cia powyzej progu (propozycja
Dhrymesa z 1986 r.):

ty>0

2
R} =[korelacja( 3E, » )] , gdzie 3F = A(x, BI6) & + x, p. (16)

W przypadku danych jakosciowych czesto stosuje sie wspdtczynnik determinacji
McFaddena o postaci

R;F=1——'"L(.9|Y), (17)
InL(6o | )

gdzie: In L(éo | ¥)—warto$é logarytmu wiarygodno$ci w modelu (1) z zerowymi restryk-
cjami dotyczacymi wszystkich parametréw oprécz 8, ; zob. np. [Amemiya 1981]. Mier-
nik R,f,,F w przypadku modelu tobitowego, w odr6znieniu od modelu dychotomicznego
czy wielomianowego dla jakosciowej zmiennej endogenicznej, moze przyjmowac nie-
poprawne wartoéci. Moze si¢ zdarzy¢, ze R iﬂ; przyjmuje wartosci wigksze niz jeden,
gdy In L(@| y)jest dodatnie i jednocze$nie In L(@o | ¥) yjemne. Ponadto badania Vealla i
Zimmermanna pokazuja mala przydatnos¢ wspoéiczynnika determinacji McFaddena
jako miernika dopasowania oszacowanego modelu tobitowego do danych. Z uwaginate
kiopoty z konstrukcja odpowiednich miar poréwnawczych interesujacg alternatywa jest
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uzycie podejécia bayesowskiego. Wowczas mozliwe jest obliczenie prawdopodobien-
stwa a posteriori dla kazdego z konkurencyjnych modeli prébkowych, co w przypadku
tych danych, w modelu wielomianowego dla kategorii uporzadkowanych, przedstawia
Marzec [2006].

6. Ilustracja empiryczna — badanie opéznienia w splacie kredytu

Standardowy model tobitowy zostal wykorzystany do prognozowania opdzZnienia
w splacie kredytow detalicznych, udzielonych klientom detalicznym w polskim banku
komercyjnym. Zbi6r danych obejmowat 39 034 rachunkéw udzielonych w okresie od
01.01.2000 r. do 30.09.2001 r. Dane te zostaly wykorzystane w pracy [Marzec 2005,
2006], a takze czgsciowo w pracach [Marzec 2003a,b,c,d,e] oraz [Osiewalski, Marzec
2004] w przypadku modeli dwumianowych i modelu wielomianowego dla kategorii
uporzadkowanych.

Przyjeto, iz zmienna endogeniczna reprezentuje wielkos¢ op6znienia ze splata rat
kapitatowo-odsetkowych przez kredytobiorcéw, jaki zaobserwowano na 30.09.2002 r.
Opoznienie wyrazone w dniach definiujemy jako réznice miedzy data 30.09.2002 r.
a ustalona w harmonogramie splaty kredytu datg ostatniej niesptaconej w calosci raty
kapitatlowo-odsetkowej. W przypadku kredytéw sptaconych w catosci przyjeliémy, ze
opdznienie wynosi zero. Zatem wartos¢ progowa dla zmiennej endogenicznej réwna jest
zero, przy czym udzial obserwacji y, =0 wynosi 73%.

Zbior potencjalnych zmiennych egzogenicznych wyjasniajacych ryzyko pojedyn-
czej umowy kredytowej zawierat (jak we wcze$niejszych pracach):

e pleé (zmienna przyjmuje wartos¢ 1, jezeli klientem jest mgzczyzna, 0 w przypadku
kobiety),

¢ wiek kredytobiorcy (w setkach lat®),

e wplywy, tzn. wielko$é kwartalnych wplywoéw w latach 2000-2001 (w setkach tys. z})
na rachunki typu ROR kredytobiorcy w badanym banku,

s posiadanie rachunku ROR w analizowanym banku (1 — posiada, 0 — nie posiada),

e informacj¢ o tym, czy kredytobiorca posiada karty platnicze lub kredytowe wydane
przez ten bank (1 — posiada cho¢ jedna karte ptatnicza, 0 — nie posiada),

o sposob udzielenia kredytu (1 — poprzez posrednika kredytowego, 0 — bezposrednio

przez rozwazany bank),

typ kredytu (1 — kredyt konsumpcyjny, 0 — kredyt hipoteczny),

okres trwania umowy kredytowej (w dziesiatkach lat),

kwota przyznanego kredytu (w setkach tys. zl),
waluta kredytu (1 — EUR, DEM lub USD, 0 - PLN),

3 Jednostki ciagtych zmiennych egzogenicznych (wiek, wptywy, okres i kwota kredytu) zostaty tak dobra-
ne, gdyz pozwolilo to na etapie estymacji modelu M, uniknaé probleméw numerycznych.
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e podstawowe zrodto dochodu uzyskiwanego przez kredytobiorce (zmienne zrdoch),
tj. umowa o prace albo renta lub emerytura, albo wiasna dziatalnos¢, umowa o dzieto
lub umowa zlecenie, albo inne zrédto (np. stypendium).

Ostatnia zmienna egzogeniczna, odzwierciedlajaca zrédto dochodu kredytobiorcy,
ma charakter cechy nominalnej i odzwierciedla cztery rézne przypadki. Chcac ja
uwzgledni¢ w rownaniu regresji z wyrazem wolnym, wprowadzono trzy zmienne
zero-jedynkowe, przy czym kategoria referencyjng byla umowa o prace
(zrdochl = zrdoch2 = zrdoch3 = 0). Jezeli zrdochl = 1, to zrédlem dochodu kredyto-
biorcy byta renta lub emerytura, gdy zrdoch2 = 1, to zrédtem dochodu kredytobiorcy
jest wiasna dzialalnosé, natomiast zrdoch3 =1 oznacza inne zrédto dochodu. Sredni
wiek kredytobiorcy i kwartalne wptywy na rachunek ROR wynosza odpowiednio 40 lat i
8,5 tys. zb. Przecigtna warto$¢ udzielonego kredytu ksztaltuje si¢ na poziomie 10,8 tys.
zt, okres kredytowania za$ wynosi ponad 2,5 roku.

Podstawowe wyniki estymacji w postaci ocen MNW i bledy $rednie szacunku dla
parametréw podstawowego modelu M, przedstawia tab. 1. Na poziomie istotnosci 0,05 i
wigkszym przynajmniej 40% wszystkich ocen parametrow jest statystycznie istotna,
w tym przy kwadratach zmiennych ciagtych, jak okres i kwota kredytu. Zastosowane
w pracy rozszerzenie modelu M), polegajace na wprowadzeniu wielomianu stopnia dru-
giego dla z,, jest przedmiotem testowania, Warto$¢ logarytmu wiarygodnosci w modelu
M, wynosi —84356,8, w modelu M, z restrykcjami (8, = 0) ksztattuje si¢ na poziomie
—84731,4, a w modelu jedynie z wyrazem wolnym —91606,5. Wartos¢ klasyczne;j staty-
styki opartej na ilorazie wiarygodnosci (likelihood ratio test; LR) dla testu redukcji mo-
delu M, do M, jest wysoka i wynosi ponad 749%. Warto$é statystyki > dla 65 stopni
swobody i poziomu istotno$ci 0,01 wynosi 94,4. Zatem wynik testu LR faworyzuje
model M,, wigc zastosowane rozszerzenie w $wietle posiadanych danych bylo zasadne.
Tabela 1 zawiera wartosci miernikéw dopasowania obu modeli. Wspéiczynnik determi-
nacji McFaddena (Rde ) i kwadrat wspétczynnika korelacji (R [2) ) przyjmuja bardzo ni-

skie i prawie identyczne wartosci. Natomiast zmodyfikowany wspétczynnik McKelveya
i Zavoina roznicuje oba modele. W modelu M, Rfﬂ jest wysoki i wynosi 0, 99, nato-

miast w modelu I rzedu ksztattuje si¢ na poziomie nizszym 0,51. Ocena MNW dlao? w
modelu M, wynosi 111 977, za$§ w M| przyjmuje warto$é wigksza, tj. 114 331. Te wyniki
takze potwierdzaja zasadno$¢ modelu M.

4 LR = =2[In(B| y) —In L(B| y)], gdzie In I(Bz| y) jest wartoscig logarytmu wiarygodnosci dla modelu z
restrykcjami. Jezeli T - oo, statystyka LR ma rozktad x° o liczbie stopni swobody réwnej liczbie restrykgji,
zob. np. [Greene 1993].



268

Tabela 1. Oceny MNW parametréw modelu M,

Zmienna Parametr Ocena Btad szacunku| Zmienna | Parametr| Ocena |(Bfad szacunku

1 B —383,527 69,093 wywp | Ba | —22,459 81,193

Pleé (wy) B -0,135 59,399 wywy, | Ba |-881,856| 402,270
Wiek (w3) Bs -367,745 160,189 | wswp, | Bs | 225912 62,941
Wplywy (ws) Ba —540,028 87,072 wswis | Ba |-249303| 287,528
ROR (w4) Bs -75,341 22,514 waws | Bas 52,010 121,183
Karty (ws) Bs —178,080 126,647 wews | Bas | 110,656 33,174
Posrednik (ws) B 512,492 32,131 wewy | Bar |-147,567| 55,764
Typ kredytu (w7) | s -3,213 53,865 waws | Bas | 100,928 72,236
Okres (wg) Bs 207,265 124,519 | wywyo | Beo | 302,214 | 103,391
Kwota (ws) B 49,727 124861 | wew, | Bso | —4,882 35,171
Waluta (w)q) Bu 295,863 172,131 WyWio Bsi | 20,714 40,291
Zrdochl (wy,) Bu 142,477 54,812 wew;s | Bs2  |-154,890| 86,591
Zrdoch2 (wy2) B 276,637 105,999 wswg | Bss 66,327 35,889
Zrdoch3 (w3) B 54,721 116,837 wsws | Bsa 34,579 38,965
WiWs Bis —75,061 48,616 wswy | Bss | —22,660 40,870
W)Wy Bis 59,610 59,141 wswio | Bss 4,717 59,825

W "Wy B 32,269 21,280 W5 W Bs 35,045 36,383
WiWs B 22,460 18,422 wswi | B 35,710 28,204
Wi-We B —24,265 18,009 wswis | B | 87,364 56,476
W)Wy B 73,770 51,791 wews | Bso  |-506,891| 58,300
Wi'Wg B 68,070 30,493 wews | Bel 29,088 114,074

Wy Wo B 37,248 42,449 Wew- Be | -29,795 27,431
WIWio B 80,261 63,428 wewn | B |-134,184( 38,404
wyw, B -37,077 16,395 wew;; | Bea |-113,067| 88,582
WIWi2 Bas -56,586 23,497 wrwy | Bes | 344,216 83,267
WiWi3 B -71,739 43,135 wrwy | Bes 82,437 77,098
(w2’ B 24,604 189,668 | wywy, | Ber  [-107,115] 79,708
Wyws B 164,632 79,896 (ws)’ B |-121,577| 37,813
T B 57,618 63,665 wewy | Beo  |-159,772| 41,079

Wi Ws Bso 576,276 147,160 | wew,o | B | 145,094 80,313

Wa Wy Bsi 182,321 192412 | wgwy, | Bu 27,115 52,101
WrWig B —790,395 260,712 | wgwyz | Pn 19,522 49,552

Wy Wi B3 —254,595 90,133 wyws | B |-591,273| 89,448
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Zmienna Parametr Ocena Biad szacunku| Zmienna |Parametr| Ocena |Btad szacunku
Wywy Bsa —68,051 113,501 (wo)' | Pu | -55039 7,075
Wy W3 Bss 354,210 206,866 Wo W Bis 289,140 68,429

(w3)? B 9,314 9,197 Wor Wy B 142,808 78,554

W;3Ws B 68,887 70,681 Wo-W)2 B —-11,084 41,789
W;-We Bss -2021,780 499,242 Wo-W)3 Bn 799,839 115,016
W;3-Wg B 254,182 56,287 WioW )3 Bw  |-239,901 78,840
W3 Wy B —4,631 26,328 - o’ 111977 1793

Zrédto: obliczenia wlasne.

Tabela 2. Wartoéci wybranych wskaznikoéw dopasowania modelu

Miemik / Model M, M,
Riz 0,505 0,996
R} 0,00395 0,00398
Rir 0,075 0,079

Zrodto: obliczenia wiasne.

Praktycznym sposobem wykorzystania modelu tobitowego jest prognozowanie
opdznienia splaty kredytu dla wybranych klientéw. Rozwazmy cztery hipotetyczne syl-
wetki kredytobiorcow: dwoch o cechach najczestszych (dotyczy zmiennych jakoscio-
wych) lub przecietnych (dla zmiennych ciaglych) w badanej zbiorowosci, rézniacych sig
jedynie sposobem udzielenia kredytu konsumpcyjnego, oraz dwéch innych o cechach
tak przeciwstawnie skonstruowanych, ze charakteryzuja sie oni najmniejszym i najwig-
kszym ryzykiem kredytowym’.

W modelu M, w przypadku typowego kredytobiorcy udzielenie mu kredytu poprzez
posrednika zamiast bezpo$rednio przez bank skutkuje wzrostem oczekiwanego opdZnie-
nia z 19 do 96 dni, czyli o trzy miesiace. Jezeli pojawilyby sig jakiekolwiek problemy ze
splata kredytu (3, > 0), a kredyt zostat udzielony bezposrednio w banku, to opdznienie
wynjesie az 163 (5,5 miesigca). Opéznienie wydtuzy sie o kolejne 66 dni (2 miesiace) i
przekroczy 7,5 miesiaca, gdy kredyt zostanie sprzedany z pomoca posrednika. W przy-
padku miodych, dwudziestoletnich klientow prowadzacych wiasna dziatalnos¢ gospo-
darcza, ktorzy zaciagajac kredyt konsumpcyjny, nie posiadaja kart platniczych ani
rachunku ROR w badanym banku, spodziewane op6znienie sptaty kredytu wynosi 190
dni, a w sytuacji, gdy pojawiaja si¢ problemy z jego splata (3, > 0), wzrasta do 307 dni
(ponad 10 miesiecy).

3 Szczegotowa charakterystyka hipotetycznych kredytobiorcow przedstawiona zostata w innych pracach,
zob. [Marzec 2003c,e; Osiewalski, Marzec 2004].



270

Najmniejszym ryzykiem charakteryzuje sig¢ sze$édziesi¢cioletnia klientka banku,
utrzymujaca si¢ z emerytury i korzystajaca z szerokiej oferty produktéw banku, ktora
splaca kredyt hipoteczny. Aczkolwiek w sytuacji, gdy zaréwno ona, jak i typowy kredy-
tobiorca sptacaja nieregularnie raty kredytowo-odsetkowe, spodziewamy sie $rednio
5-miesigcznego opdZnienia ze sptata, co powoduje, ze bank jest zobowiazany do tworze-
nia 50% rezerw od kwoty nalezno$ci przeterminowanych pomniejszonych o zabezpie-
czenia. Przy opdznieniu powyzej 6 miesigcy rezerwa celowa wynosi 100%. Oba modele
zgodnie prognozuja skale ryzyka kredytowego wybranych czterech klientéw. Mozli-
wos¢ prognozowania opdznienia splaty kredytu, a tym samym okreslenia ewentualnych
kosztéw utraconych korzysci (zwiazanych z rezerwami celowymi), daje przewage mo-
delom tobitowym nad modelami dla dychotomicznej zmiennej endogenicznej, ktore sa
czgsto stosowane w tego typu analizach.

Tabela 3. E(y, |y > 0) i E(y,)w przypadku wybranych kredytobiorcow (bigdy $rednie szacunku w nawiasach)

Model M, M,
Kredytobiorca E(yly >0) E(y) E(ily >0) E(y)
Typowy (posrednik = 1) 256 116 239 96
Typowy (posrednik = 0) 153 12 163 19
Miody biznesmen 363 266 307 150
Starsza pani 125 3 141 7

Zrédto: obliczenia wiasne.

Tabela 3 prezentuje oszacowane dla czterech kredytobiorcow wartosci efektow
krancowych. W przypadku typowego kredytobiorcy wptyw potencjalnych czynnikéw
na opdznienie ze sptata kredytu, z wyjatkiem zmiennej posrednik, jest niewielki. Nato-
miast w przypadku mtodego przedsiebiorcy zaproponowane determinanty maja o wiele
wigkszy wpltyw. Wzrost jego kwartalnych wplywow na ROR o tysigc ztotych zmniejsza
op6znienie $rednio o 10-14 dni. W hipotetycznym przypadku, gdyby udzielono mu kre-
dytu w walucie obcej (np. kredytu hipotecznego zamiast konsumpcyjnego), to ewentual-
ne opdznienie w splacie obnizy si¢ o0 co najmniej 153 dni (5 miesigcy). Udzielenie
kredytu na okres o 1 rok dtuzszy zmniejsza potencjalne op6znienie o 11-16 dni. Podsu-
mowujac, sposrod potencjalnych czynnikéw wptywajacych na wzrost wielkosci opoz-
nienia w sptacie kredytu decydujacy wplyw maja przede wszystkim: udzielenie kredytu
poprzez posrednika zamiast bezposrednio w banku, niewielki poziom wptywoéw na ra-
chunek ROR, udzielenie kredytu konsumpcyjnego zamiast hipotecznego, w mniejszym
stopniu zas miody wiek kredytobiorcy badz krotki okres kredytowania.
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Tabela 4. Efekty kranicowe dla E(y, |y >0) i E(y) w przypadku wybranych kredytobiorc6w w modelu M,

. Typowy Typowy . .

Kredytobiorca (posrednik = 1) (posrednik = 0) Mtody biznesmen Starsza pani
Zmienna E) [EDily >0) E(y) [E(ly >0} E(x) |[Eily >0) E(x) |E(ity >0)
Ple¢ 13 10 6 10 -24 -16 -2 -6
l\gltlek w setkach 48 38 20 31 -122 -86 -14 -36
at
Welywywset- | 1504 | 781 -54 -83 -1405 | 987 -68 -180
kach tys. z¢
ROR 15 12 -10 -13 12 9 -3 -8
Karty 18 13 -3 -4 -8 -5 1 2
Po$rednik 78 76 78 76 114 84 128 127
Typ Kredytu 53 46 13 26 36 26 7 14
Okres kredytu w
dziesiatkach lat 153 119 43 67 165 16 27 70
Kwota kredytu w
setkach tys. i 28 22 8 12 14 10 13 35
Waluta =51 -44 -12 =25 -176 -153 -7 -41

Zrédto: obliczenia wiasne.

7. Podsumowanie

W niniejszym opracowaniu przedstawiono specyfikacjg, estymacj¢, wnioskowanie
i prognozowanie na podstawie standardowego modelu tobitowego. Klasyczny test ilora-
zu wiarygodnosci wyraznie wskazuje, iz proste uogélnienie, poprzez aproksymacj¢ w
postaci wielomianu drugiego stopnia dla z,, w przypadku posiadanych danych empi-
rycznych bylo uzasadnione. Z punktu widzenia zarzadzania ryzykiem pojedynczego
kredytu przedstawiono prognozy opdznienia sptaty kredytu oraz informacje o spodzie-
wanej sile i kierunku oddziatywania wybranych czynnikéw egzogenicznych na wiel-
ko$¢ opdznienia w przypadku wybranych kredytobiorcéw. Uzyskane wyniki niosg nowa
informacje o ryzyku kredytowym w stosunku do rezultatow uzyskanych na podstawie
modeli dla dychotomicznej lub wielomianowej zmiennej endogenicznej, ktére autor
rozwazat we wczesniejszych pracach.
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APPLICATION OF STANDARD TOBIT MODEL TO FORECAST OF DELAY
IN PAYING OFF LOANS

Sumary

The aim of this study is to present a use of the tobit model to examine how debtors pay off debt consumer
loans. A explained variables represents a length of a delay in paying off loan and thus the dependent variable is
zero for a significant fraction of the observations. Therefore the use tobit model appeared to be relevant for pur-
poses of this study. We show interesting results of the empirical research using the data from a large Polish
commercial bank. In a case of various clients we predict the delay in credit loan payments which depends on
eleven explanatory variables such as: sex, age, size and source of client’s income, loan amount and period, type
and currency of loan, information about using a cheque deposit account and credit or payments (ATM) cards by
debtors and the way a loan is given (by an agent or not).
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