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1. Wstep

Modele wyboru dyskretnego umozliwiajg analiz¢ procesu podejmowania decyzji na
gruncie teorii uzytecznosci. Obecnie przyjmuje si¢, ze najbardziej elastyczna klasa mode-
li wyboru dyskretnego, pozwalajaca modelowa¢ najbardziej zréznicowane warunki po-
dejmowania decyzji, sa mieszane modele logitowe (tzw. mixed logit model).

Racjonalny inwestor dziata tak, aby maksymalizowac swoja uzytecznos¢. Podstawo-
wymi czynnikami determinujacymi zachowanie inwestora na rynku sa stopa zwrotu z
inwestycji oraz ryzyko.

Bardzo czgsto analizg zaleznosci migdzy ryzykiem i dochodem przeprowadza si¢ na
bazie wykresu korelacyjnego. Umozliwia on poszukiwanie spétek o najwigkszej docho-
dowosci przy relatywnie najnizszym ryzyku. Najkorzystniejsze dla inwestora sa tzw. akcje
niezdominowane przez rynek, czyli takie, ,ktére maja stopg zwrotu wyzsza niz indeks
gietdowy (na przyktad WIG), a ryzyko nizsze niz ryzyko dla indeksu gietdowego™.

Celem artykutu jest okreslenie prawdopodobienstwa, ze dana akcja ze zbioru anali-
zowanych waloréw bedzie akcja niezdominowana. Przedmiotem poréwnania beda wy-
niki uzyskane dla wielomianowego modelu logitowego oraz jednej z mozliwych specy-
fikacji mieszanego modelu logitowego.

W artykule przyjeto nastgpujacy schemat. Punkty 2 oraz 3 poswigcone sg kroét-
kiemu przedstawieniu dwoéch alternatywnych modeli wielomianowych. Punkt 4

! Okreslenie spétek niezdominowanych wg profesora W. Tarczynskiego [6].
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omawia przeprowadzone badania empiryczne, przy czym w punkcie 4.1 okreslono
przyjete w pracy mierniki stopy wzrostu i ryzyka oraz sposéb ich wykorzystania do
okreslenia spétek niezdominowanych. Specyfikacj¢ modeli przedstawiono w punk-
cie 4.2, material statystyczny zas w punkcie 4.3. Punkt 5 omawia wyniki oszaco-
wan modeli oraz oceng trafnosci prognoz ex post.

2. Wielomianowe modele logitowe

Zalézmy, ze w momencie czasu ¢ (¢ = 1,..., T) rozpatrywany jest portfel zlozony
z J akcji, (j = 1,..., J). Uzytecznos¢ j-te)j akcji (u,)) mozna zdekomponowac na czesé
deterministyczng v, oraz na czg$¢ stochastyczna wskaznikéw nieobserwowanych
reprezentowang przez &;, tzn.

Wi =v; + &, (l)

W dalszych rozwazaniach przyj¢to, ze moment czasu ¢ jest ustalony, dlatego dla
uproszczenia
i przejrzystosci rozwazan — jesli to mozliwe - pomijano indeks .

W wielomianowym modelu logitowym zaklada si¢, ze zmienne losowe & (j =
1,..., J) sa niezaleznymi zmiennymi losowymi o jednakowym rozkladzie wartosci
ekstremalnych. Funkcja gestosci wielowymiarowej zmiennej losowej £=[g] -1, .,
przybiera wtedy posta¢:

fle)=pue " Yexp(—e*“"™), u>0, 2)
a dystrybuanta:
F(g)=exp(—e #™%), 3)

gdzie « jest tzw. parametrem pozycji, 4 za$ jest dodatnim parametrem skali.

W modelu wyboru dyskretnego rozpatruje si¢ prawdopodobienstwo zajscia zda-
rzenia, ze uzytecznos¢ danej akcji j jest wyzsza od uzytecznosci kazdej innej akcji
ze zbioru J waloréw, tzn.

Pj= Pr(uj2 u,) = Pr(vj+ §2 v, + )V m#j . @)

Deterministyczna czgs¢ funkcji uzytecznosci v; wymaga szerszego wyjasnienia.
W danym momencie czasu obserwowane sa wszystkie wektory x; (j = 1,..., J) charakte-
rystyk poszczeg6lnych papieréw wartosciowych, np. stopy zwrotu poszczegdlnych akcji.
Taki typ obserwacji byl podstawa wyréznienia przez McFaddena tzw. wielomianowych
modeli warunkowych. W tym przypadku, na podstawie réznych wektoréw wartosci x;,
szacowany jest jeden wektor B, w ktérym liczba szacowanych parametréw jest réwna
liczbie zmiennych (charakterystyk) uwzglednionych w funkcji uzytecznosci (v; = x).
Pojawienie si¢ nowych obserwacji dla poszczegélnych akcji pozwala wyznaczy¢ praw-
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dopodobienstwo wyboru kazdego z rozpatrywanych waloréw, a w opisywanych bada-
niach — prawdopodobienistwo, ze dana akcja bedzie akcja niezdominowana przez rynek.
W najprostszym przypadku uzytecznos¢ j-tej akcji (;) reprezentuje funkcja liniowa:

uj=Vj+Ej=XjB+ﬂ0j+Ej, (5)

gdzie x; jest (1 x K) — wymiarowym wektorem charakterystyk j-tej akcji, B oznacza (K x 1)
wymiarowy wektor parametréw, €; — to skladnik losowy. Przyjeto, ze wyraz wolny £
reprezentuje specyficzne aspekty danej akcji (niemierzalne i trudno mierzalne).

W modelu logitowym prawdopodobienstwo L;, ze j-ta akcja ze zbioru J mozli-
wych bedzie akcja niezdominowana przez rynek okresla relacja:

exp(x,'ﬂ + ,Boj')

L =— .
Zexp(xip + ﬂo.')

J

(6)

Model ten sktada si¢ z J powiazanych ze soba réwnan. Algebraiczna identyfika-
cja uktadu réwnaf wymaga, aby na parametry natozyé pewne warunki zerowe’.

Istotne ograniczenie modeli logitowych wynika z tego, ze nie mozna ich stoso-
waé, gdy sktadniki losowe funkcji uzytecznosci charakteryzuje niejednorodnosé
rozkladu. Moze ona wynika¢ zaréwno z pewnych specyficznych aspektéw danej
alternatywy, co do ktérych trudno przyjaé zatozenie, ze sa state i reprezentowane
przez [ ;, jak i z innych charakterystyk wspélnych dla wszystkich akcji, ktére wia-
czone do sktadnika losowego moga by¢ przyczyna wzajemnej korelacji.

3. Analityczne przedstawienie dekompozycji wptywu skiadnika
losowego w modelu

Zlagodzenie ograniczen wielomianowych modeli logitowych umozliwiaja mie-
szane modele logitowe®. Rodzina mieszanych modeli logitowych jest obecnie dos¢
duza. Przyjmuje si¢ w nich zalozenie, ze sktadnik losowy jest suma dwdch sktado-
wych. Pierwsza czgs¢ skladnika losowego ma rozklad normalny i pozwala ujaé
zaleznosci migdzy wybranymi akcjami. Druga sktadowa ma rozkiad wartosci eks-
tremalnych (2), (3) i pozwala wyprowadzié¢ logitowa zalezno$¢ dla modelu. Anali-
tyczne przedstawienie dekompozycji wptywu skladnika losowego w modelu logi-
towym (the logit kernel model with factor analytic form) mozna zapisaé jako:

e=FE+v, )

% Najczesciej przyjmuje sig, ze wyraz wolny, np. pierwszej funkcji uzytecznosci jest réwny zeru. Analiza
warunkéw zerowych zajmowali si¢ m.in. M. Bierlaire, T. Lotan, P. Toint. W artykule [2] autorzy uzasadniaja
pmygqcic warunku, aby suma wyrazéw wolnych poszczeg6lnych funkceji uzytecznosci byta réwna zeru.

Przyjete w literaturze nazwy to: mixed logit, kernel logit lub hybrid logit model.

36



gdzie £ jest (M x 1) wymiarowym wektorem M sktadowych czynnika losowego (M mo-
ze by¢ mniejsze, réwne lub wigksze od J), F jest (J X M) wymiarowa macierza parame-
tréw poszczegdlnych sktadowych czynnika losowego (mapa wpltywéw) zwiazang z J
mozliwymi akcjami (zawiera stale lub/i nieznane parametry), v jest (J x 1) wektorem
niezaleznych zmiennych losowych o identycznym rozkladzie wartosci ekstremalnych.
Symulacyjne metody estymacji wykorzystuja tzw. dekompozycje Cholesky’ego, ktéra
jest w tym przypadku operacja algebraiczna przeprowadzang na macierzy wariancji i
kowariancji wektora € Umozliwia ona przejscie z macierzy kwadratowej do macierzy
tr6jkatnej, w ktérej wszystkie elementy ponizej lub powyzej gtéwnej przekatnej sa rowne
zeru*. W zapisie macierzowym wektor & mozna zapisaé jako:

§=P¢, €

gdzie € jest (M x 1)-wymiarowym wektorem niezaleznych zmiennych losowych
o standardowym rozkladzie normalnym, natomiast PP’ = X jest macierza kowa-
riancji sktadnika losowego &,

Takim mieszanym modelem logitowym moze byé np. model:

PG E) = [ L0jix.B): FE)dE, ©

gdzie L(j; x, B) jest prawdopodobienstwem warunkowym (6) uzyskanym z wielomiano-
wego modelu logitowego. W przypadku mieszanego modelu logitowego prawdopodo-
bienstwo wyboru j-tej kategorii jest srednia prawdopodobienstw z formuly logitowej
wazong wagami danymi przez gestos¢ rozktadu € (tzw. mieszanina logitéw).

4. Opis przeprowadzonych badan empirycznych
4.1, Zdefiniowanie akcji niezdominowanych przez rynek

Do okreslenia akcji nie zdominowanych wykorzystano oczekiwana stopg zwrotu re-
prezentowang przez sredni tygodniowy indeks tancuchowy cen zamknigcia (SI;) oraz
ryzyko mierzone wariancja indeksu wokét jego sredniej wartosci (WI,), przy czym:

!
oI,
i=1—4 ! p’f 1 - 2
SIU.:T,lqz—-IOO,WldstZ(IU—SI,j) : (10)
P | W

Empirycznie akcje j-tej spotki kwalifikowano w momencie ¢ jako akcje niezdo-
minowane przez rynek, jesli:

4 Zastosowanie takiej dekompozycji w metodach symulacyjnych znacznie zmniejsza ilo$¢ zaj-
mowanej pamigci w trakcie przeprowadzania obliczen.
* Inna specyfikacja modelu przyjmuje zatozenie o losowych parametrach B.
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SI; > S, wi; oraz jednoczesnie Wi;; < WI, wic. (11)

Zalozono, ze podstawg doboru akcji do portfela moze stanowi¢ prawdopodo-
bienstwo teoretyczne uzyskane na podstawie modeli wyboru dyskretnego. Jesli
prawdopodobienstwo wskazania j-tej akcji za niezdominowang (P;) bedzie wyzsze
niz prawdopodobienstwo dla indeksu WIG-u (P, w;c) mozna przyjaé, iz w momen-
cie ¢ bedzie ona akcja niezdominowana przez rynek i w zwiazku z tym korzystna
dla inwestora.

Zgodnos$¢ uzyskanych wskazan teoretycznych z wynikami empirycznymi opar-
tymi na relacji stopy wzrostu oraz wariancji j-tej akcji do odpowiednich charakte-
rystyk WIG-u stanowila podstawe¢ oceny trafnosci ex post uzyskanych prognoz.

4.2, Specyfikacja modeli

Przyjeto, ze uzytecznos¢ j-tej akcji (5) zalezy od oczekiwanej stopy zwrotu re-
prezentowanej przez Sredni tygodniowy indeks tancuchowy ceny zamknigcia (S7))
oraz od ryzyka mierzonego wariancja indeksu wokét jego sredniej wartosci (WI)):

uj=Vj+Ej2B1S1j+B2W1j+B0j+Ej' (12)

Roéznice w specyfikacji wielomianowego (6) i mieszanego modelu logitowego (9)
wynikaja z przyjetych zalozen wobec skladnika losowego € =[£] ;4. ;. W przypadku:

a) wielomianowego modelu logitowego — € to wektor niezaleznych zmiennych
losowych o jednakowym rozktadzie wartosci ekstremalnych (2), (3) podanym w
punkcie 1,

b) mieszanego modelu logitowego — € to wektor zmiennych losowych spetnia-
jacych zalozenia (7), (8) podane w punkcie 2 (w przypadku heteroskedastycznych
sktadnikéw losowych macierz F jest macierza diagonalna)®.

Jak juz wspomniano w punkcie 1, identyfikacja kazdego modelu wyboru dys-
kretnego wymaga natozenia na parametry pewnych warunkéw zerowych. W bada-
niach przyjeto, ze wyraz wolny funkcji uzytecznosci WIG-u jest réwny zeru, tzn.
Bo.10 = 0. Konsekwencja takiego warunku jest rozpatrywanie specyficznych aspek-
téw j-tej akcji w odniesieniu do specyficznych aspektéw WIG-u.

4.3. Material empiryczny

W badaniach wykorzystano dane dotyczace akcji 9 wybranych (przykladowych)
spotek notowanych na GPW w Warszawie:

Elektrim SA’ - ELE (1), Telekomunikacja Polska SA — TPS (2), Bank Millen-
nium SA — MIL (3), Bank Polska Kasa Opieki SA — PEO (4), Agora SA — AGO (5),

W przeprowadzonych badaniach zadeklarowana macierz wptywéw F nie uwzgledniata korelacji
sktadnikéw losowych. Wstgpne oszacowania dotyczace np. korelacji sktadnikéw losowych funkcji
uzytecznosci akcji z sektora bankowego nie daty na tym etapie badan zadowalajacych wynikow.
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Netia SA — NET (6), NKT CABLES SA - KBL (7), Optimus SA — OPT (8), Gru-
pa Zywiec SA — ZWC (9) oraz indeks gieldowy WIG — WIG (10).

Dane pierwotne obejmowaly 1000 notowan dziennych (ceny zamknigcia) z
okresu od 25 lipca 2001 r. do 18 lipca 2005 r.

5. Opis wynikow eksperymentu

Szacowanie parametréw modelu klasycznego, wielomianowego modelu logito-
wego (6) oraz mieszanego modelu logitowego (9) przeprowadzono symulacyjna
metoda najwickszej wiarygodnosci przy wykorzystaniu programu Biogeme®. Ze
wzgledéw programowych przyjgto, ze zmienna y, przyjmuje wartosc j, j € {1...., 9},
jesli w momencie ¢ j-ta spétka spetniata warunki stawiane spétkom niezdominowa-
nym’. Jesli zadna z 9 akcji nie spetniata warunkéw dla akcji niezdominowanej,
zmiennej y, przypisywano wartos¢ 10, co oznacza, ze w tym momencie stopa zwro-
tu WIG-u byla wyzsza, a ryzyko nizsze od odpowiednich charakterystyk kazde;j
akcji z badanego zbioru.

Poréwnanie wynikéw otrzymanych z dwéch modeli logitowych przeprowadzo-
no w celu odpowiedzi na pytanie, czy zalozenie o heteroskedastycznosci sktadnika
losowego umozliwia wskazanie akcji charakteryzujacych si¢ istotnym wplywem
wahan specyficznych aspektéw danej akcji na wartos¢ prawdopodobienstwa oraz
czy uwzglednienie tych wahan zwigksza trafnos¢ prognoz. Odpowiedz twierdzaca
moze stanowi¢ punkt wyjscia do dalszych analiz.

W tabeli 1 podano wyniki oszacowan parametréw obu modeli logitowych.
Obydwa modele potwierdzaja przypuszczenie o dodatnim wplywie rosnacej stopy
zwrotu (parametr f) oraz ujemnym wplywie rosnacego ryzyka (parametr ;) na
prawdopodobienstwo uznania akcji za niezdominowana. Oszacowania parametréw
Do ; stanowia miarg wptywu statych specyficznych aspektow danej akcji. Wartosci
Py 83 podstawa oszacowania macierzy kowariancji Xg = PP’ (8). Mieszany model
logitowy wskazuje na istotne znaczenie dla wartosci prawdopodobienstwa wahan
specyficznych aspektéw akcji Elektrimu (1), Banku Millennium (3), NKT
CABLES (7), Optimusa (8) oraz Zywca (9). Tym samym uzasadnione okazalo si¢
zalozenie o heteroskedastycznosci sktadnika losowego.

7 Po mysiniku podano skréty uzywane dla danej akcji oraz przypisany ze wzgledéw programo-
wych kolejny numer akcji.

8 Kolejne wersje programu Biogeme (bierlaire's optimization package for gev models estimation)
s dostgpne na stronie internetowej: http://roso.epfl.ch/biogeme.

% Jesli warunki dla akcji niezdominowanych w tym samym momencie czasu ¢ spetniato kilka
spélek, obserwacja dotyczaca stép zwrotu oraz ryzyka dla wszystkich akcji byla powtérzona dla
réznych wartosci y,.
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Tabela 1. Oszacowania parametréw wiclomianowego oraz mieszanego modelu logitowego

Wielomianowy model logitowy Mieszany model logit'oyvy z heteroskedastycz-
nym sktadnikiem losowym
oszacowanie | szacunkowy oszacowanie | szacunkowy
parametr _parametru_ | blad sredni i-test | parametr parametru | biad $redni iest

Doy -2,959 0,446 -6,63 S -5,645 1,666 -3,389

S -1,797 0,203 -8,84 Bz -1,813 0,227 -7,972

fos -1,714 0,143 -12,02 Sos -2,884 0,352 -8,195

Sos -1,624 0,148 -11,01 Soa -2,022 0,192 -10,545

fos -1,595 0,146 -10,89 Bos -1,966 0,190 -10,364

Los -1,632 0,161 -10,14 Pos -1,862 0,194 -9,603

Sz -1,705 0,189 -9,01 Pos -5,040 0,756 -6,663

Dos -1,924 0,228 -8,43 Sos -3,941 0,707 -5,571

Sos -1,789 0,102 -17,55 Soo -3,880 0,351 -11,040
Boo 0,000 B0 0,000

)i 1,743 0,085 20,40 B 2,882 0,192 15,016

)i -1,476 0,063 -23,44 b -2,373 0,148 -16,024

Pt 2,823 1,272 2,218

P33 1,577 0,403 3,916

P17 5,156 0,787 6.550

Dsg 2,771 0,589 4,705

P9 3,634 0,406 8,954

Iloraz wiarygodnosci LR 3687,7 lloraz wiarygodnosci LR 38204
Pseudo - R 0,5914 Pseudo - R’ 0,6127

*tabela zawiera tylko istotne elementy macierzy P z gtéwnej przekatne;j.

Zrédto: opracowanie wiasne.

Dla mieszanego modelu logitowego uzyskano nieco wyzsze dopasowanie do
wynikéw obserwaciji.

Weryfikacj¢ prognoz ex post (wg zasady z pkt 4.1) przeprowadzono na podsta-
wie danych z okresu od 19 lipca do 22 listopada 2005 roku (okoto 100 notowarn).
Uzyskano 61% trafnych prognoz z wielomianowego modelu logitowego oraz
64,4% trafnych prognoz z mieszanego modelu logitowego.

Prognozy dla przyktadowych akcji NETIA oraz WIG-u przedstawiono na rys. 1.
Szare pola oznaczaja okresy, w ktérych akcje wybranej spétki zakwalifikowano
jako akcje niezdominowane przez rynek. Linig pogrubiona zaznaczono prognozy
prawdopodobienstwa uzyskane z mieszanego modelu logitowego. Mozna zauwa-
zyé, iz wielokrotnie mieszany model logitowy w poréwnaniu z klasycznym mode-
lem wielomianowym umozliwil uzyskanie wyzszych wartosci prawdopodobien-
stwa w okresach, kiedy akcje kwalifikowano jako akcje niezdominowane, oraz
nizszych warto$ci prawdopodobienstwa dla pozostalych okreséw. Takie wyniki
stanowia uzasadnienie dla wyzszej trafnosci prognoz.
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Rys. 1. Przyktadowe prognozy prawdopodobienstwa w okresie od 19 lipca do 22 listopada 2005 roku
Zrédlo: opracowanie wtasne.

Prognozy przedstawione na wykresie (WIG) nalezy rozumie¢ jako prawdopo-
dobienstwo wystapienia w momencie 7 takiej sytuacji, kiedy w zbiorze nie ma akcji
niezdominowanych przez rynek. W takim przypadku oszacowano prawdopodo-
bienstwo, ze uzyteczno$¢ WIG-u bedzie wyzsza od uzytecznosci kazdego z anali-
zowanych waloréw.

Otrzymane prawdopodobienstwa z modelu wyboru dyskretnego w kazdym
momencie czasu ¢ sumuja si¢ do jednosci. Dlatego najprostszym sposobem wyko-
rzystania wynikéw w analizie portfelowej moze by¢ potraktowanie wartosci praw-
dopodobienstwa jako udzialéw akcji danej spétki w portfelu.
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DISCRETE CHOICE MODELS WITH HETEROSCEDASTICITY
OF RANDOM TERMS IN FINDING UNDOMINATE STOCKS
BY MARKET ON GPW IN WARSAW

Summary

This paper studies the possibilities of the applications discrete choice models to
find undominate stocks by the market. The return rate of these stocks is higher than
the return rate of WIG index, but the risk is lower than the risk of WIG index. The
most flexible model that can approximate any random terms is the mixed logit. One
of specification uses a factor analytic structure. For that reason the author compares
results of applications multinomial logit model and logit kernel model with factor
analytic form. The analysis is based on the data from GPW in Warsaw between
July 2001 and July 2005 and confirms better quality of the mixed logit model.
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