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1 . WSTĘP

U zdecydowanej większości problemów dynamicznych pojawiających 
się w różnych gałęziach techniki nie jest możliwe wykorzystywanie 
tradycyjnej analizy drgali, opierającej się na deterministycznym mo­
delu matematycznym zjawiska. Występowanie w otaczającej nas rzeczy­
wistości wielu przypadkowych czynników powoduje, że wręcz niewyko­

nalne jest ścisłe oi^isanie ropatrywanych oddziaływań, a model taki 
staje się niewystarczający. Aby wyznaczyć odpowiedź układu na loso­
wo zmieniające się obciążenie, konieczne jest wprowadzenie nowych po­

jęć i metod, któro umożliwią realizację tego celu. W tych sytuacjach 

z pomocą przychodzi teoria procesói9 stochastycznych, a szczególnie 

ta jej część, która ma zastosowanie w analizie konstrukcji inżyniers­

kich zwana teorią drgań stochastycznych lub dynamiką statystyczną. 
Jej zadaniem jako działu mechaniki budowli jest stworzenie wystarcza­

jąco użytecznego stochastycznego modelu obciążenia oraz analiza pro­
babilistycznych charakterystyk odpowiedzi układu.

Jedną z pierwszych publikacji z dziedziny drgań stochastycznych, 
podsumowującą aktualny stan przedmiotu w latach powojennych, a więc 
w okresie nasilającego się zainteresowania tą problematyką jest pra­
ca S.ll.Crandalla [13], stanowiąca opracowanie cyklu wykładów wygło­

szonych w 1957 r. oraz jej uaktualnienie z 19ó2 r. Inno ważne prace 
z omawianej dziedziny, szeroko przedstawiające jej rozwój, metody 
oraz pojęcia i często nawiązujące do możliwości zastosowania to [i, 
3,ó, 12,1 6,25,29,33,35,^2,U3,Ml ,45,^].

Zainteresowanie problematyką drgań stochastycznych wiąże się 
z rozwojem środków szybkiej komunikacji, a więc z zagadnieniami dy­
namiki jjojazdów oraz techniki rakietowej i nowoczesnego lotnictwa, 
gdzie działanie silników odrzutowych jest źródłem losowych wymuszeń. 
Także dynamice konstrukcji inżynierskich istnieje cała klasa prob­
lemów, w których obciążenie ma charakter losowy. W określonych sytu­

acjach drgania układu mogą być spowodowane krótkotrwałymi, powtarza­
jącymi się oddziaływaniami, których wielkości, przebieg w czasie, 
chwile pojawiania się i czas trwania są przypadkowe. Z typowym przy­

kładem takiego zagadnienia mamy do czynienia w dynamice konstrukcji 
mostowych, drogowych i innych, obciążonych ruchem pojazdów [10,11,15,
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49,50,51,52]• Wymieniony problem pojawia się także w analizie dyna­

micznej stropów i konstrukcji wsporczych pod maszyny o udarowym oha-
rakterze pracy [8,9,I8,20,31], a także samych maszyn togo typu [53j

budowli narażonych na działanie wiatru £56J, pulsacji ciśnienia akus­
tycznego podczas powtarzających się naziemnych wybuchów [38] lub ob­

ciążonych wstrząsami o charakterze sejsmicznym i parasejsmicznym [l7,

Najprostszym modelem obciążenia stosowanym w wymienionych przy­
padkach jest deterministyczna seria impulsów typu & -Diraca. Analizę 

drgań układu o jednym stopniu swobody poddanego działaniu takiej se­
rii przedstawiono m.in. w | 2ó,3l]. Innym wariantem tego modelu jest 

deterministyczna seria impulsów dowolnego kształtu o skończonym cza­
sie trwania [ 4,20,24,36], przy czym rozpatrywano tu przypadki impul­

sów prostokątnych, trójkątnych i sinusoidalnych.

Ze względu na przypadkowość cech wymienionych wcześniej rodza­
jów obciążenia podejście deterministyczne nie wyczerpuje w pełni pro­

blemu. Działanie powtarzalnych krótkotrwałych wstrząsów ma często w 
pełni charakter losowy i bardziej adekwatnym modelem wymuszenia wyda- 
Je się byó seria przypadkowo pojawiających się impulsów o losowych 

amplitudach. Problematyka drgań konstrukcji wywołanych losową serią 
impulsów typu 8*-Diraca była przedmiotem szeregu prac, np. £21,28, 

40,4l], w których rozpatrywano przypadki, gdy odstępy czasowe między 
kolejnymi chwilami zgłoszeń sił tworzą zbiór niezależnych zmiennych 
losowych [39,40,41 J, lub gdy są one skorelowane [ 22,28,47, ^-8j . Model 

ten nie uwzględnia kształtu przebiegu pojedynczego impulsu w czasie, 
co ma szczególne znaczenie w zagadnieniach, gdzie okres oddziaływa­
nia sił na konstrukcję nie dąży do zera i nie może zostać pominięty.
W niektórych pracach z teorii uderzeń [20], dotyczących propagacji 
szczeliny [30J, czy zajmujących się wyznaczeniem ekstremalnego ob­
ciążenia konstrukcji [2] przyjmowano proste deterministyczne funkcje 

aproksymujące kształt wymuszenia o przypadkowych: amplitudach i chwi­
lach pojawiania się, np. [32J. W problemach dynamicznych nie stosowa­

no dotąd modelu uwzględniającego losowy charakter wszystkich cech ob­
ciążenia, jak jego wielkości, przebieg w czasie, chwile rozpoczęcia

i 
oddziaływania i okres trwania.

Propozycję pewnego typu takiego modelu zawiera niniejsza praca. 

Dokładną, charakterystykę .losowego obciążenia przedstawiono w roz­
działach trzecim i czwartym, tu ograniczono się tylko do podania naj­
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ważniejszych jego cech. Założono, że w losowych chwilach rozpoczyna­
ją swe działanie na układ siły o przypadkowych wielkościach, przy 

czyni przebieg pojedynczej siły w czasie może być deterministyczny 
lub ma charakter procesu stochastycznego. Odstępy czasowe pomiędzy 

chwilami zgłoszeń kolejnych sił mogą byc skorelowane. W rozważaniach 
uwzględniony został czas oddziaływania sił na konstrukcję, będący w 
ogólnym przypadku zmienną losową.
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2. CEL I UKŁAD PItACY

'Zasadniczym celem pracy jest wyznaczenie charakterystyk proba­
bilistycznych, jak wartość oczekiwana i funkcja korelacyjna prze­
mieszczeń konstrukcji poddanej działaniu losowej sorii sił. Przyję­
to ogólniejszy aniżeli znany z literatury, model wymuszenia, C|d powia­
dający szerokiej grupie obciążeń występujących w praktyce inżyniers­
kiej. V modelu tym chwile pojawiania się kolejnych sił opisane są 
punktowym procesom stochastycznym, którego szczególnym przypadkiem 
jest proces Poissona, zaś same siły, tzn. ich wielkości, okresy o<l- 
dzialyWania nu układ oraz przebiegi w czasie charakteryzuje się za 
pomocą zmiennych losowych lub ciągłych x>rocosów stochastycznych.

V pracy wyprowadzono wyrażenia analityczne określające charak­
terystyki probabilistyczne wymuszenia i odpowiedzi konstrukcji oraz 

przedstawiono metodę oceny funkcji gęstości prawdopodobieństwa tych 
wielkości. Dla zilustrowania podanych związków ogólnych rozpatrzono 

pewno wybrane przypadki funkcji opisującej przebieg czasowy sił two­
rzących serię działającą na układ. Uykonano analizę numeryczną wpły­
wu określonych parametrów /w tyin także losowych/ obciążenia na war­
tości rozważanych charakterystyk probabilistycznych.

Zaproponowany model uwzględnia szereg elementów występujących 
w rzoczywistych procesach obciążeń. Posługiwanie się nim - pomimo 
Jego rozbudowanej postaci oraz nałożenia na zawarto w nim wielkości 
założeń, podkreślających ich losowy charakter - nie stwarza trudnoś­
ci. W szczególnych przypadkach, wynikających ze znajomości niektórych 
cech wymuszenia pozwala na dokładną analizę poszukiwanych charakte­
rystyk probabilistycznych odpowiedzi konstrukcji obciążonej losową 
serią sił.

Praco składa się z dziew lodu rozdziałów, z których pierwszy 
zawiera krótkie omówienie problematyki teorii drgań stochastycznych 
i Jej zastosowań, a drugi prezentuje zagadnienie, jakiemu niniejsza 

proca jest poświęcona•

W rozdziało trzecim sformułowano x>r,°ólom, to znaczy przedstawio­
no opis procesu obciążenia przy wprowadzeniu wykorzystywanej dalej 
symboliki oraz pokazano sposób postępowania w przypadku drgań ukła­
du dyskretnego i ciągłego.
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'Rozdział czwarty poświęcony jest w całości charakterystyce funk­
cji obciążenia, zdefiniowanej w rozdziale trzecim, poprzez podanie 

wyrażeń analitycznych określających wartość oczekiwaną, funkcję kore­

lacji i gęstość widmową wymuszenia w przypadku deterministycznego 
oraz losowo zmiennego czasu jego oddziaływania na układ.

W rozdziało piątym przedstawiono rozważania dotyczące drgań 
konstrukcji wywołanych serią losowych sił o deterministycznym czasie 

działania. Podano tu postać ogólną wartości oczekiwanej i funkcji ko­

relacji przemieszczeń układu dyskretnego oraz sposób postępowania 

przy wyznaczaniu tych charakterystyk probabilistycznych dla układu 

ciągłego. Rozdział zawiera podpunkty poświęcone wybranym szczególnym 

przypadkom obciążenia.
Problem drgań konstrukcji wywołanych stochastyczną serią sił o 

losowym czasie działania jest tematem rozdziału' szóstego. Przedstawio­
no w nim rozwiązanie ogólne dla układu dyskretnego przy założeniu, że 
X>rzedział zmienności czasu trwania obciążenia jest znany. Podano pos­
tać poszukiwanych charakterystyk, jaką przyjmą one wówczas, gdy czas 
oddziaływania sił zmienia się nieograniczenio.

Rozdział siódmy poświęcony jest oszacowaniu funkcji gęstości praw­
dopodobieństwa obciążenia i przemieszczenia układu oraz wskazuje moż­
liwość wykorzystania znajomości funkcji gęstości prawdopodobieństwa 
przemieszczenia i prędkości przemieszczenia w problemie "pierwszego 
przekroczenia”.

W rozdziale ósmym podano wyniki analizy numerycznej związków opi­
sujących wartość oczekiwaną i wariancję przemieszczenia, dotyczących 
wybranych szczególnych przypadków obciążenia zaproponowanych w roz­
dziale piątym. Zbadano m.in. X7pływ tłumienia, czasu oddziaływania 

sił, kształtu ich przebiegu czasowego na wymienione charakterystyki, 
a wyniki przedstawiono na wykresach.

U Dodatku zamieszczono wyrażenia analityczne określające całki 

wprowadzone w rozdziale piątym.
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3. SFORMUŁOWANIE PROBLEMU

3«1. Opis procesu obciążenia

V pracy rozpatruje się drgania układu wywołane losową serią sił 
o amplitudach A^, rozpoczynających oddziaływanie w chwilach t^ i ob­

ciążających konstrukcję przez okres T. . Drgania te, w przypadku ukła­
du dyskretnego o macierzy bezwładności B, macierzy dysypacji C i 

macierzy sztywności K określono są równaniem macierzowym

Bq(t)+Cq(t) + Kq(t) = Ff(t) , /3-1/

w którym q(t) jest wektorem współrzędnych uogólnionych, F - wektorem 
opisującym przestrzenny rozkład obciążenia, a funkcja f(t) przedsta­

wia zmianę wymuszenia w czasie. Równania /3»1/ określają drgania kon­
strukcji o skończonej liczbie stopni swobody /np. blok fundamentowy/ 
bądź układu ciągłego poddanego dyskretyzacji matematycznej przy zasto­
sowaniu metody Ritza, Galerkina lub metody elementów skończonych [• 
Drgania układu ciągłego opisane są równaniem

L[w(x,t) + cw(x,t) + mw(x,t) /3-1/1p ( X ) f ( t )

omówionym w dalszej części rozdziału. Sposób rozwiązania zagadnienia 
drgań układu dyskretnego i ciągłego zawierają punkty odpowiednio: 3.2 
i 3.3. Związki /3*1/ i /3*l/^podane są tu jodynie w celu wprowadzenia 

funkcji obciążenia f(t), będącej przedmiotem rozważań w niniejszym 

podrozdziale•
Zakłada się, że rozpatrywany układ podlega działaniu serii sił, 

których wielkości amplitud A, , chwile rozpoczęcia obciążenia tK K
oraz czasy trwania są w ogólnym przypadku zmiennymi losowymi.
Funkcję f(t) można zapisać w postaci następującej sumy 

n(o, t)

fh) = 22 /3-2/
k=1

Przyjęto, że amplitudy A^ są niezależnymi zmiennymi losowymi, przy
czym znane są wartości ich charakterystyk probabilistycznych: eTa. = 

„Ta taFaS/. XI L

Symbole {•} i E^*J oznaczać będą w dalszej części pracy prawdopo-

dobieństwo i wartość oczekiwaną wielkości w nawiasach. Funkcja 



10 -

S(*»tu»Tte) przedstawia kształt k-tej siły w przedziale czasowym 
Rozpatruje się dwa typy tej funkcji, Może więc być to 

funkcja kształtu o charakterze deterministycznym bądź rodzina pro­
cesów stochastycznych. Występujący nad znakiem sumy symbol N(0,t) 
oznacza punktowy proces stochastyczny [28,^7,^8], określający ilość 

sił, które pojawiły się w przedziale (0,t). Nazwa tego procesu wyni­

ka z przedstawienia go na osi czasu w postaci zbioru punktów.

Niech 
obciążanie 

da się, że

N (t, ,l . k i’ 
układu odpowiednio w okresach ( t, , t .) 

2- J

t.) i dN(t) oznaczają, ilość sił które rozpoczęły
i (t,t+dt). Zakła-

prawd©podobieństwo pojawienia się pojedynczej siły w in-
finitezymalnym przedziale czasu (t,t+dt) jest proporcjonalne do jego 

długości dt, a prawdopodobieństwo pojawienia się w tym przedziale 
więcej niż jednej siły jest wielkością pomijalnie małą wyższego rzę­
du, co zapisuje się następująco

P (dN(t) = = dt + 0 ( dt) ,

p{dN(t)>l]= o(dt) , /3.3/

p{dN(t) = o] = 1 - %(t)dt + O(dt), 

gdzie X(t) jest intensywnością pojawiania się sił. Własność opisana 
związkami /3«3/ oznacza pojedynczość zgłoszeń sił [1,25]• Ze wzorów 

/3*3/ wynikają zależności dotyczące wartości oczekiwanej procesu 
dN(t)

E [dN(t) ] = %(t) dt

E [dN2(t)] = %(t) dt + 0 (dt), /3>/ł/

oraz ogólnie

E[dNn(t)] = *(t) dt + 0 ( dt) .

Korelację między zgłoszeniami sił w dwóch różnych chwilach t 1 t

1 ^2’
^^1^2

opisuje funkcja gęstości produktowej drugiego stopnia 

I 29| określoną związkiem

ti ’

której odpowiada funkcja korelacyjna

/3.6/
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Zależności /3.^/2 i /3«5/ połączyć można wspólnym wzorem

B^dN^ij dN(t2)}= .t^di^dtg + ^(t1)5('t1-t2)dt1dt2 , /3.7/

gdzie 5(t) jest dystrybucją delta Diraca.
V przypadku zgłoszeń niezależnych /nieskorelowanych/ rozważany proces 
punktowy jest niestacjonarnym procesem Poissona [3^] i wówczas

s)=0 oraz<90 1 1 2 (^(t^jt^ = » a Prawdopodobieństwo po­

jawienia się ”n” sił w przedziale czasowym (t.,t.) określa wzór 
— J

P • N (t
n! exp । n = 0,1,2,...,i » n

t

gdzie

i
średnia ilość zgłoszeń sił w przedziale (ti’

Funkcja f(t) staje się wówczas "filtrującym procesem Poissona” [35]« 
Odstępy czasowe między chwilami pojawienia się kolejnych sił są w tym 
przypadku niezależnymi zmiennymi losowymi o niejednorodnym rozkładzie

wy kładniczym•
Ue wzorze /j.2/ wyjaśnienia wymaga jeszcze określenie czasu dzia­

łania sił - T . U dalszych rozważaniach przyjmuje się, że czasy trwa- 
nla obciążenia są deterministyczne oraz jednakowe dla wszystkich sił 
i wynoszą Tj = T = const., bądź że są one zmiennymi losowymi o zna­
nych jednakowych rozkładach jedno- i dwuwymiarowych g^T) i g^^T^ ,TO) 

U drugim przypadku do opisu czasu trwania siły wi^rowadza się jedno- 
punktowy proces stochastyczny którego konkretną realizację
określa wzór

f 0 dla T < T
Zt (t) = 4 k /3.9/

k 1 dla T > T,u K

Proces ten ma następujące własności

{dZ^( T) =P

P

1 } = g1 ( T) dT

0} = 1 - Sl ( T ) dT ,
/3.10/

oraz



12 -

E[dZt ( T )]= g^TjdT ,

E[dZ^(T^= Si(T)dT

E[dZ /T)dZ (T2)]= O', dla

r k “i / \

dla t^ jć t1 •

Funkcja go(T »T »Jest dwuwymiarową funkcją gęstości praw- 
w tV 2| •— *

dopodobieństwa określającą łącznie gęstość prawdopodobieństwa czasów 

trwania Tt|-> ^ti które pojawiły się w dwóch różnych chwilach

^k ^1* ct5asy działania sił są niezależnymi zmiennymi losowy­
mi, to zachodzi

e2(*1) ” Sl(rtx) /3.12/

3.2. Drgania układu dyskretnego

VJ celu rozwiązania układu równań /3*1/ zastosowano metodę rozwi­
nięcia w skończony szereg funkcji własnych* Macierz własną układu i 
wektor współrządnych głównych oznaczono odpowiednio; W i y(t), Wyko­
rzystując transformację własną, np [7,27]

q(t) = Wy(t) /3.13/

oraz ortogonalne własności macierzy W można przekształcić /3*1/ w 
zbiór separowanych równań różniczkowych o postaci

y(t)+ 2 [oŁnJ y(t)+£ay2 ] y(t) = [m^1] f ( * ) > /3.1'f/

gdzie:

Symbole £• J i • T określają kolejno: macierz diagonalną i trans- 

ponowaną.
TZałożono ortogonalność formy kwadratowej V C W, co ma miejsce, gdy 

macierz dysypacji C jest liniową kombinacją macierzy: bezwładności
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B i sztywności K. W szczególnym przypadku macierz C może być pro­
porcjonalna do jednej z wymienionych macierzy.

Zarówno wektor współrzędnych głównych y(t), jak i współrzędnych 

uogólnionych ą(t), jest superpozycja,, odpowiedzi układu dyskretnego 

na działanie każdej siły oddzielnie, przy czym jeśli chwila zgłosze­
nia t^ należy do przedziału (t-T^t), to k-ta siła obciąża konstruk­

cję w chwili obserwacji t, natomiast gdy t zawiera się w przedzia­
le (O,t-T^) układ wykonuje drgania swobodne zainicjowane siłą, która 
Już zakończyła swe oddziaływanie [l9]» Odpowiedź układu na działanie 

siły S(t,t^,Tp), która w chwili obserwacji t obciąża konstrukcję 
oznaczono przez Y (t,t. ,T. ) i R (t,t. ,T. ) /drgania wymuszone/, a na I Mk ł-K, i Lx

siłę, która w chwili t Już nań nie działa - przez Y^(t,t^,T^) i 

Ro(t,t^,T^) /drgania swobodne/, przy czym

(t,t ,T)
_ , \ - . 1 /3.15/
-W^k^J =

Wektory (t,t^,T^ i Y^(t,t^,T^) spełniają równania

+2 KFi (* • tk^kbbnfr (^^0= {mń1J .

dla t t*
/3.16/

dla t t. +

oraz warunki początkowe odpowiednio dla t = tk i t = tk + Tk

0 »
Y1(tk’tk’Tk)= 0 ’

Wektory Y^t.t^.T^) i 

runki początkowe /3-17/ 
t

71 O^k^k)3 j K hn a (V ’

t. 
tk+Tk /3.18/

[ {< s (t^k^k) d,f >

tk

jb^k^k’^ JCWk^d’ /317/ 
*k’Tk> Y!(vTk’•

Yo(t,t ,T.J) spełniające równania /3.16/ i wa- 

można wyznaczyć z następujących związków
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gdzie symbolem hn(t-y) oznaczono impulsową funkcję przejścia o pos­

taci

/3-19/

-2 2 2
przy czym: 12 R = GTn ~JXn> __
Podstawiając wektory Y^(t,t^,T^) i Y2(t,tk,Tk) wyrażone związkami 

/3.18/ do zależności /3*15/ otrzymuje się 
t

U hP^k^kh J ,
/3.20/

u ^'MkP J ^(t-pF S(ptk>Tk)d^ ,

. , T
gdzie symbolem H(t-y) = W £mn hn(t-^)J W oznaczono macierz charak­

terystyk impulsowych. Przy pomocy zdefiniowanych w niniejszym punkcie 
wektorów Y ,Y9,R ,Rp określone będą w dalszych rozdziałach pracy 
.szukane charakterystyki probabilistyczne dla wyróżnionych przypadków 
szczególnych •

3,3. Drgania układu ciągłego

Drgania układu ciągłego obciążonego w sposób zaproponowany w 
punkcie 3*1 opisuje równanie

b[w(x,t)] + cw(x,t)+ mw(x,t)= p(x)f(t) , /3.21/

gdzie:
] - różniczkowy operator liniowy względem zmiennych geometrycz­

nych x, 
w(x,t)- przemieszczenie rozważanego dźwigara, 

c,m - odpowiednio: współczynnik tłumienia i masa jednostkowa, 
p(x) - funkcja określająca przestrzenny rozkład obciążenia /odpowied­

nik wektora F w zagadnieniu drgań układu dyskretnego/ 
f(t) - funkcja opisująca przebieg wymuszenia w czasie dana wzorem

Różniczkowy operator liniowy ] względem zmiennych przestrzennych
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gdzie O^x^l /1 - długość belki/, a dla płyty cienkiej o stałej 
grubości ( x ^>x,y) L[w(x,y,t)] = d(—+ 2 ... " 'g'—"?? + przy czym

EJ(x), D oznaczają sztywność odpowiednio 7 7 belki i płyty♦

Rozwijając funkcję x>rzemioszczeń w(x,t) w szereg funkcji włas­

nych

w
. n z n 

11x1

otrzymuje się nieskończony ciąg równań separowanych typu /3*1^/,gdzie 
“i, xct= ’ Qn = mń1 i P(x)Wn(2)dx, mn = j m(x)W*(x)dx, G?n - n-ta 

częstość własna układu^nie tłumionego, a 13 - dziedzina zmiennej x /dłu­

gość czy powierzchnia/. Analogicznie, jak dla zagadnienia drgań ukła­
du dyskretnego wprowadza się funkcje Ynj ( t , ^k^k) Yn2 ’ ^k*^) 

oraz odpowiedniki wektorów R^ i R^, a mianowicie funkcje 
co

^k^k^n^^ * tk^k^W »

/3.2 3/

II2(x,t,tR,T ) = y o(t,t. ,T. W (x) = Y£(t,t. ^.YWk) . 
n=1 n2' 7 k’ k' nx ' 27 k7 k' k '

Również i w tym przypadku przemieszczenie w dowolnej chwili obserwa­
cji t jest superpozycją przemieszczeń wywołanych każdą siłą od­
dzielnie. Drgania układu można przedstawić jako sumę drgań swobod­
nych wywołanych siłami, które w chwili t już nie obciążają kons­
trukcji oraz di'gań wymuszonych pochodzących od sił w dalszym ciągu 

nań działających.
W rozdziałach piątym i szóstym ^znaczono charakterystyki pro­

babilistyczne, jak wartość oczekiwana i funkcje korelacyjne prze­
mieszczeń konstrukcji wywołanych losową serią sił /3«2/.
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4. CHARAKTERYSTYKI PROBABILISTYCZNE FUNKCJI OBCIĄŻENIA f(t)

4.1. Vprowadzenie

Rozdział ten poświęcony jest analizie wyprowadzonych dla peł­
niejszego opisu procesu obciążenia charakterystyk probabilistycznych, 
jak wartość oczekiwana, funkcja korelacyjna i gęstość widmowa funkcji 
f(t) określonej związkiem /3.2/. Całość rozważań została podzielona 
n;i dwie części* U pierwszej przyjęto, że czasy działania sił T są 

deterministyczne, a więc = T = consLy natomiast w drugiej są ono 
zmiennymi losowymi. Także funkcja S(t,t. ,T, ), która opisuje przebieg ic a *
siły w czasie może mieć charakter deterministyczny i przyjmować zna­

ne postaci np. funkcji stałej, sinusoidalnej czy wykładniczo maleją­
cej [19] lub może być procesem stochastycznym o znanych charakterys- 

tykaeh /rys. 1/.

4«2> Charakterystyki probabilistyczne funkcji f(t) przy determinis­
tycznym czasie działania sił

Przyjęto, że czasy trwania wszystkich sił są deterministyczne i 
jednakowe ( T^ = T = const.) oraz kształt pojedynczej siły nie zależy 

od chwili, w której rozpoczęła ona swe działanie, a jedynie od odleg­
łości czasowej między obserwacją zjawiska a k-tym zgłoszeniem się. 
Funkcję s(t,t. ,T. ) zapisuje się więc następująco

S (t—t ) dla +T,

0 dla ^^^k ^ul:) ^k +
a. 1 /

Funkcja f(t) jest sumą sił pojawiających się w chwilach t^ należą­
cych do przedziału (t-T,t), tzn. takich, które w chwili obserwacji t 
obciążają konstrukcję. Mając na uwadze fakt, że proces dN(t^), które­

go własności są określone związkami /3*3/; jest stochastycznym proce­
sem skokowym, wzór /3.2/ można przy użyciu całki Stieltjesa £l4,1ó] 

przekształcić do postaci 
t

f(t) = f A(t) s(t-I)dN(T) . /4.2/

t-T



17 -



— 1 8 —

Gdy czas działania sił T dąży do nieskończoności lub gdy t-T < 0, 
wówczas dolna granica całki we wzorze /h.2/ równa Jest zero. Relacja 
/4.2/ Jest wzorem wyjściowym do wyznaczania poszukiwanych charakte­
rystyk probabilistycznych obciążenia. 

Dokonując na związku /4.2/ operacji wartości oczekiwanej i wy­
korzystując wzór /3*^/^ otrzymuje się wartość oczekiwaną funkcji 
f(tj opisaną zależnością 

t 
j EpOt)] E[s(t-T)] 

t-T
Oparto się tu, juk i przy innych operacjach, 
amplitud, funkcja S(t-t ) opisująca kształt 
ces dN(t. ) są wzajemnie niezależne.
Funkcję korelacyjną K (t ,t9) wyznacza się 
_ _ 1 I I

na fakcie, że wielkości 

siły oraz punktowy pro­

zę znanego wzoru, np.

/4Jł/

Po uwzględnieniu związków /3.^/g, /3*5/ i /3*6//lub /3*7//> /^. 1/ 
oraz /^.2/ otrzymano 

min (t. ,t„) 
II

e[a2(t)] E[s(tl-r)s(t2-r)]A(t)dT + 

max (t1 , t,) -T

r1 ę2+ \ \ Ep^)] eIac^e^^-^) .r^dC^r,,- /u.5/

VT t2-T

- Eppp] E[f(t2)] .

Należy podkreślić, że obok całek podwójnych, jak dla klasycznych pro­
cesów ciągłych, występuje w powyższym wzorze całka pojedyncza. Jest 
ona równa zeru dla [ max (t , t2) -T ] > minft.,^). Całki podwójne wyra­

żają wpływ wzajemnej korelacji między różnymi siłami na wartość 
^ff^l’^2^* natomiast całka pojedyncza odzwierciedla wpływ każdej 

siły oddzielnie.
Jeśli funkcja s£t,t^) ma charakter deterministyczny,to ogólną zależ­

ność /4.5/ można zapisać następująco
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kff ^2^*“

VT t2-T

min (t1,t2)

J E[A2(r)] s^-tAC^-r^^dt + 
max ( t1 , t2) -T

E[A(tp] E[A(t2)] ^d^d^

A-6/

gdzie ~ funkcja korelacyjna dana wzorem /3.6/.~ I Ar
V celu wyznaczenia gęstości widmowej mocy G (u ,uo) procesu-t 1 1 A 7

f(t) wykorzystano ogólny wzór [j,14,46} 
co QO 
f f

Gff (U1 *U2^ = J J kf f °ll * 0 d7l cl>12 /^«7/
- co -co

Z przekształcenia odwrotnego Fouriera wynika, że funkcję korelacyjną 
można wyrazić przez gęstość widmowa

i(u t -u9t2) 
G^jU^e du1 du2 /4.8/

I

Dla procesu stacjonarnego, gdy (t^ ,t2) = K^(t), t = za­

chodzi

kff(t1,t2)= ,iTT2

co

- co co

Gff(u)cos u t du A. 12/

Gff (u) ellt'u du • A. 10/

- GO
Jeśli funkcja f(t) jest procesem rzeczywistym, to jej funkcja kore­
lacyjna jest rzeczywista i parzysta, a także parzysta jest gęstość 
widmowa mocy. Wówczas zależności A. 9/ i A* 10/ przyjmują postać 

00
Gff(u) = j Kff^)cos ur^dr^ , /^.1l/

o
Kff(t) =

0
Relacje A»3/> A*^/ oraz /^.11/ posłużą do wyznaczenia szcze­

gółowych wyrażeń opisujących charakterystyki probabilistyczne obcią­

żenia, jak wartość oczekiwana, funkcja korelacyjna i gęstość widmowa 
przy następujących założeniach. Amplitudy A^ nie zależą od chwil po­

jawiania się sił t^, a więc ich charakterystyki probabilistyczne są 
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stałe 1 znane: e[A^]=: e[a] = const., E[A^j= E[A ]= const.
0 procesie zgłoszeń sił zakłada się, iż Jest on stacjonarny i nie- 
skorelowany cj(t^ , = 0^ tzn. X = A = const. Otrzymuje się więc

związki /4»3/, /4.6/ i /4.11/ w prostej postaci

T
a[r(t)] = e[a] a j s(T-T) d t , A.13/

° min (t., tg)

Kff^iKfr^)= eLa21 i s(t1-r)s(t2-r)dt =

max (t. , t o) ~T A • 1,(/
T-111 ’

= e[a2] a j S(T-lt|-r)s(T-'C) dT , dla |t|<T 

0

gdzie t = t^-^ *
przy czym funkcja K^^(t) J0st równa zero dla l 11 oraz

T
Gff(«) = j Kff(l) d°s " A-15/

0

Przypadek 1

Układ jest obciążony serią sił stałych w czasie /rys, la/; funkcja

S(t-t ) przyjmuje postać K

0
S(.t-tk) =

gdzie jako wielkość

dla

dla

wprowadzić
T

można

11
k

>

1 lub
o

Wartość oczekiwaną, funkcję korelacyjną i gęstość widmową opisują 
wyrażenia

E[f(t)]= E[A]A| T

K^Ct) = e[a2]A(T-|t| ) , 
r

Gff(u) = e[a2]A“^ “ -3 (i - cos “ T

A-17/

/h.18/

A. 19/

przedstawione na rys. 2.
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Rys. 2.

Jak widać)wartość oczekiwana obciążenia jest średnim obciążeniem 
przy ustalonym czasie trwania sil T. Natomiast parzysta funkcja 
K (t) zmienia się liniowo w przedziałach i Funkcja

11 2kTC
Gęstości widmowej zeruje się dla punktów u = , k = 1,2,..., po­
między którymi wykazuje lokalne maxima o coraz mniejszej wielkości.
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Przypadek 2

Układ jest obciążony serią sił harmonicznie zmiennych /rys. 1b/, 

których kształt opisuje związek

0 dla t < t ,
. 1 A. 20/

‘ ~ Sin p(t-tR) dla t tk ,

' ’ TC
gdzie p jest czystością oscylacji sił wymuszających i niech p = 
/iiiipulsy sinusoidalne/•

Rys. 3.
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W tym przypadku otrzymano

Kff

E[f(t)]= Ep] % 1 -X
*• I

(t)= f[a2] % —~ sinp 111 + (T- {t| ) cos p| 11 
2r^ 1

Gff^U^= 1V [A l^rr 2
Kr (p-u)2(p+u)2

( cos u T + 1 )

/h.21 /

/4.22/

A. 23/

Charakterystyki te przedstawia rys. 3*
Funkcja korelacyjna jest ciągła w przedziale (-T,T) i zdąża do zera 

/dla t = T/ z prędkością uzależnioną od parametru p. Gęstość widmo­
wa natomiast jest funkcją osiągającą lokalne extrema w przedziałach 
o zmiennej długości. W punkcie u = +_ p widmo mocy przyjmuje war- 
tość: Gff(u)= e[a2]X-| •

Przypadek 3

Układ jest obciążony serią sił wykładniczo malejących /rys. 1 o/

0 dla

1 exp[- dla

t < tk ,
/4.24/

Wartość oczekiwaną, funkcję korelacyjną i gęstość widmową przedsta­
wi. on e na rys. 4 opisują wz ory

E[f (t)] = e[a] % 1 1 [1 -exp(-pT)],

Gff/u) = e[a2]/-X .... 1---- g— [l+oxp(-2pTj -2exp(-ftT)cosuT]
r

A. 25/

A. 26/

A-27/

Wartość oczekiwana w dalszym ciągu przedstawia średnie obciążenie 
przy ustalonym czasie działania sił. Funkcja korelacyjna zdąża wykład­
niczo do zera dla t=T, przy czym parametrem sterującym tym przebie­
giem przy danym T jest parametr wymuszenia p • Na rys. 4 przyjęto 
p = 0.1T. Gęstość widmowa przyjmuje lokalne extrema, zbliżając się 
do zera, lecz go nie osiągając.
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Dygresja :

Układ jest obciążony serią sił sinusoidalnie zmiennych /jak 
w przypadku 2/, amplitudy nie zależą od chwil t i są znane,
lecz proces zgłoszeń sił jest niestacjonarny, a jego intensywność 
^(tR) zmienia się według funkcji sin ^o^k*
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Wartość oczekiwaną i funkcję korelacyjną obciążenia opisują następu­

jące związki

E[f(t)]= e[.AX r £ +EW '2P 2 [si^t+sin^Ct-T)] ,
p -ty

+ sin p

Kffy4a2]^o 1
2r^

r 1~ smp |t| + (T- |tQ cos P t

+ E^A2] X1 1 1 {
2p £sin p| t 1 sin er t

1 022r l

sin cAtp-T) J

A. 28/

A-29/UM- 2T)

^L008? COStjt-COSp ( 11| - 2T)t

• 4‘2] \ A r o
Jak widać, są to zależności /^.2l/ i /»4.22/ powiększone o wartość 
oczekiwaną i funkcję korelacyjną obciążenia o intensywności sincJ t. . 
Gęstość widmową mocy należy teraz obliczać na podstawie wzoru 
tu jednakże nie podano wyniku zo względu na bardzo rozbudowaną jego 
postać i nieistotne dla pracy znaczenie.

Niech funkcja kształtu sił S(t-t^} będzie procesem stochastycz­
nym o znanej funkcji korelacyjnej, a więc

E [s(t - tj] = 0 , A.30/

>*2’^/V,) = ElS (b^kj S(t2"tk,)] ’ A<31/
I i

Ogólny wzór /^ł.5/ przy uwzględnieniu związków //4.3O/ i /4.31/ przyj­
muj o postać

min(t1, t2)

‘2)= J eŁaM
max(t^,t2)-T

*2
J E^EfA^Kj^t.,, 

‘2-T

,t2,u)W +
A. 32/

*^2)^^! '^2) d d^2 ’
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Przyjęto, że; amplitudy A^ nie zależą od chwil pojawiania się sil 
t^ i są znane - E[A^s= e[A^=: const., E^A^js E^A^js const., proces 

zgłoszeń sił jest stacjonarny - % (t^) = X - const. i nieskorelowany 
- Cj (t| , t^) = 0, a także stacjonarny jest proces S(t-t^). Przy po­

wyższych założeniach związki /4»31/ i /4«32/ zaj?isuje się następują­
co

) = ELS^tl-tk^ ^^2“*k )]’ A-33/
2 1 1 2

min(t1,t2) t^ t^
Kff(t)= E[A2] X J \

ma x(t ,t )-T t -T t 2-T

T t+T
•d^d^ = E[A2]AKaa(t)(T-|t|)+E2[A]%2 J d^d^,

O t

t = t2 - t1 /4.3V

Możliwe jest również przyjęcie K _ w postaci5 S

A-33/’

W sytuacji opisywanej przez zależność /4*33/ każda siła jest reali­
zacją tej samej części procesu stochastycznego z przedziału (o,t)p 
natomiast wzór /^.33/J ważny jest wówczas, gdy dwie różne siły są

dwóch różnych części z przedziałów, np. ( t^, tJf +t)
i, tego samego ciągłego procesu stochastycznego. Dalsze

realizacjami
1 t^kż’ tk2+T)

rozważania ograniczono do pierwszego przypadku

Przypadek 4

Rozpatrywany jest proces S(t-tR), którego funkcja korelacji 
dana jest wzorem /"biały szum"/

SP 5(M • A-35/

Otrzymano funkcję korelacyjną obciążenia oraz gęstość widmową mocy 
w następującej postaci
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K[A2]X Sp5(t)T + E2[A] X2 Sp T A. 36/

A. 37/

Rys• 5•

Przypadek 5

Niech funkcja korelacyjna procesu S(,t-t. ) ma postać
\.

KSS = $2 exp(- pHI) , A. 38/

gdzie t = tg-t^ 9 b , p- parametry wymuszenia#
Wykorzystując związki A«33/ i A# 11/ otrzymano
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Kff(t)= e[a2] |t|)e*P(- p|t|) -

2 2 2 f i sn T ^’39
- E^A^G?£|lp_exp(_ pT)]- T J ,

O O O 1 G X R P) 1 ) r o o

Wu) = e[a2]AG- Tp- +—2—2-------  [(p--q-)cos u T -
IŁ 5 -ł-u ' p> +u

' 1 /4.4O/

sinuT
U,

Pi-zoble^ funkcji (t) i ^ffCu) X>r ze d s i u wi a rys. 6»

Rys. 6•
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4*3*  Charakterys tyki probabilistyczne. funkcji f (t) przy losowo 

zmiennym czasie działania sił

*Y| hj >^2’ li da) ^dl^d ^d I^2 +

tj-a t2 b b
+ j J j 15 LS(S * ^l) S (*2 ’^2 ’*l2 )]

11 — b tz,—a t —*C. a

Niech czas trwania siły T będzie zmienną losową, przy czym 
T zmienia się w granicach a^T^b. Wzorem wyjściowym do wyznaczania 
charakterystyk probabilistycznych, jak wartość oczekiwana, funkcja 
korelacyjna 1 gęstość widmowa jest relacja 

t — a b t b
r(t)= j j jm;)s(t,T;^)dN(t)dzx(^) ./hJn/

t — l) t — *0  t—a a

Tak zapisano obciążenie rozumiane jest jako suma wszystkich sił o cza­
sie działania a^T^b , które dotrwały do chwili obserwacji t, przy 
czym t>b. Dokonując na wzorze /4»4l/ operacji wartości oczekiwanej

i wykorzystując związki /3*4/.  oraz /3•1l/^ przy założeniu, żo wiel­
ił, procesy dN(t^) i dZ.

wartość oczekiwaną funkcji obci
kości amplitud, funkcja kształtu s 
wzajemni© niezależne otrzymuje się 

żenią w następującej postaci

t-a b
\ is[sę,r,tp] Acąs/^ptd^ +

t-b t~X

t b

t -a a

/4.42/

Przy pomocy zależności /4.4/ wyznacza się funkcję korelacyjną 
K^^(t^,to)*  Podano tu pełną jej postać bez zastosowania uproszczeń, 
jakie miałyby miejsce przy pewnych założeniach, np*  dotyczących sta- 
cjonarności procesu zgłoszeń sił czy zdeterminowania funkcji kształ­
tu :

t -a to-a b b
^ff^l’^2^ j j (^1 ^2*72^1'

t^b c2-b t1-T1 t2-T2
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tg-a b b

t —a tg«b a t^ — ^g 
"Yi ^17i+

t tg b b

i S i ELAt^) A(^l »Tj) s^2*^2^a) 1
t -a to-a a a

'Yl ^1 ’^2’1l "

t~a to~a b b 
r c c f
j j j ELA^2^ ^Ls^i,rli^] *

t^b tg-b ^"^a

*Y2 ^1 ’ ~2 ’ *ll ’ 'l 2) d Y d ^2d lid 12 " 

t j -a tg b b

j j ElA^p] e[a^2^ ’
t -b t„-a t -*C a

*Va h’^a’Tr l12)dSd^2d’iidrl2 ~

•¥2^1 ^241’^1 - /4J°

to-a
11 s

*¥2^ U1 »^2 ?ltl ^a) d^1 d^2dltld^2

to~b
L A

b

j EpT)] E[s(t1,r,r^)s(t2(r,^)]g1(>|)%(t)d'Cd^ 

t2-t

to~a a
2’C

*r1

2 J J 
t2-b t2“’C

t2’ A(T)dtdn ,

t^ t b bI 2
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gdzie
Yl ^2’Tl= ^2^1 ’ ^2’11^2^*

Y2 ^1 *^2 *'Tl’^2^ ~ *]Y ^^2^

Wprowadzono nastypujące

dla

dla

dla

d la

oznaczenie

0 a

Itg-tJ > a
oI t9-t JC a

a b

^^1^2) ’ /4.W

w którym ^ff(^>^2) Jes$ sumą całek poczwórnych we wzorze /^.^3/ i 

wyraża wpływ korelacji wzajemnej między siłami na wartość funkcji ko­

relacyjnej, ^ff >^2) natomiast jest sumą całek podwójnych w tej 
zależności i oi>isuje wpłlyw każdej siły oddzielnie.
Jeśli funkcja kształtu S(t,t^,T) jest deterministyczna, a wielkości 

amplitud nie są wzajemnie skorelowane dla różnych chwil pojawie­
nia się obciążenia, to funkcję ,^*2) Kiożna zapisać w prostszej 
po s t a c i

t -a to-a b b1 p Zr r f
kff ^1 ’ = J J J J E^A^^] ELA^2H S^1 'Tj) S( ^2’^2?

S-b *2-b *1-^1

t -a t„ b b1p r— r r
+ J J J J 4ACtp] •

trb t2-a a A

f1 t2fa f bf
+ J J J J . E[A^jl E[A^2^ SÓi Ji di) s(*2

t^—a t^—b a ^2”* 2
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b*b *

aS"3 t2-a

E [a CC )] E [a (t ) j S (t , u I A* 5 9 7?

‘Y^j ^291i ’*Wd ^d 9

gd zi e

Y^i ’\>li ‘la^ Vi »^2»li 'la)" ¥2^1 ’^2’li ’lz) =

= k2^i ’^2’1i 'la^^i J2) "si( li) ei( la)^

Jeśli proces zgłoszeń sił dN(t. ) Jest stacjonarny i nioskorelowany 
oraz T jest niezależną zmienną losową, to K^Ctpt^s O i

ft2)= ’*£) •
Wyprowadzono wzór określający postać funkcji korelacyjnej 

w tym przypadku przy następujących założeniach. Amplitudy A. nie 

zależą od chwil pojawiania się sił i ich charakterystyki probabilis­
tyczne -są znane: e[a^J = e[a]= const. oraz E^A^J= e[a2]= const. Układ 

obciążony jest serią sił prostokątnych, a więc kształt siły nie za­
leży od czasu jej działania i opisany jest wzorem /^.l6/. Rozkład 

czasów trwania sił w przedziale a,b)> jest równomierny

0 dla T < a 9

e/T ) = < 1 
b-a dla a < T ;< b 9 AA6/

0 dla T > b •

Opiera jąc się na zależności A«^3/ otrzymano

dla 

kff ^2^ e[a2 1 < 1 £
2 b-a 2^ dla A- W

0 dla b

Kształt funkcji Yff^l’^) P^^ństawia rys. 7. Jest to funkcja sy­
metryczna i ciągła w przedziale (-b,b), przy czym na odcinku (-a,0) 
i (0,a) opisana jest prostą, a na odcinku (~b,-a) i (a,b) - parabola 

o maximum w punkcie + b.
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Wykorzystując relację /^*15/ wyznaczono gęstość widmową mocy w na­
stępującej postaci

Rys. 7 przedstawia także kształt widma mocy 
rem. Funkcja gęstości u ---- ** 0
asymptotycznie do nieszkończoności.

opisanego powyższym wzo 
z obu stron zbliża się

Dla często występującego przypadku zmiany czasu trwania siły 
w przedziale 0<lT<b funkcja obciążenia, jej wartość oczekiwana 
oraz funkcja korelacyjna przyjmują postać



3'4 - 

t b

f(t) = i j acc) sCt,r,r|)dNCU)dzx(i|) , A-W
t-b t-T

t '
E[r(t)]= j e[a(x)] is[s(t,r,i|)]x(t)?(t-r)dr , a.50/

t-b

Tj) ^^2^ ^1^2^*11^12 +

(1 ?
+ ^3 j J ł^A ^)1 Ls 1»*

t2~b t2~^ /^*51/

gdzio
dla |t2 - tj > b

dla 0 b

Jeśli prawdziwe są wymienione wcześniej założenia charakteryzujące 
wielkości amplitud, proces zgłoszeń sił i czasy ich trwania, funkcję 
kształtu obciążenia oraz rozkład czasów działania sił, to (t ,to)= 

= ^2)* Tę symetryczną i ciągłą funkcję opisuje na odcinkach
(-b,0) i (0,b) parabola posiadająca maximum w punkcie +, b.
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5. UKŁAD OBCIĄŻONY SERIĄ SIŁ O DETERMINISTYCZNYM CZASIE DZIAŁANIA

5.1. Drgania układu dyskretnego ~ rozwiązanie ogólne

Niech drgania układu, obciążonego w sposób omówiony w rozdziale 
3, opisuje równanie macierzowe /3-1/* Wszystkie wielkości występują­
ce w tym równaniu zostały scharakteryzowano w punktach trzecim i 

czwartym pracy. Założono, że czasy działania sił są deterministyczne 

i jednakowe, tzn. '1^ = T = const. W ogólnym przypadku wektor F o- 
pisujący przestrzenny rozkład obciążenia może mieć charakter losowy, 

przy czym przyjmuje się wówczas, że gnano są wielkości: wektor’ e[f] 
i macierz E[FF^], a więc Kpp = E^FF^J -E[f]e . Funkcja S (^t, t^ ,T,,) 

opisująca przebieg siły w czasie jest w tym przypadku zależna wyłącz­
nie od chwili obserwacji i chwili pojawienia się obciążenia, w rozwa­
żaniach zawartych u niniejszym rozdziale można więc posługiwać się 
oznaczeniem S (t,tj )•

W dowolnej chwili obserw«acji t > T stan przemieszczeń układu 
jest superpozycją drgań wymuszonych wywołanych siłami, któro w chwi­
li obserwacji obciążają konstrukcję oraz drgań swobodnych zainicjowa­
nych przez siły, które w chwili t już nań nie działają. U pierwszym 
przypadku chwile zgłoszenia się sił - t^ należą do przedziału(t-T,t), 
a w drugim - do przedziału (O,t-T). Zarówno wektor współrzędnych głów­

nych y(t), jak i współrzędnych uogólnionych q(t) jest superpozycją 
odpowiedzi układu na działanie każdej siły oddzielnie, przy czym 

jeśli t e (t-T,t), to k-ta siła obciąża konstrukcję, natomiast gdy 
t^6(0,t-T), to k-ta siła już nie działa na układ, wykonujący drgania 
swobodne. Wektor współrzędnych głównych y(t) będący rozwiązaniem 
układu równań /3*1^/ ma więc postać

y(t) = ^2^) =
V"

J {mn « $0^^ *

V ‘^+T

tk
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gdzie symbolem hn(t~|) oznaczono impulsową funkcję przejścia daną 

wzorom /3*19/* Używając całki Stieltjesa i odpowiedniej funkcji sko­
ku wprowadzonej w rozdziale 3 zależność /^A/ można przedstawić na- 

stępuJąco

y(t) = y,(t) + y2 (t) = 

t t
= j bn^-p J « + /3-2/

t-T V
t-T T+T

+ j j { “ń1 .
O T

Wektor współrzędnych uogólnionych q(t) otrzymuje się wykorzystując 
transformację własną q(t) = W y(t) oraz macierz charakterystyk impul­

sowych II (t-t) /zob. 3.2/

q(t) = + q2 ( t) =
t t
j ( F A(t)są,t)dK(t)dy +

t-T z
t-T T+T
j j II (t-^) F ,T) dN(T)d|

O z
Pierwsze całki podwójne we wzorach /5»2/ i /5«3/> odpowiadająco wek­
torom y^(^) Przedstawiają drgania wymuszone wywołane siła­

mi, które w chwili t obciążają konstrukcję, natomiast pozostałe 

wyrażenia ^2^) opisują drgania swobodne zainicjowano si­
łami, które już zakończyły swe oddziaływanie na układ. Dzięki wpro­
wadzonym rozdziale trzecim wektorom ^(.t,!^), 

i określonym związkami /3*lS/ i /3-2O/ można wzory /5«2/
i /5*3/ przedstawić w prostszej postaci

y^t) = y^*) + yaC4) =
t t-T
ę A(t) ?1 (t,t)dN(T)+ j ACr)Y2(t,'C,T)dN(r)

t-T 0

/5. V
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q (t) = q1 ( t) + q2 () =

t t-T
A(T)R1(t,t)dNCt)+ j A^)R2(t,r,T)dN(T).

t-T O

Związki /$.2/ i /5 • 3/ posłużą do wyznaczenia charakterystyk probabilis 
tycznych, jak wartość oczekiwana oraz funkcja korelacji między współ­
rzędnymi o różnych indeksach. W rozdziale 4 podano wyrażenia na funk­
cje korelacyjne obciążenia f(t) dla różnych chwil obserwacji t ^t^ 
oraz sposób ich otrzymywania. Postępując analogicznie można wyzna­
czyć maciorze K , ,to) orazyy '•I 7 2'
obliczeń prowadzi do uzyskania

WS-tą), co 
wzorów ogólnych

na drodze żmudnych
o b a r dzo ro zbudowanej

postaci•
Dokonując na wymienionych wzorach operacji wartości oczekiwanej 

przy wykorzystaniu zależności /3*4/^ otrzymuje się wektory wartości 
oczekiwanej współrzędnych głównych i uogólnionych

E^y (t)] = I5[y1(t)]+ $[y2(t)] = 

t t
= f j hnCt-p} lłą]Ep(t)] E[s(^^ + /5.6/

t-T T
t-T r+T

+ J j { hn(t-p j E[Q]E[A(t)]E[_S(pX)]%Ct)^d| 

0 V

oraz

E[q(t)]= E^q2(t)j= W E[y(t)^j =

t t

= ] j ,t)]A(r)dT;dr + /s.?/
t-T r 
t-TT+T

+ j J II (t-p e[f]e[a(T)] e[s(^,T)] X(t)dtd< .

0 T

Macierz korelacyjną współrzędnych głównych przy uwzględnieniu związ- 
ków /3.V2, /3-5/ i /3-6/ /lub /3.7/ / wyznaczono w następujący 
sposób
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Kyy(.t,t) = E[y(t)yr(t)]- ^“(t^ł^y^t) ] =

t t t
= J J jblMMj] e^T] {< hj^2^ Ee2^)] •

t-T T t
•E[są1,ps(y2,t)] Mt)^^ +

t-T T+T T+T
+ J j j ELriQTHĄ^^
ort

• ELS (b. s (t 2 ^1 W dtd^ d£2 +

t t t t
+ J J J

t-T t-T V1 r2
t-T t-T t +T ^łT

+ I J J J K

o o Z z„
s

t t-T t ^2+r
+ j J J J {^M^MyK^j^

t —T O D. To1

określona jest związkiemgdzie macierz M 
yy

Myy C^1 >r2 ’ tl ’ 12) = E LA A (t2)] E [S ( S ,t2)], t2)

- E [ Q ] E [QT] E[A C^)] E[A (T2)] E [. S ( E [ S ( 2 Mt2)

Natomiast macierz korelacyjna współrzędnych uogólnionych przy wyko-
— t —•rzystaniu związku Q = W F oraz wymienionych zależności dotyczą­

cych charakterystyk probabilistycznych procesu dN (t^) opisana jest 

wzorom

Kqq (*’*)= V’Kyy =
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t t t
f j j H (t-A (^t-^La^)] s cf; ć.2 +

t-T Z Z

t — r u +•'r 1 i-

J j IO Z z
• A (t) dTTd d +

l t t t K-

(III iiTH2)ev
t^T t-^T r i,, 

s 4

gdzie analogicznie do wzoru /$.8/ wpr owa dzono poetaó ma o i erzy

^ąth >^41 ^2)= eLfe^e^) ACt2)]e[s .t,) s (£,^2)]^ ,t2)-

-ELFjE^jEpCtp] EptTyiELS^ .t1)]E[_są2^2')]X^1)A^2)- /5 • 9/ *

Nie |3odano tu wzorów określających wartości oczekiwane i macie­
rze korelacji współrzędnych głównych i uogólnionych przy użyciu wek­
torów Y1(t,tk), Y2(t,tk,T), i K2(t,tk,T)' Ponieważ za­

stosowanie ich rozwiązaniu ogólnym nie prowadzi do zasadniczego 
u)»ro:rzczonia wyników• Związki opisujące charakterystyki probabilis­

tyczne wielkości y(t) i q (t ) zawierające wymienione wektory wj)ływu 
zostaną wprowadzone przy rozpatrywaniu przypadków szczególnych w punk­
cie 5.3
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5*2. Drgania układu ciągłego - rozwiązanie ogólne

Niech drgania układu ciągłego opisuje równanie /3.21/ szczegóło­
wo scharakteryzowane w punkcie 3*3? przy któcgo rozwiązywaniu posłużo­
no się metodą rozwinięcia w szereg funkcji własnych /3e22/. Znajomość 
charakterystyk probabilistycznych, współrzędnych głównych podanych w 
poprzednim podrozdziale pozwala wyznaczyć wartość oczekiwaną i warian­
cję funkcji przemieszczeń układu ciągłego w(x,t^. Wykorzystuje się 
tu następujące związki

co

gdzie:

B B

Symbolom m oznaczono /jak w punkcie 3*5/ wielkość: in ty
m(x)w^(x)dx , gdzie B jest dziedziną zmiennej x . 

B
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5*3* Wybrano przypadki szczególne

5. 3 * 1 - Za 1 ożeni a pod s tawowo

Wyrażenia opisując© wartość oczekiwaną i funkcję korelacyjną 
przemieszczeń konstrukcji podane w punktach 5*1 i 5*2 mają bardzo 
rozbudowaną postać* Wprowadzenie założeń wymienionych w niniejszym 

punkcie pozwala znacznie Je uprościć* I tak, gdy' amplitudy sił A. 
są niezależnymi zmiennymi losowymi, a więc J?;[A ) A(*to) J -
- EU (t ) 1 ldA(t )] , to macierz M (?, określona jest

*- i J u j yy t tj t .
związkiem: H (T, ą2) = EpC^)] E[AtL0)] { E[W ]E[S S Q ,

A jeśli przy ’ 

amplitudach A^ będących niezależnymi zmiennymi losowymi wektor Q
opisujący rozkład obciążenia po geometrii układu ma charakter de ter-

ministyczny, tzn, E[q];s (i oraz E[QQ j= ] = QQ , to wówczas
macierz M

•EpCU^)]

i. stuła oraz

zapisuje się następująco: M ’ W ~ KLA^pJ *
{ K P c 1 i,) s (f Ty] <5 , zz) 1E Ls ą 1; )]E [s (12, Ty].'

• Oczywiście, gdy wartość oczekiwana amplitud jest, znana
znany jest we ktor Q, wyr a ż en i a : E [ A Q Q i

pojawiaJej się przed odpowiednimi całkami we wzorze

upraszcza się postać macierzy W powyższych j>rzypadkach analogicznie

a także wzorów /^,6/ i /5^7/» 

5-3*2. Seria sił o deterministycznym przebiegu w czasie

Rozpatrywany jest następujący przypadek: ważne są wymieniono 
w punkcie 5*3*1 założenia oraz funkcja S(t,t^) opisująca przebieg 
sił w czasie ma charakter deterministyczny. Słuszne są więc następu­
jące związki

EObk) E^kj] •

e[q]= q, E[Qąą= e[5]e[Qt] = qqt r

/ 5 • 11

.t, ) 'kil ElM^kJ] - Ebi^kJ sćb^k-)*
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Macierz M ma teraz przy wykorzystaniu /3.6/ postać:
J yy’ Ii2^~ E(•'y] QQ ’

Wartość oczekiwaną oraz funkcję korelacyjną współrzędnych głównych
opisują wzor y

• dTd^d^

t t t t
J J 1 (

t~T t-T r
*S^2 ’ 2)^^! ^2) d^1d^2d|ldT2 +

t t-T t To+T
+ J i PI

t-T o r, •
»^2) *^1ddpd^2 +

t-T t- T+T t
+ j j J

0 t-T tg
• S 4 2 ’G 2) ’ ^2) d ^1d L2d d {2

/5-13/
— T—Podobnie przy wykorzystaniu związku Q = W F oraz macierzy

VVVVh) =
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można przedstawić wzory /5*7/ i /5-9/ dotyczące wartości oczekiwanoj 
i macierzy korelacyjnej współrzędnych uogólnionych.

Użycie zdefiniowanych w rozdziale 3 wektorów Y ^t?t ,T ) i Y9(t,tv,Tv) 
orerz 1U (t, t. ) i R_(tyt ,T, ) pozwala zapisać wzory /$.12/ i /5 -1 3/ 
1/ postaci wygodnej dla obliczeń numerycznych. Należy jednak przedtem 
zmodyfikować wymienione wektory zgodnie z przyjętymi założeniami, a 

więc: Y1 (t,tk>Tk) = Y^t,^), Y2(t,tk,Tk) = Y2(t-,tk,T) oraz Rj (t, t^T^ = 
= R^t,tk) i Ro(t,tk,Tk) = R2(t,tk>T). Wartość oczekiwana i macierz 
korolcyjna kolejno: współrzędnych głównych i uogólnionych wyrażają 
s.i ę poprzez wektory wpływu następująco : 

t t"” J,
E[y(t)]= ( EpCP^CM) AWdT + j Ep^)] Y2(t,T,T) Wiat /5.iV 

t-T 0
t

Kyy(t,t)= j Ep2(t)] ACt)dr +

t-T; 
t-T

+ j Ep2(t)] + /5.15/

o 
t t

+ ( j il^)] E[4t2)] 

t"“CT t“żP
t-T t-T

+ j j Eptrp] B[A(t2)j Y2Ct,'C1,T)Y^(t,T2,T)^(ri,'C2)dT1d'C2 + 

o o
t t-T

ł j j EtACCj] E[A(r2)] Y^t.rp 

t-T O
t-T t

+ J J Ep(tp] ELAtr^^ct.^/r)^,^)^ 

0 t-T '

oraz

t t-T
e[W)]= j Ep(r)]R1p,t)A(r)dr+ j Epcp]K2ę,r,T)Mtpr- /5.16/ 

t-T O



t
Kqq(*>t)= j E[a2C^)] 

t-T
t-T

+ j E[A2(t)] R2p,r,T)R2(t,t,T) ACt)dV + 

O
t

E [A l^)] E [A Ct2)] R} (t, tj Hf (t, Tp .tj,) dd +

t -T
t-T t-T

+ j j E[ACtjlB[Att2)]R2(t»VpT)^M2»T}^
O o 

t t-T
+ [ | E[A(tp] E[A[r2)] R1(_t>-t1)R^(_t,T2,T)Ćj(t1,t2)dridt2 +

t —T O
t-T t

+ j 1 e[a(t0] E[A(T2)]R2ct,rvT)u]\t,v2)^^
O t-T

A. 17/

Jeśli proces pojawiania się obciążenia posiada własności strumienia
Poissona, a więc (t , 
cy macierz korelacyjną

t^) - O F ej(t^ , 12) = X (tp X (^2) > 
redukuje się do dwóch całek

to wzór o pi sują-
potrójnych //5«13//

lub pojedynczych /A-15/ i -Pierwsza z tych całek odzwiorcicd-
la wpływ na korelację między różnymi współrzędnymi tych sił, które 
w chwili obserwacji obciążają układ, druga odpowiada siłom, któro już 
nań ni.c dzia 1 a ją .

Obecnie rozpatrzony zostanie przypadek, gdy dana Jest konkretna 
postać deterministycznej funkcji kształtu sił obciążających konstruk­
cję, tzn. zgodnie z /kd/ - funkcji S (jj-t^) , Założono, że amplitudy 

sił A^ są niezależnymi zmiennymi losowymi o znanych i stałych cha- 
rakterystykach probabilistycznych:ELa ( aH - E^A^ const. i E^A*w(t,)"| = 

- E[A*j:= const., wektor rozkładu geometrycznego sił Q ma charakter 

deterministyczny /zob. 5.3*^/ oraz proces zgłoszeń obciążenia jest 
stacjonarnym strumieniem Poissona o intensywności ACt) = %= const. 
W podpunktach 1, 2, 3 podane zostaną wzory określające wartość ocze­

kiwaną i elementy macierzy korelacyjnej współrzędnych głównych, przy 
czym wymienione charakterystyki probabilistyczne wektora y^(t)zależeć 
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będą tylko od czasu trwonią obciążenia T, natomiast wektora 
także od chwili bieżącej t. Dodatkowo dla wektora y^(t) przedstawia­

jącego drgania swobodne układu wyznaczono rozwiązania asymptotyczne 
przy t —co » W praktyce można posługiwać się tymi wyrażeniami, wów­
czas gdy chwila obserwacji zjawiska jest wystarczająco daleka od 
chwili, w której się ono rozpoczęło. Symbolami y^n^)’ y2n^) 1

(t-t, Y_ (t-t, -T) oznaczono n-te składowe odpowiednich wektorów 1nk k' ’ 2n\ k J _
y^ (t) , y^t), Y (t-t^ ) i Y^ (t-t^-T) . Wykresy funkcji obciążenia f(t) 

odpowiadających rozpatrywanym funkcjom kształtu S(t-t, ) przedstawia 
rys. 1a,b,c w rozdziało 4.

Przypadek 1

Obciążenie serią sił stałych /rys. 1 a/

Układ obciążony jest serią sił stałych w czasie /prostokątnych/, 
a więc funkcja S (t-t^ ) przyjmuje postać /4.1Ó/. Ze wzorów /3.18/ 
otrzymano n-te składowe wektorów Y ^t-t^.) i Y^t-t^-T] w postaci

gd zi e

cos.

/5.19/)
n XIn

(F ♦oKp^T^sirĄT -

Wartości oczekiwane n-tych składowych wektorów y (t) i y9Ct) wyno- &
szą odpowiednio
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+

^i+q9

(i)

%

no J K.

r m oy u n n

Cd

rrn

2r m .

+ (pli+Olj) sin

k^2)

iacyj—

Rozwiązanie asymptotyczne dl< 

y?U) przyjmuje postać

Qn%E[A]

Wyznaczone ze wzorów /5*1.3

. . .-c4 ,co.11 2j 1j 2x

oo wartości oczekiwanoj wektora

sinll T~2oL cos n n

ą si ę na stępujące
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Gdy t -*co elementy macierzy k12> (t) 
yy k 7 pr zy JmuJą postać

(«>) =v. y ? yi j

Q.QAE[A2] 
_

' 22 r ni. ni.
J

(oLt * Ol - ) ’ + ( ii <0, j ) ~ 
' X J Z x X J /

+ p q r /^ * /
X J! / s x J / j
2 2 2W podanych wzorach jQ ' = G7 “OL?? a symbolami J.(a,b) oznaczono 

całki, któro określają wyrażenia zawarte w Dodatku.
Wartość przeciętną i wariancję n-tej współrzędnej głównej przy 

t—* co . tzn. wówczas, gdy drgania układu obserwowane są po odpowied­

nio długim czasie od chwili rozpoczęcia się zjawiska opisują podano 
niżej wzory. Ich prosta postać Jest bardzo przydatna w analizie wpły­

wu wybranych parametrów na wartość wymienionych charakterystyk, co 
m.in. wykorzystano w rozdziale 8.

/5.20-22/1

oraz
2 2 x ap/ 2 Ir ■&n~3°ln T , n T /o . oo\T/n)

£> y = 2T 1+ n J1^otn,^n) *2J2(0L'n^h)+ H 2<Si’
Jn r m 2oL a! nn n n n

/5.23-25/}

Połączenie wyrażeń /5*^3/ i /$.25/ łatwo otrzymać, gdy zauważy się 
zależności: C = IX ~1J o fet ,12 \ , Co

In n 2^ n’ n/7 2n n n? n;

Przypadek

Obciążenie siłami harmonicznie zmiennymi /rys. Ib/

Układ Jest obciążony serią sił harmonicznie zmiennych, których
kształt opisuje

Y„ (t-t. )In k'

związek /4.2O/, Ze wzoru /3*hS/ otrzymuje się

D1nsinp(t-tk,)+D2ncosp(t-tR')

+ eXp[-<tn [D^sinn/t-t^ /5.26/

dla k



», o”• (4o “

fjdzie: 
2 2D. = gJ - p~ , Dn - p ,In n A ’ 2n n ’ ’

' S^^n-^n-P2)] ’

9 9 9 9 9
M = (ay~ - p ) + ol" pn k n ' n

Funkcje Yp (t-t.-T) określa wzór /3*19/, przy czym jako stale C ' k ' . t Xi
i Co należy przyjąć

C = F (oL D -pDo ) sinpT+(pD + oc D > cospT] +
1n n n L; n In 2n' * In n 2rv A 1

♦ ^(-^(D^sinC^*^ , /5.26/"

Co = M"1
2n n D sinpT+I>2ncospT+exp (-c^T^D „ sinJQ.Mn cosCLT) 3n n 2n n /

Wartość przeciętna funkcji y1rłC^) oraz elementy macierzy korelacyj- 
nej K^Ąt, t) wyrażają się następująco

Qyu[A] p
Efy 1= —ii—. p’"‘D (i-cospT)łp^^^ sinpT +

L-'ind r m J 1n< j i 2n xn n >

yiyJ

+ D2n

, a tn r z x-it,t)= k11^ =
yiyj r m.m.M.M. ‘vv 1 j 1 j U

+ lD2iD2 j [T+ (2P) -1sin2pT] + (4p)~ 1(>D1 (1 -cos2pT) +

* D1i^3 j^^ ^j ^*^3) ~ *

+ D2iD3jJ3 ^jĄ’15)” ^i^j^C^^ĄP + 
/5-28/

+ D3iD1 jJ,l ^i ^i5 P^+ D3iD2jJ3^i^i’P^ +

+ D3iD3jJ4(°VajĄL’aj)~D3iD2jJ3^°V

“ D2iB1 j^^i ,P,^j) ~ ~

*
- ^2iD3 j J3 ^°'x+aj+^2i^)2 ’^i ’ ’



O as.

i elementy macierzy korelacyjnej 
tego przypadku obciążenia stałych 

je się zależność

.rtosć oczekiwaną funkcji yo. ( 
(2)

K \t,t) przy odpowiednich dla
C41n 2n t—-C/D sto

2i GJ n n
n In

i

(2)
a elementy k^ (°o) 

yiyj

P r z y p a d e k 3

Obciążenie siłami wykładniczo malejącymi /rys. 1c/

Układ jest obciążony serią sił wykładniczo malejących, tzn. 
funkcja kształtu S (t-t^) .przyjmuje postać /4.24/« Postępując podob­
nie jak w poprzednich przypadkach otrzymuje się

Q n
r m n ’ n 

sina (t~tk) -cos
■^n

dla k
gdzie:

2 2 2
n = (P^) +^n

Funkcje y^n (t-t.-T) i ich charakterystyki probabilistyczne opisują Ki '
, /5»2l/, /5«2^/ oraz /5«25/ i /5*29/, przy czym stałe

C1n 1 G?n postać

Cln^n^n [^n-pWP '

J /5.3O
O OŁ-^ ** 0 1 *\

C2n= ^n ‘ OXP("pO-e^p^-c^T) sinfl/r+cosf^T , 
* i l m j

Pozostałe wielkości określają związki

Q r P "”o«
= p _exp + n J1 ■ J2(c^ r /5 •31

n n n
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Wariancję współrzędnych głównych w przypadku asymptotycznym (t—-co) 

opisuje wzór

przy czym wykorzystano tu zależności: =£1^’ exp(-pT)j£ (d^-p
i C2n =-^n1 exp(-pD^C^-p^)- Gdy p- 0 . wyrażenie /5«32-25/) 

staje się tożsame ze związkiem /5*23-25/* of)iśującym wariancję prze­

mieszczenia układu obciążonego serią sił prostokątnych* Dla przypadku 

2 /obciążenie siłami harmonicznie zmiennymi/ nie udało się połączyć 
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w prosty sposób całek J1(a,b), J9(a,b) z -wyrażeniami C , Co , a 
tym samym zapisać wariancję przemieszczenia w wygodnej dla analizy 
postaci.

Jeśli chwila obserwacji zjawiska należy do przedziału (0,T^> , 
to wektory współrzędnych głównych i uogólnionych przyjmują postać jed­

nego składnika, a więc y(t) = y (t) i q(t) = q (t) , przy czym dolną, gra­
nicę pierwszej całki we wzorach /5.2/ i /5»3/ należy przyjąć równą 
zero.
W wymienionych przypadkach 1 r 3 wartość oczekiwaną przemieszczeń 
otrzymuje się ze związków /5.2O/, /5«27/ i /5«31/ podstawiając t za­

miast T, co wynika ze zmiany granic całkowania ( t-T 0 ) we wzorze 
/5«ó/ i /5»12/« Analogicznie upraszcza się postać wyrazu ogólnego 
macierzy korelcyjnej opisana związkami /$.8/ i /5»13/»

Analizę numeryczną wyrażeii podanych dla przypadków 1, 2, 3 i oce­
nę jej wyników zawiera rozdział 8.

5«3«3« Seria sił o losowym przebiegu w czasie

Punkt ten poświęcony jest przypadkowi, gdy na układ działa seria 
sił - procesów stochastycznych o deterministycznym czasie działania 
/rys. 1d/ i znano są następujące charakterystyki probabilistyczne 
losowej funkcji kształtu

E )]= o 
r , /5-33.

e[s (t1 = Kss^l

Jeśli amplitudy A są losowymi zmiennymi niezależnymi, a wektor 
rozkładu geometrycznego sił obciążających - Q ma charakter deter­

ministyczny, tzn. zachodzi /5-H/^ i /5-1l/2> wartość oczekiwaną i 
macierz korelacyjną współrzędnych kolejno: głównych i uogólnionych 
opisują wzory

E y(t) = 0 , E = O /5 • 3'+/
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t t

t-T V t

t-T r+T r+T
*j J j

O t T
. AWdtd^d^ +

t t t t
+ j j i •

t —T t —T t j T *

Ml’k’V^WWbdl2 + /5-35/
t-T t-T T +T T2+T

+ J ] J J
o o r1 r2

*Kss(li ’ ^2’^1 >^2)a^ia+
t t-T t i2+t

* J I J j ELA^1 ’
t-T O T r2

’KssQi <?(^1 '^d Wtidf2 +
t-T t Tj+T t

* j J j J ‘
O t-T r2

*Kss^li

oraz

K (t,t) = qq < ’

• Mtldtd^d^

t-T T+T r+T 
o i ;; H (t-^) FFT HT(t-^)E[A2(t)] KggC^ ^2^,r) A (?) dtd^ d^
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t t

t-T t-T
►‘W

H (t- FFTHT(t-k) E[A Itp] E[A(T2)] Kss(^ , ,T2) • 

t-T t-T t+T t^+T
j J 1 "1 h^-^) *'r?T“\t-l2)E[At1:i)] E£A(^
O 0 S Z2

. + /5>36/

t t —t t *co+t

t-T J0 T1 Tg

. ^.^dt^d^dk ♦
t—t t +t

j j j (*-£2) ELA^l)l 32 LA^2^ KSS^1 ^S^l ’^2^

O t-T T Tg

• <KVMdWb

Przyjęto, że każda siła jest stacjonarnym procesem stochastycznym ;

oraz że zachodzi stacjonarność między różnymi procesami, a itfięc

KSS ^1 ’ = )
12 2 1

KssPi’ *2’ tk» tk^= KSS ( ł2 " *1 )
/5.37/

W szczególnych przypadkach 1i2 podano wyrażenia określające macierz 
korelacyjną współrzędnych głównych przy znanej postaci funkcji korela­
cyjnej sił - procesów stochastycznych. Założono, że charakterystyki 
probabilistyczne amplitud są stałe i znane tzn» E^A(t^)]= = const^

E [a*’(t^)] = e[a^] xconst. oraz proces zgłoszeń obciążenia jest stacjo­
narnym strumieniem Poissona o intensywności AW = A = const.

Przypadek 1

Układ jest obciążony serią sił - procesów stochastycznych typu 
”biały szum”. Funkcja korelacyjna procesu obciążenia dana jest wzora­
mi



5^ -

WW^^k ) = kj
I l

KSS ^2 - M = Sp5^ - S)
/5.3S/

gdzie 'S - parametr wymuszenia.
Podstawiając /5<38/ do /5*35/ otrzymano postać ogólną elementu 
^j^n 4 ) macierzy K (t, t), przy czym symbolem k^yn (t, t) , gdzie 

i x I,II, ...,V1, oznaczono poszczególne całki we wzorze /5»35/ z za­
chowaniem ich kolejności.
Przeprowadzona na związku /5*35/ operacja ma na celu pokazanie możli­
wości posługiwania się nim, dlatego ograniczono się tylko do wyznacze­

nia wyrazów na głównej przekątnej macierzy korelacji. Wyra asy poza 
przekątną znaleźć można w taki sam sposób, ustalając n = i>j> na dro­
dze żmudnych obliczeń, a ich postać w przypadkach szczególnych jest 
znacznie bardziej skomplikowana. Element lcynyn (,t, t) jest sumą nastę­

pujących składników

. , J <ĆAE[a2]s f
Ry y O’l) = Ry y = 2^2 ' [ TT “ 2 Am ’A>)1 T “

1 + exp (-2 0^1) [j -exp -exi) (-2^1) -

n m ii l mol / n n n

1
8a2 

n

n

1
8cL^ 

n

u 4 P
^n^n

C-an’^)+ 2 ^nC^n'Aa) A2nL J1 ^iC^n^n) 1
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+ D /X, + . <9

* L'f 2 ~Ai * AJ " 2 ’ Ai^ 

1 V 
y y7 ir ii

■ Fa^ (-2oL ,0) -Ao 
y 2nk n’ J 2n

(2ol ,2H jl Fa^ (-01 ,n A
k n’ nU L 1nk n’ nJ

- AT (-CL ,n j] -A? (2oL ,211 ) R (-ol ,!!> -A^ (-d ,Ą YI 1 Jr (ol ,Q. ) + 
In ii’ n<J 1nK n’ n; L. 2n n’ nJ 2n' n’ nd J 6k n’ n>

~ A1 n ’Ai)] * 2/L2rA0Ln ’A3[A2n ^“Ai ’AJ *A2n Ai ’Ai\ j

* [J1 C^ApAi) ^/%’Aj] + \ 2^211 ^n’Ai) lA1n ^Ai’Ai) 

+ L^1 ntAn ’Ai) + <xn M2n (ctn’Ai)][A2n (-lin’%) "A2n

[J2 " J2(-c(h,Ąi)]

xW1sp ■ IAIn ’ °) -AIn (2dh ’ 2^A?n (-< ’^)

“ ‘ LA2n ^“2 ‘Si ’ °) + A2n ^2otn ’ 2'fih)l A2n ^-dh ,rłh) * 
f

+ Afn^2cŁn’2^ ’ A?n J7 (%'^n) »
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przy czym wyrażenia A$ (a,b), 

mają postać
(a,b) oraz ( a, b) i ( a, b)

A® (a,b) = [b- (bcosbc-asinbc) exp (ac)]
1 a +b

A^ (a,b) = ——77 £ a-(bsinbc+acosbc) exp ( ac 
a

.. , a \ 1 a > i t \ "1 bU, ( a , b j ~ p* 2' '2' ’ /^2 t a > ^ ) = 2 o 2
' a +b ' a +b ’

/5.39/’

J. (a,b) - zob, Dodatek,

Przypadek 2

Układ jest obciążony serią sił - procesów stochastycznych,

których funkcja korelacyjna opisana jest następująco

I * !

KSS ^2 - S) = Gx» [- p(*2 - S)1
/5.W

gdzie; 6^, p - parametry wymuszenia.

Ponieważ postać ogólna elementu ^ynyn(^>^) macierzy korelacji jest 
w tym przypadku bardzo rozbudowana, przyjęto, że proces zgłoszeń ob-

»t2
się jedynie do obliczenia dwóch pierwszych całek potrójnych we wzorze
ciążenia jest nieskorelowany, a więc (t^ ) = 0 i ograniczono

/5«35/« Określają jo następujące związki

rr n

-/SnOM^n)] + /2n(2%»2^) *

’(an“P»Ąi) +/A2n(°Sa-p,'^^A<'2iAol'n+p’^n)^ T “
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- W2%’2^- -

“ '‘^n^-p^yW^+p^T^n-^^^  ̂ ^nC'2^’0) +

"Ant2®1*!’2^ “Ar/ArPAO]

A^n’2^) +

+ • ^An^p^Aa^Ai+pAAAn^P^Al^^ "

+A i/2% ’ 2Ą1) L A nAi+ pA) “A nA" p An>] At2**’2^)

J1 (<VP>] ‘

, IIlv
^rP n

(t t t)

2 r ?, 2tęXE[A^]

p' " V
lii * _Q n n

'.^"^"^^"An^p’^ A2n(2<Si’2nnA

-(An^P’^ "An^n-p’^] ^nC2^’2^ ^In^P’^ Af(A-p’^ +

T T
^an^n+P’^) A2n(VpA) "An^P’^ A1

-Aan Ar p.<V 4„( VP’*y+ATn^^

+ ^nArpA^LCAr^ AC2A>2-A)

4 WAi-PA^n^n+pA)] Afn<2A>2A)+ [An(A+pAA 

■ AlnArP’^)] A2n^2oii>2^+AnAn-p»%i) A2nA+P’A)
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T T
A1n^%“P,nh^ ^n^rTf^A?

-A.A%-P^ ^Tn^n-P’^ ~

“ A2n^*n+P’Ą0} J7^2a'n’2%^ +

+ % “/^n^n"?’^)] Ai) +

*/% “

+ [ A2nC"2<:tn’O)“A2n^-2on’O\ ’

gdzie: A®(a,b), A^(a,b), (a, b) , ^(a ,b) - jak w przypadku 1.

Całki potrójne we wzorach /5*35/ i /5*3$/ wyrażają wpływ na wartość
ji KyyCt,t) lub K^(t,t) każdej 

poczwórne odzwieciedlają wzajemną

macierzy korelac 

na tomiast całki

siły oddzielnie, 
korelację między

różnymi procesami obciążenia. W rozdziale ósmym analizie numerycznej 
I ' IIpoddano jedynie dwa pierwsze wyrazy ^ynyn ^ynyn wzoru 75*39/

w celu porównania wyników otrzymanych dla związku /5*^l/*
V/ punktach 5*3*2 i 5*3*3 pokazano sposób wyznaczania niektórych 

charakterystyk probabilistycznych przemieszczeń układu dyskretnego
przy deterministycznej lub losowej funkcji kształtu sił. W przypadku, 
gdy funkcja S(t,tj.) wyraża się związkiem

$ - 8 (t, t^) + S ( t, t^) /5-W

przy czym S(t,t^) ma charakter deterministyczny, a S(t,t ) jest 
procesem stochastycznym można połączyć rozwiązania /5*12/ i /5*13/ 

o
2 /5*3^/ i /5*35/ dodając jo do siebie. Losox\rą funkcję S (t, t ) nale­
ży dobrać tak, aby jej wartość oczekiwana była równa zero.
Podobnie postępuje się, jeśli wektor rozkładu obciążenia po geometrii 
układu jest sumą
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— ~ o
F = F + F

gdzie: F* - deterministyczna składowa wektora F, 
o
F - proces stochastyczny rozkładu sił obciążających o

konstrukcję, którego E^F ] = 0 •
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6. UKŁAD OBCIĄŻONY SERIĄ SIŁ O LOSOWO ZMIENNYM CZASIE DZIAŁANIA

6.1. Rozwiązanie ogólne

Rozważania zawarte w niniejszym rozdziale dotyczą drgań układu 
dyskretnego obciążonego serią przypadkowo pojawiających się sil, 

których amplitudy i czasy oddziaływania na konstrukcję są zmiennymi 

losowymi, a przebieg w czasie ma charakter procesu stochastycznego. 
W celu wyznaczenia wartości oczekiwanej i wariancji przemieszczeń 

układu ciągłego należy wykorzystać związki /5«10/.
Niech dany będzie przypadek, gdy czas działania każdej siły za­

wiera się w określonym przedziale, tzn. a^T^b. Funkcję obciążenia 
f(t) opisuje relacja /4.4l/, a jej charakterystyki podano w punkcie 

4.3. Wektor F może mieó charakter deterministyczny bądź losowy 
przy znanych wielkościach E^Fl i E[FF^]• 

Wektory: współrzędnych głównych i uogólnionych otrzymuje się sumując 
odpowiedzi układu na działanie pojedynczych sił, co przy użyciu cał­
ki Stieltjesa oraz wprowadzonych w rozdziale 3 funkcji skoku dN (^t 
i dZt| (l) można zapisać następująco

y (t) = yi (t) + y2 (t)
t-a b t
j j J Ę AC^są.C.^dNCtJdZ^d^ +

t-b t-r r
t b t

+
t-a a V

} Q A(T)Są,t,^dN(t)dZ1;(^)d^

t-b b I+T
j J j +

0 a r

t-a t-t r+T
J j J

t-b a X 

gdzie h^t-^)- impulsowa funkcja przejścia /3«19A Wykorzystując 

transformację własną /3«13/ otrzymuje się wektor współrzędnych uogól­
nionych w postaci
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q (t) = q1 (. *) + q2 C ł)
t-a b t
j I j H(t-|)F A(r)są,t,^)dN(r)dZT(^)d^ + 

t-b t-r r
t b t
j H(t-^F A^S^t^dN^dZ^d^ +

t-a a 1
t-b b t + T

H(t-y)F A(t)S(^,T,^dN(%)dZt(^) d^

t-a t-t T+T

gdzie H(t-^- macierz charakterystyk impulsowych.
Związki /6.1/ i /6.2/ zapisane przy pomocy wektorów Y , Yp i R , 

R wprowadzonych w rozdziale 3 przyjmują postać

y (t) = y, (*) + y2 (ł)

t-a

t-b

b t
j A(t)Yf (t^^dN^dZ^^) + 

t-t t-a

b
f A(t)Y1(t,r,^)dN(t)dZT(^ +

i /0.3/
t-b b t-a t-15

AC^Y^t.T.lpdNCOdZ,^) + ( J A(V)Y2(t,t,^)dN(r)dZtCr|J 

o a -t-b a

q (^ ) = ^2 ( 1 ) =

t-a b t b
( [ A(t)R1(t,t,^)dNCC)dZt(H) + [ j A(T)R1(t,t,^)dN(t)dZt(^) +

t-b t-X t-a a /6.4/

t-b b t-a t-T
j j ACtjR^t.l.łpdNWdZ^) + j j A(t) R2(t,t,^)dN(r)dZt(^)

O a t-b a

Dokonując na wzorach /6,1/ i /6,2/ oi^eracji wartości oczekiwanej 

przy wykorzystaniu własności 73.^/^ oraz 73*11/^ otrzymano wartość 
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przeciętną wektorów współrzędnych głównych i uogólnionych

przy czym dla skrócenia zapisu wprowadzono wektory

E (T,'ną) = {%1hn(t-pJ E[Q]E[A(t)] E[s(pt,^)] X(t)Sią)

/6.7/
Eq(t,^^) = H(t-|)E[F]E[A(t)]E[s(pr,ł|J] A(t) )

Po wykonaniu stosownych operacji na wzorze /6.1/ przy uwzględnieniu 

/3-^/g /3»5/ lub /3*7/ oraz /3.11/ otrzymano macierz korelacyjną
współrzędnych głównych w postaci następującej sumy czterech całek 
czterokrotnych i szesnastu całek sześciokrotnych

Kyy(t>t)= E[y(t)yT(t)]- E[y(*)]E[yT(t)]=

t-a t-t T+T t+T

j j J J^yy<r’Mil2)
t-b a T T

dW|id?2 +
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t-tbt-a t-a

t-bt-b

t-t

t-a

t-a

tt

t-a

b b Th+T t

t-Tt-T

To+T t-tt-Tb

t-t

t-TT,+T tt-b

t-b

b

t-r t-t 
1

t-r9 T

yy

t-b t-a

t-a

t-b

t-b

t-T

i m i
t-a

t-b

t ro+T b b To+T

to+T

a t- r

b T +T

b b t

1

^2

2

2

gdzie suma całek w nawiasie klamrowym jest formą operatora całkowego 
na wyrażeniu c/6 -VW> wprowadzoną dla uproszczenia

zapisu, zmienną pod pierwszą całką jest T , pod drugą - T , pod

) oznaczono macierze

trzecią - , itd., a symbolami % ^2) oraz ,t2,^ ,^2,
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E^T] e£a2(T)]

•e[s J4)] X(t)6ią)

^y5A 'Ml 42-b 42)= {MiCM? } Myy<t1 'T24l ’W •

/6-9/
Myy ^1 ’ Z2 4i > b'I2) = eL^^eP(9 A cr2)] E[s ,t1 s(y2>M2)] •

•^4-! >t2)s24l 42’^1 “

-E[Q]E[QT]E[Aap] E[A(t2)] E[S(^ •

•e[s (^2 > ^2 42^1 ^2^ ®1 4P Si42)

Wykorzystując transformację własną /3.13/ uzyskuje się macierz kore­
lacji współrzędnych uogólnionych w postaci analogicznej do /6.8/ tzn, 
sumy całek o takich samych granicach jak w /6.8/, przy czym podcałko­
we wyrażenia macierzowe określają związki

^q444l42)= “Ct-^ElFF^l^Ct-^E^T)] •

•E[S(T!

An -r2 4i 42)= 11 >^4142-h /6-1°/

42>ri-l2)=E[EET]E[A(t1) A(t2)] E[S(Tl , S •

.V2^24l ,ę2^

-EtFjEtF^EtACrp] E[A(t2)] E [S 4^] •

•ELsC^Jg,^)] A (rp e1('t2)
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Podobnie jak w punkcie 5.1 nie podano tu wzorów dotyczących wartoś­
ci oczekiwanej i macierzy korelacji współrzędnych głównych i uogól­

nionych zawierających wektory wpływu Y , Yo , R , R^, które wygodnie 
jest wprowadzać w analizie pewnych przypadków szczególnych, np. przy 
znanej funkcji kształtu sił. Poszukiwane charakterystyki probabilis­

tyczne drgań układu ciągłego wyznacza się w oparciu o wzory /6.$/ - 

- /6.10/ oraz związki /5»l0/»
Jeśli czas oddziaływania obciążenia na konstrukcję zmienia się 

nieograniczenie, tzn. O^T<co , postać wektora współrzędnych głów­

nych można ustalić zmieniając odpowiednio granice całek w /6.1/, a 
więc podstawiając a = 0 i b =00. Otrzymuje się wówczas

y O) = (*).+ ^2 O) =
t 00 t

= j I j (t-f)J Q A^S^.T.łpdNt^dZ^d^ + /6.11/

o t-t t

t t-T t+T

0 0 t

oraz

q(t) = Q1 (*) + q2(t) = 

t co t
= A(t)S(Y)^q)dN(t)dZt(^)d^ + /6.12/

0 t-t T
t t-t T+T

+ j j H (t-^F A(t) S(^,T,^)dN(.t) dZ^^) 

00 t

W sytuacji opisanej wzorami /6.11/ i /6.12/ znacznemu uproszczeniu 
ulega postać związków określających wartość przeciętną i macierz 
korelacji współrzędnych głównych i uogólnionych.
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6,2, Przypadek szczególny

Niech słuszne będą założenia opisane związkami /5.11/, a więc: 
amplitudy sił są niezależnymi zmiennymi losowymi, wektor F /oraz 
Q / ma charakter deterministyczny, a postać funkcji kształtu obcią­
żenia nie zależy od czasu jego trwania. Wówczas wartość oczekiwaną 
oraz macierz korelacji opisują wzory /6,$/ - /6.10/, przy czym wyra­
żenia macierzowe /6.7/, /6.9/ i /6.10/ przyjmują postać

Ey(r,^p = Q Ep(t)] s(p)

Eq(tq,p = e[a(1)]

•s^ ,r)sq2,t)X(q Sl(^)

Myy CCi ’12)= ELAM /6*13/

Wl ’ d2’^1 ’^2)- ^2^ ^1 e1 ]

Mqq Mdi 12)=

*2 ^1 ’ W T2) - (^l)

Jeśli proces zgłoszeń obciążenia jest niestacjonarnym procesem 
Poissona /zgłoszenia nie skorelowane/, czasy oddziaływania sił na 
konstrukcję są zmiennymi niezależnymi, a więc ej , tg) = 0 , i za­
chodzi /3.12/ oraz funkcja kształtu obciążenia nie zależy od czasu 
jego oddziaływania,to macierze M i M są równe zeru, a szu- > yy qq ’
kane charakterystyki probabilistyczne przy wykorzystaniu wektorów 
wpływu przyjmują postać
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E[y(t)]= E^ft)]* E[y2(t)] = 

t-a b
= f I E[A(t)] Y1 (t,t) Alt) g^dtd^ + 

t-b t-t
t

+ j e[a(T)] y^ A(t) dT + 

t-a
t-b b

+ j J e[a(t)] ^(t.r^pcąg^tpdld^ + 

O a
t-a t-t

+ j j E[A(t)] Yg^.t.^Aajs^^drd  ̂

t-b a

oraz
t-a b

1^(1,^= j E[A2(t)] (t;c) y'[(t,r) A(t) gl^

t-b t-t
t

+ j e[a2(i)] (t.r^ct.r) A(t)ar + 

t-a 
t-b b

+ ] j e[a2(t)] Y2(t,r,TpY?;(t,r,^)A(t)gl(^ + 

O a
t-a t-t

+ j j e[a2(i)] Y2(t,r,^)Y^(t,T,^) A^e^^dTd^ 

t-b a

/6.1 V

/6.15/

Pojawienie się całekbpojedynczych w /6.14/ i /6.15/ wynika z uwzględ­
nienia zależności j g^(l|) 1 •

Pierwsza całka we wzorze /ó.l^-/ przedstawia tę część wartości oczeki­
wanej wektora współrzędnych głównych, która wynika z działania sił 
zgłoszonych w £>rzedziale czasu (t-b, t-a) i w chwili t>b nadal 
obciążających układ. Druga całka odpowiada siłom, które pojawiają 
się w przedziale (t-a, t) i z prawdopodobieństwem równym jeden dzia­
łają na konstrukcję, natomiast trzecia całka ze wzoru /6.l4/ przeds­

tawia wpływ na wartość przeciętną wektora y(t) tych sił, które 
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rozpoczęły swe działanie w przedziale (0, t-b) i nie obciążają już 

układu z prawdopodobieństwem równym jeden. Ostatnie wyrażenie wyni­
ka z oddziaływania sił zgłoszonych w czasie (t-b, t-a), już wyłączo­
nych z procesu obciążania konstrukcji. Podobnie można interpretować 

poszczególne całki we wzorze /6.15/* Jeśli a = b = T , a więc gdy 
g^(t) = S(T-To) , gdzie S(t) jest deltą Diraca, otrzymuje się rozwią­
zanie dla losowej serii sił o deterministycznym Czasie działania.
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7. FUNKCJA GĘSTOŚCI PRAWDOPODOBIEŃSTWA PRZEMIESZCZENIA. 

PROBLEM PIERWSZEGO PRZEJŚCIA

7.1. Wprowadzenie

Przedmiotem rozważań zawartych w niniejszym rozdziale są drga­
nia układu ciągłego określone równaniem /J.21/, w którym w(x,t) 
jest zmienną losową opisującą przemieszczenie rozpatrywanego dźwi­

gara. Zmienią geometryczna x odpowiada x w przypadku belki , 

lub x'^xfy - dla płyty o stałej grubości. Przyjęto, że odstępy 

czasowe pomiędzy kolejnymi chwilami zgłoszeń t obciążenia tworzą 
zbiór zmiennych niezależnych /nieskorelowanych/, a więc ej (t , t ) = 0 

i prawdopodobieństwo pojawienia się ”n” sił w przedziale (t.,t.)
-J- J

określa wzór /J.8/. Czasy oddziaływania obciążenia na układ są de­
terministyczne i jednakowe dla wszystkich sił. Deterministyczna 
jest także postać funkcji S (t-t, ). W tym przypadku przemieszczenie 
układu ciągłego jest sumą niezależnych zmiennych losowych i można 
je zapisać w następującej postaci

t t-T
w(x,t) = j A(t)H1 (x,t-t)dN (T)+ j A(T) H2(x,t-T-T)dN(T) /7. 1/ 

t-T 0

We wzorze /7.1/ wykorzystano funkcje wpływu i
Ho(x,t,t^,T^) wprowadzone w rozdziale 3.

Poszukuje się odpowiedzi na pytanie, do jakiego typu rozkładu 
i przy spełnieniu jakich warunków dąży funkcja gęstości prawdopo­
dobieństwa przemieszczenia układu w(x,t).

7.2. Oszacowanie funkcji gęstości prawdopodobieństwa

Niech p(w,x,t) oznacza funkcję gęstości prawdopodobieństwa 
zmiennej losowej w(x,t), a y(u,x,t/) - jej funkcję charakterystycz­
ną. Wielkości te związane są zależnościami [1^3

p(w,x,t) = j exp[-iuw(x,t)] y(u,x, t)du /7.2/

-co
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E exp

CO
j exp[ i u w (x, t)] p(w)dw

-co

/7.3/

Wykorzystując wzór /7.l/ można przedstawić funkcję charakterystyczną 

w postaci
*t

y (u,x, t)= E^exp £ i u ( j A(t) (x,t-t)dN (t) + 

t-T
t-T

A(t)H2(x,t-t-T)dN (t) )]_

0

/7-V

Jak wspomniano wcześniej, przemieszczenie układu jest sumą nie­
zależnych zmiennych losowych, a więc funkcję charakterystyczną tej 
sumy można zastąpić iloczynem funkcji charakterystycznych kolejnych 
zmiennych, np.[^3^* Zamieniwszy sumę na całkę o odpowiednich grani­

cach można logarytm naturalny funkcji charakterystycznej zapisać 

następująco
t

lny(u,x,t)= j In E exp { iu A(T) (x , t-T) dN (t)] + 

t-T
t T /7.5/

+ j In E[exp {iu A(T)n2(x,t-T-T)dN(t)]’ 

0

Po ponownej zamianie całki na sumę oraz po rozwinięciu funkcji wy­
kładniczej w szereg potęgowy i wykonaniu operacji wartości oczekiwa­
nej na jego kolejnych wyrazach otrzymuje się szereg, którego wyraz 
ogólny jest postaci ln(l+X^, gdzie X = E — o)

Hn (x, t-1^.) A (t. ^△(t^). Jeśli dokona się rozwinięcia wyrażenia ln(l+X) 

w szereg potęgowy, a następnie pominie wyrazy małego rzędu względem 
△ (t^), to możliwe staje się zastosowanie metody półniezmienników 

według której

T— (iu) 77.6/
s=1

Otrzymuje się wówczas współczynniki szeregu /7»ó/ - półniezmienniki - 
w następującej formie [4O,4lj
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t
2es^x,t)= j e[as(t)] n®(x,t-r) X(t)dt+ 

t-T 
t-T

+ ( E p®(X)] II® (x , t-T-T)X (C) d t

O

/7-7/

Po podstawieniu /7*7/ do /7.6/ i uwzględnieniu znanej zależności: 
E[A®]= [A® ^(A)dA, gdzie ^(a) - funkcja gęstości prawdopodobieństwa

amplitudy oraz po wykorzystaniu rozwinięcia funkcji wykładniczej 
w szereg Taylora otrzymuje się funkcję charakterystyczną przemiesz­
czenia postaci zamkniętej

y(u,x,t)=
I r iuA(t)H (x,t-t) 

le Y(A) %(t)dAdT +

t-T-co

7 iuA(t)H (x,t-T-T)
e T (A) %(t) dAdt-

0 -CO

1;

Xt)dt 
o

/7.8/

exp '

Funkcję gęstości prawdopodobieństwa przemieszczenia można wyznaczyć 
wstawiając /7.8/ do /7.2/. W celach praktycznych stosuje się inną 
metodę, [M], pozwalającą na oszacowanie wymienionej charakterystyki. 

Łącząc związki /7«2/ i /7«6/ można przedstawić funkcję gęstości 
prawdopodobieństwa przemieszczenia w postaci szeregu Grama-Charliera

p(w,x, t) = - ^2 •*
3!

(x, t)G“^ (x, t)e^^

gdzie:
^(n)

dz
expL

w(x,t) - (x,t)
z =

^2(x,t) = ^2Cx» t) , E[w(x,t)] =
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Pierwszy wyraz szeregu Z^*^/ odpowiada funkcji gęstości prawdopodo­
bieństwa rozkładu normalnego. Jeśli intensywność procesu zgłoszeń 
obciążenia A (t) dąży do nieskończoności w taki sposób, że iloczyny 
%(t)E[As(t)3 przyjmują wartości skoriczone dla wszystkich s, to 

polnie zmienniki X (_~,t) dążą do zera dla s = 3,^,5,* ••• Znikają s
wówczas wszystkie z wyjątkiem pierwszego wyrazu szeregu /7«9/. Tak 
więc, dla nieskoiiczenie gęstej serii obciążeń o nieskończenie małych 
amplitudach funkcja gęstości prawdopodobieństwa przemieszczenia roz­
patrywanego układu dąży do funkcji gęstości rozkładu normalnego.

W analogiczny sposób można oszacować funkcję gęstości prawdopo­
dobieństwa prędkości zmiany przemieszczenia, przy czym współczynniki 
rozwinięcia w szereg typu /7»ó/ /półniezmienniki/ otrzymuje się w po­
staci zbliżonej do /7.7/. Także w przypadku oceny funkcji gęstości 
prawdopodobieństwa obciążenia przyjmuje się, iż dąży ona do funkcji 
gęstości rozkładu normalnego, a półniezmienniki opisuje związek

t
( as(x) ss(t-t) A(r)dt . /7.10/

*3 I
t-T

7.3* Problem pierwszego przejścia

Znajomość funkcji gęstości prawdopodobieństwa przemieszczenia 
i prędkości przemieszczenia pozwala ocenić niezawodność konstrukcji 
poprzez określenie prawdopodobieństwa nieprzekroczenia przez rozpa- 
trywaną wielkość w(x,t) dopuszczalnego poziomu a. W tym celu nale­
ży obliczyć średnią liczbę przewyższeu poziomu dopuszczalnego w jed­
nostce czasu - n - zgodnie ze wzorem [3? 131 

a 
co

ń = v f (a,v) dv /7-1 1 /

0
Dla normalnych funkcji losowych wyrażenie /7»11/ przyjmuje postać

w expn a

[ W (g , t)]L) 2

2^
W

Następnie - przy założeniu, iż proces R (t. ,t opisujący kolejne i j'
przekroczenia przez przemieszczenie wartości a , jest stacjonarnym
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procesem Poissona o 
bieństwo zdarzenia, 
jedno przewyższenie

intensywności n - wyznacza się prawdopodob­
ne w przedziale czasu (t.,t.) nie nastąpi ani

f ) -N
P-R (t ,t )= 0 = e ą /7.13/

t 1 J J
p 

gdzie N = n dIS • u a J a
t. i

W konkretnych przypadkach, gdy znana jest funkcja S(t-t^) można wy­
korzystać wzory podane w rozdziale 5, określające wartość oczekiwaną 

i wariancję przemieszczenia dla stanu ustalonego, a wariancję pręd­
kości zmiany przemieszczenia oblicza się na podstawcie znajomości 
wyrażeń opisujących n-te składowe wektorów Y , Y .I **



8. ANALIZA NUMERYCZNA WYBRANYCH PRZYPADKÓW SZCZEGÓLNYCH

8.1. Wprowadzenie

Rozdzieli ten zawiera wyniki analizy numerycznej związków wpro­
wadzonych w rozdziale 5, określających wTartośó oczekiwaną i funkcje 
korelacyjną przemieszczenia układu obciążonego serią sił o determi­
nistycznym czasie działania. Rozpatrzono szczególne przypadki funk­
cji kształtu sił opisane w punktach 1,2,3 podrozdziału 5*3*2 
/funkcja S(t,t ) - deterministyczna/ oraz w punktach 1, 2 podroz­

działu 5.3*3 /S(t,t^) - proces stochastyczny/. Przeprowadzone obli­
czenia mają na celu wyznaczenie wpływu pewnych parametrów jak np. 

współczynnika tłumienia OG oraz czasu oddziaływania obciążenia T 

na wartości wymienionych charakterystyk probabilistycznych.

8.2. Wyniki przeprowadzonych obliczeń

W rozważaniach przyjęto, że tłumienie układu opisuje parametr 
Oć ~ 0,5 yc2r£s ] , przy czym y* jest bezwymiarowym współczynnikiem 
tłumienia przebiegającym wartości 0,01 0,1 [ 27] w zależności od

materiału konstrukcji. Na wykresach 8, 9, 10 przedstawiono wpływ 
tłumienia na wartość oczekiwaną przemieszczenia. Czas oddziaływania 
obciążenia na układ jest stały /T = 5 s/, także częstość drgań 
własnych o? przyjmuje w każdym przebiegu ustaloną wartość z prze- 

-1działu 10 t 30 s • Rozpatrzono przypadki obciążenia w postaci serii 
sił stałych w czasie, harmonicznie zmiennych oraz wykładniczo male­
jących, przy czym dla wartości oczekiwanej i wariancji odpowiadają­
cych drganiom swobodnym posłużono się związkami wyprowadzonymi dla 
stanu ustalonego. Jak się okazuje, tłumienie nie ma żadnego wpływu 
na tę część wartości oczekiwanej przemieszczenia, która opisuje 
drgania wymuszone,co wynika z postaci analizowanej funkcji. Przy da­
nym czasie działania sił i określonej częstości cJ wielkość E[y^] 

jest stała oraz nie zależy od kształtu obciążenia. Wyraźnym waha­

niom ulega natomiast wartość oczekiwana E[yo] odpowiadająca drga­
niom swobodnym układu. Zmiany te są szczególnie widoczne dla serii 

sił prostokątnych /linia ciągła na rys. 8, 9, 10/. Dla harmonicznie 
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zmiennej i wykładniczo malejącej funkcji kształtu obciążenia /linia 
odpowiednio: przerywana i przerywana kropkami/ wpływ tłumienia sta­
je się coraz mniej widoczny wraz ze wzrostem przyjętej wielkości GJ* . 
Należy zaznaczyć, że wartości przyjmowano przez E^y^J rzędu dwu­
krotnie mniejszego niż wartości ID^y J różnica ta zwiększa się 

wraz ze wzrostem d/ • Suma E[y.J + ^[^2] PO^os^aje stała, zależna od 
wartości częstości drgań własnych. W przypadku 1 dobór odpowiednie­
go dla materiału konstrukcji współczynnika tłumienia jest szczegól­
nie istotny przy obliczaniu E^y^j . W celu porównania otrzymanych 

wartości dla różnych postaci deterministycznej funkcji kształtu ob­
ciążenia wprowadzono wielkość r , zgodnie z /^-.1ó/, jako r = 
= J|$(t)| dt. Tym samym pole zakreślone osią rzędnych i odpowiednią 

funkcją obciążenia jest jednakowe w każdym przypadku, dzięki czemu 
możliwe jest jakościowe porównanie otrzymanych wyników. Podobnie

sporządzono wykresy 11, 12, 13* Przedstawiają one wpływ tłumienia 

na wartość funkcji korelacyjnej
2

= W każdym z roz­
ważanych przypadków obciążenia korelacja maleje wraz ze wzrostem 

(1)wielkości parametru OC , a istotne znaczenie ma na ogół część Ky y
funkcji korelacyjnej. W przypadku 1 - obciążenie układu serią sił

(9)
stałych - wartości funkcji Ky"y 0 ^ząd mniejsze od wartości

(1) , n n
Ky yn 1 a przypadków 2 i 3 - obciążenie w postaci serii sił 
harmonicznie zmiennych i wykładniczo malejących - można pominąć funk- 

cję Kynyn dla 0,04 /konstrukcje drewniane, murowe, żelbeto­
we/. Funkcja ta przybiera znaczące wartości tylko dla małych wiel­
kości charakterystycznych dla konstrukcji stalowych.
Parametrem sterującym prędkością

!%yn 
ka ch

,, (1) (2)
ynyn +

d°

zbliżania się wartości funkcji'

zera jest częstość gJ Na rysun-
(1)13 cienką linią ciągłą oznaczono funkcję ^nyn, Gru“

bą^linią ciągłą - K- CS)
ynYn’ a linią przerywaną - ich sumę

W przypadku 2 funkcja (1) 
fn^n

Kynyn yn •
przyjmuje niemal stałą wartość nieza-

leżną od współczynnika ot (iy*) t nieznacznie także różniącą się dla 
różnych wartości częstości , rys, 12 przedstawia więc tylko

(2) " -1zmianę funkcji Kynyn dla o? = 10, 20, 30 s . Jak widać, zależnie 
do typu przyjętej funkcji kształtu obciążenia zmienia się udział 
wielkości ^y^yn ^yn^n w tworzeniu funkcji korelacyjnej.
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Wykresy 14, 15 ilustrują zmianę tej części wariancji Kynyn 
przemieszczenia układu w przypadkach 1 i 2, punkt 5*3*3 /losowa 

funkcja kształtu obciążenia/, która odpowiada dwóm pierwszym cał­

kom potrójnym we wzorze /5.35/• Ze względu na brak możliwości porów­
nania wyników z przypadkami 1, 2, 3 z podrozdziału 5*3*2 rysunki te 

mają charakter poglądowy. Pierwsza całka potrójna w/5*35/ odzwier­
ciedla wpływ na funkcję korelacyjną sił obciążających układ w chwi­
li obserwacji, druga - odpowiada siłom, pod których działaniem kons­

trukcja wykonuje drgania swobodne. Przy wartościach współczynnika 
tłumienia większych od 0,04 udział drugiej całki w tworzeniu wy­
razów na głównej przekątnej macierzy korelacji jest niewielki, tym 

mniejszy, im większa jest wartość częstości drgań własnych. W przy- 
II padku 2, punkt 5*3*3, całka ^ynyn jest ujemna dla małych współ­

czynników tłumienia i jej wartości w tym zakresie parametru y ma- 

ją znaczący wpływ na sumę ^ynyn + ^ynyn • obliczeniach przyjęto 
p=O,1Tw.

Rys. 16 r 20 przedstawiają zmianę wartości oczekiwanej przemiosz 
czenia E[y] w zależności od czasu działania obciążenia, przy czym 

— 1 zmienna T przyjmuje wartości z przedziału /O; 10 T^/, = 2TT gj

czas własny. Jak widać, dla T>1T^ ^[y^] osiąga szybko 1, a E[yo] 

- 0. Przy T bliskim zera E[y,J dąży do zera, a E[yo] dąży do 
jedności, co jest równoważne z rozwiązaniem problemu drgań układu 
obciążonego serią impulsów typu S Diraca. W każdym z rozpatrywanych 

przypadków funkcji kształtu sił istotne zmiany wielkości E[y^] i 

E^y J można zaobserwować tylko dla 0<T<1T , przy czym charakter 
tych zmian zależy od przyjętej wartości częstości drgań własnych 
i jest typowy dla danej funkcji. Np. dla przypadku obciążenia ukła­
du serią sił harmonicznie zmiennych w przedziale 0 ? 1 T następu­
je wyraźny skok od dużej /w porównaniu z pozostałymi/ wartości do­
datniej E[y9j do dużej ujemnej, a czas T, przy którym pojaw^ia się 

ta gwałtowna zmiana znaku, zmniejsza się wraz ze wzrostem gt • Suma 

E[y] = E^y^j + $[^2] Pozos^a3Ć stała. Wielkości ^[y-j] i E^y^ 

przy danej wartości Gi w nieznacznym stopniu zależą od przyjętego
współczynnika tłumienia ; 
gi wykonane dla = 0,02 i 
układu serią sił wykładniczo

na rysunkach 16 r 20 pokazano przebie- 
= 0,08. W przypadku obciążenia 

malejących wartości oczekiwane przemie­
szczenia E[y^] i 
- dla T > 3T .

w

$1^2] odpowiednio 1 i 0 znacznie wolniej
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. (2)Rysunki 21 7 24 przedstawiają zmianę wariancji Kynyn
(2) 2

przemieszczenia w zależności 

w trzech opisanych w punkcie 

Ponieważ i tu istotne zmiany 

wyjątkiem przypadku 3, gdzie

od czasu obciążenia na układ

5*3.2  przypadkach funkcji kształtu si

* — 1i y = 0,02 oraz dla gt = 30s i y = 0,08. Funkcje przedstawione
na rys. 28 r 30 są rosnące i mają quasi-harmoniczny charakter, przy 
czym oscylacje wartości wariancji maleją tym szybciej, im większa 
jest częstość drgań własnych i współczynnik tłumienia. Tylko w przy­
padku 2 /seria sił harmonicznie zmiennych/ wahania te zanikają do- 
piero przy dużych wartościach T /T = 200 T przy CS = 30s~ i W

'f' = 0,08/, kiedy nieprawdziwe staje się sformułowanie ”obciążenia 
krótkotrwałe”. Wariancja by przyjmuje maksymalne wartości dla 
T = (n - 0,5)T^, a minimalne - dla T = n T , n = 1,2,3,«»* Wykresy 
28 r30 zostały sporządzone dla sił o różnym kształcie w czasie, lecz 
wielkości jednakowej i równej 1 dla wszystkich trzech przypadków.

czasu sięga tylko do 
. z . T, (1) nrz wartości Ik v yn^n

występują w przedziale 

zmiany te pojawiają sie __ .. . _ - , , 
z (2) ” W

. Wartości K,r są znacznie więk- r yii/n T
i to one mają

waniu sumy 
wielkości

Kynyn ■G)
Ynyn

„(2)
x ynyn

decydujące znaczenie w budo-

GJ jest wyraźnie widoczny
Wpływ 1łumi e ni a
Na rvsunka ch 21

wykresy wariancji K ynyn 
o,o8. :

przy gJ = 10 s i GT= 30

przy
r 2/1

-1s

danej 
pokazano

Dla T = 0 wielkość ta osiąga wartość za-= 0,02
leżną od (ji y , równą wartości otrzymanej dla przypadku obciążenia 
układu serią impulsów typu 8 Diraca.

Rysunek 25 przedstawia zmianę wariancji
(n

0,02 oraz zmianę sumy K I
0 z (11Udział wielkości K_r v ynyn

„ (2)
+ Kynyn

Przy 20 s
przy tych samych danych

w wartościach wariancji K.

-1

niewielki. Jak wspomniano wcześniej, w obliczeniach numerycznych po-

2 T w

w

2 . .
V„ Jest

służono się wielkością

I 
sumy dwóch pierwszych całek k.

; normującą ”pole” obciążenia.
} /rys. 26, 27/ zbadano zmianę

. tworzących wyraz ogólny macie-
/nie uwzględniono korelacji pomiędzy różnymi silami/K

4 I IIWartości osiągane przez k. i k są tego samego rzędu
Wykresy 28, 29, 30 przedstawiają zmianę wariancji przemieszcze­

nia w zależności od czasu działania obciążenia na układ dla przypad- 
' -1ków 1,2, 3 rozdz. 5*3-2.  Przebiegi te zostały wykonane dla Cl= 10s 



Gdy siły obciążające układ przyjmują jedną z rozpatrywanych funkcji 
kształtu, a mają inną wielkość należy uwzględnić parametr r zgod­

nie z /4.1Ó/.
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Rys. 11.
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Rys. 15.
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Rys. 21.

Rys. 22.
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9. PODSUMOWANIE

V pracy przedstawiono model losowego obciążenia krótkotrwałego, 
jakim jest seria przypadkowo pojawiających się sił o losowo zmien­
nych amplitudach i czasach oddziaływania na układ. Spotykano w lite­
raturze modele losowego wymuszenia przybierają różne postaci, od 
najprostszej - deterministyczna seria impulsów typu S Diraca - po 

bardziej skomplikowane, jak np. seria sił, których amplitudy są 
zmiennymi losowymi, okres trwania Jest skończony i stały, a kształt 

czasie opisują, proste funkcje deterministyczne. Zaproi3onoxvany tu 
model matematyczny uwzględniający stochastyczny charakter szeregu 
elementóxv składających się na pojęcie obciążenia losoxvego jest ogól­
niejszy niż inne, znane z dotych.cz a soxvych rozxviązań. Przyjęto, że 

proces pojawiania się obciążenia jest niestacjonarnym procesem Poisso- 
na lub ogólnym procesem punktowym, xv którym istnieje korelacja między 
kolejnymi zgłoszeniami sił. Czasy oddziaływania obciążenia na kons­
trukcję mogą mieć charakter zmiennej losowej, przy czym dla opisu 
tej zmiennej xvproxvadzono jednopunktowy proces stochastyczny /nazwa 
jego xvynika z analogii do punktoxvego procesu zgłoszeń N ( t) /. 
Przyjęto, że amplitudy sił są niezależnymi zmiennymi losowymi, lecz 

stosunkowo prosto można uwzględnić fakt ich xvzajemnego skorelowania. 
Kształt obciążenia w czasie jest dowolny: deterministyczny lub przyj­
mujący charakter ciągłego procesu stochastycznego. Tak ogólny model 
może znaleźć konkretne zastosowanie xv dynamice konstrukcji mostoxvych, 
budowli narażonych na działanie xvstrząsóxv sejsmicznych, maszyn uda- 
roxvych, itp.

Zasadniczym celem pracy było wyznaćzenie charakterystyk proba­
bilistycznych, jak wartość oczekiwana i funkcja korelacyjna odpowie­
dzi układu obciążonego losową serią sił. Wpraxvdzie głóxvny akcent po­
łożono na analizę problemu xv zakresie teorii korelacyjnej, lecz rów­
nież xvskazano możlixvość otrzymania momentóxv -wyższego rzędu oraz 
funkcji charakterystycznej i funkcji gęstości praxvd o podobieństwa. 
Przedstawiono wzory pozwalające na obliczenie xvymienionych charak­
terystyk xv xvybranych przypadkach szczególnych, tzn. xvóxvczas, gdy 

możliwe jest ustalenie funkcji kształtu obciążenia oraz rodzaju 
zmiennej /losowej lub deterministycznej/,jaką, jest czas działania 

każdej siły na układ. Rozpatrzono przypadki impulsóxv prostokątnych, 

tych.cz
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sinusoidalnych, wykładniczo malejących oraz nieregularnych o funkcji 
korelacyjnej typu "biały szum" i eksponencjalnej. Podane zależności 
mogą mieć zastosowanie np. w określaniu niezawodności konstrukcji, 
na co wskazano w pracy. Związki wyprowadzone dla stanu ustalonego 
przyjmują. prostą postać i posługiwanie się nimi nie stwarza trudnoś­
ci. Należy podkreślić, że w wybranych przypadkach szczególnych wyzna­
czono poszukiwane charakterystyki probabilistyczne przy pewnych za­
łożeniach dotyczących znajomości m.in. wielkości sił, ich rozkładu 
po geometrii układu czy procesu zgłoszeń obciążenia. Wprowadzenie 
tych założeń umożliwiło posłużenie się zależnościami ogólnymi, dla­
tego też związki opisujące wartość oczekiwaną i funkcjo korelacyjną 

lub wariancję przemieszczenia przedstawione v.T punktach 5*3*2, 5-3* 3 
i 6.2 można stosować tylko w określonych sytuacjach.

W odpowiedzi układu uwzględniono drgania wymuszone siłami ob­
ciążającymi konstrukcję w chwili obserwacji zjawiska oraz drgania 
swobodne, zainicjowane działaniem sił już wyłączonych z procesu ob­

ciążeń. Wprawdzie taka metoda postępowania prowadzi do bardzo złożo­

nych wyrażeń analitycznych ale pozwala na pełną analizę numeryczną 

problemu. Analizę tę przeprowadzono w celu zbadania wpływu wybranych 
parametrów na wartości charakterystyk probabilistycznych przemiesz­
czenia i na jej podstawie można sformułować następujące wnioski: 
- Przyjęty kształt obciążenia decyduje o wielkościach i tempie zmia­

ny rozpatrywanych funkcji, wydaje się iwięc celowe uwzględnienie 
w omawianym modelu faktu, iż siły tworzące serię zmieniają w cza­
sie swoją postać wT określony sposób.

- Potwierdza się, że te części wartości oczekiwanej i wariancji, 
które odpowiadają drganiom swobodnym, układu mają - przy ustalo­

nej częstości drgań własnych - niewielki udział w wartościach wy­
mienionych charakterystyk i w pewnych zakresach parametru tłumie­
nia możliwe jest ich pominięcie, co znacznie upraszcza zagadnienie.

- Podczas analizy wpływu czasu oddziaływania obciążenia stwierdzono, 
że wartości wariancji odpowiadające drganiom wymuszonym są bardzo 

małe w porównaniu z jej drugą częścią, /drgania swobodne/ wówczas, 
gdy czas trwania sił jest mały, tzn. porównywalny z okresem drgań 
własnych układu / T 6 (0; 1 T > /. W stanie ustalonym przy T dą­
żącym do zera .decydujące znaczenie ma korelacja między drganiami 

wymusz onymi.
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- Interesujący jest fakt, że na zmianę wariancji duży wpływ ma czas 
działania sił w porównaniu z okresem drgań własnych układu. Warian­

cja przemieszczenia, niezależnie od kształtu obciążenia, przyjmuje 

maksymalne wartości dla T = (n - 0,5 ) T , a minimalne - dla T - 
= n T , n = 1,2,3,.,co ma istotne znaczenie w analizie niezawodnoś­
ci konstrukcji.

W rozważaniach ograniczono się do problemu drgań układu liniowe­
go. Otrzymane rezultaty mogą mieć zastosowanie w analizie układów 
nieliniowych wówczas, gdy istnieje możliwość dokonania linearyzacji 
sta tys tycznej.
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DODATEK

Poniżej podano wyrażenia określające całki używane w pracy.
Symbole a, b, c należy zastąpić odpowiednimi parametrami

t
J^(a,b) = ( e”a^“^sin b^t-^dL =

t-T

J2(a,b)

J3(a,b,c)

1 i “ST
—g--------- -- b - e * ( a s in b
a + b

e-a(t-t)cos bC.t-^dt =

t-T

T + b cos b T

*1 r ■“ n?—[ a + e (b sin b T - a cos b T 
a + b

t
e a (t ^)s£n b(t-t)cos c(t-l)d£ 

t-T

1 1= 2 J1 (a»b~c) * 2 J1 (aJb+c) 
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DYNAMIKA KONSTRUKCJI PODDANYCH DZIAŁANIU 
LOSOWEJ SERII OBCIĄŻEŃ KRÓTKOTRWAŁYCH

S treszczenio

W pracy przedstawiono model losowego obciążenia krótkotrwałego 
w postaci serii sił, których chwile pojawiania się, wielkości oraz 
czasy oddziaływania na układ są zmiennymi losowymi. Kształt każdej 
siły w czasie opisuje funkcja deterministyczna lub proces stochas­
tyczny o znanej funkcji korelacyjnej. Uwzględniono korelację między 
kolejnymi chwilami zgłoszeń sił oraz między różnymi okresami trwa­

nia obciążenia. Wyznaczono charakterystyki probabilistyczne,jak war­
tość oczekiwana i funkcja korelacji przemieszczeni układu obciążone­
go w zaproponowany sposób. Przedstawiono rozwiązania ogólne dla 
drgań układu dyskretnego oraz metodę postępowania w przypadku dxgań 

układu ciągłego. Praca zawiera rozwiązania w zakresie analizy kore­
lacyjnej dla wybranych przypadków szczególnych /funkcja kształtu 
obciążenia jest stała, sinusoidalna, wykładniczo malejąca, lub jest 
to proces stochastyczny o funkcji korelacyjnej typu “biały szum” i 
eksponencjalnej, czas działania sił jest deterministyczny i stały, 
bądź jest to zmienna losowa/. Przedstawiono metodę wyznaczania funk­
cji charakterystycznej oraz funkcji gęstości prawdopodobieństwa ob­
ciążenia i przemieszczenia układu oraz wykorzystania otrzymanych 
związków w ocenie niezawodności konstrukcji. Praca zawiera analizę 
numeryczną wpływu pewnych parametrów na poszukiwane charakterysty­
ki probabilistyczne w wybranych przypadkach szczególnych.



DYNAM1C RESPONSE OF STRUCTURES SUBJECTED

TO RANDOM TRAINS OF SHORT-DURATION LOADS

Summary

Random short-duration loading is considered which consists 
of a train of forcos, xvhose occurrence times, magnitudes and du­
rations are random variables. Time variation of each foroe niay be 
given by a deterministic function or by a stochastic process with 
known correlation function, The correlation of the occurrence times 
and tha t betweon the durations is taken into account. A method of 
evaluating the response expected value and correlation function is 
proposed. General Solutions for a discrete system are given as we 11 
as the techniąue of solution in the case of a continuous system. 
Detailed Solutions, within the framework of the correlation theory, 
are given for sonie spocial cases /constant foroe, forces with si­

nusoida! or negative exponential time variation, force with Dirac 

delta or negative exponential correlation function, constant deter- 
ministic or random durations/. The techniąue of evaluating the cha- 
racteristio function and the probability density function of both 
the loading and the response is given and the use of these results 
in the reliability assessment is proposed, The effect of certain 
parameters on the response is analyzed in some selected cases,
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