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1. WSTEP

¥V zdecydowanej wig¢kszoSci problembdw dynamicznych pojawiajacych
si¢ w réznych gate¢ziach techniki nie jest mozliwe wykorzystywanie
tradycyjnej analizy drgan, opierajacej si¢ na deterministycznym mo-
delu matematycznym zjawiska. Wystgpowanie w otaczajgcej nas rzeczy-
vistosSci wielu przypadkowych czynnilkdw powoduje, ze wre¢cz niewyko-
nalne jest Sciste opisanie ropatrywanych oddziaiywail, a model talii
staje s:i(‘; niowystarczajgcy. Aby wyznaczyé odpowiedz ulitadu na lLoso-
vo zmieniajgce sig obecigwenie, konieczne jest wprowadwenie nowych po-
Je¢ i metod, ktdére umoxliwig realizacje¢ tego celu. VW tych sytuacjach
z pomocg przychodzi teoria procesdw stochastycznych, a szeczegdlnie
ta jej cze¢sc, ktora ma zastosowanie w analizie konstrukeji inzyniers-
kich zwana teorig drgan stochastycznych lub dynamika statystyczog.
Jej zadaniem jako dziatu mechaniki budowli jest stworzenie wystarcza-
jaco uzytecznego stochastyczZznego modelu obciazenia oraz analiza pro-
babilistyc#nych charalkterystyk odpowied=zi ukladu,.

Jedng =z pierwszych publikacji z dziedziny drgan stochastycznych,
podsumowujacg aktualny stan przedmiotu w latach powojennych, a wig¢e
w okresie nasilajgcego si¢ zainteresowania ta problematyks jest pra-
ca S.ll.Crandalla [13], stanowigca opracowanie cyklu wykladdw wygito=-
szonych w 1957 r. oraz jej uaktualnienie z 1962 r. Inne waZne prace
vz omawianej dziedziny, szeroko przedstawiajace jej rozwdj, metody
oraz poje¢cia i cz¢sto nawigzujgce do mozliwos$ci zastosowania to [1,
3,6,12,16,25,29,33,35,42,43, 44 45,46 .

Zainteresowanie problematyks drgain stochastycznych wigZze sig
% rozvojem srodkduw szybkiej komunikacji, a wigc 2z zagadnieniami dy-
namiki pojazddéw oraz techniki rakietowej i nowoczesnego lotnictwa,
gdzie dziatanie silnikdéw odrzutowych jest Zrdédiem losowych wymuszon.
Takze w dynamice konstrukecji inzynierskich istnieje cala klasa prob-
leméw, w ktdérych obcigzenie ma charakter losowy. W okres$lonych sytu-
acjach drgania ukladu mogg byé spowodowane krétkotrwalymi, powtarza-
jacymi si¢ oddziatywaniami, ktérych wielkoéci,'przebieg w czasie,
chwile pojawiania sig¢ i czas trwania sa przypadkowe. Z typowyi przy-
kladem takiego zagadnienia mamy do czynienia w dynamice konstrukecji

mostowych, drogowych i immnych, obcigzonych ruchem pojazdow [10,11,15,



h9,50,51,52]. Wymieniony problem pojéwia sie¢ takze w analizie dyna-
micznej stropdédw i komnstrukeji wsporczych pod maszyny o udarowym cha-
rakterze pracy [8,9,18,20,31], a takze samych maszYn tego typu [53],
budouwli mnarazonych na dziatanie wiatru [56], pulsacji cid$nienia alkus-
tycznego podeczas powtarzajgeych sie naziemnych wybuchbw [38] Jlub ob-
cigzonych wstrzgsami o charakterZe sejsmicznym i parasejsmicznyi [17,
23,54,55]. ‘ .

Najprostszym modelem obcigzenia stosowanyim 'w wymienionych pruy-
padlkach jest deterministyeczna seria impulsdéw typu S'—Diraca. Analive
drgail uktadua o jednym stopniu swobody poddanego dzialtaniu takio] so--
rii przodstavuiono e din. w [26,31] o« Lomym wariantem tego modclu jost
doterministyczna seria impulséw dowolnego ksztaltu o skoiiczonym cua-
sie trwaunia [h,20,24,36], przy czym rozpatrywano tu przypadki inpule-
50w prostolkatnyel, tréjkgtnych i sinusoidalnych.

se wagloedu na przypadizowo$é¢ cech wynienionych wezesniej rodza-
jéw obeciavenia podejsScie deterministyczne nie wyczerpuje w peilni pro-
blemu., Dziatanie powtarzalnych krétkotrwalych wstrzgsdw ma czesto w
paini charakter losowy i bardziej adekwatnym modelem wymuszenia wyda-
Je si¢ byé seria przypadkowo pojawiajacych sie¢ impulséw o losowych
amplitudach. Problematyka drgan konstrulkcji wywotianych losowa scrig
twpulsow typu Sldﬂluoa byta przedmiotem szeregu prac, np. [21,28,
h0,41], w ltdérych rozpatrywano przypadki, gdy odstepy czasowe migduy
kkolo juymi chwilaml =zgloszen éil twvorza zbidr niezaleunych zmiennych
1osgwych [39,&0,41],1ub gdy sa one skorelowane [22,28,&7,48], lodel
ten nie uwzglednia ksztaitu przebiegu pojedynczego impulsu w czasie,
co ma szczoegdlne znaczenie w zagadnieniach, gdzie okres oddziatyuva-
nia sit na konstrukcj¢ nie dazy do zera i nie moze zostaé pominigty.
 niektorych pracach z teorii uderzen [20], dotyczgcych propagacji
szczoliny [30], czy zajmujacych sie wyznaczeniem ekstremalnego ob-
cigzenia konstrukcji [2] przyjmowano proste deterministyczne funkeje
aproksymujgce ksztalt wymuszenia o przypadkowych: amplitudach i chwi-
lach pojawiania sig¢, np. [32]. W problemach dynamicznych nie stosouva-
no dotgd modelu uwzgledniajgcego losowy charakter wszystkich cech ob-
cigzenia, jak jego wielkobci., przebieg w czasile, chwile rozpoczgcia
‘oddzialywania i okres trwania.

Propouycj¢ pewnego typu takiego modelu zawiera niniejsza praca.
Dokladng charakterystyle losowego obceigzenia przedstawiono w rog-

Y]

dzialach trzecim i czwartym, tu ograniczono si¢ tylko do podania na -



waznie jszych jego cech. Zatozono, ze w losowych chwilach rozpoczyna-
' ja swe dzialanie na uklad sily o przypadkowych wielkoéciach, przy
czym przebieg pojedynczej sily w czasie moze byé deterministyczny
lub ma charakter procesu stochastycznego. Odstepy czasowe pomicgduzy
chwilami zgloszen kolejnych sit moga byé skorelowane. W rozwazaniach
uwzgledniony zostal czas oddzialywania sil na konstrukejeg, bedacy w
ogdlnym przypadku zmienna losowg.



2. CEL I UKLAD PRACY

Zasadniczym celem pracy jest wyznaczenie charakterystjk proba-
bilistycznych, jak warto$é oczekiwana i funkcja korelacyjna prze-
micsvewen konstrukeji. poddanej dzliataniu losowej serii silt. Pruyje-
to 0501ulujuz% andzoli “nany z litoratury, model wymuszonia, qdpowia-
dajgcy szorokiej gruple obceciazenl wystepujacych w praktyce inzyniers-
kiej. W modelu tym chwile pojdwiania sie kolejnych sil opisane sa
punktowym procescu stochastycznym, ktérego szezegdlnym preypadicien
jbst proces lPoissona, zad same sity, tzn. ich wielkosSci, okresy od-
dziatywania na ulklad oraw przobiogi w czasie charaktorysujo sie wa
pomoen wuloennyceh losowych Jlub cigehyech 1»1}«)(5()5;(3tv stochastycunyclh,

¥ pracy wyprowadzono wyrazenia analityczne okreélajgce charalie-
terystylki probabilistyczne wymuszenia i odpdwiedzi konstruke ji oraz
przeds tuawiono metode oceny funkeji gestosei prawdopodobieinstwa tych
wielkos$ei. Dla zilustrowania podanych zwiazkdw ogbdlnych rozpatlrzoio
pewne wybrane przypadki funkcji opisujacej przebieg czasowy silt two-
rzgeyceh seri¢ dzialajgcesg na uklad. VUykonano analizg numeryczng wply-
wu okredlonych parawetrédw /w tym takze losowych/ obecigzenia na vav-
todci rozwazanych charakterystyk probabilistycznych.

Zaproponowany model uwzglednia szereg elementow wystepujacych
W rzeczywistych procesach obcigzeinl. Postugiwanie sig¢ nim - pbmimo
Jego rozbudowancj postaci oraz nalozenia na zawarte w nim wielkosci
zatozen, podkreslajacych ich losowy charaikter - nie stwarza trudnof-
cl. WV suczegdlnych przypadkach, wynikajacych ze znajomo$ci niektdrych
coch wymngzunin pozwala na doktradng analize¢ poszukiwanych charalite-
rystylk probabilistycenyoh odpowledzi konstrukeji obecilgZonej losowsn
sorbg sl

Praca skirtada si¢e v dulowleelu rozdzialdédw, w» ktdrych pleruswy
vawicra kedtlkio ombwienie problematyki teorii drgail stochastyczuych
i joJ zastosowal, a drugi prezentuje zagadnienie, jdliicmu ninie jsza
prica Jost podiwicceona.

W roudwzuiale trwzecim sformulowano problem, to znaczy pruedstawio-
no opis procosu obeigzenia przy wprowadzeniu wykorzystywanoj dalej
symbolilki oraz pokazano sposdéb post¢powania w przypadku drgail uliia-

du dyskretuncgo i cilggtego.



Rozdzial czwarty poswigcony jest w catosSci charakterystyce funlk-
cji obcigzenia, zdefiniowanej w rozdziale trzecim, poprzez podanie
wyrazen analitycznych okre$lajgeych warto$é oczekiwang, Ffunlkejg kore-
lacji i gegstosé widmows wymuszenia w przypadku deterministycznego
oraz losowo zmiennego czasu jego oddziatywania mna ukiad.,

W rozdziale pigtym przedstawiono rozwazania dotyczace drgan
construkeji wywotanych serig losowych silt o deterministycznym czasiec
dziatania. Podano tu postaé ogdlng wartosci oczmekiwanej i funkeji ko=-
relacji przemieszczeil uktadu dyskretnego oraz sposoOb postgpowania
przy wyznaczaniu tych charakterystyk probabilistycznych dla ukladu
ciagtoego. Rozdzial zawiera podpunkty poswlgcone wybranym szczegdlnyu
przypadliom obciawenia.

Problem drgai konstrukecji wywolanych stochastyczng serig sil o
losowyw czasie dziatania jest tematem rozdzialu szbéstego. Przedstawio-
no w nim rozwigzanie ogdlne dla ukladu dyskretnego przy zalozeniu, e
pruedzial zmiemmo$ci czasu trwania obeigzenia jest znany. Podéno POS =~
taé¢ poszukiwanych charakterystyk, jaks przyjma one wbweczas, gdy czas
oddziatyvania sil zmienia si¢ nieograniczeniec.

Rozdzial siddmy poswie¢cony Jjest oszacowaniu funkcji gestosci praw-
dopodobienistwa obcigzenia i przemieszczenia ukladu oraz wskazuje mow-
liwo$é¢ wykorzystania znajomos$ci funkeji gesto$ci prawdopodobienstwa
przemieszczenia i predkos$ci przemieszczenia w problemie "pierwszego
przekroczenia".

W rozdziale O6smy podano wynilki analizy‘numerycznej zwiazkdédw opi-
sujaecych warto$éé oczekiwang i wariancje¢ przemieszczenia, dotyczgcych
wvybranych szczegbdlnych przypadkdéw obeilazenia zaproponowanych w roz-
dziale pigtym. Zbadano m.,in., wpiyw tlumienia, czasu oddzilaltywanla
sit, ksztaltu ich przebiegu czasowego na wymienione charakterystylki,

a wyniki przgdstawiono na wykresach.,
WV Dodatku zamieszczono wyrazenia analityczme okres$lajace calki

wprowadzone w rozdziale pigtym.



3. SFORMULOVANIE PROBLEMU

3.1, Opis procesu obcigzenia

W pracy rozpatruje si¢ drgania ukiadu wywolane losowg serig silt

o amplitudach A rozpoczynajacych oddziaywanie w chwilach t i ob-

Kk? Kk
cigzajgecych konstrukecje¢ przez okres TK. Drgania te, w przypadlku uicta-
du dyskretnego o macierzy bhezwladno$ci B, maclerzy dysypacji € i

maclerzy sztywnodci K okredlone sa rdédunaniem macierzowyn
pG(t)+rCcq(e)+xg(t)=Tr(t) , /3.1/

w ktérym T(t) jest wektorem wspdlrzednych uogdlnionych, T - wektorem
opisujacym przestrzenny rozkiad obcigzenia, a funkeja f£(t) przedsta-
wia zmiane wyunuszonia w czasie., Roéwnania /3.1/ okres$laja drgania kon-
strukeji o skonczonej liczbie stopni swobody /np. blok fundamentouy/

badz ukladu cigglego poddancgo dyskretyzacji matematycznej przy masto-
sowaniu metody Ritza, Galerkina lub metody elementdw skonczonych [27].

Drgania ukladu ciggtego opisane sg rdéwnaniem

L[p(E,t)]+ ow(X,t) + mw(f,t) = p (%) £ (¢t ) /3.1/)

omévionym w dalszej czedcl rozdulatu. Sposdb rozwigzania zagadnienia
drgail ukladu dyskretnego i ciaglego zavierajs punkty odpowiednio: 3.2
i 3.3, Zwigzki /3.1/ i /3.1/)podane sg tu jodynie w celu wprovadzenia
funlc ji obcigZzenia f(t), bedacej przedmiotem rozwazail w niniejszym
podrozdziale.,

Zaklada siy, Ze rozpatrywany uklad podlega dziataniu serii sii,

ktoérych wielko$ci amplitud A chwile rozpoczg¢cia obcigzenia t

-7
oraz czasy trwania Tk sa W tgélnym przypadku zmiennymi losowymi.
Funkej¢ f£(t) mouna zapisaé w postaci nastepujacej sumy
N(o,t)
£(t) = Z Ay S(t,t,,Ty ) /3.2/

k=1
Przyjeto, ze amplitudy Ak sg niezaleunymi zmiennymi losowymi, przy
czym znane sg wartoé$ci ich charakterystyk probabilistycznych: D[Ak}=
= z[a(t)]1 B[a?]- p[a®(t,)].
Symbole P{-} i E[-] oznaczaé¢ bedg w dalszej cze$ci pracy prawdopo-

dobieilstwo i wartos$é oczekiwang wielko$ci w nawiasach. Funkcja



S(t”tk’Tk) przedstawia ksztalt ke-tej sily w przedziale czasowym
(tk’tk+Tk)' Rozpatruje si¢ dwa typy tej funkeji. Moze wice byé to
tunkcja ksztattu o charakterze deterministycznym badz rodzina pro-
cesdw stochastycznych. Wystepujacy nad znakiem sumy symbol N(O,t)
oznacza punlktowy proces stochastyczny [28,%7,&8], okreélajgcy ilodé
sit, ktére pojawily si¢ w przedziale (O,t). Nazwa tego procesu wyni=
ka z przedstawienia go na osi czasu w postaci zbioru punlktow,

Niech N(ti’tj) i dN(f) oznaczaJjs 1losé sit, ktdére rozpoczily
obcigzanie ukladu odpowiednio w okresach (ti’tj) i (t,t+dt). Zakla=-
da sig¢, #e prawdopodobiellstwo pojawienia si¢ pojedynczej sily w in-
finitezymalnym przedziale czasu (t,t+dt) jest proporcjonalne do jego
drugo$ci dt, a prawdopodobilelstwo pojawienia si¢ w tym przedziale
wigcej niz jednej sity jest wielko$cig pomijalnie malsg wyZszego rze-

du, co zapisuje sig¢ nastegpujaco
P{dN(t).—.1} A(t) at + o (at) ,
p{an(s) >1} = o(at), /3.3/
p{av(t) = 0} = 1 - A(t)at + o(at),

gdwie ){t) jest intensywnoécla pojawiania sie sit. Wiasno$é opisana

"

]

zvigzkami /3.3/ oznacza pojedynczos$é zgloszen sit [1,25]. Ze wzordw
/3.3/ wynikaja zaleznos$ci dotyczace wartosci oczekiwanej procesu
dN (t)

E[an(t) ] = A(t) at ,

> [ an? -

B [an®(t)] = A(t) at + o (at), Y

oraz ogdblnie

B [av?(t)] = A(t) at + o (at) .

Korelacj¢ migdzy zgloszeniami sit w dwbéch rdznych chwilach t

it
1 27
t1 £ tz, opisuje funkcja ggstodeci produktowej drugiego stopnia
e?(t1,t2) [29] okre$lona zwigzkiem
E[dN(t1)c1N(t2)]=c9(t1,t2)dt1dt2 ; t, £ty /3.5/

ktérej odpowiada funkcja korelacyjna

G (t12t0) =Q(y0%2) = A(tIA(E,) /3.6/



Zaleznosci /3.14/2 i /3.5/ potaczyé mozna wspdlnym wzorem
E[dN(t1)dN(t2)]= Gt tp)dt dty + >\(t1)5(t1-t2)dt1dt2 , /3.7/

gdzie S(t) jest dystrybucJja delta Diraca.
V przypadku zgtoszeil niezaleznych /nieskorelowanych/ rozwazany proces
punktowy jest miestacjonarnym procesem Poissona [34] i wéwezas

@(t“tz): 0 oraz @(tﬂtz) = 7\(1:1)’}\(1:2), a prawdopodobietistwo po-
Jawlenia si¢ "m" sil w przedziale czasowym (ti’tj) okresla wzbr

N'(t5:%5)
p-[N(ti,tj)z n] = ———;T———l xp[-j\(ti,tj)], n=290,1,2,e0ey/3.8/

t
J
gdzie /\(ti,tj) = S%('E) al ,
3

i
/\(ti’tj) - drednia ilosé zgloszen sil w przedzilale (ti,tj).
Funkecja f(t) staje si¢c wdwezas "filtrujgecym procesem Poissona" [35].
Odste¢py czasowe migdzy chwilami pojawienia si¢ kolejnych sit sa w tym
przypadku niezaleunymi zmiennymi losowymi o niejednorodnym rozkiadziec
wykladniczyime.

Ve wzorze /3.2/ wyjas$nienia wymaga Jeszcze okres$lenie czasu dzia-
lania sit - Tk' W dalszych rozwazaniach przyjmuje sig¢, we czasy trwa-
nia obcigZenia sg deterministyczne oraz jednakowe dla wszystkich sil
i wynoszg Tk = T = const., badZz ze sg one zmiennymi losowymi o “na=
nych jednakowych rozktadach jedno- i dwuwymiarowych g1(T) i gz(T1,T2).
W drugim przypadku do opisu czasu trwania sily wprowadza sie¢ jedno-
punictowy proces stochastyczny Ztk(T)’ ktbérego konkretng realizacje

okre$la wzdr

dla L

zg () = /3.9/
k 1 dla T2 T
S S
Proces ten ma naste¢pujace wiasnoéci
p{az, (T)= 1} = e (7T)ar ,
1
S /3.10/

1 =g (1)er,

P {szty(T)= 0]

oraz



E[cu (T )]= &,(T)ar ,

E[d (T)] g,(T)ar ,

1 [az, (T)dz (T )] 0, dla T, £ 7T,

- [d T cu T, )]_ g2 . ,Ttl,tl yt,) AT, thl ’ /3.11/
dla # t .

Funkecja 32(’1‘t ,Tt ’tk’ ) Jest dwuwymlqrowq tunkejg gestoSei prav-
dopodobieﬁstwa\okréélajgca lacznie gestosé prawdopodobieiistwa czasdw
trwania TfT, Ttl sil, ktére pojawily si¢ w dwéch réznych chwilach

t, i tl. Jesli czasy dzialania sil sg niezaleznymi zZmiennymi losowy-

Kk
mi, to zachodzi

gz(TtK,Ttl,tk,tl) = g1(Ttk) g1(Ttl). /3.12/

3.2. Drgania ukltadu dyskretnego

\ celu rozwigzania ukladu rbéwnan /3.1/ zastosowano metode rozwi-
ni¢gecia w skoliczony szereg funkeji wlasnych. Macierz wlasmna ukladu i
wektor wspbélrz.dnych gtdédwnych oznaczono odpowiednio: W i F(t). Wyko-

rzystujac transtformacjg wtasng, np [7,27]

q(t) = wy(t) /3.13/

oraz ortogonalne wtasno$ci macierzy W mozna przeksztateid /3.1/ w

zbidér separowanych rdéwnaili rézniczkowych o postaci

Y(t)+ 2 {oz.n} F(t)+ {wﬁ}?(t) = {m;1} Tr(t), /3.1l

gdzie:

{mn} =W BV, Q=vw'TF ,
ik ‘ _ -
{kn} =¥ KW, 2-[0(.11} = {cn m- ] ,
T 2 -1
{,Cn}"'W L {an - {knxﬂu e

Al

Symbole {- } i ] & okres$laja kolejno: macierz diagonalng i trans-

ponowang.
“atozono ortogonalnoéé formy kwadratowej UT C W, co ma miejsce, gdy

macierz dysypacji C Jjest liniows kombinacja macierzy: bezwladnos$ci



B 1 sztywnofci XK. W szczegbdlnym przypadku macierz C moze byé pro-
porcjonalna do Jjednej z wymienionych macierzy.

Zarbéwno welitor wspdlrzednych gtéwaych F(t), jak i wspdirzgdnych
uogo6lnionych a(t), jest superpozycjs odpowiedzi ukladu dyskretnego
na dzialanie kawmdej slity oddzielnie, przy czym jesli chwila zmglosze-
nia t nalezy do przedziatu (t-Tk,t), to k-ta sila obeciaza lkonstrulc-

k

cj¢ w chwili obserwacji t, natomiast gdy tk Zawiera si¢ w

le (O,t—Tk) ulktad wykonuje drganla swobodne zainicjowane sita, ktdira

vrredzia—-
juz makolicmyta swe oddziatywanie [19]. Odpowied’ ukiadu na dziatanic

sity S(t £t T, lktéra w chwili obserwacji t obciaza konstrulkcje
H K’ I H (7 U<

\r

0ilaCZoNo pric ‘1(t’tk'TP n R1(t’tk’Tk) /drgania wymuszone/, a na
8 B -
site, ktéra w chwili t Juz nai nle dziata - przoz Yz(t’tk’Tk) i

§°(t’tP’TK) /drgania swobodne/, przy czym

(t,6,7) = WY, (t,t,,7) ,

Rytatyomy) = v ¥, (6,6,,7) .

/3.15/

'\JeAktory 3?1(*5,1;1{,'1‘&) i ?z(t,tk,Tk) spetniaja réwnania
T, (t,6,,m,) +2 o 1T, (¢ Vb T )+ {0 o3 (s 0Ty ) = { w2} @S (8, 6,7

dla t >/ tk

= 7. 3 2137 _ /3.16/
T, (6,6, Ty ) +2 {an}YZ(t’tk’Tk)"'{wn}yz(t’tk’Tk) =0
dla t > ty + Ty
oraz warunki poczgtkowe odpowiednio dla t = tk 1 ¢t = tk + Tk
?1(';1:““1:'1‘1{): Oy ?2(tk+T1;’t1;’Tk)= ?1(*‘1;*'1‘1:”‘1:3&)' .
by ™\ - e _ = .
(bt )= 00 Y(be Ty, b, T)= T (5470 5,7

Wektory Y1(t,tK,Tk) i Yz(t,tk,’l‘k) speiniajace réwnania /3.16/ i wa-

runki poczatkowe /3.17/ mozna wyznaczyé z nasitepujacych zwinzkodw
t

?1 (t,tk,’l‘k)z j m;1 h (t-‘i)}é S (‘f,tli,Tlijd’E ,
/3.18/

Taeromds | (! m(e-plTe (paoma oy

T



gdzie symbolem hn(t-ﬂf) oznaczono impulsowa funkcje przejscia o pos=-

taci
h (t-%)=Q, exp[-o%l(t-—‘f)]sinﬂn(t-‘i) | /3.19/

2 2 2
przy czym: ’Qn =Y, =0,

Podstawiajac wektory Y1(t,tk,Tk) b | iz(t tk’T ) wyrazone zwigzkami
/3.18/ do zaleznodci /3.15/ otrzymuje sig

t
n,‘(t,t,k,'rk); W Y1(t,tk,’1‘k)= j 1»{(t-¥)1~* S(§’t1<"f1c)df ,

ol /3.20/

k- Kk -
(t t, T, )- W Yz(t t, Ty )= ‘J‘ H(t=f) T s('f,tk,'rk)d‘i ,

gdzie symbolem 1 (t- Y = W {m f
terystyk impulsowych, Przy pomocy zdefiniowanych w niniejszym punkcie

h (t»f)} W' oznaczono macierz charake

woktordw Y1 Y ﬁ ﬁz okre$lone beda w dalszych rozdziatach pracy

szukane ghdrahtorysiykl probabilistyczne dla wyrdéznionych przypadkiw

szezegblnych,

3. 3. Drgania ukiadu ciaglego

Drgania ukladu ciaglego obciazonego w sposdéb zaproponowany w

punkcie 3.1 opisuje rdéwnanie
L[w(?,t)]+ cw(X,t)+ mw(X,t)= p(X)f(t) , /3.21/

gdzie:

L[ ]- rézniczkowy operator liniowy wzgledem zmiennych geometrycz-
nych E,

w(%,t)- przemieszczenie rozwazanego dZzwigara,

c,m « odpowiednio: wspéiczynnik tiumienia i masa jednostkowa,

p(X) - funkcja okredlajaca przestrzenny rozkiad obciagzenia /odpowied-
nik wektora F w zagadnieniu drgant ukladu dyskretnego/

f(t) - funkcja opisujaca przebieg wymuszenia w czasie dana wzorem
/3:2/.

Rézniczkowy operator liniowy L[ ] wzgledem zmiemnnmych przestrzennych

~
X przyjmaje rdézne postaci w zaleznos$ci od typu roypatrywancgo dZwi-

gara, a wicc np. dla belki ( X ~» x) L[w(x,t)] [EJ(Y) w(x tz]



gdzie Qg xg1 /1 = diugosé belki/,l? dla plyﬁy cien5}ej o statej
» - ~ a i

grubodci ( X ~ex,y Liw(x,y,t)| = D(-—-——l- F R ——— ) przy czym

' ) [ ¥ ] ') + ax2ay2 a 4 )?

J(x), D oznaczaja sztywnosé odpow&édnio belki i piyty.

Rozwi ja jac funkecj¢ przemieszczen w(E,t) w szereg funkecji wlas-

nych

w(X,t)= zz: y, ()W _(R)= FT ()W (R)= ﬁT(E)i(t) /3.22/

n=1

“otrzymuje si¢ nieskoilczony cing rdéwnarl separowanych typu /3.14/,gdzie
., L -1 S Nyar () _ S VR T gy "
o, == 5= , Q = m ) p(xX)V (X)a%, m = m(“)hn(k)dk, o, - n-ta

2’ s “ « . ; - . e e
czestos¢é wiasna uklradu’nietlumionego, a B = dziedzina zmiennej x /diu=-

£o$é czy powierzchnia/. Analogicznie, jak dla zagadnienia drgaii ukla-

du dyskretnego wprowadza sig‘funkcqg Yn1(t,tk,Tk) i Ynz(t,tk,Tk
oraz odpowiedniki wektoroéw R1 i R2, a mianowicie funkcje
co
S :
~ " v ~ =T ]
u1(x,t,tk,Pk)= 3;1 Y (6t D)V ()= X, (6,8, T ) V() ,
co _ /3.23/
H,(X,t,t, ,T )= E c oo~y =T -~
2 100 Tye) £ Y, (t,6,T )V (X)= Yz(t,tk?Tk)h(x) .

Héwniez i w tym przypadku przemieszczenie w dowolnej chwili obserwa-
cji t jest superpozycja przemieszczell wywolanych kazda sila od-
dzielnie. Drgania ukladu mozna przedstawidé jako sumg drgail swobod-
nych wywolanych sitami, k€6re w chwili t Jjuz nle obcigzaja kons-
trukcji oraz drgan wymuszonych pochodzacych od sit w dalszym ciagu
narn dziatajagcych.

VW rozdziatach piatym i szdéstym wyznaczono charékterystyki Pro=
babilistyczne, jak warto$é oczekiwana i funkecje korelacyjne przo-

mieszczell konstrukeji wywolanych losowa serig sil /3.2/.



., CHARAKTERYSTYKI PROBABILISTYCZNE FUNKCJL OBCIAZENIA f(t)

h.1. Wprowadzenie

Rozdzial ten poswiecony jest analizie wyprowadzonych dla pel-
nie jszego opisu procesu obeciazenia charakterystyk probabilistycznych,
jak warto$é oczekiwana, funkcja korelécyjna i gestosé widmowa funkeji
£(t) okres$lonej zwiazkiem /3.2/. Calodé rozwazal zostala podzielona
na dwio czesci. U plerwszej przyjeto, 2e czmasy dzialania sil Tk 81,
determinis tycene, a w'i(;c_Tk = T = const., natomiast w drugiej sa one
zmicnnymi losowymi. Tak#ze funkeja S(t,tk,Tk), ktora opisuje pruzebleg
sily w czasie moze mieé charakter deterministyczny i przyjmowad zna-
ne postaci np. funkecji statej, sinusoidalnej czy wykladniczo male jg-
cej [19] lub moze byd procesem stochastycznym o znanych charakterys-

tykach /rys. 1/.

4.2, Charakterystyki probabilistyczne funkecji f(t) przy determinis-

tyeznym czasie dzlalania sil

Przyjeto, ze czasy trwanlia wszystkich sit sg deterministyczne i
jednakowe (Tk =T = const.)oraz ksztait pojedynczej sily nie zalezy
od chwili, w ktorej rozpoczela ona swe dziatanie, a jedynie od odleg-
tos5¢ci czasowej mie¢dzy obserwacjs zjawiska a k-tym zgloszeniem sig.

Funkcje S(t’tk’Tk) zapisuje sie wiec nastepujaco

S(t-—tk) dla t, <t<t + T,

S(tyt T, ) = /a1/
e? ok 0 dla t<t, lub t>t_ + T

Funkec ja f(t) jest sumg sil pojawiajacych sig¢ w chwilach tk naleza-
cych do przedziatu (t-T,t),~tzn. takich, ktore w chwili obserwacji t
obeigzaja konstrukeje¢. Majge na uwadze fakt, Ze proces dN(tk), ktore-
70 wiasnos$cl sq okre$lone zwigzkami /3.3/, jest stochastycznym proce-
sem skokowym, wzér /3.2/ mozna przy uzyciu catki Stieltjesa [14,16]
przeksztalecié do postaci

t
f(t) = S A('E)S(t—'t)dN('t) . /N.2/
t-T



a)

b)

c)

d)

- 17 -

F(t))
H | -
:34 t
ft)A
N [\ ﬂ /‘L
AV U *
f(t)‘}
N j\, h h _
oy V7 U *
ft)A
N




Gdy czas dziatania sii T dazy do nieskoﬁozonoéci,lub gdy t-T < 0O,
wéwezas dolna granica catki we wzorze /U4.2/ réwna jest zero. Relacja
/h.2/ jest wzorem wyjSciowym do wyznaczania poszukiwanych charakie-
rystyk probabilistycznych obeiazenia,

Dokonujac na zwiazku /4.2/ operacji wartoéci oczekiwanej i wy-
korzys tujac wzdr /3.4/1 otrzymuje sie warto$é oczekiwana funkeji
f(t) opisang zaleznos$cig

t
E[I‘(L)]: S s[a®] e[s(t-T)] A(T) aT . 4.3/
t T
Oparto si¢ tu, jak i przy imnych operacjach, na fakecie, #e wielkosci
amplitud, funkecja S(t—tk) opisujaca ksztalt sily oraz punktowy pro-
ces dN(tk) sg wzajenmie niezalezne.

Funke j¢ korelacy jna Kff(t1,t2) wyznacza Sie¢ ze znanego wzoru, ngp.

[6o]
Kpp(by0t5) = B[e(t,) £(t,)] - E[f(t1)]19[f(t2)l , IR,

Po uwzglednieniu zwigzkdw /3.4/,, /3.5/ 4 /3.6//1ub /3.7//, /M)

oraz /4.2/ otrzymano

min(t1,t2
1(ff(t1,t2)= X e[a¥1)] E[s(t,-T)S(t,-T)]A(L)aT +
‘ max(t1,t2)-T
6, t,
3 S - S e[a(T)] B[A(T)]E[s (t,-T) s(t,-T,)] §(T,,T,) at,al,-  /h.5/
t,=T t,=T

- v[e(e )] E[£(s,)] .

Nalezy podkreslié, ze obok catek podwdjnych, jak dla klasycznych pro=-
cesdéw cigglych, wystepuje w powyzszym wzorze calka pojedyncza. Jest
ona réwna zeru dla [max(t1,t2)—T]‘> min(t1,t2). Catki podwéjne wyra-
za ja wplyw wzajemmej korelacji miedzy réznymi sitami na warto$é
Kff(t1,t2), natomiast caika pojedyncza odzwierciedla wplyw kazdej
sily oddzielnie,

Jes$li funkcja S(t,tk) ma charakter deterministyczny,to ogbélng zalez=-
nosé /4.5/ mozna zapisaé nastepujaco



min(t1,t2)

Kooty sty)= E[A%(1)] $(t,-T)S(t,=T) A (VAT +
max ('t;1 ; t2) ~T

t,

S E[A(UQ] E[A(T,)] s(t,-T) s(tz-tz)'@(%:1 yTy)At,al, ,
-T

k2

t ~T

gdzie cg(w t2) - funkecja korelacyjna dana wzorem /3.6/. |
W celu wyznaczenia gestodci widmowej mocy fo(u1,u2) proces
f(t) wykorzystano ogdlny wzdr [1,18,46]
TT i (0, M, =u,M,)
fo(“v”z)‘:g SKff("h"'lz)e PR a1y M, /el
~-Cca=C
7 przeksztalcenia odwrotnego Fouriera wynika, ze funkecje¢ korelacyjing
mozna wyrazié¢ przez gestosé widmows
L TF i(ugty-uyty)
Kff(t1,t2)= ZEES j(}hﬁ,uz)e du, du,, /h.8/

-CQ=-CAR

Dla procesu stacjonarnego, gdy Kff(t1,t2)= Kff(t), t = ty-t,, za-

chodzi
w
fo(u) = S Kff(m) e_luq;dql , /Nh.9/
-CQ g
t ¢]
- t
Keplt) = 2‘3‘:‘ & Gpp (u )el " du . /.10/
-

Je$li funkcja f(t) jest procesem rzeczywistym, to jej funkcja kore-
lacy jna Jjest rzeczywista i parzysta, a takze parzysta jest gestosé

widmowa mocy. Woéwczas zaleznodci /4.9/ i /4.10/ przyjmuja postad
1)

fo(u) = & Kff(m)cos urLdVL y /h.11/
D o

Kff(t) = % 'Svaf(u)cos utdu . J4h.12/
0

Relacje /4.3/, /4.6/ oraz /l.11/ posiuza do wyznaczenia szczo-
gbdlowych wyrazen opisujacych charakterystyki piobabilistyczne obcine
zenia, jak warto$é oczekiwana, funkeja korelacyjna i gestoéé widmowa
przy naste pujqcych zalozeniach. Amplitudy Al nie zalezy od chwil po=-

Jawiania sie sit tk’ a wiec ich charakterystyki probabilistyczne sg



A T a2 [ 4 2
stale 1 2znane: L[Ak]z E[A]: const,, L[Ak]z L[A ]: const.
0 procesie zgloszen sil zaklada sie¢, iz jest on stacjonarny i nio-
skorelowany ( (9031:1 ’ t’kg) = O) tzn. )(tk) =)A= const., Otrzymuje si¢ wicc
zwigzkid /M4.3/, /4.6/ i /H.11/ w prostej postaci

F
E[f(t)]: E[_A] }\5 S(T-T)aT , | /4.13/
' 0 min(t1,t2)
Keoo(tysty)= Kpp(t)= e[A%] A S S(t,-1)S(t,-1)al =
_max(t1,t2)~T Jholy/
T | ¢
= E[Az] }\j s(T-1tI-T)s(r-t)aT, dia [t|]L T
0
gdzie t = tomtyy |
przy czym funkeja Kff(t) jest réwna zero dla |t| > T oraz
: T
Gpop(u) = %, S Kff(q) cos undr, . /H.15/
0

Przypadek 1

— e — — — —— ———  ——— e ——  ———

Uktad jest obecigzony seria sil stalych w czasie /rys. 1a/; funkcja

S(t=-t przyjmuje postaé

i)
0 '~ dla t <t

L /4.16/

S(t-t ):
L dla t >t ,

Kl-=
-

gdzie jako wielkosé r wprowadzidé mozna

T
r =1 1lub r = j | s(t)|at
0
Warto$é oczekiwang, funkcje korelacyjng i gesto$é widmowg opisuja
wyrazenia
elr(t)]= Bla]al T | /h.17/
.2
Kpp(t) = BA®]A = (1-1t]) , /4.18/

-1
r2

Gerl) = 1A%y £y (1 - conut), oy
r - u

2,
1

przedstawione na rys. 2.
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Jak widaé,wartoéé oczekiwana obciazenia jest Srednim obcigzeniem
przy ustalonym czasie trwania sit T. Natomiast parzysta funkcja
Kff(t) zmienia si¢ liniowo w przedziatach (~T,0) i (0,T). Tunkeja

gestoScl widmowej zeruje sie dla punktdéw u = 2%“ y K = 1,2,¢04, poO=

migdzy ktérymi wykazuje lokalne maxima o coraz mniejszej wielkoSci.



Przypadek %

Uktad jest obclgzony seria sit harmonicznie zmiennych /rys. 1b/,

ktoryeh ksztalt opisuje zwigzek

0 dla t <t i . ,
S(t-t, ) = 1 | [lv.20/
7 sin p(t-t, ) dla t >t
] , ﬂ:
gdzie p Jest czestodScig oscylacji sil wymuszajgcych i niech p = T

/iupulsy sinusoidalne/.

}E[F(t]]

e[t

Rvs. 3.



x 29 =

W tym przypadku otrzymano

Ble(e)]= £[a] A ;1- -1?‘? , .2t/

ff(t D[A ]} [~ sinp |t| +(T=|t] ) cos p|t|| , .22/

G,..(u)= E[Az]% e pz (cosurT+ 1) /4.23/
ff n}2 (p-u)z(p+u)2 ' .

Charakterystyki te przedstawia rys. 3.

Funkecja korelacyjna jest ciagla w przedziale (-T,T) i zdgza do zera
/dla t = T/ z predko$cia uzalezniona od parametru p. Gestosé widmo-
wa natomiast jest funkecja osiggajaca lokalmne extrema w przedziatach

o zmiennej diugo$ci. VW punk01e u = + p widmo mocy przyjmuje ware-

e ~ 2
tosdy (xff(u)s l',[l\ ]?\ 21.—-{: .
Przypade k 3

Uklad jest obcigzony seria sit wykladniczo malejacych /rys. 1¢/

0 dla t < tl ’
¢ VLY

s(t-ty) = L oxp[- P(t—- )] da1a e,

WVarto$é oczekiwang, funkecje korelacyjna i gesto$é widmowa przedsta~

wvione na rys. 4 opisuja wzory

elr(6)] = slalad —1(5 [1 - exp(- PT)] , /l.25/
e 274 1 _ ,

Koo () = L[A ]9\;—2- -2-55 exp (- pltl) - exp[P(ltl-— 2'1‘)]}, /. 26/
fo(u) = E[&z]ki— L [1+exp(-2PT)-Zexp(-PT)cdsuT] /4.27/

r? e (52+u2)

N

Wartosé¢ oczekiwana w dalszym ciggu przedstawia Srednie obciazenie

przy ustalonym czasie dzialania sit. I'unkcja korelacyjna zdgza wyklad-
niczo do zera dla t=T, przy czym parametrem sterujacym tym przebic-
giem przy danym T jest parametr wymuszenia p . Na rys. U przyjeto

P = 0.1T. Gg¢sto$é widmowa przyjmuje lokalne extrema, zblizajac sic

do zera, lecz go nie osiagajac.



ElAlaT = —
— pr—
t
Kff(t)
\ 2 1 '1-52/3
E[A2]A -~ 5
p=04T
- —
= T
16 (u)
2 + 2B BT
E[A]?\-:? 1ee {329
TOT S

R}’S - L{-

Dygre S J a
‘ktad jest obcigzony seria sil sinusoidalnie“zmiennych /jak
SW przypaddeZ/, amplitudy Ak nie zalezg od chwil tk i sz znane,
lecz proces zgloszeh sil jest niestacjonarny, a jego intensywnosdé

%(tk) zmienia sie wediug funkeji ?\(tk) = >‘o+7‘1 sin oy ty, Ay 2 ?\1.



Varto$é oczekiwang i funkeje korelacyjna obeigzenia opisujg nastepu-

Jace zwiazki

E[_f(t)]: B[a ] %%: se[aln, L p/_,lng [ sineytesinag(t-T)] ,  /h.28/

Kpe(byrta)= BA2]ng 5 [§ stnplele(2- f¢l) cos p ¢]
1

E Aa - 7 r; 2 si. + 4 t
+ (_ ]9\1 21_2 )’Ph—(.)g‘{, P]: n D[ ls.t.nuo1 +

+ sin p([tl» 2T)sin a%(t2~T) ] - /H.29/

- &y |cosp t cosa%t1-cosp(lt[~ 2T)cosa%(t2-T)]} +

+ B[a%] A 2;2 °"st’ *—[eosay (t,-1)~cosapt,] -

Jak widaé, sa to zaleznodci /4.21/ i /4.22/ powigkszone o wartos$é
oczelkiwang i funkej¢ korelacyjna obeiaZenia o intensywnoéci A\ qiugrtk.
Gestosé widmowa mocy nalezy teraz obliczaé na podstawle wzoru /N.?/,
tu jednakze nie podano wyniku ze wzgledu na bardzo rozbudowana jego
postad¢ i nieistotne dla pracy znaczenie.

Niech funkcja ksztaltu sil S(t-tk) bedzie procesem stochastycz.

nym o znanej funkeji korelacyjnej, a wige
Els(t~-t)]= o , /4. 30/
Kss(tl,tz,tk1,tk2) = B[S (t1—tk1) s(tz_tkz)] . /h.31/

Ogbdlny wzdr /h.5/ przy uwzglednieniu zwigzkdw /4.30/ i /M4.31/ przyj-
mu je postad
min(t,,t,)
o - ‘Z‘ 2
Kepltyrty)= S B[A%T)] K, (t,9t,,T,T) A(VAT +
max (t,,t,)-T
(615 t2) /h.32/

1 2
* S & E[A(tﬂ]E[A(tz)]Kss(’%'tz't1'tz)(g('c1'tz)dt1dtz‘

t,-T ¢

1 2=T



Przyjeto, %e: amplitudy A nie zalezsg od chwil pojawiania sie¢ siit
- 3 . . D Pl 1) — 7 2--¢ 2-— =
t, i sa znane = L[Ak]“ E[{A]= const., [A ]- D[A = const., proces
vg?oozeﬁ sil jest stacjonarny = %(*) %M const. i nieskorelowany
n(9(1k1,tk2)- 0, a takze stacjonarny jest proces S(t- t, ) Przy po=-

wyzswych zatozeniach zwigzki /4.31/ 1 /L.32/ zapisuje sxy nastepu joe-

co
Kss(ta-t1-tk2+tk1) = E[s (t1-tk1) S(tz-tkz)], /.3
min (t,,%,) t, t,
Keop(t)= E[A ] A & l(sﬁ(tz-t!)d -ﬂ-g‘ua{_ﬂ.]% S &ixss(ta-t1_tlz+.t!)~
max(t1,t2)~T tl-T tz-T

t

=

rat,at, = B[A® Ak _(6)(0-(6]) +B2[A] P

L — =3

EN
XKss (t=-T,+T,)al,aT,,
t

t o= t, -t /He 3/

Mozliwe jest rdéwniez przyjecie Kss w postaci

Koo\t -t1) = E[S(t1) S(tz)l /-’&.33/)

W sytﬁacji opisywanej przez zaleznoé$é /4,33/ kazda sila jest reali-
zacja tej samej czesdci procesu stochastycznego z przedzialu (O,T),
natomiast wzdr /h.33/) wazny Jjest wéweczas, gdy dwie rdzne sity sz
realizacjami dwéch rdéznych czedeci z przedzialdw, np. (t t{ T)
i (Lkz, tk°+T), tego samego ciaglego procesu stochaetycznégo. Dalsze

rozvazania ograniczono do pierwszego przypadku.
Przypadek 4

Rozpatrywany jest proces S(tutk), ktdérego funkcja korelacji
dana jest wzorem /"biaty szum"/

Kes(t) = s, () . /he35/

Otrzymano funkcj¢ korelacyjna obcigzenia oraz gestosé widmowa mocy
W nastegpujgcej postaci



()= BN ST+ B A] AT s

T

ra2 2 2 . 2T si T
Gop(u)= L[A"]}\Sp —T—E - B[A]lX s = 2 A

P N u

}\ Keglt)

i przedstawiono na rys. 5.

E2[A]A2SpT

lysSe 5o

Przypadek 5

Niech funkecja korelacyjna procesu S(t-tk) mé’postaé.
” ;
K (t) = G° exp(~ pltl) ’

gdzie o= t,-t 62,(3~ parametry wymuszenia.

2 "1
Wykorzystujac zwiazki /4.33/ i /4.11/ otrzymano

/h.38/
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| Kep(t)= E[Az] }\G‘Q(T- t] Yexp(~ plt]) -

- Ez[A]’}\an %{-1(3 [_1—ex1§(— (5’1‘)]-\ i s } "
. 2221 . oxp(-pT) 2 2
uff(u): b.[A ]/\G‘ ﬁ?:?{l +-—(;-;-3:—u—-;_y-—-—-— [(P -u )cos uT -
PIEE 2u® 2 2 hoJ1 : ~ .| sinuT
«;.Qu binu,l]- %_,:—Jz 15 [AJ'}\ (92 '(3-_1’:(, —(SD_GXP(-?I)] -.-'1 ---—u---

Preacbiog funkeji Koo (L) i fo(u) przedstawia rys. 6.

¢

: Kff(’t)

‘Rys. 6.

/.39

, /i lho/



\

4.3, Charakterystyki probabilistyczne funkecji f£(t) nrzy losowo

vmiennym czasie dzialania sil

Niech czas trwania sily Tk bedzie zmienna losowy, Drzy czym
T zmienia si¢ w granicach agT«b. Wzorem wyjSciowym do wyznaczania
charakterystyk probabilistyecznych, jak wartos$é oczekiwana, funkeja

korelacyjna L gestosé widmowa jest relacja

teaa b t b
f(t)= & g A(D)S(t,tﬂl)dNU)dZt(QH & SAL’C)S(t,’t,rpdN('t)dZ,c(rL) S/
twh =T ' tea o

Talk zapisane obeigzenie rozumiane Jjest jako suma wszystkich sil o cuza-
sio dzialania agTgb , ktére dotrwaly do chwili obserwacji ¢, przy
cmym  t>b. Dokonujac na wzorze /U.l41/ operacji wartodci oczekiwanej

i wykorzystujane zwigzkl /3.-’+/1 oraz /3.11/1 przy zalozoniu, wzo wicl-
kodci amplitud, funkcja ksztaltu sil, procesy dN(tk) i dZy (T) sz
wzajemnie niezalesne otrzymuje sie wartodé oczmekiwang funkcgi obhcigm

senia w nastepujacoej postacild

t-a b
efe(t)]= S & B[a(t)] E[S(t,t,vl)] AC)e,()alan +
- t=b t=T
t b /h_hg/
+ S g s[a(®)] E[_S(t,'D,VL)‘] }\(Z)g1(vl)dtdrl
t-a a '

Przy pomocy zaleznodci /h.lt/ wyznacza si¢ funkeje korelacy jna
Kff(t1,t2).'Podano tu peing jej postaé bez zastosowania uproszoczeil,
jalkie mialyby miejsce przy pewnych zalozeniach, np. dotyczgcych sta-
cjonarnosci procesu zgloszen silt ézy édeterminowania funkc ji ksztat-
tug '
t1~a tzuc b b

Ky g (t1,t2)= X & 3 g E[A('EQ Aktz)]m[s(t1,t1,11)5(1;2,1;2,72)].
by=b tp=b t,=T) ty-Ty Ry .

¥y (T 9 Tp0 Ny 0 2) 4T aTpan, ay, i
t na. toa b b

. ‘S | [ela ) sl mls(e,0T ) (60 Tar)] :

t1~b tzmu t142£\ o
Y, (t1 , tz,vh ,712) (1’51 atgum an., s
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bty
+ & X &‘r«:[_A(t1)A(t2)]E[s(t1,t1,11)s(tz,tz,lz)].

a t.~b a t,-T

17 TR Y aT M e
Y, (T T, 00,)aT aTdn, dn, +
‘t1 t2 b b :
* X S S X l';[‘1\(1.'1)"&“:2)-.] ELS(%"CPQ@) s(t?_,tg,rzz)] |
b1~a tz—a a a
Yy (T T, 0M0) dTyalyan,an, -
t,~a t,-a b b '

1
. S S S jE AT )] Bla(T,)] B[St Ty )] E[S(£,:T500,) ]
t,=b ty=b t, =T t,-T,

Wo (TysTaay o M2) AT aTpan,an, -

] S S & &E[Awo]sz)]w[s(m,z»vmmtswzﬂz"lal'

1 2 177 ° ~ i~ ~ ‘
Wa (T3 Tas Ny o N0) 4Ty aTyan dan, -

f -~a b b

t
X g S S 1‘[1«.(1;1)] E[A(T'Z)]E[S(t1’t1"11ﬂ E[S(tz'tz"lz)l

dt-b'it-z

°?2 (,U1 7’t21'l1 ,le)dt1 d’[:zdrhdrlz - /h. l;n/

t t b

b
- X S jj sla()] B[AT)] s (t,,T,,0)] B[S(£5:T50n,)]

1‘—at-aa

: Yo (T Taun, "lz)dt1dtzdrl1d'lz +
t,=-a b
2

+ 5 % S S L[ﬁ'z)] L[b(t1,'5,fl)s(t2,t Q)]g#q)%(t)dtdi +

t -b t --T,
‘51

oA

LC—m"m>7

L[A ()] £[s(t4,T)S(t2,Ton) ]31(Q)A(C)d'€drz‘ +

t b

:
+82 & S E[Az('c)]E[S(t1,E,VZ)S(tz,t,rz)]g1(rl))\(t)dtdr’z/ ,

tz'b tz“t



gdzie

e2( Ty Ty )9 T)
€1(11)31(Q2)7\(t1)7\(t2)

]

-

Q1 (T} 2 T2 1y012)
Vo (T, T, o12)

-

5 1 dla OSItz-—t,‘l$ a 3
1 -

0 dla |t2-t1\ > a )

0 dla 0Lt -t,|< a "

2 7 1 dla asgltgutalsgb .

Vprowadzono nast¢pujace oznaczenie

r B
K,ff(t“tz): Kep(tyata)s Kppltysty) o /il

w ktoOrym E}f(t1,t2) jest sumg calek poczwdérnych we wzorze /L. 13/ i
wyraza wplyw Eorelacji wzajemnej mic¢dzy sitami na warto$é funkeji kow
relacyjnej, Eff(t1,t2) natomiast jest sumg calek podwdjnych w te]
zaleznodci 1 opisuje wplyw kazdej sily oddzielnie.

Jodli funkcja ksztaltu S(t,tK,T) jest deterministyczna, a wielkoSeci
amplitud Ak nie sy wzajemnie skorelowane dla rdéznych chwil pojawie-
nia si¢ obceigzenia, to funkcje E}f(t1,t2) mozna zapisaé w prostszej

rostaci
t,-a t,-a b b

Kep(tysty)= X S X g pla(e)] e[alTy)] s(t,,T, ) S(t2:0500,)

L | e Ead -U —’C
t1 b t2 b t1 1 t2 o

.“?f’(q 1Tarlly ,qz) dt1dt2drhdr(2 +

t1-a t2 b b
s j S X la(v)] B[a(T)] s(6,T0,) 8(62:T02005) -
t,=b ty-a t,=T, a 5 /hs/
(T 11 Vs '15) dt alydn,an, +
t t,=a b b
+ X j S E[A(t1)]E[A(E2)]S(t19t1’11)s(t2’t2’12) ’
t1ma t2~b a t2— 2

(T 1 ooty p) aTyal an,an, 4
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YT, Taay ) atalyan,an,

gdzie

W(T, 1Ty My)= "?1 (T, T2 1, ’Yla)""‘?fz(m ' Taiy o) =
= ""a(twtz"l1'rla)q)(twt2) ~61(1) €,(2) AT A(T,)

Joéli proces zgloszeh sil dN(tk) Jest stacjonarny i nieskorelowany
oraz T jest niezalezng zmienny losowz, to Kff(t1,t2)= 0 i
i\’fff(ti,ta)z .Kff(t“tz). )

Wyprowadzono wzdr okres$lajacy postaé funkeji korelacyjnej
w tym przypadku przy nastepujacych zalozeniach. Amplitudy AP nie

AN

zalezs od chwil pojawiania sie¢ sil i ich charakterystyki probabilis-
NN e . D! - A = - . T 2,_ D 2_.. . T~} & ¢
tyczne 'sg znanc: L[Ak]“ L[A]_ const. oraz L[Ak]" L[A ]- ponst. Uktad
obecigzony jest seria sil prostokatnych, a wiec ksztalt sily nie za-
lezy od czasu jej dzialania i opisany jest wzorem /4.16/. Rozklad

czasOw trwania sil w przedziale (zaﬂ)) jest roéwnomierny

0 dla T £ a ’
4 A} 1
{.’;1(1) = boa dla ag Tgb ’ /’%.1{6/
0 dla T > b .

Opierajac si¢ na zaleznodci /4.43/ otrzymano

GD[A'?']?\—%[%—(b-i-a)-Hl:l dla ogltlg€a o
r

< NI 111 - J
hTf(t,,tz):JD[A ]}\;-2-»-‘5-_-_-52- (It]-b)" a1a agltlgp /o hy/
o dla |t| > b .
t - ta - t1.

]
Ksztalt funkeji Kff(t1,t2) przedstawia rys. 7. Jest to funkcja sy=-
metryczna i ciagla w przedziale ( -b,b), przy czym na odcinku (-a,0)
i (O,a) opisana jest prosta, a na odcinku (~b,-a) i (a,b) - parabola

o maximum w punkcie 4+ b,



Vykorzystujac relacje /4.15/ wyznaczono gestodé widmowg mocy w na-
stepujgee postacid

an[aA®1A 1
) = ~ 2

G 4
erlt M (b=a)u

3 (sin ua - sin ub) + j% . S b8/

~

Rys. 7 pruzoedstawvia takze Kswtalt widma mocy oplsanego pPowyZszym wWiZoe
rem, Funkeja gestodci _fo(u) dln u —= 0 2z obu stron zbliza sic

asymptotycznio do nieszkoticzonosci.

A=
Ree (£)

e[ A5p-(bsa)

1 } } ! {7 —
-b -a a b t
A
::fo(u)
—— =
-b b u
Ryss 7

Dla cze¢sto wystepujacego przypadku zmiany czasu trwania sily
w przedziale 0T b funkeja obeigzenia, jej wartosé oczekiwana
‘oraz funkcja korelacyjna przyjmuja postaéd



t b
£(t) = S ' S A(‘C)S(t,'ﬂ,rl)dN(t)dZt(rL) , /h.o/
tib t-T
" |
E[f(t)]= X B[a)] ELS(t,t,rL)]'}\('C)F(t-t)dt , /l.50/
=D
gdzie £=T

b .
F(t-%)= 1-F(t-T)= & gi(rl)dq’: 1
-T

t

D —1

&,(n)an,
t t b b

1 2
z{”(t“tz): S & S § 1‘3;[A(T,1)A(tz)]E[S(t1,'51,q1)8(t2,tgsyl2)}

t1~b t2—b t1~U1 tzutz

85 (T Ty 2M2) 9(T 0 Ty) aTyalan an, -
t t b b

1 2 |
} S j &E[A(t,)]E[A(t?_)]E[S(tpt,:Q,X]E[S(tz»tz»’lz)l

'LI-ab t2-b t1-'51 t;z---'!;2

'g1(q1)g1(qz)k(t1)R(t2)dtkdtédq1dq2 "

1
+ 53 S E[Az(t)] E[S(tl,'U,rz‘)s(tz,t,YL)]g1(Q)?\(t)dter,

t,=D ta-—'U /Jhes1/
gdzio
. 0 dla lt, -t >b
3 = 1 dla 0ltmt,l < b

Je$li prawdziwe sy wymienione weczes$niej zaozenia charakteryzujace

wielkoSei amplitud, proces zgloszein sil i czasy ich trwania, funkcje

ksztaltu obcipzenia oraz rozklad czasdw dziatania sit, to Kff(t1,to):
e b~
~

= Kff(t1,t2). Te¢ symetryczng i ciagia funkeje¢ opisuje na odcinkach

~-b,0) i (0,b) parabola posiadajaca maximum w punkcie + b,
’ —



5. UKLAD OBCIAZONY SERIA SII O DETERMINISTYCZNYM CZASIE DZIALANIA

5.1, Drgania ukladu dyskretnego ~ rozwinzaniec ogélne

Niech drgania ukladu, obcigzonego w sposOb omdéwiony w rozdziale
3, opisuje rdwnanie macierzowe /3.1/. Wszystkie wielko$ci wystepuja=-
ce w tym rdédwnaniu zostaly scharakteryzowane w punktach trzecim i
cewartym pracy. Zatozono, ze czasy dzialania sil sa deterministycuzne
i Jednakowe, twun. Tk = T = const, W ogdlnym przypadku wektor ¥ o=
pisujgcy przestrzenny rozklad obciazenia moze mieé charakter losowy
prey Czyn przmeuJe si¢ wdlwezas, ze znane sa wielkosci: wektor F[
i macierz [F” ], a wiee Kpn = F[FF‘]~E[F] [‘ ]+ Funkeja S(tyt,,T)
opisujagca prwebleg sily w czasie Jjest w tym przypadku zalezna wylacw-
nie od chwili obserwacji i chwili pojawienia si¢ obecigzenia, w rozwa=-
zaniach zawartych w niniejszym rozdziale mozna wiec postugiwadé sic
oznaczeniem S(t,t. ).

W dowolnej chwili obserwacji t > T stan przemieszczern ukladu
jest superpozycja drgan wymuszonych wywotanych sitami, ktdére w chwim
11 obserwacji obcilgzaja konstrukeje orazm drgan swobodnych zainic jowa-
nych przez sily, ktére w chwili +t juz nan nie dzialaja. V plerwszvm
praypadkua chwile zgltoszenia sie sil - tk naleza do przedzialu(t-T,t),
a w drugim - do przedzialu (O, t—T) Zarowno wektor wspdirzednych gfdwe
nych ¥y (t), jak i wspdlrzednych uogdlnionych q(t) jest superpozycin
odpowiedzi ukladu na dzialanie kazdej sily oddzielnie, przy czym
jesdli tke (t-T,t), to k-ta sila obciaza konstrukeje, natomiast gdy
tke(O,t-T), to k=ta sila juz nie dziala na uklad, wykonujacy drgania
swobodne. Wektor wspélrzednych gidédwnych ¥F(t) bedaecy rozwinzaniem

uktadu réwnani /3.14/ ma wi¢c postad
y(t) = 371(1:)4- Yo(t) =

= Z A S{m h (t f)}u S(\E’t)df + /5.1/

t1+T

' keN(O,t T) j { m . (t'f)} . S({’t>d{ !
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- gdzie symbolem hn(t'f) oznaczono impulsowa funkecje przejécia dang
wzorem /3.19/. Uzywajac calki Stieltjesa i odpowiedniej funkcji sko-
ku wprowadzonej w rozdziale 3 zaleznodé /5.1/ mozna przedstawid no-

stepujgeco

v() = ¥, (t) + F,(¢) =

t ot i
S{m hn(t-—‘{)}'@ A('C)S(‘{,'C)dN(’C)dE + /5.2/
t=T T
t-T T+T
+ S j {m;1 hn(t—‘i)} Q :‘..('C)S(‘E,'E)dN(’C)d\%
0O T

Wektor wspdélrzednych uogdlnionych EQt) otrzymuje sie¢ wykorzystujac
transformacje wtasng q(t)= W ?(t) oraz macierz charakterystyk inpule
sowych H(t—‘i) /zob. 3.2/

c‘;(t) = -(31(t) + -(:-12 (t) =

t |
= S j H (t-‘%) T A(t)s(wi,t)dN(’c) d‘i + /5.3/
tuT T
t-T T+T
+ j j i (t-¢) T A(T) s(f.T) dN('t)d‘E .
0 T

Pierwsze calki podwéine we wzorach /5.2/ i /5.3/,.odpowiadajqce wolk-
torom 7§1(t) i 'E1(t) przedstawiaja drgania wymuszone wywolane sila-
mi, ktére w chwili t obciazajg konstrukeje, natomiast pozostate
wyrazenia ?z(t) i Ez(t) opisuja drgania swobodne zainicjowano si-
lami, ktdére juz zakoilczyly swe oddzialywanie na uklad. Dzigki WPRLO -
wadzonym w rozdziale trzecim wektoxrom Y (t, tk)’ 2(t tl’T) (6 )
iR (t t ,1) okreslonym zwiazkami /3. 18/ i /3.20/ mozna wzory /).2/

i /) 3/ pr&edstaw16 w prostszej postaci

y(t) = y1(t) + _}72(t) =
t

= SA(t)?.1(t,t)dN(t)+
t=1

_ /5. 1/
A)Y,(%,T,T)aN(T)

<t
feo] SN 3 L
.—-j



a(t)z Ei}(t)-ﬁ T}z(t) =

t t=T /5.5/
= 3 A(t)i1(t,t)dN(t)+ S A(t)fiz(t,'c,'r)dN(T,).
t=T 0

Zwinzki /5.2/ i /5.3/ posituza do wyznaczeria charakterystyk probahilis-
tycunych, jak warto$é oczekiwana oraz funkeja korelacji migdzy ws»pil-
rz¢dnymi o rdéznych indeksach. W rozdziale 4 podano wyrazenia na funli-
cje korelacyjne obeigzenia f(t) dla rdéznych chwil obserwacji tlﬁtg
oraz sposoh ich otraymywania. Postepujac analogicznie mouzna wyznoe
czyd macierzo Kyy(t1,t2) oraw qu(tavtz)’ co na drodze zmudnych
obliczenl prowadzi do uzyskania wzordw ogdlnych o bardzo rozbudowanej
postaci.

Dokonujac na wymienionych wzorach operacji wartos$ci oczekiwanej
prey wykorzystaniu zaleznos$ci /3.1!,/1 otrzymauje si¢ wektory wartodci

oczekiwane j wspoélrzednych glownych i uvogdlnionych

B[ (1)] = B[F, (+)]+ E[§2(t)] =

t 1

= j {m;1 h (t-i)} sla]e[a(®)] E[_s(\ei,t)] A(T) dtd‘f - /5.6/
t=T T
t-T T+T
+ { m;‘ h_ (t..»i)} e[Q]e[a(t)] B[s(%,1)] Alr)atay
0 % |
[3 ()] = B3, (t)]+ » ,(t)]= v B[F(+)] =
t ot
= j J H (t-E)E[F]ELA('E)] E[s(‘g ,'o)]}\(t)dtd\z + /5.7/
=TT
t=T T4T |
+ i (t-y) B[Fle[am)] ELS("{,T})] X(‘C)d'Ed’i )
0 T

Macierz korelacyjna wspdirzednych gléwnych przy uwzglednieniu zwigze

kbéw /3.&/2, /375/ i /3.6/ /lub /3.7/ / wyznaczono w nastepujacy
sposdb
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o (8 8)= B[F ()7 ()]~ 2[F(6)]e[5"(+)] =
t t
3 S{mz1hi(t-—\z1)} 2[3327] {m}" n,Ce-y,) ] 5[a%(1)]
T

T

H]
{ C—ct

‘&[S (51 ,"c)s(iz,t)] A('C)dtd‘ild"iz +
t-T T+1T T+T

+ S S j {'m;:1hi(t-{1)} E[Q"ar] {’m?hj(t-—}’z)} E[Az(b)]-

0

2]
a

B[s(5, %) (1)1 M) dbay,ap,

t t t t
+* S j S S{m_’“ h, (t ‘21)‘}11}’}'{;;1 h (\‘ {2)} d’C atl 29%,d fot /5.8/
t-T t-T U1 V
t-T t-T T +T 2+T
. 2 -1, iy 3
+ j j j {.mi1 hi(t-‘h)} Ayy{.mj nj (t—&)}dt,ld l’zd%«.“i::*
0 0 tl TQ
t teT t T Ly+T
+ 5 j j S {m h, @- D}ybﬁ%ﬁ(h{&}dgdpﬂfﬁfg+
t-T O T
i 2
t-T t 'E1+I‘ t

* j j j S {my 'y (t"w} }'Vlw{myhd (t'¥2)3 at,alayay,,

0 t-T T T,
/5+8/

gdzie macierz Myy okre$Slona jest zwiazkiem

“yy(' sto»‘& Yg)‘ ]'[Q“ L[A(’L) A(T,)] 1[_5(‘{1’ 1)S(Y2’ 2)](‘9( 1°? L)
~e[@]e [T] Bla(r)]ea@]E] s( ¢ 10 T1EL s (%2:0) 1A, AT,)

/5.8/’
Natomiast macierz korelacyjna wspélrzednych uogdlnionych przy wyko-

. o T = R .
rzystaniu zwigzku Q = W~ F oraz wymienionych zaleznos$ci dotycza-

cych charakterystyk probabilistycznych procesu dN(tk) opisana jest

wzorem

; 2y
Lo (t,t) = WK, (t,t)- W' =



t t
= X j Su (L"ﬁ LLH ]u (L“Yz) 0 [x (t)] (D [_u(w:“t)s(‘_,,,t)])\@).yr;d'i:, (y
f T T |
T

T+T T+T
4 H(t-y,) .ns:[Tv‘Fr]l-xl(t- S B[ATE)] ® [s( ) s ( 2,3)] .
T T t
0 -

« A(T) aTa {1 d’ia *

t ) .

j tj n(t- El) Mg e (t- D aT,aT,a 4%, N
T

»a |

J 1 (e ) Mg, "t (t,;-.‘@) 4T Ty 1 ‘{: v /5.9/

{ 2
. t=T ¢ ‘t2 +T

" j J J H (t-’&) Mg HT(t-‘EZ)dtidtzd%d‘fz +
t=T 0 T, T.
' 1 2
=T b BTk

+ f & X 11(1;.-%1)“ nt (t- E)dt aC, 29 %%2 )
0 =T T T,

gdzie analogicznie do wzoru ‘/5.8/ wprowadzono postaé¢ macierzy
. Ny W . ~
.f.zc“,_l(@ » Ty s 17 1§2)= e[TF ela (T,) 2 (T‘z)‘l n[s ('% »T,) S (Yz’tz)] (9('[;1 ' Ty) -

: - i . e . TP
o [FJ[F A )] BLA (T BlS (5, B T[S (2 T IR A () /597"

Nie podano tu wzordw okreélajacych wartodci oczekiwane i macie-
rze korelacji wspdlrzednych gidwnych i, uogdlinionych prz&,uﬂyciu WE
torow T'(t,tk), ?2(t,tk,T), E1<t;tk) i ﬁé(t,tk,T), poniewa® za-
stosowanio lch w rozwigwaniu ogdinym nie prowadzi do zasadniczego
uprossesania w;njknw. Zwiguki opisujnce charlhtury%tymi probaom!z;~
>|‘_\/.\,,“U wielkoScl y(t) i q(t) zawierajace wymienione woektory wplywu

zostang wprowadzone przy rozpatrywaniu przypadkdw szczegdlnych w punke-

cie 5.3 [19].
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5.2+ Drganlia ukladu cisglego - rozwiazanie ogdlne

Niech drgania ukladu cigglego opisuje rdéwnanie /3.21/ szezepdro-
wo scharakteryzowane w punkecie 3.3, przy Xtdego rozwigzywaniu posluioe-
no si¢ metods rozwiniecia w szereg funkeji wtasnych /3.22/. Znajomodé
charakterystyk probabilistycznych wspdirzednych gldéwnych podanych w
poprzednim podrozdziale pozwala wyznaczyl wartosé oczekiwana i wariane
cje funkeji przemieszezeil ukiadu cinglego w(%,t). Vykorzystuije sig

tu nastepujgce zwigzki

Blw(®,%)] = r;: B[y, ()] ¥, ®= 2[7(5) "]7F)

[@5]

2 ot v > , i T'E ™ :_r ~
G w(Xx,t)= : A kyiyj(ﬁ,t)hi(x)hj(x)z W (X)Kvy(t,ﬁ);(m),
i=1 j= <

-

gdeio:

E[?(t)T]= [E[y1 (t)], E[_yz(t)] y Ees E[_yn(t)] ]T ;

TUE) = [V, () Wy(R)y ee s v, @77 | ,

Ky (55t) = [kyiyj (ts¢) ] | ,

e[ T 7] =[efe,] » Bley], +ee , B [9,] ]T )

ela] = m;1 j E[_p(‘:‘;)]wn(i%)dz‘c’ ,

[0 ?zT] =[& [I_}Qi czj]] ,

E[QiQJ].—. ,,1;'1 m;‘! 3 S kpp(;«; ,}’z)wfi(§1)zarj(i’2)d?{1 dX,, .
B B

Symbolem m ~ 0zZnaczono /jak w punkcie 3.3/ wielkodé:
~ 2 ~ ~ . . . .
m. = S m(x)wg(x)dx y gdzie B jest dziedzing zmienne j
3

$41
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5+ 3. Wybrane przypadkli szcezegOlne

5.3.,1. Zalovzonia podstawowe

Vyrazonia opisujaoce wartosé ocmekiwang i funkeje korelacyjuo

preeiniosnezon konstrukeji podane w pun

ktach 5.1 1 5.2 maja bardzo

rozbudowang postaé. VWprowadzenie zalozer wymienionych w niniejszym

pankeie pozwala znacznie je uproscid,

L tak, gdy amplitudy sil A,

. A
A

sn niozalesnymi wmiermymi losowymi, a wigce H[A(tQAA(ZQ)] =

rn(t)] R[ﬁ(tq)] to maciorz M_W(t,

izl oms W (t1!t0)¥ v?ﬁ)“ S[“Ct@] .
% BRI SO

amplitudach A bedacych nlezaln snymd

-

zmiennymi losowymi welitor

i
“

I
opisujacy rozklad obciazenia po geometrii ukladu ma barakter debore
tal)

: - = St : p

winistyczny, tun. E[Q]:: W oraz LUu 1= If) ] [U ]-—- ()U to woweras
=
ma e A X M :\ Y,
aclers M zapisuje sie nastepujaco: Moy (t1, Q,E,,gz)“ '[ Qj .

(.w[l(t )] ()Q «{'L[o(‘zl , U ) S(Ez, 2)]@('519'5 )—u,[o(‘ﬁ,t NELs (?2,
V1)A(E?)} o Ocz ywmucie, gdy warto$é¢ oczekiwana amplitud jes

. . . 4 » e
i stala oraw znany jest wektor “, wyrawvenia: I[& ]QU i¥®

-] 2.

vojawiajg sie pre ed odpowiednimi caikaml we wzorze /5.8/.

W powyuszych przypadkach analogicznice

(T ,T2,21,E2) oraz zwigzku /5.9/

uq

upraszcza sie¢ postaé macierzy

a takze wzordw /5.6/ i /5.7/.

5.,3.2. Seria sil o deterministyecznym przebiegu w czasic

Rozpatrywany jest nast¢pujacy pr=z
w punkeie 5.3.1 zalozenia oraz funkeja

51l w czasie ma charakter deterministyczny.

Jace zwiazmki

E[A(tk? Aty )] = B[a(s

2

ypadelk: wazne sa wymieniono
S(t,tk) opisujgca pruzebiecg

k?] E[A(tkg]

e[d]= @, =[0@%= slale[n?] - 70"

,[ (t,t )] S(t,tk)

Stuszne sg wicc nastepu-



Macierw

‘yy(t tb, ,Ya) ma teraz \r(y wykorzyst:niu /3.6/ post
Ly (T 1 Tar§yo¥a)= b[A(’t )1 E[A(T,)] Gt

<
D

~)
£, (12, T3 (T, T
C1’ Ez’ Cy(-b’ '))
|:to 3¢ oczekiwang oraz funkeje korelacyjna wspdlrzednych gidwnych
opisujg wzory

vt
2[5 ()] = S S
b

dﬁi +
teT /5.1
b~T T+
+ S i {nxl h (*-—g)} L 2[A(T)] s ¥ t)p\(z) aTa
O'l; T

.S(*Eg,'t) AT d'tc:’z"%% ay,

-[ “l;1hi (t- }’.1)&'_2?2’1‘ _{(m h (t }J,[A ("C)] S(‘z1 ,'C) S(E" ,’L') .
§) T T

- A(T) dtd%gdzg +
t ot bt
* X j X g{ml hy (6-%,)} 00 T {m}’hj(t-—‘gz)}m[zx(tl)] E[A(T,)] b(g T,)
ORI S A _
'S(fz' T ) J(T, ,tz)agdt?_d%d‘gz *
=T t=T T, 4T TpeT i
* j j {m] ng (s-5) § Q0 [l g ey} u[a(T )] 2lA(T,)]
o o0 T, T, ~
-s(fz,tz)@("@,“Cz)dt,ldtzd {1d22 n
EH=T & Ty
+ S & S {(m;‘hi
t-T 0 T

(e-%)] Tl im}*hs (=g 0] 2la )] B[a(T)] s (%, 7))
'S(fz'tz)@@1’tz)dt1dt2 %1%z

-+

P C——
i
=

C—ct

Q{mj’ hy (t-%4) }QQT {m?hi (t-zz)}E[A (r)] elalv
| +5(g2:T2) q, 1 Tp) 4T, aTd g,y

/5.13/
Podobnie przy wykorzystaniu zwigzku Q = WTﬁ oraz macierzy
M (t,T =B
qq( 1! 2’%1 ’¥2)

elae)] BT T s(3,,8) 5(5,0%,) (T,

)] S(%1 aTJ;) ‘
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mozna przedstawié wzory /5.7/ i /5.9/ dotvezace wartodci oczekiwano]

(%]

i maclierzy korelacyjnej wspdlrzednych uogdinionych.

Yaltet, ,T,)
2\%9 Ve S1)

Uzycle zdefiniowanych w rozdziale 3 wektordw Y1(t,t1,Tl) i
—_ : —_ < <
Ny o 1) N m -4 n m s v e, 3 A v vy L -2 (=~ |
oraw M1(L,Lk,lk) i uz(t,tk,lk) pozwala zapisadé wzory /5.12/ i /5.13/
w postaci wygodnej dla obliczelr numerycwznych., Nalezy jednak pruzodbonm
zmodyfikowad wymienione wekiory zgodnie z przyjetymi zaloseniami, a
wige: Y, (t,6, ,1, )= Y, (t,t Y, (t,6,,T )= Y, (t,%,,T) oraz 1, (t,4, ,T,) =
= l( i 4 k) 1( d k_)_’ - 2( ?UKk? “k) 2( e T * 1( * R )
— 1 R : m w m eyt G L s PORPTapIE e
= “H(L’LM) i “H(L’tk’ik)“ hg(t,tk,l). Warto$d¢ occmekiwana i macicrz
koreleyjna keolejno: wspdirzednych ghdwnyeh i uogdlnionych wyrawnjg

ourwez welitory wplywu nastepujaco

£
H[S’(t)]z S 1.9[A(t)]?1(t,'c) A(T)aT « S u[4(T)] ?Q(t,t,l‘) AL)aT /5.14/
t=T )

t
i{yy(t,i.): S E[Aa('t')] ?#t,tﬁf(t,t) A(D)aT  +

tem

teT

+§ E[a%(T)] T,(6,TyT)T, (£,T,T)ARAT + /5.15/
0

t t .
. S j p[a(v)] B[AT] T, CerT) (5,0 (X, T, at,at, o

t=T t=T . |

. & [ ela(e)] =la)] T,(¢,T,,7) T2, T,, 1) (T, , T,) T, 2T, -+
0O 0 . ‘
t  t-T |

+ 5 j E[A(’C1)] £[A(T,)] ?1(1:,1:1) ‘z"g (t,tz,T)(_?('E1 »T,)aT,aT,

t=T O , |

t-T ¢ - |

. X . j E[A('E1)] E[A('Ez)] Yz(t,'EwT);frf(t,'Ez)Cy('C!,’Ez)dt1d'lf2
0 twT'

Oorasd
e T
'i«:[c";(t)]= S ELA(t)]ﬁ1(t,t>)\(t)d'C+j E[_A(t)]'ﬁa(t,'c,'r)%(t)dt /5.16/
£ =T 0 '



t
.<qq(t,t)= X E[Az(t)] 51(1; ,t)ﬁf(t,t) ADaT +
t~T
t-T )
+ X 1@:[1\..2(1;)] Ea(s,t,’,@)ﬁg(t,t,'ﬁ) A)aT  +
0
t t

+ S J pla(t)] 2[a (t,,)] (t T,) c5>(1',3 'Ty)alydaly «
t=T teT
L'l LT ’

" X j efa ()] BIAT) ] By (6, Ty W) Ry (64T, D) (T, T,) AT a Ty

0 0
t teT
+ S [ B[A(T )] e[a(T,)] r (t,t1) )Cy(t‘,tz )aT.aT, +
t=T 0
t=T b , g
+ X J Bla()] B[a(T,)] By (¢, T, )R] (6,T,) Q(T, ,T,) 4T, aT,
0 t=T

/:’0 17/

Je$li proces pojawiania sle obciazenia posiada wiasnos$cl sirumieni
Poissona, a wigcé?(t1,t2)= O,(Q(tg,tz): %(t1)%(t2), to wzdr opisuja-
cy macierz korelacyjng redukuje sig do dwdch calek potrdjnyeh //5.13//
ub pojedynczych //5.15/ i /5.17//. Pierwsza =z tych calek odzwiercicd-
la wplyw na korelacj¢ miedzy roznymi wspdélrzednymi. tych sil, kitore
w chwili obserwvacji obcigzajg uklad, druga odpowiada silom, ktére juz
nan nie dziaiaj@.

Obecnie rozpatrzony zostanio przypadek, gdy dana jest konkrotna
postad deterministycznej funkeji ksztaltu siit obeilazajacych konstruli-
cj¢, twn. zgodnie z /4.1/ - funkeji S(t*tk). Zatozono, wze amplitudy
sit Ak sg niezaleznymi zmiennymi losowymi o znanych i stalych cha-
rdktorystyhach probabilistycznych: DLA(t )]~ B[Al= const, i L[‘”(t )1~
= ,[u ]- const., wektor rozkladu geometrycznego sil a ma charalcter
deterministyczny /zob. 5.3.1/ oraz proces zgloszen obcigzenia jest
stacjonarnym strumieniem Poissona o intensywnodci A(t)=A= const.

W podpunktach 1, 2, 3 podane zostang wzory okredlajace wartosé oczo-
kiwang i elementy macierazy korelacjjncj wspdlrzednych gidéwnych, przv

czym wymienione charakterystyki probabilistyczne wektora ?}(t)zalutoé



beda tylko od czasu trwania obeciazenia T, natomiast wektora ??(t)m
takze od chwili biezacej t. Dodatkowo dla wektora Fz(ﬁ) przedstawliae-

Jacego drgania swobodne ukladu wyznaczono rozwigzania asymptotyczne
przy t—co. ¥ praktyce mezna posiugiwad sie¢ tymi wyrazeniami, woOwe
czas gdy chwila obserwacji zjawiska Jost wystarczajagco daleka od
chwili, w ktérej si¢ ono rozpoczelo. Symbolamil y1n(t), Yon (+) i
1n(t tk), . (t t -T) oznaczono n-te skiladowe odpowiednich wektordw
1(t), yz(t), Y1(t tk) : .z(t tk-i). Wykresy funkcji obecigzenia f(t)
odpowiadajgcych rozpatrywanym funkejom kszitaXiu S(t-tk) przedstawia

rys. ta,b,c w rozdziale U,

Pr=zvyop d e Kk 1

Obciazenie seria sit statych /rys. 1a/

Uktad obciazony jest seris sil stalych w czasie /prostokatnych/,
a wige funkcja S (t- ~t, ) przyjmuje postad /U.16/. Ze wzordw /3.18/

otrvymano n~-te skladowe wektordw Y1(t~ﬁu) i )2( k--T) w postacl
I3 Y

Q
o (E=t )- 2 {1-exp[— (t= tk)]_Q 5] ﬁf& t-t, )+cosQ (t=t, ﬂ} 5.18/

13 +
dla t 2 1

Q
2xx(t ~ty )= FHTE GXP[ “n(t" )][ 1 Sinl (t- =t ) -

/5.19/
+ C, cosQ (t-t,~T)] ala t >t + T
gdzie
N -2 d:n " . " d?.'l
(J]n :CJn [_6.; +0kp(-—th)(S:Lth'l —ﬁ-;; COS%} T)]
/3:19/°

Co, =ox;2L1—exp(-uhT)(%§ sithT + cosQn T)]

Wartosci oczekiwane n-tych skladowych wektordw. y1(t) i ?é(t) WYTIO ™~

SZa odpow1edn10

QAE [‘\] », NG
LE[y1n]: { /a

-2 n Y
2 o T )| e T+ 2 s T 520
T-2e o “+0f “exp (~o T) sinf) T+2a cosD }/:’ 20/

n n /
n



Q AB[A]
E [y2n (f)] = '[('Qn 4ot % 211) );1 -e;:p{- oy, (&;-T)] cosﬁ.n (‘i:-’i‘)] +

'(‘HI (,J’

+ (Q,Cpp=0,Cy ) exp [~ (6-T)] sinf) (‘t-’i‘)]{

Rozwiazanie asymptotyczne dla t—=c0 wartosci oczekiwanej wektora

e a /
/e .’:. ,'/

_}2(1,) przyjmuje postad

2 2

Q Az[a] % L o 1 ,
- - rp A -'\'-q, r L4 A0 s ”m =4 ?':
I [y”n(w)] .;...l;._.._.l.[zob +oxp (=0 ) n. in{) T-20 co th | /522,
I n

Vyznacwzone ze wzordw /5.13/ lub /5.15/ elementy macierzy korelacyj-
A (1) (?) . .
nej K t t)z K t,t)+K t,t) wyrarzaja si¢ nastepujaco
J Y}’( ’ yy( ’ ) yy( ’ ) X J e epuja

2]
Q. AB[A] o :
K‘U) (t,t):kp) — E; J 5 }-T-— —— 1((1 90-) ""’"" 71((1 yﬂ)
}j.yj i’ o mim.w (& “‘ J
oioly
J (o 4Q)) 'Jz(dj’n)+nan, ACL RSN +  /5.23/

oy oLy .
+ Q"""'i‘\.] 3<0Li+OLJ ’QJ.. ’Qj) + Z.'l"}'\] B(Qi'z' Q‘\j vﬂj ’Qi) +\’5(di+o~j Qﬂi ,QJ)
. T AR
2 (5,8 QUAEIATL | Cp4Ca5- °ncu { m(yry) (1)
)l J 2'1‘2 mi !l‘l\j (OL +d.) +(_Q, .s.%)

x [(ﬂi+nj) sin(ﬂi+ﬂj)v (t-’}s)_ (oL. +0L-) ces(_Qi-.LQ.) (t-—’l‘)] + (oLi-(— oL,)‘}{ -

C!iczj+c1j02i {/n- (oz. +0L) (t

5 : /,Q-e- cos_Q-i-_Q t=T) >
o) o0y, [(03+0y) cos(0,+.9) (+-1)

in(Q t-1)] -(Q ! Cm“ 2123
* (@ +ot) sin(Qy+Q;) (+-T)] i*’ﬂi)( ’ (o uﬂn(n -0,)°

- (o, +a ) (t=T)
x{e O'-i °LJ) [(_Q _Q)Mn(ﬂ -0 . )(f-A> (cL .o,q)coo,(p .._())(+..m)'1 2

C,:C,.=C,.C,. ~(o +a,) (£-T)
+(ot.i+o¢j)} e L ,y{e v (23 =Q)cos(Q, ~0)(¢~1)+
(o +ot) *+(Q-0,) % L

+(OLi+dJ) Sin(ﬂi'*nj)(t"’l‘) —(Qi- "J)?\'( ?



Gdy t-—seoelementy macierzy ﬁil(t) przyimuja postad
(2 (coya @ QABLATT (ol +ali) (€0 Cni=CasCy o) ~(Qy 0 (( PELCPRRPEY
yiyj _?rzmimj (d,+du)' (1} +Q. )

«1L+d )(L1J 1J 21 23) CQL KI)(L1Lch 61; Al) ) /%.25/

CURL! ) + (L, -_Q)

: 2 2 2 .
¥ podanych wzorach (1 =0y, =0, @ symbolami J.(a,b) oZNACZONO
catki, ktoére okroéladl wyrabunia zawarte w Dodatku,
Wartos$é przecigtng i wariancje n-tej wspdéirzednej gidwnej przy

t—=c0, tzn. wowczas, gdy drgania uvkliadu obserwowane sz po odpowiod-~

nio dilugim czasie od chwili rozpocwecia si¢ =wjawiska opi%uj podanc
nizej wzory. Ich prosta postaé jest bardwzo przydatna w analiwzie wply-
wu wybranych parametrdéw na wartos$é wymienionyeh charakterystyk, co

m,in. wykorzystano w rozdziale &8,

E [ Yn] = 2 ::.' ’K.‘ /5¢20_:\2!/)
T AWy
oraz
- 2 2
2 Qn"LLA],,'Qn'Bd'n i -
o [n P () =2 5 ,_Q,q)-@» 3,(20,20, Y43 (20, 120,
non n n ;

/5.23=25/]

Polaczenie wyrazei /5 23/ i /5.23/ tatwo otrzymal, gdy zmauwazy sig
-1
zaleznodei s C u£2 LE Qu 5 n)’ Cop =82, Ja(ah’ﬁﬁ)'

Pr=zypade

F
|
l

Obcigzenie silami harmonicznie zmiennymi /rys. 1b/

Uklad jest obecigzony seria sit harmonicznie zmiennych, ktéryeh

ksztalt opisuje zwiazek /A4.20/. Ze wworu /3..8/ otrzymuje sie
Q :
n(t—tk)z ;m;ﬁ;”[D1n51np(t—tk)+D2ncosp(t-tk) +

+exp[-—d_n(t—tk)] [D3 sinQ (t-t, )--_,2 cos) (t- t,{)]

dla + > t,
SN



gdzie:

| 2 2 o,

D, =wo =0, Dy, = =2% D,

. P .2 2 2 )

D3n = T [Qo-n - ((Jn - D )] s /5.26/
n
2 2.2 2 2

M, =(c,yn-p) +iéocnp

Funkeje Y, (t-tk—’l‘) okreéla wzdr /5.19/, przy czym jako stale C,

i C,.)n nalezy przyjad

- -1 ; . —
Cip = M, {'Q‘n [(&J]D111-pl)2n) sinpT+ (len-k oD, cosp’l‘] +

’ . - ) o sl
+ exp (--ocnl.‘) (Dzn sznﬂnl‘ + D3n C(_)S'Qn T)} ’ /5.26/

- "1 , . | 7 " N m
C,. = Mn [D1nsinpl‘+l) cospT+exp ('d‘hT)(Jj}nsln%{l"Dchosohl .]

2n 2n
Yartosdé przecietna funkeji ( ) oraz elementy macierzy korelacyj-
ne j hyvn(t t) wyrazajn sie nqstpnu jaco
Qaela]
' = I ~cospT)+p D, sinp
E[th]" romy I-ln{p ’)111(1 0 )"p L,,n%inp’l‘ +

Gop e

/5.27/
¢ Do d (st - Dy T, <d«n:ﬂn>}

.Q %b[ )
k(6 6)= D) 2 ~4p ,D,.[T-(2p)'1sinprl +
Y J yj.yj r” m, m Mi}vi\_}. ‘

JE—

+ %DZil)zj['.N(Zp)-1sin2pT]+(1+p)-1(D1iD13+D,)iD1 )(1-005.;!)’{‘)-:

+ D1iD33Ju(d3,p,£%)~ D1iD23J3(dﬁ,p,C%) +

/5.28/

+ D, . D, J“@x L2 P)+ D, ,J0014rQ;;p> +

34
+ D gDy i (O +0ky Q4 ’Q) DDy J (0 +05,0 L) -

- D, D, JB(OL ,p,_O.) D,.D 23 s(d.i,p,ﬁi)

= Dp3Dq4d 3(c:L +OLJQ .O.)+D 3D, u,,(ot oL N Q)}



2

Wzory /5.21/ i /5.24/ okredlaja wartodd oczekiwang funkeji yqn(t)
v

bt ]
i elementy macierzy korelacyjnej K;;%t,t) przy odpowiednich dla

togo przypadku obcigZzenia stalych C%n i G°n Przy t—=c0 stosu=
Jje sie =zaleznosé
QA E[_A-l
D B — Y £. 20/
I’[y?.n(w)] = ) (‘Qn("un" OLnCQn) ’ /5429,
r m_ o
_ n “n
(2) , . ”
a elementy k (o) opisuje /5.25/.
YiY i
J
Przypadelk 3

Obecigzenie siltami wykladnieczo malejacymi /rys. 1c/

(3

Uklad jost obeclgzony seria sil wykladniczo malejgeych, tan.
funkecja ksztaltu S(t-tk) przyjmuje postaé /h4.2L/. Postepujac podobe-

nie Jjak w poprzednich prmypadkach otrzymuje sice

n - .
Ynlt=ty) = 3 m Ff {,OXP[" P(t"tkyl *

/-}!30//
et 3] | 28 st (6-4 Q (t=t 1
+exp[-dh( -tgﬂ o sin n( - k)—cos h(,- k) ]
dla t > tk
gdzie:
2 . 2 np /)
Pn =(p-m) +Qy /5.30/

Funkeje an(t-tk—T) i ich charakterystyki probabilistyczne opisuja
wzory /5.19/, /5.21/, /5.24/ oraz /5.25/ i /5.29/, przy czym stalo
L1n i Czh przyjmuja postac

=152 3 .
C1n"£ln Y1n {(dh~P)exP(- PT)+exp(-th)[£%anf£r—(ah—@)cosﬁgT]}

02n= F;?{ exp(-FT)_exp(—ahT)[ign@sinI£T+cosﬁhT]} .

Pozostale wielko$ci okredlajag zwiswki

QAR Y 2 -k,
:——.?2 {(5 1[1 —exp Q’(}T)] * Ez;; Jﬁ(d‘n ’Oﬂ) - J?.(dfxl"()‘lm)} - /5.31/

m
n n

E[y1n]=



M (4,t)= MO UiQ A [A ] e
yiyj ’ Yi¥; o n!hl V P 1

2] [1-oxp (-2p7)] +

®

+

—d‘.
oy TRy ) - Ja(prapy)

o5 5 (oo )= 3, (B sQ)  +
gy TRt T Y BFoly + L )

. (@ -d:i.) (@"dj)

L2y L5 S ) I
=, ﬂ- + -l Q..
- CG .J . (@ ‘1) L JS (s +0l, 02 ,,Q.‘) +
- J L J
Q4 .QJ.

+

Iy (g +oy ’Qi"o-j)}

Wariancje wspdirzednych gldéwnych w przypadku asymptotycznym (t-—-oo>

opisuje wzolr

e ) 2 2
QS AB[AS] n,
2 ¢ 1 . i) o - 14 o m
T a— 75 [1-exp (~2¢T)] + —— [1-oxp (-2a T)cos20 T ] +
noowTmo ‘Vn ¥ oSN

‘

B %, .
=< Q, J1(GH+P’Qn)-2”2(dh+9’£%)"

@~%
o J,(20,,2Q)) +

1 @ oy e
+ gL "("""‘nn ) ] I2(2%,,20,)  + /5.32-25/
o. (3+0)“2
o -
* % F; —2———§ exp(-sz)[J1(¢n-P,Qh)-Ja(Zah-ZP,Zf%J] B
) %5y

1.2 B , Ao o ]
an . exP('29r>[J2(dn'P’Qh)' JR\“dh““P’ZI%)
o n : _

4 . "1
przy czym wykorzystano tu zaleznoScdi: C1r *Iln exp(in)J (d —@,ﬂﬂ)
. -0~1 . \ ) rvrazenic 3225/
i an _..0. cxp(-(}l)‘] (0(.n P,Qﬂ) Gdy @= 0 , wyrazenie /5. 7
stajo si¢ tozsame wze zwinzkiem /5. 23-?"/ opisujacym wariancje prze=-
mieszczenia ukladu obcigzonego seria sil prostokatnych. Dla proypadiu

4

2 /obeigzenie silami harmonieznie zmiennymi/ nie udalo sie polgezyd



w prosty sposéb caltek J1(a,b), Jz(a,b) z wyrazeniami C a

in’ CQn’
tym samym zapisadé wariancj¢ przemieszczenia w wygodnej dla analiwuy
postaci,

Jedli chwila obserwacji zjawiska nalezy do przedziatu (0,T) ,
to wektory wspoélrzednych gléwnych i uogdlnionych przyjmuja postad jed-
nego sktadnika, a wige Yy (t)= ?1(t)i q(t)= 31(t), przy czym dolng gra-
nice¢ pierwszej calki we wzorach /5.2/ i /5.3/ nalezy przyjaé rdéwng
ZE10, | | '
W wymienionych przypadkach 1 =~ 3 wartos$é¢ oczekiwang przemioszczeil
otrzymuje sie we zwiazkéw /5.20/, /5.27/ i /5.31/ podstawiajac G za=
miast T, co wynika ze zmiany granic calkowania (t~T'\»O) we wgorve
/5.6/ i /5.12/. Analogicznie upraszcza si¢ postaé wyrazu ogdlnego
macierzy korelcyjnej opisana =zwiazkami /5.8/ i /5.13/.

Analize¢ numeryczng wyrazeil podanych dla przypadkéw 1, 2, 3 i oce=-

ng jej wynikédw zawiera rozdzial 8.

5.3.% Seria sil o losowym przebiegu w czasie

Punkt ten posdwigcony jest przypadkowi, gdy na uklad dziala seria
sil - procesdw stochastycznych o deterministycznym czasie dzialanin
/rys. 1d/ i znane sa nastegpujace charakterystyki probabilistyczne

losowej funkcji ksztaltu

E[s(mt9]=o

) /5.33/
L[S(t1,tk9 b(tz,tkz)]z Kss(t1,t2,tk1,tk2)

Jesli amplitudy A sa losowymi zmiennymi niezaleznymi, a wektor

k -
rozktadu geometrycznego sil obcigzajgcych - Q ma charakter deter-
ministyczny, tzn. zachodzi /5.11/1 i /5.11/2, warto$é oczekiwana i
macierz korelacyjng wspdlrzednych kolejno: gléwnych i uogdlnionych

opisuja wzory

e[ F(t)] = o , e[d(t)] = o | /5.34/



t ot ot
K,y (b1 t)= j j J{m_{‘hi(t-ﬁ)}ﬁ(—a'r{ (t-,) }ua%(®)] -
E=TNT T |
vl{SS(vh,‘iz,t,T)A(t)dtd‘fjd‘Ez +
t-T T+T T+T |
+ S S S {|1|;1hi(t-‘i1)}a-(-2'r{1113111J(t-*{z)}lﬂ[l\z(ﬂ] SR AASE
0 T T

. Q\(I)(ltdbd’fz +
t t ot ot

' S J [ j {,11;1111(t~€1)} QQT{m;‘hj (t..'ig)};z[.‘x.('tp] .!.%‘,[A(T,z)}

LT LS T T,
Kgg (§10 520 Ty o) Q(TT,) AT aTpay,ay,  + /5.
6=T t=T T 4T TpsT
)] X {m7'ny (6-5 ) J 0 {m 0 (e-y )  [A(E,)] 2]A )] -
0 0 T,

'Kss(ﬁ fz’ 2)@( t d'E aT d\{1d§2 *

t-T T

f X zl [l 'ny (=) JQT {m3'ny (6-,) Ju[ac )] 2[a(T,)

t-T O T

T

Ko (F10821 0o To) 9 (T0Ty) aT dlyd g af, o+
T ot T+T ¢

)] 1] | {mtny (g J R {3 n (omp) JRLA(T)] BLACT,)]
0

t-T '51 't2
.KSS (21 ' 22 4 t‘l ’T\Q) @(\t‘i "L.Z) d'c1 dt2d Z'l dE2
oraz

t
o (60 j

t

£
j H(t-Y,) FFTHT(t-Ez) B[A%(T)] Kss(§1172rTrT)
T

A«

T
« A(t)dla %19%a o+
t=T T+T T+T

+ X I K H (t-Y,) FrlouY( t-¥,) lc[Az(‘C)] KSS(Y_1 'fz’t’t) A(t)dtd‘{1d‘gz+

0 T T
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t t t t

+j j [ J u(t-i)rr e (te )IB[AL'U1)] E[A('tz)]KSS(E“ia,U‘,Tz)'

t=T LT T g,
" g, Tp)atalay,ay,
Lt t-T E+T'%+T o
+ [ 3 3 & H(t-%,) I‘F‘lllr(t-‘&)E[A (t1)] ela(T,)] Kss(vi1,1{2,t1,tg).
0 0 T, T
. Q(t1,t2)dt1d"62d{1d‘gz + /5.6,
t =Tt Tyl
* J J J K it (t-za)i‘i’ Tt 7o) B [A(t)] (4 (T,)] KSS(E“EQ,’CV"CQ)
v=1 0 T T,

. c,g('t1,t2)d'51d'tzdhd22 +
E=l Tl b |
+ X j j ‘{ H(t-,) BRI (8- 2l (T,)] BlA(T))] Kgs (10520741 T2)
o tr T T,

- (T, ,tz)dtid’tzd%diz

Przy jeto, ze kazda sila jest stacjonarnym procesem stochastycznym ,

oraz we zachodzi stacjonarno$¢ miedzy rdéznymi procesami, a wiec

KSS(t1’t2’tk1'tk2) = Kgglta=ty tk2+tk1)

/5.37/

tyy t )= Koo (t, = )

Kgg (s tas 2
W szczegdlnych przypadkach 1 i 2 podano wyrazenia okres$lajace macierz
korelacy jng wspdirzednych gléwnych przy znanej postaci funkeji korela=
cyjnoej silt - procesdw stochastycznych. Zalozono, ze charakterystyki
probabilistyczne amplitud sg stale i zZnane tzn, L[A(t )1— P[A] = const.,
b[ﬁ“(t )]_ I[A ]_const. oraz proces zgloszen obelgzenia jest stacjo-
narnym strumieniem Poissona o intensywno$ci A(t) =A = const.

P r zy padek 1

Uktad jest obecigzony seria silt - procesdw stochastycznych typu
"bialy szum". I'unkcja korelacyjna procesu obciqéenia dana Jjest wzora-
mi
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(g5 (ba=ty=ty *hy ) = Sps(tz“t1"tk2*tk1)
. 5 /5.38/
Kgg (b5 = t,) = S, (t, = t,)

gdzie 'S =~ parametr wymuszenia.

Podstawiajac /5.38/ do /5.35/ otrzymano postaé ogdlnag elementu

, , . . ) (1) ! .
ynyn(t,t) macierzy Kyy(t,t), przy ezym symbolem ky yn(t,t), gdzie
i = T,IL, +..,VI, oznaczono poszczegodlne calki we wzorze /5.35/ 2z za-

chowaniem ich kole jnodei.
Pruoprovadzona na zwigzka /5.35/ operacja ma na celu pokazanie mouli
wosci poslugiwania si¢ nim, dlatego ograniczono si¢ tylko do wyznacwze-
nia wyrazow na gidwnej przekgtnej macilerzy korelacji. Vyrazy poza
przokatng znaleZé mozna w taki sam sposbb, ustalajac n = i,Jj, na dro-
dze zmudnych obliczeil, a ich postaé¢ w przypadkach szczegdlnych jest
zinacenie bardzioj skomplikowana. Element kynyn(t,t) jest sumn nastge-
pujacych skladnikéw
29l aR] e
@ AnfA ] S,

i _ 1 _ ] 1 1 .
K y U,Q:lw,y = 2Q2 h“#i-szx%ﬂgﬂ]r

n* i n" n n
n n

- -{-;—1-—5 [ 1=exp (“26‘1'1"[‘)14' %/abm(d-n, )Jz (20Ln,2_0h) -
o
n

- %/L2n(di1’Q1)J1(2d'n’ 2'011)} ’

2 ar[a”]s
O P Y
R"’ n 1112 _Qz 8

n n n

= [ 1+exp (—2 d"n t) [1 -0XD (2d.nT)] -oX P (-2 oLhT)]..

~

1
=2 ¢ 111(2d' z'oh) J6(2dh’ 2'Qh) *
/5+39/
e 3 Ay (2e, 20) 3, (2e, 2!1.])} .
f) 2 2
L[I III 11 A A [ ]S _(1 /I\
k t,t)\= k = 1 ; 1) A
Yn¥n g ) Yn¥n 1112 -Q;: [['2‘/{"“(0"11 ;'Q'n)-!- &—;/‘2n(d'n’ﬂn)} 1n
n-n

('dh "Qn) = %/"'2:1@'11 "Qn) A;’l.‘n = %, "oh)] [ J1 ('dn"QiD "J1 (d'n "Qn) ] *



“on Q -
1 ) (3| .
* [3 /"’21‘1(0".11 "Qh) A]n ("d'n ’O}x) [ /U.1 n n’ n a‘:/"'zn 1’9’1 ] ’u % O‘..)J

¢ ["2 (“du "Q’n) - J,,(oLn,Qn)}} !

)

v Q% P [A] \ |
iR T t
ky v (tat)= “g {V{‘[A (..')oL ,0) ..A on (? 2.011)} [A1n(-a,n,gu) -
' N

In( A s )] "'A (f’d' ")__Q})LA,)n(-OL 'Q)“A.? 1( ~d ’%l):lj 6( u’
.,{ i (..;3(111' 0)+A )“(ﬁ.oLl,k._Q )][ "’n( O\h, u “A ’Il(ud'n'ﬂ'n)] -

“2n

- 111 11’“ u) [-A ( OL ’ T 1n n’ Y.\} 1’ n} ’

u},’,n,,n»(n.w- il é] . {{ 7 M <°Ln»%,>+§§/‘2p<¢n,n)][ 1n(% %) -
- N O] = F ol @) A, o) a5, (o m}} '
[y eana) el 3ot [ cant) -2 cone)]
[z /1111(“-11'-0- — /ugn( "Qn) 2,1("%'911) Mg ('dn"oh)]} * ’
(9, (o0 - Jz(-dh'%.)]] | ’
k:fiyn(t,t = % iizzlsp {[A (~2a,,0) =A5 (2,29 )] n (o, a) +

ki A’fn@dh’zﬂn) A"n( - ﬂ)} J6(°Ln”oh) -
- {[A’é‘n ("Bdn,lO) * AZ}] (2%'2911)] A:’f’.‘n (-d'n "Qh)’ 5
+ A’fn (2¢n,2gh) : A’fn (-oun,ﬂn)} J_, (a.n ,nn)} -
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" C c
przy czym wyrazenia A, (a,b)y, 4, (a,b) oraz u, (a,b) 4 /uz (a,b)
ma jg postad

A? (a,b) = -5135 [ b- (bcosbc-asinbe) exp (ac)]
a~+
Ag (a,b) = 21b2 [a-(bsinbc+acosbc) exp (aé)] > /5,39/)
a”+ _
1 a ' 1 b
b) =5 a,b) = =
My (asb) = 3 el Ja (aib) =3 22

Jy (a,b) = zob., Dodatek,

Przypadek 2

Uklad jest obeigzony serisg sil = procesdw stochastycznych,

ktérych funkcja korelacyjna opisana jest nastepujgco

e ey _ 2 |
“ss(“z‘t1"tk2*t1<1) = 6% oxp[- -?(tz"t1"tk2+tk1)]

Koo (t2 -t = 62 exp ["' P(tg - t1)]

gdzie: Gz, P - parametry wymuszenia.

Poniewaz postaé ogdlna elementu kynyn(t,t) macierzy korelacji jest

w tym przypadku bardzo rozbudowana, przyjeto, ze proces zgloszeil obe-
cigzenia jest nieskorelowany, a wlec <9(t1,t2) = 0 i ograniczono
si¢ jedynie do obliczenia dwdéch pierwszych calek potrdjnych we wzorze

/5.35/. Okre$lajag je nastepujace zwiazki
I

2 2 2
Q-AE[A®] §
: I _ _n 1 -
kynyn (t,t)= . n n‘_ mﬁ“ﬁ { an /""1n(2an’2'o'n)] [/.*QH(OLH-"P’Q])

b

"/"’ln(an"P’nn)} +/""2n(2d'n’2nn) [/UZn(d'xl+F"c)ll) ‘-#2n(°"n-(3"oh)] +l"/u'2n )

-(ah—P,ﬂb) +)u2n(dh"P’nﬁ»“2n(ah+f'Qn)} T =



- Bt (205,020) = { L [0 - paloty=pr )] -

T
- I‘[ 211(d'1‘1-(3’nn\/"'2n(d'n+F"Qn) +/u’ln(d'n—P’nn)/u1n(d'n+(3’nh)]} AQn(-zd‘n’O) it
o EIVTINCIR .3 PO TN SO D TP e N I

“/“’l n(Poy 20 [/UI’.n(OLn"'(3 Q) "/“'1n(°Ln" (5"0}1” -

+

"/u?.n(zu‘n’gpn) [/“1 n(d'n"'{”‘oh) "'/u1 n(u'n"(z’ﬂhﬂ} J1( 20"n”zbh)

+ { 2[/“’211 (o= ? ’f)x'x)/LZH(“n'*P ) "/‘"1 n{%n~ P’Qn)/'ﬂ n{®n*P "oh)]

"/“L’n( 2m‘n ! Q'nh) [/‘211(°L11+ P"Oh) ./"'1 n(cL n- P”Qh> ] +

*Ain (204,520, [/"’1n(°l‘n+(3’ﬂn) -/L1n(°Ln- P’Qn)]} Jo (2°‘h’ 2'011)
“L (gt @) To(0,# B0 ,) 4 (ot 10 T4 (0 i) ] } /5.%1/

20 0T a2
- QAE[AT] G

2
!/‘ v (ty t): 5D {{[/U'Zn(d'n P"Qn) /&n(d' +{3 Q‘ll)]

T

n(2dy,2Q) -

n’n w0
“ [Pt PrQ) =l n=psy) ] A7, (20,20 M n (O Pl Af(%-p’ﬂn) ¥
+ Pan(oy*+Ba0h) Agn(“n"(”%) F1n(®n= (s YA (gt 1) | -
"'/Uf,’n(o‘h-(a’ﬂx)A"n(OL 3 n)+Am(a -£r ) A,,n * +03»1) S
. A'fn(dn+(3'()’") A'gn(ol,n—(),_(').n)} Jg(2a,,2Q)) .
+ {[/azntan-(a.ﬂn) “Poan( @] Ay (26,528) ¢ [ M, (e pa0) -

= Min(n™ (3"011)] A’g;(z o ,20) M (o~ P’Q'n) Agn@-}',"' eeLy) +
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ot o) A (o= Brh) 4 (o ) Ay By -

./;Qn(un-(a,n )Am(ob +(3 Q) +A1n(0t.n P,Q)A (oL +(3 Q ) -

- A,, NC (3 A2 C e CPYe! } J7(20Ln,2ﬂn‘) +

* e L o) P A2 2005 0) (014 40) Ay o) +
P (ot prad) DECAET Nl Pl ) A'fn(ounar(s Q) -

(=2, (O BrO) + A7 (% =P L) AT, (0 40,0

a T T t
+ Azu(oz_nufa,_()h\ Aan(otn+(3,f).n)} [ Ayl (-zoz.n, 0) ~Ayn (=2¢ o)]

: (& s
gdzie: A?(a,b), Ag(a,b),/L1(a,b),/u2(a,b) - jak w przypadku 1.

Calki potrdéjne we wzorach /5.35/ i /5.36/ wyrazaja wplyw na wartosé
mncierzy korelacji Kyy(t,t) Lub qu(t,t) kazdej silty oddzielnie,
natomiast catki poczwdérne odzwieciedlaja wzajemng korelacje migdzy
roznymi. procesami obeigzenia., W rozdziale &smym analizie numerycuzne j
poddano jedynie dwa pierwsze wyrazy k:}[’nyn i k;};}’n wzoru /5.39/
w celu pordéwnania wynikéw otrzymanych dla zwigzku /5.41/.

¥ punktach 5.3.2 i 5.3.3 pokazano sposdéb wyznaczania niektdrych
charakterystyk probabilistycznych przemieszczen ukladu dyskretnego
przy deterministycznej lub losowej funkecji ksztaltu sit. W przypadku,

gdy funkeja S(t,tk) wyraza sie¢ zwiazkiem
-— o
S(t,tk) = S(t,t) + S (t,t) /5.42/

prey czym g(t,tk) ma charakter deterministyczny, a g(t,tk) Jest
procesem stochastycznym mozna potaczyé rozwiazania /5.12/ i /5.13/

z /5.34/ i /5.35/ dodajac je do siebie. Losowg funkeje g(t,tk) nale-
7y dobraé tak, aby jej wartos$é oczekiwana byta rdéwna zero.

Podobnie postepuje sie, jesli wektor rozkladu obeigzenia po geometrii

ukladu jest sumg



gdzies

[

=jo=||

- — -
rF = ' =+ F

- deterministyczna skladowa wektora F,
- proces stochastyczny roz%kadu sit obciazajacych
kons truke j¢, ktérego E[E’]: o .
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6. UKLAD OBCIAZONY SERIA SIL O LOSOWO ZMIENNYM CZASIE DZIALANIA

6.1. Rozwiazanie ogdlne

Rozwazania zawarte w niniejszym rozdziale dotycza drgan ukladu
dyskretnego obcigzonego seria przypadkowo pojawiajacych sie sit,
ktérych amplitudy i czasy oddzialywania na konstrukcje¢ sa zmiennymi
losowymi, a przebieg w czasie ma charakter procesu stochastycznego.
W celu wyznaczenia wartosci oczekiwanej i wariancji przemieszczen
ulkkladu cigglego nalezy wykorzystaé zwiazki /5.10/.

Niech dany bedzie przypadek, gdy czas dzialania kazdej silty za=
wiera sie w okre$lonym przedziale, tzn. a< Tg b, Funkcje obcigZenia

f(t) opisuje relacja /4.41/, a jej charakterystyki podano w punkcie
4.3, Wektor F moze mieé charakter deterministyczny badZ losowy
przy znanych wielko$ciach E[F] i E[FFE].

Wektory: wspdéirzednych gidédwnych i uogdlnionych otrzymuje sie sumujac
odpowiedzi ukiadu na dziatanie pojedynczych sil, co przy uzyciu cal-
ki Stieltjesa oraz wprowadzonych w rozdziale 3 funkcji skoku dN(t)

i dZtk(T) mozna zapisaé nastepujaco

y(t)= 7, (¢t) + —}-"'2(") =

t

b
= ﬁ J fm=Tn (t-p)} @ A(T) S (§,T,M)aN(T)dz(q) dE +

T

{111;1hn(t-7€) } Q A(T)S (g,t,'rl) dN('L)dZ,C(‘rl) d‘f +

+
e—
L0 ot

/6.1/

A QAe—mae S

l’l\

{1n;1hn(t-—€)} q A('E>S(‘i,'t,'rpdN(‘t,)dZt(’rl)dE +

|

-T T+T
] mtae-p} T amstp T pes ey
a T

+
—

gdzie hn(t—f)- impulsowa funkcja przejs$cia /3.19/. WykorZystujac
transformacje wiasng /3.13/ otrzymuje sig¢ wektor wspdédlrzednych uogdl-
nionych w postaci



g (t) = 31(t)+a‘2(t)=

t-=a b %
= X ! X H(t—E)F A(t)s(i,t,vl)dN(t)dzr(»l)dvi' +
t=b t=T T .
t bt
+ I [ J H(t-§)F A(_'E)S(%,T,’Q)dN(’E)dZt(’Yl)d% +
tea a T ' /6.2/
t-b b T+T
+ J j J 11(1:-?)"13 A(t)S(E,C,VL)dN(‘L)dZt(vL)d‘i +
0O a €
t-a t=-T T+T
+ J X j H (t-i)f" A(’c)s(*{,'C,frDaN('t)dzt(wl)c1~"t
t-b a T
gdzie H(t—‘g)-—rnacierz charakterystyk impulsowych.
Zwigzki /6.1/ i /6.2/ zapisane przy pomocy wektordw ?1, Yz i §1,
EQ wprowadzonych w rozdziale 3 przyjmuja postacé
F(t)= T, (t)+ F,(t)=
t-a b ‘ t b
= J A(t)?1(t,t,vl)dN (z)dzt(wl)+ J j A(t)i’1(t,t,~L)dN (T,)dZ,C(WD+
t=b t-T t=a a /6.3/
tjb b t-a t-T
53 ‘A(t)’fz(t,t,vl)dN(t)dzT(ml)+J J A(t)Ya(t,t,vl)dN(t)dzt(vL)
0 a L% &
a(t) = ?,1.1 (t)+ a.?.(t)::
t-a b t b
= J j A(T) R, (t,t,q’)dN('ﬂ)er('fU + 3 j A(\'C)ﬁ1(t,'t,'rl)dN(t) dZt(TL)-i- _
t=b t=T t-a a /6.4/
t-b b t-a t-T _
+ S S A(t)ﬁz(t,t,'fpdN(t) dz.(n) + j j A(f)ﬁz(t,t,’fz)dN(t)dZt("z)
0 a t=b a

Dokonujac na wzorach /6.1/ i /6.2/ operacji wartosci oczekiwanej

przy wykorzystaniu wlasnoéci /3.’4/1 oraz /3.11/1 otrzymano wartos$é
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przecigtng wektordw wspdéirzednych gidéwnych i uogdbdlnionych

o[y (4)] = =¥,

t-=a b t _
= I J J Ly , d'CdYLdfq-
t=b t-t T
t-b b T+T
J J l B (t,"l,'i)deYldE+
) 1
oraz E[a (t)]; W E[?(t)]
t-a b t
tjb [ i E)dtd1d2+
t-b b T+7T

+ i X i Lq(t,qji)dtdld{+

a

t-
tea t=T T+T

Jb j iﬁq(’c,’"l,f)dtdvldi

/6.5/

;
J Jl Eq(t,_q,z)g&an + 6.6/

a

przy czym dla skrbécenia zapisu wprowadzono wektory

D)= {5y (e-p) ] 5001
Eq(t,n,i): I-I(t-{)E['IT‘]E[A('L)]

Po wykonaniu stosownych operacji

/3.!»/2 i /3.5/ lub /3.7/ oraz /3.

wspodlrzednych gidéwnych w postaci

czterokrotnych i szesnastu catek

(t t)= [ (t)y

t-=a b t ¢t

t-b t-T T T
t-b b T+T T+T

=“ I [Juw(t’n’ﬂ’fz)dtdldhdfz j

B[A(t)] E[s(},T1)] AT) ey (M)
| /6.7/
E[s(¥,T,7)] AT) &, (1)

na wzorze /6.1/ przy uwzglednieniu
11/ otrzymano macierz korelacyjna
nastepujgcej sumy czterech calek

sze$ciokrotnych
(t ] [?(t)]E ?T(t)]=

bt t
E j Pcyy(t’yl’h’ﬁz)dtd’ldﬂdfé
t-a a .

-a t-T T+T T+T

+j [ J XMYY(LVL’%"Ez)dtdmdﬁd;‘?j j J X:}{'yy@’?{’%’fz)

0O a T

t-b a T

dfdQ§E1dEg +



t-a t-a | b bt t b t=T, t To+T t=T, b  Ty+T ¢
+ RN
t=b t=b |t=T, t=T, T T, t=T, @ T, A T, T, T,

t=T, t=Tp Ty+T Tp+T

+ J J j j Ji;yy (z, ' Tar Ty 020 3 ,fz)dt1(1t2d~l1d?2df1dgz+
a a T T .
1 2 i
+J

2{3

NEREY

a a i

t-a t b b t t

SURINIAEERE

t"b t"a t"‘r“l C

T 2
U%&y(t1’t ’11’12'E1’Ez)dt1dt2dq1d72dE1dE2 *
twa t=b | b b t LT b b T +T t b t=Ty TyaT Tp+T
+HSH,J+HH+HJ1+
t-b O t—t1 a H L, a t-1, 11 12 a a /6.8/
t=Ty b T+T Tp+T
+ j J X j ‘/{’yy (T TNy o2 By Bo) AT T, dTaF aF, +
a a t1 t2
t t=b|bbt T,+T b b T,+T ¢ '
R R LN N ANA
t-a O a a 1‘,1 't2 a a '51 T.2
df1dt2d’?z1d'72d’€1dzz +
t t bbt t
* 5 S j j E J Sy (145 T20My 1 M20 B 0 F2) 9T, aTa 7, a8, 4F, +
t-a t-a a a t1 12
t-b t=b b b t1+T r2+T
! jJ J l ‘ﬂ’yv“ﬂ’T’2’W{1"Vl2’E1’fz)dt1dt2dvl1d'72df1d§2
9] O a a t1 E

gdzie suma calek w nawiasie klamrowym jest forma operatora calkowego
na wyraZenig (jﬁyy(t1’t2’11’n2’21’22)’ wprowadzong dla uproszczenia
zapisu, zinienng pod pierwsza calka Jjest 31, pod drugag - L2, pod
trzeciag - n1, itd.,, a symbolami &£yy(tgq,{1,{2 oraz Jﬁyy(t1,t2,q1,72,

E1,E2) oznaczono macierze



Wyy (510 % 5¥0)= {m'i'mi (t-"g1)} e[2a7] {m?hj (t-'iz)} E[A»?('c)] .
‘B[S (5T s (5,7, A e (1)
Sy (B TooTy s By o E2)= {ng 0y (o= g } o (3, ’tz"'lj AT N
{m3'n (-F,) ] /6.9/

M (T T o T Yy Be) = BLARTIE[A (1) A (R BLS (3,0, ,7,) S (£ %50 ,)] -

-cg('t1,'f2)$2(7h 7"12,'[:1!'[:2) -
-o[Q]e[T ] B[4 (1] B[AT] B (Fy % 0] -

‘B[S (F20 Ty s 2)] A (5 AT e, (1) 6,(1,)

Wykorzystujac transformacje¢ wiasna /3.13/ uzyskuje sie macierz kore-
lacji wspoéirzednych uogdlnionych w postaci analogicznej do /6.8/ tzn.
sumy catek o takich samych granicach jak w /6.8/, przy czym podcatko-

we wyrazenia macierzowe okreslaja zwigzki
:H:qq(t"'l,’f1 1Fp)= M (6=, E[FFT]HT(t-“Ez)E[Az(I)] .
‘E[S(f1 :tr"l)s(fzyt’n’)]?\(t) 8.1(71‘)
oy (B 2Ty Tlar B 1 E2)= 1 (6= Mg (B0 By Ta v gy )X (62Fp) /62107
Mg (T T e ¥y Y2) =E[FFIE[A (L) A (5] B[S (%, T, 'M4) S (§21 20 Mp)1
‘@(t1’t2)32("1,1”22't1’t2) -
-;g[F]:E[FT]E[A (T)]E[A(T,)] E[s (g2 Ty o]

‘LS (15, T2, A ) A 6, (71,) &,(7,)



Podobnie jak w punkcie 5.1 nie podano tu wzordéw dotyczacych wartos-
ci oczekiwanej i macierzy korelacji wspolrvgdnych glownych i uogdl-
1 Y2,]
jest wprowadzaé w analizie pewnych przypadkdéw szczegdlnych, np. przy

nionych zawierajacych wektory wplywu Y Yo 2, ktére wygodnie
znane j funkcji ksztaitu sil. Poszukiwane charakterystyki probabilis-
tyczne drgan ukladu ciaglego wyznacza si¢ w oparciu o wzory /6.5/ =
- /6.10/ oraz zwigzki /5.10/. ,

JesSli czas oddzialywania obciazenia na konstrukcje zmienia sicg
nieograniczenie, tzn., O0LT < O, postaé wektora wspdlrzednych gtow-
nych mozna ustali¢ zmieniajac odpowiednio granice catek w /6.1/, a

wiec podstawiajge a = 0 1 b ze, Otrzymuje sig¢ woéwczas

{n'n, (t-p)3 T AG)S (LT, aNE) Az, () Ay +  /6.11/

ct
i—38
[l
A C——ct

t-T T+T
. j J {ml:‘hn(t'f)} Q A(T) S(%,T,n) AN (T) dz(n) ay
0o t
q(t) = q () + (%)
t co t
= J J II(t-'i)-I-“ A(‘C)S("g,t,*l)dN('t)dZt(’rl)d’g + /6.12/
0 t-t T
t t=t T+T
+ S ‘ j I (- )I‘ A(T) s(%, t,*rl)dN(t)dz (vl) ¥
0O 0 t

W sytuacji opisanej wzorami /6.11/ i /6.12/ znacznemu uproszczeniu
ulega postaé zwigzkdédw okreslajgcych warto$é przecietng i macierz

korelacji wspdirzednych giléwnych i uogdlnionych.
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6.2, Przypadek szczegdlny

Niech stuszne beda zatozenia opisane zwigzkami /5.11/, a wigc:
amplitudy sil sa niezaleznymi zmiemmnymi losowymi, wektor T /oraz
Q / ma charakter deterministyczny, a postaé funkecji ksztaXtu obcig-
zenia nie zalezy od czasu jego trwania. Wéwczas wartosé oczekiwang
oraz macierz korelacji opisuja wzory /6.5/ - /6.10/, przy czym wyra-

zenia macierzowe /6.7/, /6.9/ i /6.10/ przyjmuja postaéd
B, (T,1,p) = {ng'n, 6-p) T B[a@] s (5,0 A0 6,()
Eq(t,vl,;)= H(t-¥) T B[A(D)] s (§,T)AC0) &,(n)
Yy (W78 0 ¥2)= {ui'n, (-} W myhj (t-T} E[A"D)] -
"8 (§,,0)8 (2 M)A D) &,(M)
Myy (T Taa g M2 By v E2) = @’ ela)] Bl )]s (g, T S.qz"tz) ©/6.13/

[T, T 8, (M 0720 Ty T) = AL) A(TR) €, (7,) &, (1) ]

qu U;,v[, ¥ ’?2)" H (t—“&) f‘f"THT(t-—’Ez)E[Aa(t)] S (31 1) s(gz,t))\(t) g1(/rl)
Mo (T T, ’%”ﬁ Ya)= FRE[ACT )] E[a (L] s (f,,T) s (Y20 %2) -

'[‘3“1 o) &y ("[1 1Mo Ty Ta) = ML) A &y ("11) &,("M,)]

Je$li proces zgloszen obciazenia jest niestacjonarnym procesem
Poissona /zgloszenia nieskorelowane/, czasy oddzialywania sil na
konstrukecje sg zmiennymi niezaleznymi, a wiegc é?(t1,t2)= 0O, i za-
chodzi /3.12/ oraz funkcja ksztaltu obcigzenia nie zalezy od czasu
jego oddzialywania)to macierze M 1 _qu
kane charakterystyki probabilistyczne przy wykorzystaniu wektordw
wplywu przyjmuja postaé

sg rdéwne zeru, a szu-
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E[?(t)]: 19[_?1 (t)]f B[F, (t)]=

t-a b v
= K J E[A(t)] ?1 (t,T) A (%) g1(wl)d'td1l +

t=b t=-T

£

; j 2[a@] T, (6,5) AR 4T

t-a | /6.1

t-b b
. [ j B[A(D)] T, (6,T,m) A (D) e, () aTan 4

0O a

tea t=T
+ X I E[A(t)] ?é(t,t,q)}(t)g1cm)dtdm

t-b a

.t-a b

K _(t,t)= S j E[Az(t)] Y (t,t)?T(t,t) AT) g (Q)dtdq +
v t=b t-t 1 1 1

t
. X B[a%0)] T, (¢,0)F: (4,T) A() AT +

t-a

e b /6.15/
+ J j E[Az(‘c)] ?2(t,t,72)Yr£(t,T,"z)?\(t)g1(’f“dtd‘¥l +

0O a

t-a t-T
+ j j E[Aza)]'Yz(t,T,Q)Yg(t,t;Q)A(I)g1tq)atdq

t-b a

Pojawienie sig calek, pojedynczych w /6.14/ i /6.15/ wynika z uwzgled-
nienia zaleznosci £g1(’rp d’Q: 1

Pierwsza calka we wzorze /6.14/ przedstawia te cze$é wartodci oczeki-
wanej wektora wspdilrzednych gidéwnych, ktéra wynika z dzialania sil
zegloszonych w przedziale czasu (t-b, t-a) i w chwili +t>b mnadal
obcigzajgcych uklad. Druga calka odpowiada sitom, ktére pojawiagja

si¢ w przedziale (t-a, t) i z prawdopodobieristwem réwnym jeden dzia-
lajg na konstrukcje, natomiast trzecia catka ze wzoru /6.14/ przeds-

tawia wplyw na warto$é przecietna wektora Y (t) tych sil, ktére
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rozpoczely swe dziatanie w przedziale (O, t-b) i nie obcigzaja juz
uktadu z prawdopodobienstwem réwnym jeden. Ostatnie wyrazenie wyni-
ka z oddzialywania sit zgloszonych w czasie (t-b, t-a), juz wytaczo-
nych z procesu obcigzania konstrukecji. Podobnie mozna interpretowac
poszczégélne catki we wzorze /6.15/., Jedli a = b = T,, a wigc gdy
51(T) = S(T-To), gdzie S(T) jest delta Diraca, otrzymuje si¢ rozwig-

zanie dla losowej serii sil o deterministycznym c¢zasie dzialania.



7. FUNKCJA GESTOéCI PRAWDOPODOBIENSTWA PRZEMIESZCZENIA.
PROBLEM PIERWSZEGO PRZEJSCIA

7.1. Wprowadzenie

Przedmiotem rozwazail zawartych w niniejszym rozdziale sg drga-
nia ukladu ciaglego okreé$lone rdéwnaniem /3.21/, w ktérym w(X,t)
jest zmienna losowg opisujaca przemieszczenie rozpatrywanego diwi-
gara. Zmienna. geometryczna ¥ odpowiada x w przypadku belki |
Lub gf\»x,y - dla piyty o statej grubosci. Przyjeto, ze odstepy
czasowe pomiedzy kolejnymi chwilami zgloszen tk obecigzenia tworza
zbidr zmiennych niezaleznych /nieskorelowanych/, a wigc §($1,t2)= 0
i prawdopodobienstwo pojawienia si¢ "n" sil} w przedziale (ti,tj)
okres$la wzér /3.8/. Czasy oddzialywania obcigzenia na uklad sa de-
terministyczne i jednakowe dla wszystkich siil., Deterministyczna
joest takze postaé funkeji S(t-tk). W tym przypadku przemieszczenie
ukladu cigglego jest sumg niezaleuznych zmiennych losowych i mozna

je =zapisaé w nastepujacej postaci

t » t-T
w(X,t)= E A('E)H1 (%,t-T)aN (T) + X A(T) I'Iz(f,t-'t-T)dN(T.') /7:1/
t-T 0

We wzorze /7.1/ wykorzystano funkeje wplywu H1(§,t,tk) i
H2(§,t,tk,Tk) wprowadzone w rozdziale 3,

Poszukuje sie odpowiedzi na pytanie, do jakiego typu rozktadu
i przy speinieniu jakich warunkdéw dazy funkcja gestos$ci prawdopo-

. 4 . 3 ~
dobienstwa przemieszczenia ukladu w(x,t).

7.2. Oszacowanie funkcji gestos$ci prawdopodobienstwa

Niech p(w,%,t) oznacza funkecje gestoéci prawdopodobienistwa
zmiennej losowej w(X,t), a Qf(u,E,b) - jej funkecje¢ charakterystycz-
na. Wielko$ci te zwigzane sa zaleznodciami [14 ]

| )
p(w,X,t) ='§ﬁ S exp[—iuw(f;tﬂﬂy(u,f,t)du /7.2/

(=)



o
QJ(u,f,t)z E exp'[i u w(?,t)}] = 5 exp[ iu w(%,t)]p(w)dw /7:3/
-0

Wykorzystujac wzdr /7.1/ mozna przedstawié funkcje charakterystyczna

w postaci ,

t
Y(Uyx,t)= B exp{i u ( j A(T) I, (X, t-T)an (T) +
t=T _
4T /7:4/
+ J A(T)H, (X, t-T-T)aN (1) )}] |

0

Jak wspomniano wczeéniej, przemieszczenie ukladu jest sumg nie-
zaleznych zmiennych losowych, a wigc funkecj¢ charakterystyczna tej
sumy mozna zastapidé¢ iloczynem funkcji charakterystycznych Kolejnych
zmiennych, np.{HB]. Zamieniwszy sumg na catke o odpowiednich grani-
cach mozna logarytm naturalny funkecji charakterystycznej zapisacd
nastepujaco

t
In Y (u,X,t)= 5 1n E[exp{iu A(T) H1(R’,t—-‘t)dN (t)}]+
t-T
6T /7.5/
+ s 1n E[exp{iu A(t)nz(z,t-t-cr)dN(t)}]
0

Po ponownej zamianie caiki na sume¢ oraz po rozwinieciu funkeji wy=-
ktadniczej w szereg potegowy i wykonaniu operacji wartosci oczekiwa-

nej na Jjego kolejnych wyrazach otrzymuje i%@ szereg, ktdérego wyraz

Z: n|(1u)n h[A (tk)]

=1

1

ogdlny jest postaci ln(1+X), gdzie X

NNy~ ' 24 s N . . . . - -
I (X,t~tk)%(tk)Ath} Jeéli dokona si¢ rozwinigcia wyrazenia In (1+X)
w s7Zereg potggowy, a nastepnie pominie wyrazy malego rzedu wzgledem
A(tQ, to mozliwe staje si¢ zastosowanie metody péiniezmiennikéw [147],

wedlug ktdre]

=2 (x t) 5.
1n Y (0, %, t) = Z (1u) /7.6/

Otrzymuje si¢ wéwczas wspdirczynniki szeregu /7.6/ - pdiniezmienniki -

w nastepujgcej formie [40,&1]



t |
2 _(X,t)= j E[As(t)] Hf(;,t-t) AT)aT «
2T
t=T
+ j B[a%(t)] 13 (%, t-=PA(T) T
0

/7.7

Po podstawieniu /7.7/ do /7.6/ i uwzglednieniu znanej zaleznosdci:
E[As]z IAS ?(A)dA, gdzie Y(A) - funkcja gestoéci prawdopodobieristwa
amplitudy, oraz po wykorzystaniu rozwiniecia funkeji wykiadniczej

w szereg Taylora otrzymuje sie funkcje charakterystycznag przemiesz-
czenia w postaci zamknigtej

f % tua@u, (F,t-T)

Hf‘(u,'i",t): exp I X e ‘E(A) A(T)AAAT +
t-T-0
. /7.8/

“E(A) A(T) aaat- J)‘(t) at

0T @ dua(tym, (8, t-T-T)
- J o
O - 0

I'unkeje gestod$ci prawdopodobienstwa przemieszczenia mozna wyznaczyd
wvstawiajagc /7.8/ do /7.2/. W celach praktycznych stosuje sie inng
metodg,[h1], pozwalajaca na oszacowanie wymienionej charakterystylki.
laczgce zwigzki /7.2/ i /7.6/ mozna przedstawié funkeje gestosci

prawdopodobienstwa przemieszczenia w postaci szeregu Grama-Charliera

- =l ~ (
) 2, (& 96 (K, ne 3)

p(w,X,t)= G;1 (E,t)ev‘o - 3T +
. -5 . ! /7:9/
xh(x,t)gws(x,t)6(+)
+ h! » + ca e e

gdzie:
n 2

(n) 1 d [ z ]
8 = —— — ] QXD (- o
VEE‘ az? ( 2 ) )
G’w(’}%’t) ’A

zZz =

Gi(y’?,t) =%, ,t) , E[w(fé,t)]: ga1(§<’,t).



Pierwszy wyraz szeregu /7.9/ odpowiada funkecji gesto$eci prawdopodo-
bienstwa rozktadu nhormalnego. Jes$li intensywnos$é procesu zgloszen
obcigzenia A (t) dazy do nieskoriczonodci w taki sposbéb, ze iloczyny
%(t)E[AS(t)] przyjmuja warto$ci skoniczone dla wszystkich s, to
péiniezmienniki aes(ﬁ,t) daza do zera dla s = 3,4,5,.... Znikaja
wowczas wszystkie z wyjatkiem pierwszego wyrazu szeregu /7.9/. Tak
wige, dla nieskoriczenie gestej serii obecigzenn o nieskoiiczenie malych
amplitudach funkcja gesto$ci prawdopodobienstwa przemieszczenia roz-
patrywanego ukladu dagzy do funkeji gesto$ci rozkladu normalnego.

W analogiczny sposob mowna oszacowad funkdj@ gestosci prawdopo-
dobienstwa predko$ci zmiany przemieszczenia, przy czym wspdlezynnilki
rozwinigecia w szereg typu /7.6/ /pbéiniezmienniki/ otrzymuje sie w po-
staci zblizonej do /7.7/. Takze w przypadku oceny funkecji gestosci
prawdopodobienstwa obecigzenia przyjmuje sie, iz dazy ona do funkecji
gestodei rozkiadu normalnego, a pdiniezmiermiki ges opisuje zwiazek

T
2 _(t) = j A%(%) s®(t-T) A(T)aT . /7.10/
t-T

7.3. Problem pierwszego przejscia

Zna jomo$é funkcji gestosdci prawdopodobienstwa przemieszczenia
i predkod$ci przemieszczenia pozwala ocenidé niezawodnos$é konstrukeji
poprzez okreélenie prawdopodobiéﬁstwa nieprzekroczenia przez rozpa-
trywana wielkos$é w(i,t) dopuszczalnego poziomu a. W tym celu nale-
zy obliczyé $rednig liczbe przewyzszen poziomu dopuszczalnego w jed-
nostce czasu = Ea - zgodnie ze wzorem [3, 13]

R

n
a

]

v f (a,v) dv J7.11/

0
Dla normalnych funkcji losowych wyrazenie /7.11/ przyjmuje postad

G

. — 2 '
- _ v (a-E[W(X t)])
n, = TG exp | 26‘3 2 /7.12/
w

Nastepnie - przy zatozeniu, iz proces R‘(ti,tj), opisujacy kolejne

przekroczenia przez przemieszeczenie wartodci a , jest stacjonarnym



procesem Poissona o intensywnosci Ea - wyznacza si¢ prawdopodory
biehstwo zdarzenia, ze w przedziale czasu (ti,tj) nie nastgpi ani
jedno przewyzszenie

P{R (ti,tj)= o}:’ e_Na /7.13/

J
gdzie Ea = ] n aTv .
t

W konkretnych przypadkach, gdy Znana jest funkcja S(t—tk) mozna wy-—
korzystaé wzory podane w rozdziale 5, okreélajace wartoéé oczekiwana
i wariancj¢ przemieszczenia dla stanu ustalonego, a wariancje pred-

ko$ci zmiany przemieszczenia oblicza sig¢ na podstawie znajomosci

wyrazen opisujgcych n-te skladowe wektordw Y1, o
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8. ANALIZA NUMERYCZNA WYBRANYCI PRZYPADKOW SZCZEGOLNYCH

8.1. Uprowadzenie

Rozdzial ten zawiera wyniki analizy numerycznej zwiagzkdéw wpro-
wadzonych w rozdziale 5, okreélajgcych warto$éé oczekiwana i funkcje
korelacyjng przemieszczenia ukladu obciazonego serisg sit o determi-
nistycznym czasie dzialtania. Rozpatrzono szczegdlne przypadki funk-
cji ksztaltu sit opisane w punktach 1, 2, 3 podrozdziaiu 5.3.2

/funkeja S(t,t, ) - deterministyczna/ oraz w punktach 1, 2 podroz-

Iz
duiatu 5.3.3 /S(t,tk) -~ proces stochastyczny/. Przeprowadzone obli-
czenia maja na celu wyznaczenie wplywu pewnych parametréw jak np.
wspblezynnika tilumienia o oraz czasu oddzialywania obcecigzenia 7T

na wartoé$ci wymienionych charakterystyk probabilistycznych.

8.2. Wyniki przeprowadzonych obliczen

W rozwazaniach przyje¢to, ze tiumienie ukladu opisuje parametr
X = 0,5 (Qﬂ}—1], przy czym X’jest bezwymiarowym wspélczynnikiem
tlumienia przebiegajgcym wartosci 0,01 = 0,1 [27] w zalezno$ci od
materiatu konstrukeji. Na wykresach 8, 9, 10 przedstawiono wplyw
t*umienia na warto$é oczekiwana przemieszczenia. Czas oddzialywania
obcigzenia na uktad jest staty /T = 5 s/, takze czestosé drgan
wlasnych o przyjmuje w Kazdym przebiegu ustalong wartos$é z prze-
dziatu 10 = 30 5‘1. Rozpatrzono przypadki obcigzenia w postaci serii
sil stalych w czasie, harmonicznie zmiennych oraz wykladniczo male-
jacych, przy czym dla warto$ci oczekiwanej i wariancji odpowiada jg-
cych drganiom swobodnym posiuzomno sie zwiqzkami wyprowadzonymi dla
stanu ustalonego. Jak sie okazuje, tiumienie nie ma 2zadnego wplywu
na t¢ czes$é wartosci oczekiwanej przemieszczenia, ktdéra opisuje
drgania wymuszone, co wynika z postaci analizowanej funkecji. Przy da-
nym czasie dziatania sil i okreslonej cze¢stodci ¥ wielkosé E[yJ
jest stata oraz nie zalezy od ksztaltu obciquhia. Wyraznym waha-
niom ulega natomiast wartos$é oczekiwana E[yz] odpowiada jaca drga-
niom swobodnym uktadu. Zmiany te sg szczegdlnie widoczne dla serii

sil prostokatnych /linia ciggta na rys. 8, 9, 10/. Dla harmonicznie



zmiennej i wykladniczo malejacej funkcji ksztailtu obcigzenia /linia
odpowiednio: przerywana i przerywana kXropkami/ wpiyw tlumienia sta-
je sie coraz mniej widoczny wraz ze wzrostem przyjete] wielkoSeci WY .

Nalezy zaznaczyé, ze warto$ci przyjmowane przez E[yz] sa rzedu dwu-—

krotnie mmiejszego niz wartosci E[yﬁ] 1 rodéznica ta zwileksza sieg
wraz ze wzrostem ¢y . Suma E[y«}+ E[yz] pozostaje stata, zalezna od
wartodci czestos$ci drgan wiasnych. W przypadku 1 dobdr odpowiednic-
go dla materiatu kKonstrukcji wspdiczynnika tlumienia Jjest szczégél—v
nie istotny przy obliczaniu E[yz]. W celu pordwnania otrzymanych
wartosci dla rdéznych postaci deterministycznej funkcji ksztaltu ob-
cigzenia wprowadzono wielkoéé r , zgodnie z /4.16/, jako r =

= SlS(tH dt., Tym samym pole zakreélone osia rzednych i odpowiednia
fqucja obciagzenia jest jednakowe w kazdym przypadku, dzig¢ki czemu
mozliwe jest jakodciowe pordwnanie otrzymanych wynikoéw., Podobnie

sporzadzono wykresy 11, 12, 13. Przedstawiajag one wplyw tlumienia
2

. . 24 . e . . 5 - r 4 . o
na wartos¢ funkeji kprelacyaneg Kynyn(t,t) = GMY' ¥ kazdym z roz
wazanych przypadkdéw obeciazenia korelacja maleje wraz ze wzrostem

) . : " . (n
wielkosci parametru & , a istotne znaczenie ma na ogdétr czesé Ky vn
funkeji korelacyjnej. W przypadku 1 - obecigzenie ukladu serig sii

(2)

statych - wartosci funkecji KYnYn sa 0 rzad mniejsze od wartosci
o (1)
Yn¥n
harmonicznie zmiennych i wykladniczo malejgcych - mozna pomingé¢ funk-
ynyn
we/. Tunkecja ta przybiera znaczace wartos$ci tylko dla matych wiel-

, a dla przypadkéw 2 i 3 - obcigZzenie w postaci serii sii
cje

dla [ > 0,04 /konstrukeje drewniane, murowe, zelbeto-

kosci charakterystycznych dla konstrukcji stalowych.

Parame trem sterujacym predko$cia =zblizania sie¢ wartoéci funkecji

) ) L(2) @2 e taat G

hYnYn = KYnYn + hynyn = Gyn do zera Jjest czestosé o . N@)rysun—

kach 11, 12, 13 cienkg linig ciggla oznaczono funkcje I y Sru-
(2) nyn 5

bg-linig ciaglag - KYnYn’ a linia prwzerywana - ich sume Kann v

W przypadku 2 funkcja I(;§n przyjmuje niemal stala wartos$é nieza-
lezna od wspbdlczynnika o tix), nieznacznie takze rdéznigca si¢ dla

réznych wartos$ci czesto$ci « , rys. 12 przedstawia wigc tylko
1. (2 ) N - - 1 . . ’
Kynyn dla & = 10, 20, 30 s ', Jak widaé :
do typu przyjetej funkcji ksztaitu obcigZenia zmienia sie¢ udzial
(1M . (2)

Yn¥n Kyn¥n

zmianeg funkeji y Zaleznie

wielkod$ei K w tworzeniu funkcji korelacyjnej.



Wykresy 14, 15 ilustrujg zmiang tej cze$ci wariancji KYnYn
przemieszczenia ukladu w przypadkach 1 i 2, punkt 5.3.3 /Llosowa
funkeja ksztaltu obciazenia/, ktdra odpowiada dwdm pierwszym cai-
kom potréjnym we wzorze /5.35/. Ze wzgledu na brak mozliwodci pordw-
nania wynikéw z przypadkami 1, 2, 3 2z podrozdzialu 5.3.2 rysunki te
maja charakter pogladowy. Pierwsza calka potrdjna w/5.35/ odzwier-
ciedla wpiyw na funkcje¢ korelacyjna sil obciguzajacych ukiad w chwi-
1i obserwacji, druga - odpowiada silom, pod ktdérych dziataniem kons-
trukeja wykonuje drgania swobodne., Przy wartod$ciach wspdlezynnika
tiumienia [ wigkszych od 0,04 udzial drugiej caiki w tworzeniu wy-
razéw na gloéwnej przekatnej macierzy korelacji jest niewielki, tym

miie jszy, im wieksza jest warto$é czestobci drgan wiasnych. W przy-

. IT : S : 55
padku 2, punkt 5.3.3, calka kYnYn jest ujemmna dla matych wspdl-
czynnikéw trumienia i jej warto$ci w tym zakresie parametru F ma -
jq.zna02qcy wpiyw na sume k{ + kII « W obliczeniach przyjeto

: YnYn Yn¥n CAC

P = 0,1 T

Rys. 16 = 20 przedstawiaja zmiane warto$ci oczekiwanej przemicsz-
czenia E[y] w zalezno$ci od czasu dzialania obciazenia, przy czym.
zmienna T przyjmuje wartoéci z przedziatu /0; 10 Tw/’ T, = 2Tr03;1_
szas wlasny. Jak widaé, dla T>1T E[y1] osiagga szybko 1, a E[y2]~
-~ 0. Przy T Dbliskim zera E[y1] dazy do zera, a E[yz] dazy do
jednos$ci, co jest rdéwnowazne 2z rozwigzaniem problemu drgan ukladu
obciazonego serig impulsdéw typu g Diraca., W Kazdym 2z rozpatrywanych
przypadkdéw funkeji ksztaltu sit istotne zmiany wielko$ci E[y1] i
E[yg] mozna zaobserwowaé¢ tylko dla O<1?<1Tw, przy czym charakter
tych zmian zalezy od przyjetej wartos$ci czestosdci drgan wlasnych
i jest typowy dla danej funkecji. Np. dla przypadku obciazenia ukla-
du seriag sii harmonicznie zmiennych w przedziale 0 = 1 Tw nastepu-
je wyrazny skok od duzej /w pordwnaniu z pozostatymi/ wartodci do-
datniej E[yz} do duzej ujemnej, a czas 7T, przy ktérym pojawia sie
ta gwalttowna zmiana znaku, zmniejsza si¢ wraz ze wzrostem «r . Suma
E[y] = E[y1] + E[yz] pozostajé stala. Wielkosci E[y1] i E[YZ]
przy danej wartos$ci «¥ w nieznacznym stopniu zalezg od przyjctego
wspodtezynnika tlumienia r ; na rysunkach 16 = 20 pokazano przebie-
gi wykonane dla X’: 0,02 i x‘: 0,08. V¥ przypadku obciazenia
ukladu seriag sil wykladniczo malejacych wartoéci oczekiwane przemie-
szczenia E[y1] i E[yz] osiggajg odpowiednio 1 i O znacznie wolniej
- dla T >-3Tw,



() _ G(-?) 2
ynyn ~ n
przemieszczenia w zaleznos$ci od czasu dzialania obelgzenia na ukiad

Rysunki 21 & 24 przedstawiaja zmiane¢ wariancji K

w trzech opisanych w punkcie 5.3.2 przypadiiach funkcji ksztaltu sil.
Poniewaz i tu istotne zmiany wystepuja w przedziale O<<EN<1TQ /2

wyjagtkiem przypadku 3, gdzie zmiany te pojawiajg sie do 2 = 3 Tw/’

. . - (2) . .
0$ czasu siega tylko do 2 T . VWartodci K;nYn sg zZnacznie wiek-
. .. (1)
sze niz wartosci h;;Y i to one maja decydujace znaczenie w budo
. (1) . (2) . o :
waniu sumy K = K + I8 .o Upiyw tiumienia przy dane;
. Y Yn¥Yn Yn¥n Synyn B przy J
wielkodci W jest wyragnie widoczny. Na rysunkach 21 & 24 pokazano
. o - -1 . ., -1 ‘
wykresy wariancji hénLn przy = 10 s i o= 30 s oraz

X: 0,02 i X’z 0,08, Dla T = 0 wielko$é ta osiaga wartosé za-
lezng od i Y’, réwna wartoé$ci otrzymanej dla przypadku obcigzenia

ukladu serig impulsdéw typu § Diraca.

(1)

o]
lysunek 25 przedstawia zmiang wariancji IYnYn przy &= R0 s

g (1 « (2)

i K: 0,02 oraz zmianeg sumy yn¥n + Ry vn przy tych samych danych.

x ) 9 N 2
w wartoéciach wariancji I =

Kynyn ariancyd *ynYn G)&l

niewielki. Jak wspommiano wc?eéniej, w obliczeniach numerycznych po-

Udzial wielkosci Jjest
stuzono sie¢ wielko$cia r = ilS(t)!dt normujaca "pole" obcinzenia.
W pruypadkach 1 i 2 pun%tu 5.3.3 /rys. 26, 27/ zbadano zmiang
sumy dwdch pierwszych calek Kk i k™. tworzacych wyraz ogélny macie
ray KYnYn /1nie uwzgledniono kgrolacji pomiedzy »éinymi siltami/.
Varto$cl osiagane przez k: i kiI sa tego samego rzedu.
Wykresy 28, 29, 30 przedstawiaja =zmiang wariancji przemieszcze-

nia w zaleunosci od czasu dzialania obciazenia na ukiad dla przypad-

kéw 1, 2, 3 rozdz. 5.3.2. Przebiegi te zoétaly wykonane dla W= 105"1
i X‘: 0,02 oraz dla W = 305"1 i X’: 0,08. Funkcje przedstawione

na rys. 28 = 30 sa rosngce i maja quasi-harmoniczny charakter, przy
szym oscylacje wartodci wariancji maleja tym szybeiej, im wieksza
jest czegsto$sé drgan wiasnych i wspdiezynnik tlumienia. Tylko w przy-
padku 2 /seria si} harmonicznie zmiennych/ wahania te zanikaja do-
piero przy duzych warto$ciach T /T = 200 ’1‘w przy = 30s—1 i
T’: 0,08/, kiedy nieprawdziwe staje sie sformuiowanie "obcigzenia
krétkotrwatle". Wariancja <;§ przyjmuje maksymalne wartosci dla
(n - O,S)Tw, a minimalne - dla T = n T, 0= 1,2,3,6+. Wykresy
28 %30 zostaly sporzadzone dla sit o rdznym ksztalcie w czasie, lecz

wielko$ci jednakowej i rdwnej 1 dla wszystkich trzech przypadkdw.



Gdy sity obcigzajgce uklad przyjmuja jedng 2z rozpatrywanych funkeji
ksztaltu, a majag inng wielko$é nalezy uwzglednié parametr 1 2zgod-

nie =z /h.16/.
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¢. PODSUMOWANIE

W pracy przedstawiono model losowego obecigsenia krdtkotrwalego,
jakim jest seria przypadkowo pojawiajacych sig sil o losowo zmien=
nych amplitudach i czasach coddzilaiywania na uklad. Spotykane w lite-
raturze modele losowego wymuszenia przybierajag rdzne postaci, od
najprostszej - deterministyczna seria impulsdw typu 5 Diraca - pno
bardziej skomplikowane, Jjak np. seria si, ktdérych amplitudy sz

viniennymi losowymi, okres trwania Jjest skoticzony i staly, a ksztalt

w cwasie opisuja proste funkcje deterministyczne. Zaproponowany iu
model matematycazny uwzgledniajacy stochastyeczny charakter szeregu
elementdw skladajacych si¢ na pojecie obeigzenia losowego jest ogdl-

niejszy niz inne, znane z dotychczasowych rozwigzan. Przyjeto, o

o

proces pojawiania sig¢ obclazenia Jjest niestacjonarnym procesem Polsso-
na lub ogdlnym procesem punktowym, w Ktdrym istnieje korelacja micdzy
kolejnymi zgloszeniami sii. Czasy oddzialywania obcigzenia na kons-
trukecje moga miedé charakter zmiennej loscwej, przy czym dla opisu
tej zmiennej wprowadzono jednopunktowy proces stochastyczny /nazwa
jego wynika z analogii do punktowego procesu zgloszenn N (t) /.
Preoyjeto, ze amplitudy sil sg niezaleznymi zmiennymi losowymi, lec=z
stosunkowo prosto mozna vwzglednid fakt ich wzajemnego skorelowania.
Ksztalt obciazenia w czasie Jjest dowolny: deterministyczny lub przyj-
mu jacy charakter ciagiego procesu stochastyeznego. Tak ogdlny model
moze znaleué konkretne zastosowanie w dynamice konstrukeji mostowych,
budowli narazonych na dzialanie wstrzasdw sejsmicznych, maszyn uda-
réwych, itp.

Zasadniczym celem pracy byio wyznaczenie charakterystyk proba-
bilistycznych, jak wartosé oczekiwana i funkcja korelacyjna odpowie-
dzi ukladu obecigzonego losowa seria si. Wprawdzie gildéwny akcent po-
tozono na analiz¢ problemu w zakresie teorii korelacyjnej, lecz rodv-
niey wskazano mozliwo$é otrzymania momentdw wyzszego rzedu oraz
funkecji charakterystycznej i funkeji gestodci prawdopodobiertstwa.
Przeds tawiono wzory pozwalajace na obliczenie wymienionych charal-
terystyk w wybranych przypadkach szczegdlnyech, tzn. wéwczas, gdy
mozliwe jest ustalenie funkeji ksztaltu obecigzenia oraz rodzaju
zmiennej /losowej lub detorm1n$styc~nud/,dak jest czas dzialania

kazdej sily na uklad. Rozpatrzono przypadki impulsdw prostokatnych,


tych.cz

sinusoidalnych, wykladniczo malejacych oraz nicregularnych o funlejl
kKorelacyjnej typu "bialy szum" i eksponencjalnej. Podane zaleznodel
mwoga mied Aasfosowani np. w okreélaniu niezawodnos$ci konstrukeji,
na co wskazano w pracy. Zwiazki wyprowadzone dla stanu ustalonego

przyjmuja prosta postaé i pos luvaan“e sig nimi nie stwarza trudnod-

ci. Nalezy podkre$lidé, zZe w wybranych przypadkach szczegdlnych wyzna-

czono poszukiwane charakterystyki probabilistyczne przy pewnych za-
tozeniach dotyczacych znajomofcl m.in., wielkoéci sil, ich rowkladu
po geometrii ukladu czy procesu zzloswed obeigZenia. Wprowadzenie

. . . . - . - . . LA s z —— 1Y -
tych zatozen umo#liwilo posiuzenie sie zaleznosSciami ogldlnymi, dla-

tego lex zwiguzki opisujgce wartoédé ocmekiwang i funkejg korelacyjna

<

lub wariancje¢ przemieswczenia przedstawlone w punktach 5.3.2, 5.3.3
i 6.2 mozna stosowaé tylko w okredélonych sytuacjach.
W odpowiedzi ukladu uwzgledniono drgania wymuszone silami ob-

cinwajacymi konstrukcje w chwili obserwacji zjawiska oraz drgania

swobodne, zainicjowane dzialaniem sil

o

uz wylaczonych z bprocesu ob-
cigzen. Wprawdzie taka metoda postepowania prowadzi do bardzo zlowo-
s Aarrad o 1ity 1 ale pozmwala nc o F1n ;l-'r ) 1 1THE T vy
nych wyrazea anal: yeznych, ale pozwala na peing analiz¢ numeryczng
problemu. Analize te przeprowadzono w celu zbadania wplywu wybranych
parame tréw na wartodci charuitcrvguyV probabilistycznych przemicsz-
czenia i na jej podstawie mozna sformulowaé nastepujace wnioski

- Przyjety ksztalt obciazenia decyduje o wielko$ciach i tempie zmia-

ny rozpatrywanych funkeji, wy

p«d
€

e sie wige celowe uwzglednienie

w omawianym modelu faktu, i% siiy tworzgce serie zmieniajag w cza-
sie swoja postadé w okreé$lony sposoOb.
- Potwierdza sig, Ze te czedci wartosci oczekiwanej i wariancji,

ktore odpowiadaja drganiom swobodnym, ukladu maja - przy ustalo-

nej czegstodci drgan wlasnych - niewielki udziatx w wartodciach wy-

mienionych charakterystyk 1 w pewnych zakresach parametru tiumie-

nia mozliwe jest ich pominiecie, co znacznie upraszcza zagadnienie.
3

- Podczas analizy wpiywu czasu oddzialywania obciguzenia stwierdzono,

ze wartodci wariancji odpowiadajace drganiom wymuszonym sg bardzo

'\

’

mate w pordwnaniu z jej druga czedciag /drmanla swobodne/ wowezas,

’

gdy czas trwania sil jest maiy, tzn. pordwnywalny z okresem drgan
wlasnych uktadu / T € (0; 1 Tv> /e« W stanie ustalonym przy T da-

zgcym do zera decydujace znaczenie ma korelacja miedzy drganiami

wymuszonymi.
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- Interesujgcy Jjest fakt, ze na zmiane wariancji duzy wpiyw ma czas
dziatania sil! w pordwnaniu z okresem drgan wiasnych ukladu. Varian-
cja przemieszczenia, niezaleznie od ksztaitu obeiagzenia, przyjmuje
maksymalne wartodci dla T = (n - 0,5) Tw’ a minimalne - dla T =

= n Tw’ n=1,2,3,,co ma istotne znaczenie w analizie niezawodnos-
ci konstrukecji. ,

W rozwazaniach ograniczono si¢ do problemu drgan ukladu liniowe-
go. Otrzymane rezultaty moga mieé zastosowanie w analizie ukladodw
nieliniowych wéwczas, gdy istnieje moxliwo$é dokomania linearyzacji

statystycznej.
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DODATEK

Ponizej podano wyrazenia okreélajace calki uzywane w pracy.

Symbole a, b, ¢ nalezy zastgpi¢ odpowiednimi parametrami

t
J1(a,b) = j Q-a(t-t)sin b(t-T)aT =
t-T
= —E—l—~§ [ b - e 8T (a sin b T + b cos b T)]
a + b
t
~a(t=-T)
s b(t-T)a =
Jz(a,b) j e cos b(t-T)aTl
t-T
= L > [a + o (b sin b T - a cos b T)]
a + b
t
J3(a,b,c) = J e”a(t—r)sin b (t-T)cos ¢ (t-1)aT =
' t=T
1 1 -
=% J1 (a,b=c) + 5 I, (a,b+rc)
t
Ju(a,b,c) = j e-a(t-t)sin b (t-T)sin ¢ (t-T)dT =
t-T
1 1
= 5 J, (a,b=c) - 5 J, (a,b+ec)
" -
JS(a,b,c) = j e—a(t—t)cos b (t-T)cos ¢ (t=-T)dT =
t-T
1 . 1 a, b+
=7 J2 (a,b-c) + = J2 (u,b.C)
t-T
- -T
Js (a,b) = J ot L8 ) sin b (t=T7)aT =
(0]

= ’?1_5 [ e—aT(asian+bcost)—e_at(asinbt+bcosbt)]
a +b _ ,
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o=2 (t-%)os 1 (t-1)al =

[e—aT(acost-bsian)-e_at(acosbt-bsinbt)]
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DYNAMIKA KONSTRUKCJI PODDANYCH DZIALANIU
LOSOWEJ SERIT OBCIAZEN XROTKOTRWALYCI

Streszczenie

W pracy przedstawiono model losowego obcigzenia krdétkotrwalego
W postaci serii sil, ktérych chwile pojawiania sig, wielkosci oraw
czasy oddzialywania na uklad sg zmionnymi losowymi, Ksztalt kazdej
sily w czasie opisuje funkecja deterministyczna lub proces stochas-
tyczny o znanej funkcji korelacyjnej. Uwzglgdniono korelacj¢ micdw
kole jnymi chwilami zgloszen sit oraz migedzy réznymi okresami trwa-
nia obeiguenia. Wyznaczono charakterystyki probabilistyczne, jak war-
to$é oczekiwana i funkcja korelacji przemieszczenn uktada obcecigzone-
20 W zapropounowany sposob. Przedstawlono rozwigzania ogdlne dla
drgain uktadu dyskretnego oraz metode¢ postepowania w przypadku degan
uktadu cigglego. Praca zawiera rozwigzania w zakresie analizy kore-~
lacyjnej dla wybranych przypadkéw szczegdlnych /funkcja ksztaltu
obcigzenia jest stala, sinusoidalna, wykiadniczo malejgca, Llub jest
to proces stochastyczny o funkcji korelacyjnej typu "bialy szum" i
eksponencjalnej, czas dziatania sil jest deterministyczny i staty,
badz jest to zmienna losowa/. Przedstawiono metodg¢ wyznaczania funk-
cji charakterystycznej oraz funkcji gestosci prawdopodobiefistua ob-
cigzenia i przemieszczenia ukladu oraz wykorzystania otrzymanych
“wigzkow w ocenie niezawodnodci konstrukecji. Praca zawiera analize¢
numeryczng wpltywu pewnych parametrdéw na poszukiwane charakterysty-

ki probabilistyczne w wybranych przypadkach szczegdlanych.



DYNAMIC RESPONSE OF STRUCTURES SUBJECTED
TO RANDOM TRAINS OF SIHORT-DURATION LOADS

Summary

Random short-duration loading is considered which consists

ol a train of forces, whose occurrence times, magnitudes and du-
rations are random variables. Time variation of each force may be
given by a deterministic function or by a stochastic process with
known correlation function., The correlation of the occurrence times
and that between the durations is taken into account. A method of
evaluating the response expected value and correlation function is
proposed. General solutions for a discrete system are given as well
as the technique of solutiom in the case of a continuous system.
Detailed solutions, within the framework of the correlatiomn theory,
are given for some spoecial cases /constant force, forces with si-
nusoidal or negative exponential time variation, force with Dirac
delta or negative exponential correlation function, constant deter-
ministic or random durations/. The technique of evaluating the cha-
racteristic function and the probabhility density function of both
the loading and the response is given and the use of these results
in the reliability assessment is proposed., The effect of cexrtain

parameters on the response is analyzed in some selected cases,
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