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METRYKI W UCZENIU EKONOMII

1. Matematyka na ekonomicznych kierunkach studiéw pelni funkcj¢ przedmio-
tu podstawowego, ktéry powinien by¢ wykladany juz na samym poczatku studiéw.
Dzigki takiemu rozwigzaniu mozna korzysta¢ z metod i narzgdzi matematycznych
na innych przedmiotach, wyktadanych na dalszych latach studiéw. Razem z mikro-
i makroekonomia jest swoistym fundamentem, na ktérym opiera si¢ dydaktyka
ekonomii.

Od ponad 150 lat zmiany materialu nauczania matematyki byly w gruncie
rzeczy symboliczne. Relacja, przeksztalcenia liniowe, rachunek rézniczkowy i
catkowy - tak hastowo mozna okresli¢ zakres materialu z matematyki wyktadane-
go na pierwszym roku studiéw — i to zaréwno obecnie, jak i prawie dwiescie lat
temu. Podobnie w niewielkim stopniu zmienila si¢ forma przekazywania materiatu:
wyklad z uzyciem tablicy oraz ¢wiczenia polegajace na rozwiazywaniu ze studen-
tami zadan, gtéwnie rachunkowych. To, Ze tak niewiele si¢ przez te lata zmienilo,
wyjasni¢ mozna tym, iz matematyka jako przedmiot dydaktyczny wyktadana jest
Juz na tyle dlugo, by sta¢ si¢ dyscypling dojrzala i okrzepta. Wiadomo, co daje
dobre efekty! Co wigcej, matematyka dla wigkszosci studentéw jest przedmiotem
na tyle trudnym, ze wszelakiego rodzaju eksperymenty sa niewskazane. Czyli, po
pierwsze, tradycja zobowiazuje, a po drugie, lepiej nie ulepszac tego, co sprawdzo-
ne, gdyz efekty zazwyczaj okazuja si¢ gorsze.

2. Obecna sytuacja wymusza jednak zmiany w programie nauczania matema-
tyki. Przez ostatnie kilkanascie lat system oswiaty w Polsce poddawany jest ciag-
tym modyfikacjom. Trudno jest obecnie obiektywnie oceni¢ wpltyw tych modyfi-
kacji na jakosé procesu dydaktycznego, gdyz na to potrzeba czasu. Jednak z punktu
widzenia os6b uczacych matematyki, nie wszystkie zmiany wydaja si¢ korzystne.
W szkole sredniej w coraz mniejszym stopniu ksztalci si¢ zdolno$¢ do rozumowa-
nia abstrakcyjnego, bgdacego podstawa nowoczesnej nauki. Decydenci odpowie-
dzialni za obecne zmiany w oswiacie mOwia wprost o koniecznosci zmiany roli
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matematyki w szkotach. Wedlug nich matematykg¢ w szkolach trzeba zmieni¢ tak,
»[...] by szkolna matematyka stala si¢ nie skrétem wiedzy akademickiej, ale przy-
datnym jezykiem opisu swiata” (M. Sawicki (2005)). Trudno si¢ nie zgodzi¢ z tak
postawiong teza, niemniej nie mozna nie zauwazy¢, ze obecni kandydaci na stu-
dentéw maja mniejsza znajomosé pojgc, takich jak wektor czy pochodna, a wigc
poje¢ bedacych podstawa dotychczasowego kursu matematyki na studiach ekono-
micznych.

Na to wszystko naktada si¢ odczuwalna na wielu uczelniach silna presja ze
strony nauczycieli akademickich wykladajacych inne przedmioty, aby zredukowac
liczbg godzin z matematyki do tak zwanego ,,minimum programowego”, ustalone-
go przez Ministerstwo Oswiaty. Redukcja taka, w ich mniemaniu, umozliwi prze-
sunigcie ,,wygospodarowanych” w ten sposéb godzin na przedmioty przez nich
wykladane. W trakcie dyskusji towarzyszacej tym zmianom mozna uslysze¢ glosy,
i to ze strony szacownych profesoréw, z powaznym dorobkiem naukowym, typu:
»--po co wyklada¢ studentom matematyke? Ja sam przez te kilkadziesiat lat bycia
ekonomista z matematyki nie korzystatem, to i oni sobie poradza bez matematyki”.
Oczywiscie na tego typu ,,argumenty” mozna odpowiedzie¢, iz po to, by jesli nie
dogoni¢ nauke¢ §wiatowa, to przynajmniej nie da¢ si¢ zbyt daleko zdystansowac¢ od
Jej poziomu, gdyz podstawowym jezykiem $wiatowej ekonomii jest matematyka.
Swiadczy o tym chociazby waga i liczba godzin zaje¢ z matematyki na czotowych
uczelniach ekonomicznych swiata czy tez lista nagréd Nobla z ekonomii, przyzna-
nych w wigkszosci przypadkéw za prace w gruncie rzeczy matematyczne, i to
z matematyki bardzo zaawansowanej. Niemniej nie na wszystkich polskich uczel-
niach ekonomicznych tego typy argumenty docieraja do decydentéw, czego efek-
tem jest redukcja liczby godzin przeznaczonych na kurs matematyKki.

3. Zazwyczaj pierwszg reakcja wyktadowcy na koniecznos¢ redukcji liczby
godzin przeznaczonych na wyklad jest jego kondensacja. Tak, by w krétszym cza-
sie wylozy¢ te¢ samga parti¢ materiatu. Jednak zazwyczaj okazuje sig, ze jest to bar-
dzo trudne, a na dluzsza met¢ nieoplacalne, gdyz by ten cel osiagnaé¢, wykladowca
musi powaznie ,,gimnastykowa¢” siebie i swoich stuchaczy. Juz obecnie program
nauczania matematyki jest tak napiety i skondensowany, ze jego opanowanie przez
studentéw nie jest latwe. Dalsza jego kondensacja sprawia, ze kazda minuta wy-
kladu staje si¢ bardzo cenna, a studenci musza wklada¢ coraz wigcej wysitku w
jego opanowanie, gdyz coraz wiecej materialu s3 zmuszeni opanowywaé samo-
dzielnie. Narasta w nich frustracja, w efekcie czego coraz wigkszy ich odsetek
zniechegca si¢ do korzystania z matematyki w przysztosci — co dla ekonomii jest
przeciez wymierna strata.

4. Innym, stosunkowo prostym rozwiazaniem, jest redukcja materiatu poprzez
pominigcie pewnych jego partii. Czgsto wtedy dochodzi do powaznych dylematéw:
z czego zrezygnowac?

»Ofiarg” takich redukcji moze byé material poswigcony metrykom. W obec-
nym programie nauczania matematyki metryki odgrywaja rol¢ wstgpu do pojecia
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zbieznosci i granicy, a w konsekwencji do konstrukcji pojgcia pochodnej. W grun-
cie rzeczy do zrozumienia pojgcia granicy wystarczy powszechnie stosowana i
intuicyjnie zrozumiata metryka euklidesowa, stad poczucie, ze mozna bezkarnie
zrezygnowa¢ z metryk, nie tracac przy tym nic na spéjnosci wykladu.

5. Rezygnacja z metryk moze by¢ jednak btedem, i to nie tylko z przyczyn dy-
daktycznych. Dla studenta narysowanie kuli w metryce miejskiej, euklidesowej czy
tez w metryce Czebyszewa nie jest specjalnie trudne — a efekty takiego éwiczenia
sa bardzo korzystne. Jak to okreslita pewna studentka: ,Rysowanie tych kul jest
przyjemne, bo to nie jest abstrakcja”. Abstrakcja — czyli, w jej rozumieniu, co$
trudnego i zrozumialego tylko dla pewnej elitarnej grupy, a w kazdym razie nie dla
niej. Przy trudnym i skondensowanym programie, petnym definicji, twierdzen i
pracochlonnych zadan rachunkowych, metryki stanowia przyjemna odmiang, do-
starczajac studentom nie tylko satysfakcji z samodzielnego rozwiazania. Jezeli
uczymy matematyki w ten sposéb, studenci wykorzystuja tylko swoja pamigc i
umiejetnosci rachunkowe, szybciej si¢ mecza. Dlatego tez warto od czasu do czasu
pobudzaé ich ,,wyobrazni¢ przestrzenng”’, dzigki czemu przyswajanie przez nich
wiedzy jest bardziej efektywne.

6. Dlaczego rezygnacja z metryk jest blgdem? Czy to, ze studenci lubia zadania
graficzne zwiazane z metrykami moze by¢ wystarczajacym argumentem?

W czasach ograniczania programu, gdy kladzie si¢ nacisk na zagadnienia prak-
tyczne, paradoksalnie, metryki moga by¢ dobrym ,,przyczétkiem” umozliwiajacym
¢wiczenie ,,rozumowania abstrakcyjnego”. Podstawa nowozytnej nauki jest rozu-
mowanie abstrakcyjne, czyli przyjmowanie pewnych zalozen i wnioskowanie na
ich podstawie, bez uwarunkowan, do ktérych jestesmy przyzwyczajeni w codzien-
nym zyciu. Rozumowanie abstrakcyjne jest wigc przy tej interpretacji umiejgtno-
scia oderwania si¢ od ,,przyziemnych realiow”. Niewatpliwie studenci zaliczaja
zadania zwigzane z metrykami do zadan ,,praktycznych”. Niemniej jednak dzigki
metrykom mozna fatwo studentom wyjasnié, na czym polega idea myslenia abs-
trakcyjnego, a co wigcej: z grupy studentéw wytoni¢ tych, ktérzy maja naturalne
predyspozycje do postugiwania si¢ tego typu mysleniem.

Mozna si¢ prosto o tym przekonaé, wykonujac nastgpujacy eksperyment.
Wspomniane ¢wiczenie, polegajace na rysowaniu kul w metrykach miejskiej, eu-
klidesowej i Czebyszewa, mozna kontynuowaé, proszac studentéw o narysowanie
kuli w metryce dyskretnej. Metryka dyskretna to metryka, ktdra przybiera tylko
skonczenie wiele wartosci. Najprostsza z nich to funkcjad(x,y)=0, gdy x=y
i d(x,y)=1 gdy x # y. Jak wiadomo, kula o srodku w punkcie p i promieniu r to
zbiér punktéw, ktérych odleglos¢ od p nie przekracza r. Kulg taka tatwo naryso-
wa¢, dyskwalifikujac po prostu te punkty, ktorych odleglos¢ od p przekracza r.
Gdy r > 1, kulg w takiej metryce dyskretnej jest cala przestrzen, i to niezaleznie od
wyboru punktu p. Jednak studenci, nawet jezeli sa w stanie przeprowadzi¢ to ro-
zumowanie samodzielnie, uwazaja, ze wniosek ten po prostu nie moze by¢ praw-
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dziwy, gdyz kiéci sig to z ich intuicja. Przeciez taka kula jest ,,nieograniczona” —
twierdza — kula nie moze by¢ cala przestrzenia!

W tym momencie otwieraja si¢ przed nami nowe mozliwosci. A co to oznacza
sformulowanie, ze dana figura jest ,,nicograniczona”? Czy nie ma brzegu? A co to
jest brzeg figury? Przyjmijmy, ze figura ograniczona to figura, ktéra zawiera si¢ w
kuli o skoniczonym promieniu. Czy wtedy pétprosta jest figura ograniczong? Wias-
nie! To zalezy w jakiej metryce. W metryce dyskretniej, tak!

Zadajac takie pytania i rozpatrujac odpowiedzi na réznych przykladach, tatwo
i naturalnie mozna wciagnaé studentéw w czysto matematyczne rozwazania, uczac
ich przy okazji rozumowania abstrakcyjnego. Dodatkowym atutem, ktéry warto w
tym miejscu podkreslié jest fakt, Zze to jedno ¢wiczenie i te ,,poboczne” rozwazania
nie zajmuja duzo czasu: wystarczy na to dodatkowe 5-10 minut zajgc.

7. Jezeli mozemy poswigcic trochg wigcej czasu, warto kontynuowa¢ spotkanie
studentéw z metrykami na przykfadzie troche bardziej skomplikowanej metryki
dyskretnej. W telefonii stacjonarnej stosuje si¢ rézne taryfy oplat za polaczenie
stacjonarne, w zaleznosci od miejsca zamieszkania rozméwcéw. Jezeli telefonuje-
my do osoby mieszkajacej w tej samej miejscowosci (czy tez w tym samym po-
wiecie), ptacimy mniej niz za polaczenie z osoba mieszkajaca poza ta miejscowo-
scig. Jeszcze wigcej zaptacimy, gdy nasz rozméwca mieszka w innym wojewédz-
twie, w innym kraju itd. Skonstruujmy nastepujaca metryke, odpowiednig dla tej
sytuacji.

(0 dlax=y,

1 dlax#yax,yeM,
d(x,y)=42 dlax,yeM ax,yeW,
3 dlax,yeWAux,yeK,

4 dlax,yeK,

gdzie M, W, K to dowolne, niepuste zbiory, zawierajace si¢ kolejno w sobie (miej-
scowos¢, wojewddztwo i kraj), a x i y to lokalizacje rozméwcéw telefonicznych.

Pouczajacym i bardzo ciekawym dla studentéw zadaniem jest narysowanie w
tej metryce kuli o promieniu 1 i o srodku bgdacym lokalizacja danego abonenta w
jakiej$ przyktadowej miejscowosci. Oczywiscie bedzie to zbiér wszystkich lokali-
zacji (adreséw abonentéw) z tej miejscowosci (nie miejscowosé!). A kula o takim
samym $rodku, lecz promieniu 2 — oczywiscie lokalizacje abonentéw z calego wo-
jewddztwa.

Kule te sa bardzo dobrym przykladem umozliwiajacym studentom zrozumienie
tak trudnych 1 ,,abstrakcyjnych” pojeé, jak zbiér otwarty i zbiér domknigty. Przyj-
mijmy nastgpujace definicje. Punlit wewngtrzny figury to punkt, dla ktérego ist-
nieje koto o $rodku w tym punkcie, ktérego wszystkie punkty sa punktami z tej
figury. Punkt brzegowy figury to punkt, dla ktérego kazde koto o srodku w tym
punkcie zawiera¢ bgdzie punkty nalezace zaréwno do tej figury, jak i punkty do




110

niej nie nalezace. Zbidr otwarty to zbidr skladajacy si¢ tylko z punktéw wewngtrz-
nych, a zbiér domknigty to zbidr, ktérego dopelnienie jest zbiorem otwartym
(R. Antoniewicz, A. Misztal (1997)).

Oczywiscie opanowanie tych definicji przez studentéw wymaga czasu.
Niemniej po prze¢wiczeniu kilku prostych przyktadéw (kula, okrag, prosta, kwa-
drat z brzegiem i bez brzegu itd.) warto ze studentami przeanalizowaé kwesti¢
otwartosci i domknietosci kul w tej metryce ,,telefonicznej”. Mozna im przy tym
pomdc, zadajac pomocnicze pytania. Rozwazmy lokalizacj¢ potozong przy samej
(na) granicy wojewddztwa. Czy lokalizacja taka jest punktem brzegowym woje-
wdédztwa w tej metryce? Jak wyglada kula o takim srodku i o promieniu mniejszym
od 1?7 A kula o promieniu réwnym 1, 2 i tak dalej? Po krétkiej analizie studenci
samodzielnie potrafia dojs¢ do wniosku, ze kazdy punkt tych kul jest punktem
wewnetrznym — czyli kule te s zbiorami otwartymi. Dalsza krétka analiza (jak
wyglada dopelnienie wszystkich lokalizacji z danego wojewddztwa? czy jest to
zbiér otwarty?) doprowadza do wniosku, ze s3 to zbiory otwarte i domknigte zara-
zem — co dla studentéw jest wielce intrygujace.

Dodatkowa zaleta tego ¢wiczenia jest uzmystowienie studentom faktu, iz poje¢-
cie ,,odleglosci’” moze by¢ utozsamione z kosztami pokonania odlegtosci.

8. Najwazniejszym argumentem przemawiajacym za tym, by nie tylko nie re-
zygnowa¢ z metryk w programie nauczania, ale wrgcz przeciwnie, program ten
poszerzy¢, jest to, ze wspoOlczesna teoria ekonomii praktycznie nie uwzglgdnia
przestrzeni — i to zaréwno na poziomie mikro- jak i na poziomie makroekonomii.
W klasycznej teorii konsumenta na wybory dokonywane przez dany podmiot nie
ma wplywu ani lokalizacja tych débr, ani miejsce lokalizacji podmiotu - co
sprzeczne jest z rzeczywistoscia, ktora ta teoria opisuje. Podobnie jest w teorii cen,
w ktorej zaklada si¢, ze podaz i popyt spotykaja si¢ na rynkach nie majacych ani
okreslonej formy, ani okreslonego zasiggu, ani potozenia w przestrzeni. Wiasciwie
panuje milczaco przyjete uproszczenie, ze wszystkie podmioty i wszystkie dobra sg
zgromadzone w jednym miejscu.

Nawet w klasycznej teorii handlu mi¢gdzynarodowego — a wigc w teorii, ktéra
powinna uwzglednia¢ czynnik przestrzeni jako jeden z czynnikéw podstawowych
— poszczegolne kraje traktowane sa jako punkty; nie maja formy, zréznicowanej
powierzchni, nie uwzglednia si¢ tez wzajemnego potozenia krajéw wzgledem sie-
bie — a nawet (z rzadkimi wyjatkami) odleglosci pomigdzy nimi.

Dlaczego taki stan rzeczy ma miejsce? Bez watpienia jedng z wazniejszych
przyczyn jest wygoda i prostota takiego postgpowania. Uwzgl¢dnienie przestrzeni
moze mocno skomplikowaé rozwazany problem. A im mniej danych, tym prostsze
rachunki i tym prosciej o czytelne rozwiazanie. Oczywiscie, wigkszos¢ badaczy
zagadnigtych o to przyznaje, ze wprowadzenie przestrzeni wniostoby do rozwazan
pewne subtelnosci, niemniej niejawnie zaklada, iz te subtelnosci nie podwazaja
otrzymanych rezultatéw — ,,zapominajac” przy tym, iz im wigcej takich ,,niewery-
fikowalnych” zalozen si¢ przyjmuje, tym mniej wiarygodny jest rezultat ich badan.
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9. Jednak wazniejsza przyczyna tej sytuacji jest brak odpowiednich umiejg¢tno-
sci i odpowiedniego przygotowania ekonomistéw. Kto$, kto nie umie korzysta¢
z danego narzedzia, nie bgdzie z niego korzystal — nawet jesli dzigki takiemu na-
rzedziu méglby bardziej efektywnie wykonywaé swoja prace. Zeby uwzglednié
w swojej pracy przestrzefi, przede wszystkim trzeba umie¢ radzi¢ sobie z pojgciem
przestrzeni metrycznej — w szczeg6lnosci umie¢ dobraé lub skonstruowaé odpo-
wiednig metryke do danego zagadnienia.

Swiadcza o tym wyniki matego eksperymentu przeprowadzonego przeze mnie
wsrdd studentéw pierwszego roku studiéw. Czasami, aby odpowiednio zmobilizo-
wa¢ studentéw do pracy wlasnej, zadaj¢ studentom nieobowiazkowe zadania pro-
blemowe do samodzielnego rozwiazania w domu. Potencjalng nagroda dla oséb,
ktére poprawnie rozwiaza taki problem, sa dodatkowe punkty — co oznacza istotne
zwigkszenie szans otrzymania korzystniejszej oceny semestralnej. I pomimo to, iz
czgsto sa to zadania trudne i pracochlonne, taka forma pracy cieszy si¢ spora popu-
larnoscia wsréd studentéw. Jedno z takich zadan sformutowane bylo nastgpujaco:
Istnieje pewna bariera (rzeka, granica) dzielaca dany zbiér na dwie roztaczne czg-
$ci A i B. Przekroczy¢ ja mozna tylko w jednym okre§lonym punkcie ¢ (most,
przejscie graniczne). Takiej sytuacji odpowiada metryka zadana wzorem:

4 {d(x,y) dla x,ye Avx,y€e B,
Ay d(x,c)+d(c,y) dla (x€ Arye B)v(xe BAy€E A),
gdzie ANB=0.

Dla uproszczenia, formutujac zadanie, jako granice podalem prosta y=x-1,
a jako punkt graniczny c =( 1, 0). Zadanie dla studentéw skltadalo si¢ z dwéch
czgsci. Po pierwsze, mieli wykazaé, ze funkcja d,. spelnia kryteria metryki, a po
drugie — narysowac rézne kule w tej metryce.

O ile pierwsza czg$¢ zadania zostata prawidlowo rozwiazana przez kilku stu-
dentéw (co moze oznaczac, ze zadanie nie jest ani zbyt proste, ani zbyt trudne dla
nich), o tyle z drugg cz¢scia zadania — a wigc z ta praktyczna — potrafita sobie po-
radzi¢ tylko jedna osoba! Jest to dosy¢ zaskakujacy rezultat, gdyz do rozwiazania
tego zadania wlasciwie wystarczy tylko niewielka doza umiej¢tnosei plastycznych
i trochg ,,przestrzennej wyobrazni”. Wystarczy tylko narysowacé ,.granicg” i ,,przej-
scie”, wybra¢ srodek i zaznacza¢ te punkty, ktérych odlegtos¢ od srodka nie prze-
kracza zadanego promienia (rys. 1).

Na podstawie rezultatéw tego eksperymentu i kilku innych, podobnych moge
stwierdzi¢, ze pomimo duzych chgci z ich strony jest to dla studentéw, przysztych
ekonomistdéw, zbyt trudne! Oczywiscie przyczyna tego stanu rzeczy nie tkwi
w tym, ze to przekracza ich mozliwosci. Po prostu: ,,wyobraznig¢ przestrzenna”
trzeba ¢wiczy¢. A do tego oczywi icie potrzeba czasu — i to co najmniej jednej pel-
nej godziny lekcyjne;j.
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10. Metryk, na ktérych mozna t¢ wyobraznig¢ ¢wiczy¢, nie brakuje. Metryka fi-
lozoféw (metryka centrum), metryka rzeka (A. Smoluk (2002)), metryki circum—
radialne (J. Perreur, J.B. Thisse (1974): za Ponsard i inni (1992)) — to wszystko nie

. Rys. 1. Kule w metryce z granica i z jednym przejsciem
Zr6dlo: opracowanie wlasne.

tylko metryki ciekawe i niebanalne, ale i majace zastosowania praktyczne. Szcze-
golnie duze zastosowanie w ekonomii (na przyktad do opisu zjawisk zwiazanych z
transportem) maja metryki wykorzystujace funkcj¢ minimum.

. Rys. 2. Kula o$rodku w punkcie a i promieniu r > p w metryce d’
Zrédlo: A. Maciuk (2004).
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Rozpatrzmy graf skladajacy si¢ z dwéch wierzchotkéw a i b oraz krawedzi ta-
czacej te punkty o przyporzadkowanej ,,dlugosci” p (gdzie p > 0). Zalézmy, ze te
dwa punkty sg zawarte w pewnym wigkszym zbiorze X, na ktorym jest okreslona
metryka d. Jesli parametr p jest istotnie mniejszy od d (a, b), to mozna okresli¢
nowa metryke d’ wzorem:

d'(x,y)= mjn{d(x,y), d(x,a)+ p+d(b,y), d(x,b)+p+d(a,y)}. )

Wz6r ten ma prosta interpretacj¢. Do dyspozycji mamy dwie formy transportu,
przy czym druga, szybsza forma transportu dostgpna jest tylko bezposrednio po-
migdzy punktami a i b. Pasazer moze poruszaé si¢ z punktu x bezposrednio do
punktu y za pomoca pierwszego, powolniejszego srodka transportu (d(x, y})), albo
alternatywnie, za jego pomoca dotrze¢ do punktu przesiadkowego (d(x, @) lub
d(x, b)). A stamtad za pomoca szybszej, drugiej formy transportu dotrze¢ do dru-
giego punktu przesiadkowego (p), aby dalej, ponownie za pomoca pierwszej formy
transportu, dotrze¢ do wlasciwego celu podrézy (d(b, y) lub d(a, y)). Wzér (1) od-
powiada sytuacji, w ktérej pasazer sposréd tych dwéch mozliwosci zawsze wybie-
ra t¢, ktéra pozwala szybciej dotrze¢ do celu. W metryce tej kule maja charaktery-
styczna posta¢ (zob. rys. 2).
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METRICS IN TEACHING OF ECONOMICS
Summary

Nowadays there is a strong pressure to reduce the program of maths during the first year of
economy studies. The Autor lists several reasons why teaching metric space should be continued or
moreover intensified.



	METRYKI W UCZENIU EKONOMII
	Literatura

