PRACE NAUKOWE AKADEMII EKONOMICZNEJ WE WROCLAWIU

Nr 1117 2006
Dydaktyka matematyki

Aleksander Strasburger

Szkota Gtéwna Gospodarstwa Wiejskiego w Warszawie

O KONCEPCJI I DOSWIADCZENIACH Z WYKLADU
»WSTEP DO ANALIZY FUNKCJONALNEJ 1 WYPUKLEJ”
DLA KIERUNKU EKONOMETRIA I INFORMATYKA
W SZKOLE GLOWNE]J GOSPODARSTWA WIEJSKIEGO
W WARSZAWIE

1. Wstep

W ramach studium matematyki wyklad analizy funkcjonalnej stanowi kulmi-
nacj¢ pierwszego etapu studiéw — jest on jakby zwornikiem trzech podstawowych
galezi matematyki: analizy matematycznej, algebry liniowej i topologii. Rzut oka
na spis tresci standardowych podrgcznikéw analizy funkcjonalnej (A. Alexiewicz
(1969); J. Musielak (1989) czy W. Rudin (2002)) pozwala stwierdzi¢, ze typowy
wyklad analizy funkcjonalnej obejmuje jako minimum nastgpujace tematy: teorig¢
przestrzeni funkcyjnych, a w szczegdlnosci przestrzeni Lebesgue’a A”, i ich dys-
kretnych odpowiednikéw — przestrzeni ciagowych A" — wraz z ich wspéizalezno-
Sciami (dualnos¢); geometryczne i topologiczne podstawy teorii abstrakcyjnych
przestrzeni unormowanych ze szczegélnym uwzglgdnieniem klasy unormowanych
przestrzeni zupelnych (przestrzeni Banacha); dzial, ktéry mozna okresli¢ klasycz-
nym terminem ,.teorii operacji liniowych” obejmujacy ogdlne fakty dotyczace ope-
rator6w liniowych w przestrzeniach Banacha (twierdzenia Banacha-Steinhausa,
Banacha o odwzorowaniu otwartym i wykresie domknigtym, klasyczna alternaty-
we Fredholma) oraz elementy teorii przestrzeni Hilberta i teorii operatoréw w tych
przestrzeniach (elementy teorii spektralnej). Lacznikiem z zagadnieniami naleza-
cymi do drugiego kregu tematéw zawartego w tytule wykladu — wypuklos¢ — sg
problemy dualnosci przestrzeni unormowanych i studium funkcjonatéw liniowych
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oparte na twierdzeniu Hahna-Banacha i jego geometrycznej formie — twierdzeniu o
rozdzielaniu zbioréw wypuklych.

Przeprowadzenie wyktadu tej tresci w sposéb przyswajalny dla audytorium
sktadajacego si¢ ze studentéw o przygotowaniu matematycznym dekretowanym
przez minima programowe dla kierunku Ekonometria i Informatyka wydaje sig,
przynajmniej dla piszacego te stowa, niemozliwe. Poza brakami merytorycznymi
dotyczacymi na przyklad teorii miary, nawet najbardziej ambitnie zakreslone zajg-
cia z analizy matematycznej i algebry liniowej w standardowym wymiarze czaso-
wym (60 godz. + 60 godz. i 30 godz. + 30 godz.) nie sa w stanie wyrobi¢ u studen-
tow wymaganej przy takim wyktadzie kultury matematycznej. Rozumiem przez to
umiejetno$¢ juz nawet nie konstruowania, ale $ledzenia ze zrozumieniem diuz-
szych dowodéw czy rozwiazywania praktycznych probleméw wymagajacych wie-
loetapowych konstrukcji matematycznych czy logicznych. Z moich doswiadczen
wynika na przyklad, ze duza przeszkoda sa powstajace czgsto ,,zawezlenia niepo-
rozumien”, gdzie uzywanie dwuznacznej notacji prowadzi do powstania wrazenia
identycznosci pewnych poje¢. Najbardziej banalnym przykladem takiej sytuacji
bylo uzywanie przez studentéw tych samych oznaczen dla pochodnych czastko-
wych co dla pochodnych zwyczajnych, co doprowadzito do tego (lub byto efektem
tego), Ze pojecia te w odczuciu studentéw ulegly utozsamieniu, w rezultacie czego
préby naklonienia stuchaczy do uzywania wlasciwej notacji byly traktowane jako
merytorycznie nieuzasadnione i zostaly zanegowane.

Przy takim ,,punkcie wyjécia” (zeby nie powigksza¢ lamentu nad stanem na-
uczania matematyki w szkotach srednich, okresle w ten sposéb rozeznanie stanu
przygotowania studentdw na etapie bezposrednio poprzedzajacym przystapienie do
omawianych zaje¢, niejako ,,na wejsciu do wykladu’) konieczne stato si¢ przefor-
mutowanie celu wykladu i, co za tym idzie, zakresu obejmowanego przezen mate-
rialu. Zaczniemy od przedstawienia tego drugiego punktu.

2. Zawartos¢ i rozklad materiatu wykladowego

Cze$¢ pierwsza wykladu stanowi Rozszerzajqce repetytorium algebry liniowej.

Po przypomnieniu podstawowych definicji i wprowadzeniu w kontekscie abs-
trakcyjnych przestrzeni wektorowych poj¢é normy i iloczynu skalarmego przyste-
pujemy do przegladu menazerii przestrzeni wektorowych, obejmujacej przede
wszystkim te gatunki, z ktérymi studenci maja szans¢ wej$¢ w interakcj¢ w dal-
szym toku studidéw, ewentualnie w przysztej pracy. Tu gléwne miejsce zajmuja
rozmaite przestrzenie funkcyjne, od przestrzeni wielomiandéw algebraicznych i
wielomianéw trygonometrycznych poprzez przestrzenie ciagowe do przestrzeni
funkcji ciaglych na odcinku zwartym, a nawet funkcji ograniczonych okreslonych
na dowolnej (niekoniecznie skonczonej) dziedzinie. Zwracamy przy tym uwagg na
istniejace relacje migdzy tymi przestrzeniami, w giéwnej mierze na wzajemne za-
wierania, oraz na mozliwosé¢ wprowadzenia struktur metrycznych — normy lub
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iloczynu skalarnego (nierzadko na wigcej niz jeden sposdb) oraz nie unikamy oka-
zji korzystania ze znajomosci wyniesionych z wykladu analizy matematycznej
poje¢ i faktéw dotyczacych zbieznosci ciagéw i szeregéw. To ostatnie przygotowu-
je grunt do glebszego studium problemu zbieznosci w dalszym ciagu wykladu.

Ta cze$é wyktadu osiaga punkt kulminacyjny w dyskusji baz ortonormalnych
wraz z metoda ortonormalizacji Grama-Schmidta i twierdzeniem o istnieniu rzutu
prostopadiego na podprzestrzen. Ze wzgledu na topologiczne zatozenia potrzebne
dla dowodu tego twierdzenia w przypadku ogdlnych przestrzeni z iloczynem ska-
latmym dowodzimy go w przypadku skonczenie wymiarowym, eksponujac przy
tym ekstremalne wlasnosci tego rozktadu, wazne réwniez w przypadku nieskon-
czenie wymiarowym. Twierdzenie to formutujemy, jak nastgpuje.

Twierdzenie o rzucie prostopadtym. Jesli G jest skonczenie wymiarowq prze-

strzeniq wektorowq z iloczynem skalarmym oznaczanym () i normq "{ ||2 =(4é

oraz Q C ¢ dowolnq podprzestrzeniq wektorowq ¢, to rzut ortogonalny na Q jest
odwzorowaniem liniowym P. ¢ — S jednoznacznie wyznaczonym przez kazdy z
dwdch wzajemnie réwnowaznych warunkéw:

a) dla kazdego wektora x € ¢ wektor x — Px jest ortogonalny do przestrzeni Q;

b) dla kazdego wektora x € ¢ zachodzi réwnos¢

lbe— Px || = inf {|lx — wil: weQ } = &x, Q).

Jak wiadomo, punkt b) oznacza, ze aby podejs¢ jak najblizej zawieszonego pod
sufitem stoika konfitur, trzeba stana¢ na spodku prostopadlej do podlogi przepro-
wadzonej przez srodek stoika!

Wprowadzone wczesniej przyklady przestrzeni liniowych dostarczaja wielu
mozliwosci praktycznej ilustracji zagadnienia ortonormalizacji baz — ortogonal-
no$¢ funkcji trygonometrycznych, konstrukcje wielomianéw Legendre’a przez
ortogonalizacje ciagu jednomianéw 1, 7, 7, 7,..., jednakze specjalnie dla potrzeb
naszego audytorium nie mozna pomina¢ zastosowania tego twierdzenia do przed-
stawienia metody najmniejszych kwadratéw w ujeciu geometrycznym i pokazania,
ze tzw. réwnania normalne MNK s3 niczym innym jak wyrazeniem dla odpowied-
niego rzutu ortogonalnego.

Algebraiczna czgéé¢ wykladu zamyka prezentacja podstawowych pojgé odno-
szacych sig¢ do teorii zbioréw i funkcji wypuklych. Tu miesci si¢ na przyklad in-
formacyjnie potraktowane twierdzenie Carathéodory’ego: Jesli ® c P”", to dowol-
ny punkt x € conv(®) mozna zapisa¢ jako kombinacje wypuklq co najwyzej n + 1
elementow z ®. Jednakze w tym kr¢gu zagadnien najwigcej uwagi poswigcamy
skoficzenie wymiarowej wersji twierdzenia o oddzielaniu, ktére formutujemy juz w
tym miejscu (mimo iZ pewne topologiczne pojgcia, skadinad intuicyjne, pozostaja
jak na razie niezdefiniowane) po to, aby material ¢wiczeniowy po$wigcony na
przyklad elementarnym zagadnieniom programowania liniowego ukaza¢ w odpo-
wiednio szerokiej perspektywie.
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Twierdzenie o generowaniu zbiorow wypuklych. Przez kazdy punkt brzegu
domknietego zbioru wypuktego K C P" przechodzi hiperptaszczyzna podpierajqca.
Czesciq wspdlng wszystkich polprzestrzeni zawierajgcych K i wyznaczonych przez
hiperptaszczyzny podpierajqce jest zbior K.

Fundamentalna nieréwnos¢ Jensena dla funkcji wypuklych stuzy nam do wy-
prowadzenia i skomentowania nierdwnosci typu wypuklosci — nieréwnosci dla
srednich czy tez nieréwnosci Holdera, potrzebnej np. przy dyskusji norm w prze-
strzeniach ciagowych.

Cz¢s¢ druga wykiadu poswigcona jest budowie aparatu pojeciowego zwiqza-
nego z elementarnymi strukturami topologicznymi prezentowanymi w kontekscie
topologii przestrzeni metrycznych. Punktem wyjscia jest koncepcja metryki umoz-
liwiajaca wprowadzenie pelnej rodziny otoczen punktu (kul) jako narzedzia mie-
rzenia oddalenia od wybranego punktu (w pewnej analogii do stref taryfowych
stosowanych niekiedy w komunikacji miejskiej!) i konstruowanie na tej podstawie
pojecia punktu skupienia zbioru i zbieinosci ciqgu punktow. Z nich z kolei wy-
wodza si¢ operatory topologii mnogosciowej (domykania zbioru czy brania jego
wngtrza) czy pojecia zupetnosci i zwartosci przestrzeni metrycznej, a takze ogdlna
koncepcja ciqglosci odwzorowania przestrzeni metrycznych. Uzycie ogdlnych
przestrzeni metrycznych, zamiast zazwyczaj rozwazanych w takim wykladzie
przestrzeni unormowanych, uzasadnione jest mozliwoscia wykorzystania tego
ogdlniejszego schematu w sytuacjach, gdy struktura wektorowa jest nieobecna lub
tez pozbawiona w danym kontekscie znaczenia — tak jest na przyklad przy wyko-
rzystaniu tego pojecia w taksonomii numerycznej (metryka Minkowskiego) lub w
zagadnieniach konstrukcji kodéw poprawiajacych bledy (metryka Hamminga).

Punkt cigzkosci topologicznej czgsci wykladu spoczywa na pojgciu zwartosci.
Z zalozenia zwarto$ci zbioru czynimy wygodne narz¢dzie zaréwno dla metod
obliczeniowych — rézne metody aproksymacji, warunek dostateczny osiagania
ekstremum przez funkcje ciagle, jak i dla same;j teorii. Dla zachowania ciagtosci z
wykladem analizy matematycznej za punkt wyjscia dla wprowadzenia pojgcia
zwartosci przyjmujemy dobrze znana dla przypadku jednej zmiennej wlasnosé
Bolzano-Weierstrassa, zapewniajaca istnienie podciagéw zbieznych w kazdym
ograniczonym ciagu liczb rzeczywistych lub, réwnowaznie, istnienie punktéw
skupienia dla nieskoniczonych ograniczonych podzbioréw osi liczbowej P. Dia
petnosci wyktadu podajemy dowéd tej wiasnosci w przypadku osi liczbowej kla-
syczna metodg bisekcji, a nast¢pnie rozszerzamy ja na przypadek przestrzeni karte-
zjanskiej dowolnego skonczonego wymiaru, traktujac dowdd jako okazje do przed-
stawienia pozytecznej metody wyboréw kaskadowych — z danego ograniczonego
ciagu wybieramy podciag zbiezny w pierwszych wspétrzednych, nastepnie z niego
podciag zbiezny w drugich wspdtrzednych (i automatycznie zbiezny takze w
pierwszych wspdtrzgdnych) i tak dalej az do uzyskania podciagu zbieznego na
wszystkich miejscach.
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Jednak, jak wiadomo, ,,zwarto$¢ ma rézne oblicza”, wigc najwazniejsze z nich
przedstawiamy w formie twierdzenia o charakteryzacji zbioréw zwartych.
Niech K C E, przy czym (Z, d) jest przestrzeniq metrycznq. Nastepujqce warunki sq
rownowazne:

a) K jest zbiorem zwartym, tj. z kazdego ciqgu elementow K mozina wybraé
podciqg zbiezny do elementu K (wlasnosé Bolzano-Weierstrassa);

b) z kazdego pokrycia otwartego zbioru K mozina wybraé pokrycie skoriczone
(warunek Borela—Lebesgue’ a);

¢) Kjest zbiorem zupetnym i catkowicie ograniczonym;

d) czes¢ wspdlna kazdej skonczenie centrowanej na K rodziny zbioréw do-

mknietych w E ma niepuste przecigcie 7 K, tj. U{ge 4y Pa\v K# D.

Kazdy z powyzszych warunkéw ma swoja rol¢ do odegrania w wykladzie —
warunek Borela-Lebesgue’a jest niezastapiony w rozwazaniach teoretycznych i z
tego wzgledu nie sposéb go opusci¢. Moze nieco mniej znany jest warunek c),
wiazacy zwarto$¢ z pojeciem catkowitej ograniczonosci zbioru, ktére definiujemy,
jak nastepuje.

Podzbior K przestrzeni metrycznej nazywa sie catkowicie ograniczonym, jesli
dla kazdego € > 0 mozna znale3¢ taki skonczony jego podzbior, ze kazdy punkt K
lezy w odlegtosci nie wigkszej niz € od przynajmniej jednego z punktéw tego zbioru.
Zbior taki wygodnie nazywac &-siecia, a jego bardzo intuicyjne znaczenie pozwala
dobrze wyobrazi¢ sobie, o co naprawde chodzi w zagadnieniu aproksymacji.
Z kolei punkt d) wyglada odstraszajaco abstrakcyjnie, ale po chwili namystu wi-
dac, ze stanowi on teoretyczng podstawe¢ metod numerycznych opartych na rozma-
itych sposobach podziatu (metoda bisekcji, trysekcji itp.) i choéby z tego wzgledu
warto umiesci¢ go w szafce z podr¢gcznymi narze¢dziami.

Wspomiane metody aproksymacji, z metoda bisekcji na czele, stanowia
wygodny i ciekawy materiat ¢wiczeniowy w ich aspekcie zaréwno teoretycznym,
jak i numerycznym; ten drugi przy wykorzystaniu odpowiedniego instrumentarium
informatycznego, np. programowania procedur przyblizonego wyznaczania pier-
wiastkow, lub ogdlniej punktéw statych funkcji, za pomoca Excela, programu
Mathematica lub wybranych jezykéw programowania.

Réznorodnos¢ mozliwych zastosowan zwartosci przestrzeni stwarza mozliwos¢
elastycznego doboru tematéw do przedstawienia na wykladzie, lecz niektére z nich
maja tam miejsce na state. Naleza do nich, poza wspomnianymi metodami aprok-
symacji czy twierdzeniem o osiaganiu kreséw przez funkcje ciagla o zwartej dzie-
dzinie, twierdzenia o zachowaniu zwartosci przez odwzorowania ciagte i jedno-
stajnej ciagltosci odwzorowan ciaglych o zwartej dziedzinie. Ponadto podajemy
zazwyczaj krétki i elegancki dowéd réwnowaznosci norm w skonczenie wymiaro-
wych przestrzeniach oparty na wlasnosci osiagania kreséw na zbiorze zwartym (w
tym przypadku kuli jednostkowej). Warto tez wspomnie¢, choé tym razem bez
dowodu, o twierdzeniu Riesza, charakteryzujacym skofczenie wymiarowe prze-
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strzenie unormowane wlasnie przez zwartos¢ kuli jednostkowej oraz o twierdzeniu
Weierstrassa o gestosci wielomianéw w przestrzeni X([& fl) funkcji ciagtych na
odcinku zwartym wyposazonej w normg jednostajna.

Drugiemu z centralnych pojeé topologicznych, jakim jest zupelnos¢, poswig-
camy zdecydowanie mniej miejsca — jednym z dwodch zasadniczych rezultatéw
teoretycznych jest twierdzenie o zupetnosci przestrzeni X([ &, f]) wzgledem normy
jednostajnej, wraz z przyktadami wskazujacymi jej niezupetno$¢ w normach cal-
kowych A' czy A% Jako centralny punkt tej czgéci wyktadu, prowadzacy przy tym
do niebanalnych zastosowan, wybieramy rezultat nazywany zazwyczaj zasada
Banacha.

Zasada Banacha, czyli twierdzenie o punkcie stalym odwzorowania zbliza-
jacego. Jesli ¢: E — E jest odwzorowaniem zblizajqcym ze statq 0 < a< 1 w zu-
pelnej przestrzeni metrycznej (5, d), tj. d(f(x), f(y))<a d(x,y) dla wszystkich
X,y € E, to ¢ ma jedyny punkt staty. Co wiecej, dla dowolnego punktu p € = ciqg
rekurencyjny (x,) o elementach z = zdefiniowany wzorem

x,=f(x) n=L2,...,x,=p.
Jest zbiezny do punktu statego odwzorowania ¢. Wyrazy tego ciqgu spetniajq nie-
réwnosc

(24

d(x,,6)<

dx, x, )<

n+l

|-« |-«
gdzie przez & oznaczony jest punkt staly odwzorowania @.

Rezultat ten mozna wyspecyfikowaé dla przypadku odwzorowan liniowych w
przestrzeniach Banacha, ale nie bgdziemy si¢ tym tutaj zaymowad. Twierdzenie to,
ktérego zrédlta mozna dopatrywac si¢ w metodzie stycznych Newtona, jest nie-
zwykle uzyteczne zaréwno w zagadnieniach teoretycznych, jak tez i w zastosowa-
niach. Co wazne, z niego wyrasta tak dzi§ aktualna tematyka badan nad ukladami
dynamicznymi, a w szczegolnosci charakterystykami ich asymptotycznego zacho-
wania wraz z pytaniem o wystgpowanie chaosu. W ekonomii mamy dobrze znane
kazdemu modele pajgczynowe dochodzenia do stanu réwnowagi, ktdre sa matema-
tycznie dos¢ prostym, ale nie pozbawionym znaczenia zastosowaniem techniki
ciagébw rekurencyjnych. W tym kregu zagadnien mozna tez znalez¢ interesujacy
material ¢wiczeniowy, a przed bardziej ambitnymi i wprawnymi w programowaniu
studentami stoja otworem rézne techniki modelowania obiektéw fraktalnych.

Ostatnig czescia wykladu sa zazwyczaj zagadnienia wprowadzajqce w tematy-
ke optymalizacji, a w szczegolnosci podstawy programowania liniowego i nieli-
niowego. Wykorzystujac elementarne wlasnosci algebraiczne i topologiczne, mo-
zemy w pelni wykaza¢ twierdzenie podstawowe programowania liniowego.

Niech ¢ P" — P bedzie funkcjq afinicznq postaci f(x) = Z

be Pdlai=1,...,n, X C P"zas wieloscianem (przecieciem skoriczonej rodziny
polprzestrzeni domknietych w P"). Jesli f jest ograniczona z géry na X, to osiq-

d(xo’ xn)J

" ax +b, gdzie a,

i= 4t
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ga swe wartoSci maksymalne w punktach nalezqcych do pewnej sciany X, ktora
takze jest wieloscianem. Jesli ponadto X jest ograniczony, to f osiqga wartosé
maksymalnq w punkcie bedqcym wierzchotkiem Z.

W odniesieniu do dowolnych funkcji wypuklych dowodzimy zazwyczaj czgsto
wykorzystywane twierdzenie podstawowe programowania wypuklego (zob.
L.D. Berkowitz (2002)) niech ¢. X — P bedzie funkcjq wypuktq okreslonq na zbio-
rze wypuklym X c P". Wéwczas:

a) jesli xo € X jest lokalnym minimum @, to jest tez minimum globalnym;

b) zbidr punktow, w ktérych ¢ osiqga minimum, jest zbiorem wypukiym (byé¢
moze pustym);

c) jesli ¢ jest scisle wypukla i osiqga minimum, w xo € X, to jest to jedyny punkt
minimum dla @,

d) jesli ¢ nie jest stata i osiqga maksimum w pewnym punkcie x € X, to x jest
punktem brzegowym X.

Niestety, na pogt¢biona dyskusje¢ twierdzenia Kuhna-Tuckera program wykta-
du pozostawia nam za malo czasu, tym bardziej ze pozostaja zazwyczaj do wypet-
nienia pewne luki dotyczace analizy wielu zmiennych. W tym zakresie sformuto-
wania nie wykraczaja poza to, co mozna znalez¢ w standardowych podre¢cznikach
(R. Antoniewicz, A. Misztal (2003); W. Dubnicki, J. Klopotowski, T. Szapiro
(1999); L.D. Berkowitz (2002)).

3. Podsumowanie

Mamy nadziej¢, ze powyzej zaprezentowany program wyktadu pozwala do-
strzec jego ni¢ przewodnia, jaka jest ogdlna koncepcja aproksymacji i jej zastoso-
wanie do réznych wersjach i w odniesieniu do réznych sytuacji. Dodamy zatem
Jjedynie dwie zasady metodologiczne, ktérych staramy sig¢ $cisle trzymaé w trakcie
wyktadu.

Po pierwsze, kazda nowa abstrakcyjna definicj¢ nalezy ilustrowaé mozliwie
szeroka gama przykiadéw — jest to szczegdlnie wazne réwniez dlatego, ze dla stu-
dentéw tego kierunku matematyka jest tylko narz¢dziem, co wprawdzie moze rani¢
serce ,,czystego matematyka”, ale tego stanu rzeczy nie mozna kwestionowac.

Druga zasada dotyczy dowoddéw i mozna ja sformulowaé jako postulat, aby
podawane dowody zawieraly przynajmniej zalazek techniki, ktérg mozna wyko-
rzysta¢ w zagadnieniach praktycznych.
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ON CONCEPT AND EXPERIENCES
GAINED BY CONDUCTING LECTURES
“AN INTRODUCTION TO FUNCTIONAL AND CONVEX ANALYSIS”
ADDRESSED TO STUDENTS OF COMPUTER SCIENCES AND
ECONOMETRICS AT THE WARSAW AGRICULTURAL UNIVERSITY

Summary

In the years 2002/03-2004/05 the author of the article has lectured an introductory course of
functional and convex analysis to second year students at the Interfaculties’ Studies in Computer
Sciences and Econometrics at the Warsaw Agricultural University . The time scope of the lecture was
2+2 lecture hours ((lectures and practical classes). On entering this course students had completed
a broadly outlined one-year course of mathematical analysis and a one semester course in linear alge-
bra. The aim of the course could be described as accessible, but nevertheless logically coherent pres-
entation of the main notions and tools used for solving problems related to mathematical foundations
of optimization theory and other encountered in mathematical economics and information sciences.
The article describes a sketch of the programm of such a course, based on experiences gained through
the years of lecturing.
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