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? We see beautiful adaptation everywhere
and in every part of the organic world.”

Darwin



Streszczenie

Niniejsza praca przedstawia wyniki badan analitycznych i aplikacje metody poszukiwan
ewolucyjnych z migkka selekcja. Omoéwiono rozwijane w ostatnich dwudziestu latach
kierunki badan stosujacych migkka selekcje punktéw bazowych: modele ewolucji makro-
molekul Eigena, Genetic Algorithms, Evolution Strategy, Simulated Annealing. Przed-
stawiono metode poszukiwan ewolucyjnych z miekka selekcja oraz wyniki wczesniej-
szych badan symulacyjnych i analitycznych metody. Opisano uzyskane wyniki analizy
rozkladéw nieskonczonych populacji w stanie rownowagi selekcyjno-mutacyjnej. Zapro-
ponowano nowy zapis formalny modelu, przy pomocy ktdérego przeprowadzono analize
stochastyczna modelu dla bardzo malych i bardzo duzych populacji. Zaproponowano
wykorzystanie miekkiej selekcji do zadan planowania eksperymentéw. Przedstawiono
algorytm dyskretnego, D-optymalnego planowania eksperymentu oraz wyniki testéw nu-
merycznych metody na standardowym, przyjetym w literaturze, zestawie zadan.
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Wstep

Niniejsza praca przedstawia badania formalne i symulacyjne pewnych aspektéw ewolu-
cyjnych proceséw adaptacyjnych, uzytecznych z punktu widzenia algorytméw optymali-
zacyjnych.

Pierwotnie pojeciem adaptacji okreslano biologiczne procesy dopasowywania orga-
nizméw do zmieniajacych si¢ warunkéw srodowiska. Nastepnie zakres tego pojecia sig
poszerzal, obejmujac wszystkie te sytuacje, w ktorych mozna méwi¢ o "nabywaniu do-
$wiadczenia” i wykorzystywaniu tego doswiadczenia do poprawy ”efektywnosci dzialania”.
Poza biologia procesy adaptacyjne rozwazane sag dzi§ w ekonomii, historii, naukach spo-
tecznych, psychologii, lingwistyce, literaturoznawstwie, muzyce, no i oczywiscie w au-
tomatyce. Zgodnie z popularng definicjg (Leksykon PWN 1972) przez adaptacje rozu-
mie sie ”przystosowanie si¢ do nowego srodowiska spolecznego, sytuacji, warunkéw,
funkcja inteligencji; rowniez zmniejszenie odczuwania okreslonych bodzcéw wskutek ich
dlugotrwalego dzialania”. Definicja adaptacji obowigzujaca w automatyce stwierdza,
ze adaptacja to ”zmiany parametréow i struktury ukladu sterowania, a takze jego ze-
wnetrznych oddzialywan sterujacych na podstawie biezacej informacji, zmierzajace do
osiggniecia lub utrzymania okreslonego stanu wobec zmieniajacych si¢ warunkéw pracy
i wystepowania réznych zaklécenr” (Leksykon naukowo-techniczny. WNT 1989).

Cho¢ procesy adaptacyjne powszechnie wystgpuja w przyrodzie, to wiedza na temat
mechanizméw i regularnosci w nich wystepujacych jest wciaz niewielka. Zlozonos¢ struk-
tur i specyfika powiazan stochastycznych wystepujaca w systemach naturalnych utrud-
niaja budowe modeli formalnych oraz ich analize matematyczna. Mimo dos¢ powszechne]
zgody, co do zalozen darwinizmu daleko jeszcze do jednolitej teorii formalnie opisujace]
procesy adaptacji naturalne;j.

Badanie takich procesow jest niezmiernie interesujace dla inzyniera. Analiza procesow
biologicznych jest sprawdzonym Zrédlem inspiracji do konstrukcji algorytméw informaty-
cznych. Budowa technologicznych systemow adaptacyjnych jest jednym z najbardziej
obiecujacych kierunkéw rozwoju automatyki. Oczekiwania, ze zrozumienie zasad adap-
tacji systeméw naturalnych dostarczy cennych wskazowek w tym zakresie, wydaja sie
uzasadnione.

Wspdlna cecha wiekszosci klasycznych algorytmow optymalizacyjnych jest to, iz po-
szukujac rozwiazan lepszych niz dotad uzyskane bazuje si¢ na rozwiazaniach najlep-
szych z dotad uzyskanych. Taki sposéb wyboru rozwigzan bazowych mozna okresli¢
jako twardg selekcje. W ostatnim dwudziestoleciu pojawilo si¢ kilka kierunkéw badan
nawiazujacych do naturalnych proceséw adaptacyjnych. Wspdlna cecha tych kierunkéw
wydaje sie¢ by¢ sposéb wyboru punktéw bazowych poszukiwan, ktéry mozna by nazwad
miekkg selekcjg [Galar 90]. Migkka selekcja preferuje wprawdzie lepsze, ale dopuszcza tez
rozwiagzania gorsze jako baze do tworzenia nowych realizacji. Idei miekkiej selekcji mozna



dopatrzy¢ si¢ w pracach m.in. Eigena [Eigen 71], Hollanda [Holland 75], Kirkpatricka i
wspolpracownikéw [Kirkpatrick i inni 83]. Prace te staly si¢ juz podstawa nowych efek-
tywnych algorytméw optymalizacyjnych.

Do rozwazanej klasy nalezy réwniez metoda poszukiwar ewolucyjnych z migkkg se-
lekcjg [Galar 87). Metoda ta, bedaca konsekwencja badan nad zaletami niedoktadnego
poszukiwania ekstremum funkcji [Galar 74] i modelem ewolucji fenotypowej [Galar 85],
stuzy do lokalizacji maksiméw n-wymiarowych, dodatnich funkcji jakosci przy pomocy
sekwencji m-elementowych préb réwnoleglych.

Dotychczas przeprowadzono gléwnie badania symulacyjne analizowanej metody [Galar
85], [Galar 87], [Galar 90], [Karcz 88], [Polukord 89], a badania analityczne [Galar 85)
dotyczyly jedynie deterministycznych aproksymacji dla bardzo duzych populacji, przy
bardzo duzej liczbie wymiaréw.

Niniejsza praca przedstawia uzyskane przez autorke wyniki w zakresie analizy for-
malnej i aplikacji metody poszukiwan ewolucyjnych z migkka selekcja. W szczegdlnosci:
analize rozkladéw gestosci prob w stanie réwnowagi selekcyjno-mutacyjnej dla nieskon-
czonych populacji; nowy zapis formalny modelu i jego analize dla bardzo malych i
bardzo duzych zbioréw prob w przestrzeniach jednowymiarowych; algorytm dyskret-
nego D-optymalnego planowania eksperymentu i wyniki przeprowadzonych testéw nu-
merycznych.

Praca ma pieé rozdzialéw, z ktérych pierwsze dwa maja charakter przegladowy,
w dwéch nastepnych zawarto wyniki pracy autorki, a ostatni zawiera podsumowanie.
Calo$ci dopelniaja aneksy i bibliografia.

W rozdziale pierwszym opisano znane autorce kierunki badan nad procesami adapta-
cyjnymi rozwazanego typu. Poniewaz przedstawione w niniejszej pracy idee (z wyjatkiem
Simulated Annealing) nawigzuja do ewolucji naturalnej, wyliczono pokrétce podstawowe
zalozenia neodarwinizmu. Opisano zaproponowany przez Eigena (1971) model ewolucj
makromolekut. Przedstawiono grupe algorytméw ewolucyjnych, do ktérych zalicza sie
Genetic Algorithms (algorytmy genetyczne) Hollanda (1975) oraz Evolution Strategy
(strategia ewolucyjna) Rechenberga (1973) i Schwefela (1981). Oméwiono Simulated
Annealing (symulacyjne odprezanie) - algorytm Kirkpatricka, Gellata i Vecchi (1983),
wykorzystujacy symulacje proceséw termodynamicznych w optymalizacji globalne;j.

W rozdziale drugim przedstawiono oryginalng wersje¢ metody poszukiwan ewolucyj-
nych z migkka selekcja. Opisano prosty model ewolucji biologicznej i wynikajacy z niego
algorytm numeryczny. Przedstawiono wyniki dotychczasowych badan symulacyjnych
metody. Dotyczyly one gléwnie sprawnosci algorytmu w przekraczaniu siodel adapta-
cyjnych oddzielajacych n-wymiarowe, lokalne optima, a takze rozkladéw ewoluujacych
populacji wokét optimum unimodalnej funkcji jakosci. Oméwiono rezultaty analizy deter-
ministyczne] nieskoniczonych populacji oraz przedstawiono wyniki badan symulacyjnych
modelu deterministycznego [Galar 85).

W rozdziale trzecim przedstawiono uzyskane przez autorke wyniki badan anality-
cznych metody. Analizowano rozklady gestosci préb nieskonczonych populacji w stanie
réwnowagi selekcyjno-mutacyjnej w R'. Opisano dynamike ewoluujacych malych popu-
lacji. Przedstawiono nowy zapis formalny modelu i przeprowadzono analize stochastyczna
bardzo matych (dwuelementowych) i bardzo duzych (nieskonczonych) populacji. Analiza
zachowania malych populacji pozwolila na poznanie pewnych regularnosci wystepujacych
w trakcie ich ewolucji. Dla dwuelementowych populacji wykazano brak zbieznosé, a dla



nieskoniczonych populacji zbieznos¢ algorytmu do optimum wg. srednie;.

W rozdziale czwartym opisano opracowany przez autorke algorytm planowania D-
optymalnego bazujacy na metodzie poszukiwan ewolucyjnych z miekka selekcja. Omo-
wiono zadanie D-optymalnego dyskretnego planowania eksperymentéw oraz standardo-
we algorytmy numeryczne wykorzystywane do jego rozwigzywania. Przedstawiono sie¢
dzialan proponowanego algorytmu i scharakteryzowano jego zachowanie. Podano wyniki
testéw numerycznych przeprowadzonych na standardowym zbiorze zadan.

W rozdziale pigtym, podsumowujagcym, wymieniono rezultaty uzyskane w pracy oraz
zarysowano kierunki ewentualnych, dalszych badan analitycznych modelu i prac nad
zwiekszeniem efektywnosci algorytmu D-optymalnego planowania ekperymentu.

Szczegbélowe obliczenia prowadzace do podanych w rozdziale trzecim rezultatéw i
wnioskéw przedstawiono w czterech dodatkach umieszczonych w rozdziale széstym.

Chcialabym serdecznie podziekowal osobom, bez pomocy ktérych praca ta by nie
powstala: Promotorowi Prof. dr hab. inz. Ewarystowi Rafajlowiczowi i dr inz. Ro-
manowi Galarowi. Dziekuje réwniez dr Ruudowi van Damme za wspolprace oraz Mezowi
za wszechstronna pomoc, cierpliwos¢ i wyrozumialosc.



Rozdzial 1

”Niekonwencjonalne” metody
optymalizacji globalnej

1.1 'Wprowadzenie

Konwencjonalne algorytmy optymalizacyjne szukajg optimum funkcji jakosci w otocze-
niu punktu bazowego. Jego polozenie wyznacza najlepsze z dotychczas znalezionych
rozwigzan. Metody te pozwalaja zwykle na znalezienie jedynie lokalnego optimum funkcji
kryterialnej. W przypadku funkcji multimodalnych, strategia taka moze czesto prowadzi¢
do utknigcia poszukiwan w ekstremum lokalnym, a szanse na wyjscie z tego stanu i
uzyskanie lepszych rozwigzan sa zwykle niewielkie. Dwie podstawowe grupy metod op-
tymalizacji globalnej: deterministyczna i stochastyczna, probuja réznymi sposobami za-
pobiec utknieciu procesu w optimum lokalnym.

Globalne algorytmy deterministyczne sa czesto stosowane do optymalizacji pewnych
klas funkcji np. wypuklych (quasi-wypuklych), lipschitzowskich ze znang stala Lip-
schitza. Przykladowe klasyczne metody deterministyczne [Dixon i inni 75] to: techniki
siatkowe (space covering techniques) - [Jewtuszenko 71]; metody regionéw atrakcji (re-
gions of attraction methods) - [Szego 67]; metody opisu trajektorii (trajectory description
methods) - [Branin 71]; metody modyfikacji funkcji (function modification approach) -
[Goldstein i Price 71].

W niniejszej pracy przedmiotem zainteresowania sg metody optymalizacji stochasty-
cznej. Stosuje sie je gléwnie do znajdowania minimum globalnego wielowymiarowych,
multimodalnych funkcji jakosci oraz w zadaniach, gdzie trudne lub niemozliwe jest oblicze-
nie pochodne] funkcji kryterialnej. Zaleta metod stochastycznych jest tez ich stosunkowo
prosta implementacja komputerowa, cho¢ zwykle sa one wolniejsze od metod deter-
ministycznych. Wiekszos¢ algorytméw stochastycznych sklada si¢ z czesci globalnej i
lokalnej. Pierwsza z nich wyznacza punkty startowe dla poszukiwan lokalnych. Zwykle
punkty te losuje si¢ z rozkladem jednostajnym na obszarze poszukiwan. Optymali-
zacje lokalng mozna przeprowadzaé znanymi metodami gradientowymi lub metodami
stochastycznymi polegajacymi na losowej modyfikacji, najczesciej z rozkladem normal-
nym, znalezionych juz punktéw bazowych. Wsréd globalnych metod stochastycznych
wymienia si¢ (np: [Zielifiski i Neumann 83], [Palosaari i inni 86]): czyste losowe poszuki-
wanie metoda Monte Carlo (pure random search) - [Brooks 58], [Anderssen 72]; metody
wielokrotnych punktéw startowych (multiple random start) - [Zielinski 81], [Boender 84];
metody oparte na podziale przestrzeni poszukiwan (clustering methods) - [T6rn 78];



metody losowych kierunkéw (random direction methods) - [Devroye 78]; analiza skupien
(search concentration methods) - [Wang i Luus 73].

Wykazanie zbieznosci algorytméw stochastycznych do optimum nie jest, w ogdl-
nym przypadku, zadaniem latwym. Dixon i Szegd [Dixon i Szego 78] pokazali, ze pod
pewnymi warunkami nalozonymi na funkcje celu mozna udowodni¢ asymptotyczna zbie-
znos$¢ metod stochastycznych, opierajac si¢ na fakcie, ze jesli dostateczna liczba punktéw
jest jednostajnie rozlozona na pewnym skonczonym zbiorze to prawdopodobienstwo, ze
pewien szczegdlny podzbior z dodatnig miarg zawiera co najmniej jeden punkt, zmierza
do jednosci, gdy liczba punktéw dazy do nieskonczonosci. Jezeli A jest podzbiorem
przestrzeni poszukiwan z miarg m, to prawdopodobienstwo, ze przynajmniej jeden ze
zbioru N punktéw znajdzie si¢ w A wynosi:

m(A)
N=1=|1 ==L} = .
p(A,N) [l @] ACQ
Jezeli wiec miara podzbioru A(e) = {z € Q@ | || z — Zgiob |I< €} jest dodatnia,

m(A)/m(§) > 0, to prawdopodobienstwo, ze znajdzie si¢ punkt lezacy w odleglosci nie
wigksze] niz € od minimum globalnego z3,,;, dazy do jednosci wraz ze wzrostem N:

Jim p(4,N) =1.

W ostatnich latach rozwdj techniki komputerowej umozliwil na szersza skale badania
symulacyjne ztozonych, nieliniowych systeméw biologicznych i fizycznych. Badania symu-
lacyjne zachowania populacji naturalnych oraz zespoléw czastek w cialach stalych i cie-
czach wykazaly, ze agregaty takie realizujg efektywne strategie adaptacyjne. Rezul-
taty te byly inspiracja do powstania nowych metod optymalizacyjnych, ktorych twércy
podkreslali ich analogie z ewolucja biologiczng lub procesami termodynamicznymi. Po-
jawilo sig kilka nowych algorytméw opracowanych w oparciu o modele: ewolucji moleku-
larnej tzw. ”quasi-species” [Eigen 71]; ewolucji laficuchéw binarnych - Genetic Algo-
rithms [Holland 75]; ewolucji populacji punktéw - Evolution Strategy [Rechenberg 73],
[Schwefel 81]; osiggania stanu réwnowagi termodynamicznej czastek w procesie wyzarza-
nia - Simulated Annealing [Kirkpatrick i inni 83].

Charakterystyczng cechg tych niekonwencjonalnych metod optymalizacji globalne;j
jest odrzucenie zasady twardej selekcji, pozwalajacej na poszukiwanie lepszego rozwigza-
nia w bezposrednim otoczeniu punktu bazowego - najlepszego z dotychczas znalezionych.
Stosuje sie¢ natomiast miekkg selekcje punktow bazowych, ktora preferuje lepsze, ale do-
puszcza tez gorsze rozwigzania jako bazowe. Algorytmy niekonwencjonalne, w odréznieniu
od klasycznych metod operujacych na pojedynczych punktach, operuja na zbiorach - po-
pulacjach punktéw. Ulatwia to ich implementacje na komputerach réwnoleglych [Hoff-
meister 91]. W praktyce stochastyczne i deterministyczne metody optymalizacji global-
nej przeszukuja ograniczone i domkniete podzbiory przestrzeni rzeczywistej podczas, gdy
niekonwencjonalne metody moga przeszukiwaé przestrzenie bez ograniczen.

Szczegdlowy opis wymienionych powyzej kierunkow przedstawiono w podrozdziatach
1.3-1.5. Wszystkie opisywane w niniejszej pracy metody, z wyjatkiem Simulated Anneal-
ing, moga by¢ interpretowane w terminach ewolucji naturalnej, dlatego tez w podrozdziale
1.2 oméwiono gléwne tezy wspdlczesnej teorii ewolucji.



1.2 Ewolucja biologiczna

W 1859 roku K. Darwin oglosil swa teorig "ewolucji droga doboru naturalnego”. Zgodnie
z ta teorig proces ewolucji populacji biologicznych zachodzi w rezultacie naturalnej se-
lekcji zmian dziedzicznych, przypadkowo pojawiajacych si¢ w kazdym pokoleniu. Tylko
populacje najlepiej przystosowane do specyficznych warunkow srodowiska moga przezyé
i rozwijal si¢ w toku dalszej ewolucji.

Za fundamentalny czynnik ewolucji darwinowskiej uwazana jest rdznorodnos¢ genety-
czna populacji. Dostarcza ona materialu, z ktorego dobér naturalny wybiera i zachowuje
osobniki korzystne, lepiej przystosowane do zmieniajacych si¢ warunkéw srodowiska i
lepiej wykorzystujace jego zasoby. Najistotniejszymi czynnikami wplywajacymi na réz-
norodnos¢ genetycznag s3: mutacja, selekcja i migracja. Z pewnych wzgledéw natury
fizycznej [Kuppers 86): skoriczona energia oddzialywan migdzyczasteczkowych czy ruchy
Browna, substancja genetyczna moze by¢ kopiowana tylko z ograniczong dokladnoscia.
Zdarza sig, ze bledy losowe powoduja trwale zmiany w pojedynczych genach czyli mu-
tacje. Ograniczenia stawiane przez srodowisko sprawiaja, iz populacje poddawane sa
stalej presji selekcyjnej. Sukces odnosza osobniki, ktére potrafiag tak wykorzystaé zasoby
$rodowiska, ze wprowadzaja do niego najwieksza liczbg potomstwa. Migracja wystepuje,
gdy izolowana populacja jest zasilana jednostkami z zewnatrz. Réznorodnos¢ genetyczna
okazala si¢ zjawiskiem bardziej zlozonym niz pierwotnie przypuszczano; wazna role w
ewolucji odgrywa np. dryft genetyczny - losowe fluktuacje czestotliwosci wystepowania
poszczegélnych genéw w malych populacjach [Wright 32].

Wspélczesna teoria ewolucji to tzw. ”syntetyczna”, rozszerzona i uscislona wersja
darwinizmu. Gléwne jej tezy przedstawia si¢ nastgpujaco [Kippers 86):

1. jednostka dziedzicznosci jest gen;
2. jednostka doboru jest osobnik;

3. obiektem ewolucji nie jest ani gen ani osobnik, jest nim populacja posiadajaca
wspolng pule genetyczng.

Dobér na poziomie osobniczym wyraza si¢ przez prawdopodobienstwo przekazania przez
osobnika w danej populacji substancji genetycznej nastgpnym pokoleniom.

Pojecie ewolucji odnosi sie zatem do propagacji specyficznego kompleksu genéw;
osobnik uzyskuje coraz to lepsze cechy czyli coraz wyzsza jakos¢ - fitness dzigki stop-
niowym zmianom tego kompleksu. Proces zmian ewolucyjnych przebiega dwustopniowo
[Mayr 63]:

1. tworzenie zmiennosci genetycznej w obrebie populacji;

2. wybieranie osobnikéw, ktére przekaza swe cechy nastepnemu pokoleniu.

Istotnym krokiem w dziedzinie analizy proceséw ewolucyjnych byla propozycja Wri-
ghta [Wright 32] dotyczaca rozpatrywania ewoluujacej populacji jako punktu w krajo-
brazie adaptacyjnym (przystosowawczym). Funkcje odpowiadajaca sredniej jakosci po-
pulacji rozpieto nad przestrzenia bedaca produktem kartezjanskim jednowymiarowych
przestrzeni, interpretowanych jako czestosci poszczegélnych genéw w populacji. Funkcja

6



jakosci tworzy powierzchnie¢ adaptacyjna przypominajacg "lancuchy gor na Ziemi” zlozonga
z adaptacyjnych wzgérz i dolin [Eigen 85]. Opierajac si¢ na koncepcji Simpsona [Simp-
son 53], Lande [Lande 79] zaproponowal przedstawianie pojedynczych osobnikéw jako
punktéw w krajobrazie ich funkcji jakosci. Losowa, naturalna, selekcja powoduje, ze
daleka od optimum populacja przemieszcza si¢, ewoluuje, ku lokalnemu wierzcholtkowi
adaptacyjnemu. Po osiggnieciu wierzcholka populacja fluktuuje w jego otoczeniu. Loso-
wos¢ procesu powoduje czasami, ze populacja przejdzie przez adaptacyjne siodlo na inne
wzgérze adaptacyjne, wyzsze niz pierwotne. W rezultacie obserwuje si¢ jakosciowy skok
w przystosowaniu. Taka ewolucje okresla sig¢ jako "przesuwajacg rownowage” - shifting
balance evolution [Wright 32] lub "ewolucja skokowg” - quantum evolution [Simpson 53].
Ewolucjoniéci wymieniaja rozmaite przyczyny, ktére moglyby wywolywac przejscia miedzy
wzgérzami wbrew silom selekcji. Nalezg do nich: losowy dryft genetyczny [Wright 32],
specjacja (powstawanie nowego gatunku) w izolowanych populacjach [Mayr 63], [Eldredge
i Gould 72}, makromutacje [Nei 76], szybkie zmiany srodowiska lub wzrost wariancji feno-
typowej [Kirkpatrick 82].

Adaptacyjne zdolnosci naturalnych populacji do znajdowania lokalnych wierzchotkéw
funkcji jakosci oraz fenomen przekraczania siodel migdzy wzgérzami w krajobrazie przys-
tosowawczym, spowodowal proby zastosowania mechanizméw ewolucji biologicznej do
zadan optymalizacji globalnej w nieograniczonych, wielowymiarowych przestrzeniach po-
szukiwan. Algorytmy ewolucyjne poszukuja ekstremow funkcji jakosci poprzez ewolucje
populacji punktéw w krajobrazie przystosowawczym, stanowigcym zbiér dopuszczalnych
rozwigzan problemu optymalizacyjnego. Ewolucja punktéw przebiega dwustopniowo,
wedlug zasad ewolucji naturalnej:

1. tworzenie zmiennosci populacji przez zastosowanie mechanizméw: mutacji, rekom-
binacji, inwersji i innych;

2. wybieranie punktéw bazowych dla nastgpnego pokolenia w procesie selekcji.

Nalezy podkresli¢, ze modele ewolucyjne przedstawione w niniejszej pracy laczy ogélna
koncepcja ewolucji w rezultacie naturalnej selekcji podczas, gdy rdéznia si¢ one znacznie
w szczegblowych rozwigzaniach.

1.3 Model ewolucji makromolekutl

W 1971 roku Manfred Eigen [Eigen 71] opublikowal wyniki badaf nad modelem ewolucji
systemu samoreprodukujacych si¢ makromolekul. Zaprzeczyly one utartemu pogladowi,
iz dzialanie naturalnej selekcji prowadzi do zdominowania populacji przez najlepszy z
mozliwych w danych warunkach typ (wild type). Zgodnie z pogladami Eigena procesy
selekcyjne prowadza jedynie do ustabilizowania si¢ pewnego metastabilnego rozkladu mu-
tantéw w otoczeniu tego typu. Rozklad ten zostal nazwany ”pseudogatunkiem” - quasi-
species (w analogii do gatunkéw biologicznych) [Eigen i Schuster 77].

Model Eigena opisywal dynamike nieskonczonych populacji. Populacja sklada sig
z n réznych typow czastek o relatywnej koncentracji z;. Zalozono, ze ogdlna liczba
czastek jest stala, a procesy powstawania nowych i giniecia starych sg niezalezne. Inten-
sywno$¢ dokladnej samoreplikacji makromolekul oznaczono jako w;;, a z intensywnoscia



w;; czastka o typie : mutuje w procesie reprodukcji do typu k. Zmiany koncentracji
poszczegdlnych typéw makroczastek w czasie opisuje réwnanie rézniczkowe:

.’i:;(t) = (w.-,- - E(t)) g .’B,‘(t) + §w;k2k(t) (1.1)

gdzie E(t) jest érednia predkoécig wytwarzania wszystkich typéw czastek. Wspélczynnik
w;; zwany jest tez wartoscig selekcyjng typu :. Réwnanie (1.1) zawiera wartosé graniczna
zadang przez érednia predkos¢ E(t). Jezeli mutacja nie wystepuje, to wszystkie typy o
wartosci selekcyjnej lezacej ponizej tej granicy maja ujemng predkosé powstawania, a wiec
wymierajg, a liczebnosc typéw majacych wartosc selekcyjng powyzej granicy wzrasta. W
konsekwencji tego procesu wartos¢ progowa takze si¢ zwigksza. Prowadzi to do wspo-
mnianego stanu réwnowagi selekcyjnej, w ktérym $rednia predkosé E jest stala w czasie
i zréownuje si¢ z najwyzszg, istniejacg w danej populacji, wartoscig selekcyjng. Eigen
twierdzil, ze dopuszczenie mutacji prowadzi do quasi-species: metastabilnego rozkladu
mutantéw wokol najlepszej makroczastki. Wzajemne relacje miedzy typami w quasi-
species okreslaja ich odleglosci w przestrzeni sekwencyjnej [Eigen 85]. Przestrzen sek-
wencyjna jest przestrzenig ciggéw dyskretnych o zadanej dlugosci, zawierajaca wszystkie
mozliwe sekwencje nosnikow informacji biologicznej: genow, kwasow nukleinowych, en-
zyméw itp. Rozpatruje sie ciagi binarne - wtedy przestrzen jest hiperkostka, lub ciagi o
czterech wartosciach odpowiadajacych kwasom nukleinowym (G, A, C, T (U)).

Okreslono warunki - error threshold [Eigen i Schuster 77], przy ktérych ewolucja pro-
wadzi do stabilnego rozkladu mutantow w pewnym regionie przestrzeni sekwencyjnej.
Gdy wspdlczynnik dokladnosci replikacji sekwencji przekroczy wartos¢ progowa, popu-
lacja wychodzi ze stanu stacjonarnego, gubi dotychczasowy najlepszy typ (wild type) i za-
czyna dryfowad losowo w przestrzeni sekwencyjnej. Dryft ten moze spowodowac znalezie-
nie nowego typu o wyzszej jakosci, wokol ktorego ustali si¢ nastepny stan rownowagi.

Ewolucja bedaca produktem naturalnej selekcji nie tworzy ciggu kolejnych, coraz
to lepszych typéw, ale raczej ciag agregatow bliskich sobie typow o coraz to wyzszym
$rednim fitness. Spostrzezenie to uwaza Eigen za podstawowa wskazowke do rozwia-
zywania probleméw optymalizacyjnych. Pisze on [Eigen 85]: ”Lokalizacja populacji w
przestrzeni sekwencyjnej moze by¢ nazwana naturalng selekcjg, celem ktorej nie jest
juz jedna, pojedyncza sekwencja, ale raczej szczegdlny rozklad, ktéry nazwalismy quasi-
species. Te réznice interpretacji naturalnej selekcji wydaja sie¢ by¢ zasadnicze w rozwiazy-
waniu probleméw optymalizacyjnych. Jezeli naturalng selekcje traktujemy w ten sposéb,
ze tylko jeden, najlepszy typ jest rozwijany, podczas gdy mutanty pojawiaja sie okazjo-
nalnie w mniej lub bardziej losowy sposéb, to zdarza sig, ze proces ewolucyjny zatrzymuje
sie na lokalnym wzgérzu, z ktérego odleglos¢ do nastepnego wyzszego wzgérza moze byc
zbyt duza do pokonania przez losowg mutacje. Z drugiej strony, jezeli naturalna selekcja
oprécz najlepszego typu wlacza takze mutanty, ktore s3 dos¢ odlegle od najlepszego typu
i jesli to one sa potencjalnymi prekursorami lepiej przystosowanych typéw, to posuwanie
sig¢ proceséw ewolucji w kierunku faworyzowanych mutantéw staje si¢ mozliwe”.

Idee Eigena zastosowano do budowy modeli i algorytméw optymalizacji globalne;.
Fontana i Schuster [Fontana i Schuster 87] opracowali komputerowy model optymalizacji
w oparciu o ewolucje makromolekul, ktéry implementowano do rozwiazywania proble-
mu komiwojazera [Fontana i inni 89]. Wang [Wang 87| przedstawil bazujacy na modelu
Eigena algorytm optymalizacji kombinatoryczne;j.



1.4 Algorytmy ewolucyjne (Evolutionary Algorithms)

Genetic Algorithms [Holland 75] i Evolution Strategies [Rechenberg 73] i [Schwefel 81]
to dwie klasy algorytméw optymalizacyjnych, ktorych dzialanie nasladuje ewolucje natu-
ralnych populacji, implementujac istniejace tam mechanizmy mutacji, selekcji, rekombi-
nacji. Ze wzgledu na wspoélne biologiczne inspiracje zaproponowano nazwanie obu grup
ogblnym terminem Evolutionary Algorithms - algorytmy ewolucyjne” [Back i Hoffmei-
ster 91a]. Podstawowe wersje tych algorytméw powstaly w latach siedemdziesigtych. Od
poczatku lat osiemdziesigtych obserwuje si¢ coraz to wigksze zainteresowanie tymi meto-
dami. Mozna to tlumaczyc wzrastajacym znaczeniem dziedzin, w ktorych algorytmy te
mozna z powodzeniem stosowal, a w ktorych tradycyjne metody zawodza.

Opisy metod zaczerpnigto z prac: [Holland 75] oraz [Hoffmeister i Back 90].

1.4.1 Algorytmy genetyczne (Genetic Algorithms)

Genetic Algorithms (GA) - algorytmy genetyczne, to klasa stochastycznych algorytméw
poszukiwania maksiméw funkcji rzeczywistych. Proces ewolucji biologicznej byl inspiracja
dla Johna Hollanda, ktéry w swej ksiagzce ” Adaptation in Natural and Artificial Systems”
[Holland 75] pokazal jak prosty matematyczny model ewolucji naturalnej moze by¢ efek-
tywnie uzyty w zagadnieniach optymalizacji funkcji, adaptacyjnego sterowania, teorii
gier, sztucznej inteligencji i innych. GA stosuje si¢ gléwnie do poszukiwan w dyskret-
nej przestrzeni parametréw, typowo w wierzcholkach n-wymiarowej kostki, tak, ze kazdy
punkt tej przestrzeni moze by¢ reprezentowany jako n-bitowy wektor.

GA modeluje proces biologiczny przez dzialania na populacjach tancuchéw nasladuja-
cych chromosomy (genotypy), ktére rozwijaja si¢ poprzez reprodukcje zgodnie z prawami
reprodukcji naturalnej. Lancuchy bitowe, podobnie jak geny, maja zdolnos¢ kodowania
nawet bardzo skomplikowanych struktur. Holland pokazal, ze pod dzialaniem operatoréow
genetycznych populacja takich laficuchéw moze ewoluowal, tak jak ewoluuja populacje
naturalne i adoptowac si¢ do rozwigzywanych probleméw, tak jak populacje biologiczne
adoptuja sig¢ do zmienych warunkéw otoczenia. Zaproponowany przez Hollanda algorytm
opiera si¢ na nastepujacych zalozeniach:

1. chromosomy lub genotypy sa lancuchami bitowymi o zadanej dlugosci, mogacymi
przyjmowac wartosci 0 lub 1, nazwanymi strukturams;

2. populacja sklada si¢ ze skoriczonej liczby struktur;

3. kazda struktura jest okreslona przez fitness - miarg zdolnosci przezycia i posiadania
potomkow;

4. poczatkowa populacje najczesciej tworzy sig losowo.

W procesie selekcji wybierane sg losowo, proporcjonalnie do ich jakosci, struktury, ktérych
potomstwo zajmuje miejsce w nastepnej generacji. Liczba potomkéw kazdej struktury
jest zdeterminowana probabilistycznie, tak, ze oczekiwana liczba potomkéw danej struk-
tury jest proporcjonalna do jej fitness. Proces reprodukcji polega na transformacji struk-
tur rodzicielskich przy uzyciu nastepujacych operatorow genetycznych:



1. Crossover. W biologicznych systemach crossover jest procesem przynoszacym
rekombinacje alleli przez wymiany segmentow miedzy parami chromosoméw. Przed-
stawiony przez Hollanda operator dziala nastepujaco:

a) dwie struktury o dlugosci I, A = ay,ay,...,a;1 A’ = a}, ay, ...,a] sg wybierane
(zwykle losowo) z biezacej generacji;

b) liczba naturalna z, taka ze 1 < z <[ jest wybierana losowo;

c) nowa, potomng strukturg formujemy ze struktury A przez zamiang jej czesci ze
strukturg A’ poczawszy od pozycji z (tak samo postepujemy ze strukturg A’);
w rezultacie otrzymujemy dwie nowe struktury:
A=0a3,03...,05,84y,...,0]1i A' = a},a3,...,0},8,41,...,4a.

Crossover jest bardzo waznym elementem algorytméw genetycznych. Pozwala on
na zachowanie korzystnych genéw rodzicow w ich potomkach i na przeszukiwanie
obszaru poszukiwan réwnolegle, dzigki czemu mozliwy jest szybki ruch w kierunku

optimum.
A } .« + L e e 4
' ’
a; (1 a::+1 a
A, + e o e + 4 LRI +
all a:,: Qz41 a;

2. Inwersja. Powoduje zmiane pozycji genéw w chromosomie pozwalajac skupiac sig
juz zaadoptowanym genom. W GA dziala ona nastgpujaco:
a) struktura A = ay,ay,...,a; jest wybierana (zwykle losowo) z biezacej populacji;
b) dwie liczby z} i z, takie, ze 1 < z] < li1 < zj < Il s3 wybierane losowo i
definiuje sig¢ z; = min(z}, z;) oraz z; = max(z},z3);
c) nowa struktura tworzona jest z laficucha A przez odwrécenie segmentu laficucha
lezacego miedzy z; i z3:

A=01,82 .08z, Gzy1y-ny Bz 41y 0zgy -+, 0.
Qz,-1 Qzy4+1
A + oo + ' oo e 4
a; Qz, az, a;

3. Mutacja. W genetyce mutacja jest operacja, podczas ktorej allel w genie jest losowo
zamieniany lub modyfikowany przez inny, dzieki czemu powstaje nowa struktura.
W algorytmie genetycznym porzucone podczas poszukiwan allele, niepotrzebne w
fazie poczatkowej moga by¢ konieczne w trakcie ucieczki z optimum lokalnego.
Przy uzyciu operatoréw crossover i inwersji ponowne pojawienie si¢ ich w populacji
jest niemozliwe. W tym celu stosowana jest mutacja, ktéra zapewnia operatorowi
crossover pelna pule mozliwych alleli. Operator mutacji dziala nastepujaco:
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a) struktura A = ay, ay, ..., a; jest wybierana (zwykle losowo) z biezacej populacj;

b) pozycje z,,%,...,Z; sa wybierane losowo (kazda pozycja z malym praw-
dopodobienistwemn niezaleznym od innych);

c) struktura A = a;,a3,...,8z,-1,82/,Gzy 4155 az,...,a jest formowana, gdzie
a;. (j = 1,...,h) jest losowo wybranym elementem z zakresu wartosci

ocfpowiadajgcych pozycji z;.

a a1 @,  Gnp a

GA reprodukuja struktury proporcjonalnie do ich fitness, co powoduje koncentracje
poszukiwan w regionach wysokiej wartosci sredniego fitness populacji. Dzigki operatorom
crossover i mutacji, poszukiwania s3 przeprowadzane w obszarach juz znanych, a takze
nie objetych jeszcze poszukiwaniami.

Aby ulatwié i przyspieszy¢ przeszukiwanie przestrzeni Holland wprowadzil pojecie
schemata (hyperplany). Schemata jest zbiorem wszystkich fancuchéw majacych na danych
pozycjach pewne zdefiniowane wartosci. Przykladowym schemata jest zbiér struktur
majacych warto§¢ zero na pozycji pierwszej, a pozostale wartosci lancucha sa dowolne:
A = {0,%,%,...,x}. Struktury nalezagce do regionéw przestrzeni poszukiwan wyzna-
czonych przez dane schemata nazwano jego instancjami. Kazdy lancuch dlugosci [
jest instancja dokladnie 2' réznych schemata. Wiele schemata moze byé jednoczesnie
sprawdzanych poprzez testowanie pojedynczej struktury, ten fenomen nazywany jest
"wewnetrzng réwnolegloscig” - intrinsic parallelism. Dzigki tej wlasnosci wielowymia-
rowos¢ zadania nie powoduje jakosciowych trudnosci dla algorytmu.

Iteracyjna aplikacja GA prowadzi do populacji, ktorej liczba instancji kazdego sche-
mata jest proporcjonalna do jego sredniego fitness. W tym sensie populacja jest baza
danych, kompleksowo i uzytecznie sumujaca informacje zdobyte podczas poszukiwar.
Kazda struktura generowana i testowana przez algorytm w efekcie testuje wielka liczbe
schemata i populacja aktualnie przechowuje i uzytkuje zdobyte informacje. Szerokie spek-
trum analizowanych struktur zabezpiecza proces przed utknieciem w optimum lokalnym.

Przez formalne traktowanie kazdego schemata jako zmiennej losowej, ktorej srednia
jest estymowana przez srednie fitness jej instancji w populacji, GA moze by¢ analizowane
matematycznie [Holland 75], [Bethke 81]. Zbieznos¢ algorytméw genetycznych dowodzili
De Jong [DeJong 75], Baker [Baker 85], Eiben i inni [Eiben i inni 91].

Efektywne wartosci parametrow i zasady dzialania operatoréw uzywanych w genetic
algorithms sa intensywnie badane w szczegélnosci dla lancuchéw bitowych [Brindle 81],
[Goldberg 85], [Grefenstette 86], [Rosmaita 85], [Booker 87], [Back 91], [Back i Hoffmei-
ster 91b].

Ulepszone wersje algorytméw Hollanda oraz nowe algorytmy bazujace na GA mozna
znalezé w pracach: [DeJong 75], [Bethke 81], [Brindle 81], [Wetzel 83], [Mauldin 84],
[Ackley 85], [Baker 85], [Schaffer 85], [Grefenstette 86], [Goldberg i Richardson 87}, [Boo-
ker 87|, [Schaffer i Morishima 87], [Davis 89], [Grefenstette i Baker 89], [Goldberg 89],
[Eshelman i inni 89], [Deb i Goldberg 89], [Syswerda 89].

W ostatnim dziesigcioleciu obserwuje sie wzrastajace zainteresowanie aplikacjami GA
do réznego rodzaju zadar i probleméw: optymalizacja funkcji rzeczywistych - [DeJong 75],
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[Smith i DeJong 81]; sterowanie adaptacyjne - [Goldberg 85]; teoria gier - [Smith 83],
[Mauldin 84]; modelowanie wnioskowari - [Booker 82], [Wilson 86]; rozpoznawanie obra-
zéw - [Fitzpatrick i inni 84], [Grefenstette i Fitzpatrick 85]; problem komiwojazera - [Gre-
fenstette i inni 85], [Goldberg i Lingle 85], [Grefenstette 87]; sztuczna inteligencja i sys-
temy ekspertowe - [Holland 86], [Wilson 86], [Holland i inni 87], [Wilson 87], [Glover 87],
[Robertson 87]; systemy uczace - [Goldberg 83], [Ackley 84], [Goldberg i Thomas 86];
problem wigZnia - [Axselrod 87]; zadanie rozdzialu pracy - [Davis 85]; optymalizacja
sieci komunikacyjnych - [Davis i Coombs 87]; projektowanie obwodéw drukowanych -
[Fourman 85].

1.4.2 Strategia ewolucyjna (Evolution Strategy)

Idea nasladowania zasad ewolucji biologicznej do optymalizacji parametréw podczas
eksperymentéw laboratoryjnych powstala w latach szes¢dziesigtych na Politechnice Ber-
linskiej. Pierwszy algorytm zaproponowany przez Rechenberga [Rechenberg 73], nazy-
wany ”dwuelementowg strategia ewolucyjng” - two-membered evolution strategy (1 + 1)-
ES, byl prostym schematem selekcyjno-mutacyjnym. Populacja skladala si¢ z poje-
dynczego osobnika, ktéry przy pomocy mutacji reprodukowal pojedynczego potomka.
W trakcie tego procesu do wszystkich skladowych wektora cech, ktéry charakteryzowal
element rodzicielski dodawano liczbe losowg o rozkladzie normalnym, o sredniej zero
i odchyleniu standardowym o. Operator selekcji wybieral lepszego osobnika na rodzi-
ca nastepnej generacji. Odchylenie standardowe bylo stale w czasie, a jego optymalna
wartoé¢ dla pewnych klas zadan wyliczono eksperymentalnie.

Rechenberg zaproponowal tez ”wieloelementowg strategie ewolucyjng” - multimem-
bered evolution strategy (n + 1)-ES. Populacja byla n-elementowa a proces reprodukcji,
analogicznie do naturalnych populacji seksualnych, zachodzit w oparciu o mechanizm
rekombinacji. Z populacji, w ktdrej wszystkie elementy mialy takie samo prawdopo-
dobienistwo wyboru, losowano dwoje rodzicow. Element potomny posiadal wektor cech
losowo rekombinowanych z cech rodzicow i dodatkowo zmodyfikowanych. W procesie
selekcji usuwano z populacji najmniej przystosowany element.

W nastepnych wersjach algorytmu (n+ A)-ES i (n, A)-ES opracowanych przez Schwe-
fela [Schwefel 81] zrezygnowano z ustalenia wartosci odchylenia standardowego o. Po-
traktowano go jako czes¢ informacji dotyczacej poszczegdlnych osobnikow tak, ze stal
si¢ takze przedmiotem rekombinacji i mutacji. W ten sposéb uzyskano samoadaptacje
parametréw procesu. W wariancie (n + A)-ES n rodzicéw reprodukuje A potomkéw i
ze zbioru n + ) elementéw n-najlepszych jest wybieranych do nastepnej generacji. Ten
sposob selekcji oznacza, ze elementy tymczasowo dobrze dostosowane moga pozostawad
w populacji przez wiele generacji. Moze to doprowadzi¢ np. do utkniecia w optimum
lokalnym.

W najczesicie] obecnie wykorzystywanej wersji algorytmu (n,))-ES czas zycia po-
szczegolnych elementéw jest ograniczony. Z n-elementowej populacji z rozkladem jednos-
tajnym, wybierani sa rodzice dla potomkéw reprodukowanych wg zasad rekombinacji i
mutacji. W procesie selekcji z potomkow wybieranych jest n-najlepszych elementéw jako
rodzicéw dla nastepnej generacji (Rys.1.1).

Prace nad ulepszeniem algorytmu wciaz trwaja. Zaproponowano efektywniejsze spo-
soby rekombinacji, modyfikacji i selekcji [Schwefel 87], [Back i Hoffmeister 91a]. Metode
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G(t) z1(t) z5(1) S z,(1)

mutacja i rekombinacja

G'(t) z1(t) z3(t) z)\(t) R 7 W L) B

selekcja

G(t+1) z1(t+1) | zo(t +1) z,(t+1)

Rysunek 1.1: Schemat algorytmu (g, ) — ES ; G(t) = {z1(t),z2(t),...,z.(t)} generacja
w czasie t .

stosowano do zadan: optymalizacji kombinatorycznej - [Schwefel 75], a w szczegdlnosci
do problemu komiwojazera - [Herdy 91], [Rudolph 91]; optymalizacji parametrycznej -
[Born i Bellman 79], [Bernutat i Krieger 84]; optymalizacji wektorowej - [Kursawe 91];
projektowania sieci neuronowych - [Salomon 91}; optymalizacji dzwigaréw mostowych -
[Lochmann 91].

1.5 Simulated Annealing

Simulated annealing - symulowane odprezanie (SA) jest stochastycznag metoda rozwiazy-
wania probleméw optymalizacji kombinatoryczne]j przez aplikacje techniki symulacyjne;j
stosowanej w fizyce statystycznej.

Fizyka statystyczna bada zachowanie si¢ duzych systeméw wzajemnie na siebie od-
dzialywujacych elementéw, takich jak atomy czy czasteczki w cieczach lub cialach stalych,
w stanie réwnowagi termicznej. Stan réwnowagi termicznej (niskiej energii) jest stanem
o wysokim uporzadkowaniu czastek, gdy atomy pozostaja w cieczy lub krystalizujg si¢ w
cialo stale. Prawdopodobienistwo Pr(r), ze system czastek znajduje si¢ w danej konfigu-
racji r zalezy od energii systemu E(r) i dane jest rozkladem Boltzmana:

_ exp(—E(r)/kT)
Twes ezp(—E(w)/kT)

gdzie: k - stala Boltzmana, S - zbior wszystkich mozliwych konfiguracji czastek, T' -
temperatura systemu.

Pr(r) (1.2)

W procesach krystalizacji cieczy w cialo stale stan niskiej energii mozna uzyskac
obnizajac stopniowo temperature systemu. Proces ochladzania nalezy przeprowadzaé
ostroznie, zmniejszajac temperature powoli tak, aby system spedzal w danej temperaturze
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BEGIN

Wybierz losowo konfiguracje poczatkowy czastek S;
FOR i:=1 to N DO

BEGIN
S’ := nowa konfiguracja powstala z losowego przesuniecia czastek z S;
AE := E(S') — E(S);
IF (AE <0 OR (RANDOM(0,1) < exp(AE/k-T)))
THEN S := 5';
END;

END;

Rysunek 1.2: Algorytm Metropolis

czas potrzebny do uzyskania stanu réwnowagi termicznej. W ten sposob zapobiega si¢ we-
wnetrznym naprezeniom, ktére mogg powodowac defekty krystalizowanych materialéw.
Proces ten nazywany jest "odprezaniem” - annealing. Znajdowanie stanu niskiej energii
systemu jest wiec problemem optymalizacyjnym.

Metropolis wraz ze wspélpracownikami [Metropolis i inni 53] zaproponowali prosty al-
gorytm symulujacy zachowanie sig systemu czastek w réwnowadze, w danej temperaturze
T (Rys.1.2). Zaklada sig, ze system N czastek jest w danej konfiguracji np. rozlozony
na regularnej siatce. Zmienia si¢ pozycje czastek losowo i oblicza zmiang energii systemu
AE. Jezeli AE < 0, czyli ruch czastek spowodowal obnizenie enegii systemu, to akcep-
tuje sie nowa konfiguracje jako punkt startowy do nastgpnych zmian polozenia. Jezeli
AE > 0, to zmiana pozycji moze by¢ takze zaakceptowana z prawdopodobienistwem
réwnym exp(—AE/kT). W praktyce, wybiera sig¢ losowo liczbe z z przedziatu [0,1] i jesli
z < exp(—AE/kT) przesuwa si¢ czastki na ich nowe pozycje. W przeciwnym wypadku
poszukuje si¢ innej konfiguracji czastek startujac ze starych pozycji.

W 1983r procedura Metropolis zostala zaadoptowana do poszukiwania globalnych
miniméw funkcji rzeczywistych przez Kirkpatricka, Gelatta i Vecchi [Kirkpatrick i inni 83].
Stosujgc analogie do wychladzania cieczy w procesach krystalizacji, stan ukladu fizy-
cznego S odpowiada rozwigzywanemu problemowi optymalizacyjnemu. Minimalizowana
funkcja jakosci C(S) jest odpowiednikiem calkowitej energii E systemu. Konfiguracja
czastek odpowiada konfiguracji parametréw procesu, a temperatura T jest parametrem
kontrolnym. Temperatura jest powoli obnizana i przy kazdej wartosci T' stan systemu
jest symulowany przez procedure Metropolis, dopdki system nie osiaggnie stanu rownowagi

(Rys.1.5).

Dla T = 0 algorytm SA moze by¢ traktowany jako stochastyczna procedura stop-
niowych ulepszen. Dla T' > 0 metoda pozwala na przyjecie rozwiazan gorszych niz aktual-
nie optymalne (w gére wzgdrza jakosci), dzigki czemu zmniejsza si¢ prawdopodobienstwo
utknigcia w optimum lokalnym. Te ruchy w gore wzgorza s3 kontrolowane przez tempera-
ture T i staja sie coraz mniej prawdopodobne pod koniec procesu - wraz ze zmniejszaniem
sie wartosci 7.

Do teoretycznych badarn algorytmu stosowano lancuchy Markowa [Gelfand i Mitter 85],
[Hajek 85], [Aarts i Laarhoven 85], [Lundy i Mess 86], [Mitra i inni 86]. Wykazaly one
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BEGIN
S := rozwiazanie poczatkowe Sp;
T := temperatura poczatkowa Tj;
WHILE (kryterium zatrzymania nie spelnione) DO
BEGIN
WHILE (stan rownowagi nie osiggnigty) DO
BEGIN
S’:=nowe, sa siednie rozwigzanie wygenerowane losowo;
AE :=C(S") - C(S);
IF (AE <0 OR (RANDOM(0,1) < exp(AE/k-T)))
THEN S := 5
END
aktualizacja T;
END;
S - znalezione najlepsze rozwigzanie;
END;

Rysunek 1.3: Algorytm Simulated Annealing

zbieznosé algorytmu z prawdopodobienstwem jeden do globalnego optimum oraz okreslity
warunki dotyczace ilosci iteracji dla kazdej temperatury i aktualizacji wartosci tempera-
tury. Nad problemem wlasciwego doboru parametréw odprezania pracowali Geman i
Geman [Geman i Geman 84] oraz Gidas [Gidas 85).

Pomimo poczatkowego sceptyzmu simulated annealing jest obecnie z powodzeniem
stosowany do rozwigzywania wielu probleméw optymalizacyjnych (patrz zestawienie bib-
liograficzne [Collins i inni 88]). Miedzy innymi stosuje si¢ go w zadaniach: projektowa-
nia komputeréw - [Vecchi i Kirkpatrick 83], [Wong i inni 88]; przetwarzania obrazéw -
[Geman i Geman 84], [Sontag i Sussman 85]; optymalizacji kombinatorycznej w tym pro-
blemu komiwojazera - [Bonomi i Lutton 84], [Kirkpatrick 84],[Goldstein i Waterman 88];
sztucznej inteligencji - [Hinton i Sejnowski 83].
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Rozdzial 2

Optymalizacyjny algorytm poszukiwan
ewolucyjnych z miekka selekcja

Do przedstawionej w rozdziale drugim grupy niekonwencjonalnych metod optymaliza-
cyjnych mozna zaliczy¢ metode poszukiwan ewolucyjnych z migkka selekcjg [Galar 87],
wyprowadzona z prostego modelu ewolucji fenotypowej [Galar 85]. Stochastyczny, selek-
cyjno-mutacyjny model ewolucji fenotypowe]j okresla prawa reprodukcji populacji znaj-
dujacej si¢ w ograniczonym srodowisku. Mozna go uznac za zrandomizowang wersjg mo-
delu ewolucji makromolekularnych nosnikéw informacji Eigena [Eigen 71], choé nie taka
byla geneza jego powstania. Inspiracja do opracowania modelu ewolucji bylo zaobser-
wowane zjawisko przyspieszenia procesu optymalizacji w wyniku niedokladnego poszuki-
wania ekstremum [Galar 74]. Model ewolucji biologiczne] opisano w podrozdziale 2.1. W
podrozdziale 2.2 przedstawiono algorytm adaptacyjny. Wyniki przeprowadzonych badan
symulacyjnych algorytmu podano w podrozdziale 2.3. W wyniku analizy modelu dla
duzych populacji i duzej liczby wymiaréw [Galar 85] otrzymano deterministyczny model
typu eigenowskiego. Analize i wyniki badan symulacyjnych modelu deterministycznego
przedstawiono w podrozdziale 2.4.

2.1 Model izolowanej ewolucji fenotypowej

Prosty model formalny ewolucji fenotypowej zaproponowal Galar w 1985r [Galar 85].
Zalozenia tego modelu mozna sprecyzowac nastgpujaco:

o Istnieje srodowisko o niezmiennych wilasciwosciach, ktére posiada ograniczona po-
jemnosc.

e Istnieje populacja reprodukujacych si¢ elementéw (osobnikéw tego samego gatun-
ku). Elementy populacji sa charakteryzowane przez pewien zbiér cech (fenoty-
powe cechy ilosciowe). Zbior wartosci tych cech wyznacza typ elementu (fenotyp).
Kazdemu typowi przypisana jest jakos¢ elementu (fitness).

o Zaklada sig, ze kazdy element zajmuje jedno miejsce w srodowisku. Wszystkie
miejsca s3 obsadzone i kazdy element moze zajac¢ kazde miejsce. Elementy funk-
cjonuja w srodowisku przez okreslony czas (generacje), nastepnie sa zastgpowane
przez ”elementy potomne” (reprodukcja).
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o Elementy potomne, tworzace nowa generacjg, powstaja w wyniku wyboru z gene-
racji biezacej elementow rodzicielskich i modyfikacji ich cech (reprodukcja aseksu-
alna).

e Wyboru rodzica dla nowego elementu dokonuje si¢ przy pomocy migkkiej selekcyi.
Miekka selekcja jest procesem losowym - szanse¢ na ulokowanie swego potomka w
srodowisku ma kazdy element i jest ona proporcjonalna do jego jakosci.

¢ Elementy potomne s3 "niedoskonalymi” kopiami rodzicow. Roéznice typéw sg wy-
nikiem czysto losowych modyfikacji.

Przy powyzszych zalozeniach, ewolucja populacji to: wywolany selekcjg i modyfikacja
ruch elementéw w przestrzeni typéw, zwanej krajobrazem funkcji jakosci (przystosowaw-
czym). Krajobraz funkcji jakosci zlozony jest z wielowymiarowych wzgorz, dolin, siodel i
grzbietéw. Selekcja prowadzi do koncentracji populacji wokol najlepszych typéw. Mody-
fikacja powoduje generacje¢ réznorodnych typow i prowadzi do rozproszenia populacji
w krajobrazie przystosowawczym. W sumie mechanizm selekcyjno-mutacyjny wywoltuje
ruch populacji w gore ku obszarom o wyzszej jakosci. Ruch ten jest szybki, gdy popu-
lacja znajduje sie na zboczu wzgorza jakosci, poniewaz mutacje ulepszajace, zwiekszajace
érednia jakos$é populacji, zdarzajg sie stosunkowo czesto. Gdy osiagniety zostanie szczyt
znajdowanie ulepszen jest praktycznie niemozliwe. Populacja znajduje si¢ w pulapce
ewolucyjnej, ewolucja wlasciwie nie postepuje, a wystepuja jedynie fluktuacje wokét opti-
mum. Podobne zjawisko jest znane w biologii pod nazwa ”zapadki Miillera” [Miiller 64]:
w populacji majacej optymalny genotyp, wszelkie mutacje spowoduja jedynie pogorsze-
nie jakosci, co, przy niezmiennym srodowisku, moze na pewien czas powstrzymac rozwdj
populacji. Wokdl optimum ustala si¢ rodzaj rownowagi selekcyjno-mutacyjnej zwanej
quasi-réownowagg. Na ulepszenie mozna czeka¢ bardzo dilugo. Ulepszenie w tym przy-
padku polega na znalezieniu nastgpnego, wyzszego wzgorza jakosci, co wymaga przejscia
siodla miedzy wzgérzami i wiaze si¢ z pokonaniem sil selekcji i obnizeniem wskaznika
jakosci elementéw pokonujacych te siodla. Przy selekcji migkkiej, mutanci o mniejszych
wskaznikach jakosci maja réwniez szans¢ na wydanie potomstwa, a to powoduje rozlozenie
populacji w pewnym otoczeniu optimum i ulatwia ewentualng ucieczke z pulapki. Po-
pulacje spedzaja wiekszos¢ czasu na wierzchotkach lokalnych wzgérz, a czas przejscia
przez siodlo i podejscia w gore zbocza jest o wiele krotszy. Obserwacje te sg zbiezne z
hipotezami przedstawianymi w ewolucyjnej teorii niecigglych stanéw réwnowagi - ”pun-
ctuated equilibria” [Eldredge i Gould 72]. Zgodnie z ta teoria twierdzi sig, ze proces
ewolucji nie przebiega w stalym tempie, lecz w sposob nieregularny - skokowo.

Rozwazano takze populacje rozwijajace si¢ z rekombinacja cech (reprodukcja seksu-
alna) [Karcz 88], [Galar 91]. Proces selekcji polega wtedy na wybraniu nie jednego lecz
pary przodkéw. Element potomny posiada cechy bedace kombinacja cech rodzicéw, do-
datkowo zmodyfikowane w procesie modyfikacji. W dalszych rozdzialach niniejszej pracy
przeanalizowano proces reprodukcji bez rekombinacji (reprodukcja aseksualna).

Przedstawiony model ewolucji fenotypowej stanowil podstawe do opracowania metody
optymalizacji funkcji wielu zmiennych w nieograniczonej przestrzeni rzeczywistej [Galar
87]. Prawa reprodukcji okreslaja polozenia kolejnych generacji punktéw w przestrzeni
poszukiwan, ktdra przez analogie z modelem ewolucji nazwano "przestrzenig typow”.
Migkka selekcja pozwala na losowy wybér punktéw bazowych dla nowej generacji z
prawdopodobienstwem proporcjonalnym do wskaznika jakosci punktéw, a modyfikacja
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powoduje losowg zmiane polozenia punktéw w przestrzeni poszukiwan. Dokladny opis
algorytmu przedstawiono w nastgpnym podrozdziale.

2.2 Algorytm adaptacyjny

Przedstawiony w podrozdziale 2.1 model ewolucji fenotypowej postuzyt do opracowa-
nia algorytmu poszukiwari ewolucyjnych z migkka selekcja [Galar 87]. Jest to algorytm
adaptacyjny, znajdujacy zastosowanie do maksymalizacji nieujemnych funkcji jakosci ¢
w n-wymiarowej przestrzeni rzeczywistej bez ograniczen.

W przestrzeni R" rozwazany jest m-elementowy zbior wektorow. Wektory te pow-
stajag w wyniku losowego wyboru i dlatego s3 nazywane zbiorem prob losowych, populacjg
lub krétko zbiorem prob. Proces losowania zbioru prob jest wielokrotnie powtarzany.
Otrzymana, w wyniku losowania m préb, populacja nazywana jest generacjg, a jej ko-
lejne polozenia - ewolucjg populacji lub zbioru préb. Pojedyncza préba losowa e jest
charakteryzowana przez jej polozenie (typ) z = (z;, z2,...,Z,) W przestrzeni typéw oraz
wskaznik jakosci ¢(z). Nowa generacja préb jest generowana losowo na bazie generacji
biezacej. Proces tworzenia nowej generacji przebiega dwuetapowo:

1. z aktualnej generacji losuje si¢ ze zwracaniem proby bazowe, prawdopodobienstwo
wylosowania proby jest proporcjonalne do jej wskaznika jakosci;

2. nowa prébe otrzymuje si¢ modyfikujac losowo (rozklad normalny) wspéirzedne
polozenia proby bazowej.

Przy takich zalozeniach, ewolucje generacji prob okreslaja prawdopodobienstwa selekcji
(2.1) i modyfikacji (2.2):

PICHe" | ¢ € G(k), ¢ € Gk +1)] = = :Gf:‘)(;&)(e,)) . (2.1)
f(zll I e,He”, u(el) = xl, u(ell) — x”) - g(xl’ zll) —

(ov2m)™ p I explog (el — 2z (2.2)

gdzie:

e/,e" € E - préby w procesie optymalizacyjnym E;

G(k) - k-ta generacja préb bazowych;

e'He" - relacja: €” jest potomkiem e’;

z',z" € R™ - polozenia (typy) prob;

u: E — R" - funkcja przyporzadkowujaca polozenie probie;
q: R* —» R* - funkcja jakosci;

g: R* x R* — (0,1) - funkcja okreslajaca prawdopodobienstwo modyfikacji
polozenia.
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Wzér (2.1) rozwazany samodzielnie opisywalby lancuch Markowa ze stanami pochlania-
jacymi: polozenie préb generacji nastepnej zalezy tylko od polozenia préb w generacji
biezacej; bez doplywu nowych typéw (brak modyfikacji) stan, w ktérym wszystkie préby
maja jednakowy typ jest pochlaniajacy. Wzdr (2.2) rozwazany samodzielnie opisywalby
proces bladzenia losowego w R™.

W powyzszym algorytmie kazda préba moze by¢ wybrana jako bazowa, nawet wielo-
krotnie. Gdyby przyjac, ze proba wybierana jest tylko raz, otrzymano by bladzenie losowe
m czastek. Gdyby przyjaé, ze jako bazowa jest wybierana najlepsza préba, otrzymano
by selekcj¢ twardg - powszechnie stosowang w optymalizacji metode selekcji punktéw
bazowych, gdzie elementy nowej generacji powstajg przez modyfikacje najlepszej préby z
generacji biezacej.

Przy danych warunkach zadania: funkcja jakosci ¢ i wymiar przestrzeni poszukiwan
n, realizacja komputerowa algorytmu wymaga okreslenia nastgpujacych parametréw pro-
cesu: liczebnos$é populacji m, wspélrzedne prob generacji poczatkowej oraz wariancja

rozkladu modyfikacji - krok poszukiwan o?.

W algorytmie numerycznym tworzenie nowej generacji przedstawia si¢ nastgpujaco:

1. Selekcja. Stosujac metode odwrotnosci dystrybuanty dokonuje si¢ niezaleznego
wyboru m préb bazowych. Okresla sie wskazniki jakosci kolejnych préb ¢, (I =
1,...,m). Oblicza si¢ dystrybuante rozkladu funkcji jakosci generacji biezacej w
ten sposdb, ze kazdej prébie przyporzadkowuje sig liczbe h; taka, ze:

Eg:l q]

m .
3=19j

hi = (2.3)

Jako bazowa wybiera si¢ [-tg probe, dla ktorej h; ma wartos¢ najmniejszg ze wszy-
stkich h; wiekszych od liczby losowej { wylosowanej z rozkladem réwnomiernym z
przedziahlu [0,1).

2. Modyfikacja. Polozenie préby w nowej generacji uzyskuje si¢ przez dodanie do
wspéirzednych préby bazowej liczb losowych o normalnym rozkladzie modyfikacji
g(z',z"), z wartoscig oczekiwang réwng zero i wariancja réowng zadanemu krokowi
poszukiwan.

Schemat blokowy algorytmu przedstawia rysunek 2.1.

Opisany algorytm mozna bezposrednio zastosowal do zadan maksymalizacji nieu-
jemnych funkcji jakosci, o znacznych bezwzglednych réznicach wysokosci poszczegdlnych
optiméw. Inne zadania wymagaja odpowiedniej modyfikacji algorytmu.

W przeciwienistwie do wigkszosci stochastycznych metod optymalizacyjnych, algorytm
z migkka selekcja stosuje si¢ do zadan sformulowanych w przestrzeniach rzeczywistych
bez ograniczeri. Od przedstawionych w rozdziale pierwszym modeli ewolucyjnych opisany
model rézni si¢ miedzy innymi tym, ze jest on interpretowany jako model ewolucji fenoty-
powej a nie genotypowej oraz tym, ze typy prob sa wektorami w przestrzeni rzeczywistej
a nie wektorami binarnymi.

Badania analityczne modelu poszukiwan ewolucyjnych z migkka selekcja oraz zas-
tosowanie algorytmu do zadania dyskretnego D-optymalnego planowania eksperymentu
jest gléwnym celem niniejszej pracy. W nastepnym podrozdziale przedstawiono rezultaty
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Dane wejsciowe :
n - liczba parametrow

m - liczebno$é generacji préb,
o - odchylenie standardowe modyfikacji,
qg: R* — R? - funkcja celu,
z9 ’j} - poczatkowe wartosci parametrow:
k=1l,....m; 3=1,...,n,
&, - wartosci zmiennej losowe] rozlozonej
réwnomiernie na przedziale [0,1)
N(o) - dystrybuanta rozkladu normalnego
o $redniej 0 i wariancji o2

|

Ocena: {zi,z,...,2..} — {q¢}, ..., ¢}

i _ i i i =
i —q(zkyl,xm,...,xk'n) , k=1,...,m.

Selekcja {gf, @b -, %} — {k(i,1),h(5,2), .., h(i,m)} ,

h o i
h(i,k)=min{h: gﬁ-‘—:{v>&} ,ri=r+1.
=1 ¥l

Modyfikacja: {:z:;;(,-’l), e ,z;;(‘-,m)} — {:z:{‘”,. .. ,xi,‘fl} ,
it = :r};(‘-,k) +min{d:o-N(d)>¢} ,r:=r+1.

Badanie warunku : koniec obliczen ?

TAK NIE =141
] I ]
STOP

Rysunek 2.1: Schemat blokowy algorytmu poszukiwan ewolucyjnych z miekka selekcja
[Galar 90].
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dotychczasowych badan symulacyjnych algorytmu, ktore potwierdzaja wyniki analityczne
przedstawione w rozdziale trzecim.

2.3 Charakterystyka dzialania algorytmu

Gléwnym przedmiotem badan symulacyjnych algorytmu poszukiwan ewolucyjnych z miek-
ka selekcja byla jego sprawnosc przekraczania siodel miedzy wzgdorzami funkeji jakosci
oraz zachowanie sie¢ populacji w poblizu optimum. Rozpatrywano niewielkie populacje o
stalej liczebnosci.

Do badan rozkladéw ewoluujacych populacji w otoczeniu optimum w stanie quasi-
réwnowagi [Karcz 88] przyjeto unimodalng funkcje jakosci:

d@r,-- ., 20) = expl—a - 3 a) (2.4

=1

Populacja jest rozlozona na zboczach wzgorza jakosci. W przestrzeni jednowymiarowe;j
préby znajduja si¢ w niewielkiej odleglosci od ekstremum. Odleglos¢ ta zwigksza sie
wraz ze wzrostem wymiarowosci krajobrazu przystosowawczego. Duza liczba cech podle-
gajacych modyfikacji powoduje duza réznorodnos¢ populacji, a tym samym rozszerza si¢
obszar zajmowany przez nig na zboczach wzgérza. Male, kilkuelementowe populacje sa
rozproszone na wzérzu lokalnego maksimum. Ich srodek cigzkosci dryfuje w stosunkowo
duzej odleglosci od ekstremum, dlatego tez takie populacje maja wigksze szanse na szyb-
kie wyjscie z pulapki wokél lokalnego optimum. Liczebniejsze populacje sa silniej skon-
centrowane na optimum i ich srednia jakos¢ jest wieksza niz dla malych populacji. W
optymalizacji lokalnej efektywniejsze sa wiec wigksze, kilkudziesigcioelementowe popu-
lacje. Wyniki badani symulacyjnych postuzyly do weryfikacji hipotezy, ze duze populacje
w przestrzeni jednowymiarowej majg rozklad normalny z wartoscig oczekiwang réwna
zero. Test zgodnosci A -Kolmogorowa na poziomie istotnosci o = 0.001 nie pozwolil na
odrzucenie tej hipotezy. Dla populacji mniejszych, wartos¢ oczekiwana rozkladu nie lezy
w optimum, lecz w niewielkiej od niego odleglosci.

Dla badan efektywnosci przekraczania siodel, jako funkcje jakosci przyjeto super-
pozycje dwéch n-wymiarowych funkcji dzwonowych Gaussa:

o2, ., 20) = expl—a- Y o] + h-expl—a- (1 — 22)? + > a?)]

=1 1=2

o réznicy wysokosci h i nachyleniu zbocza a [Galar 90]. Sprawnos$é algorytmu okreslano
oczekiwang liczbg generacji do ulepszenia - znalezienia proby o wskazniku jakosci wyzszym
niz maksimum lokalne, z ktorego startowala populacja poczatkowa. Algorytm poréwny-
wano z algorytmem poszukiwan ewolucyjnych z twardg selekcja.

Jak wykazaly badania symulacyjne algorytmu [Galar 90], préby koncentruja sig wokét
optiméw lokalnych, lecz proces jest w stanie przekraczac siodla miedzy sasiednimi opti-
mami. Jezeli przewage jednej metody optymalizacyjnej nad druga zdefiniowaé jako sto-
sunek odpowiednich minimalnych, oczekiwanych liczb generacji do ulepszenia, to przy
przekraczaniu siodel miekka selekcja wykazuje przewage nad selekcja twarda. Jest ona
tym wieksza, im trudniejsze zadanie optymalizacyjne - im szersze siodla i im wiekszy
wymiar przestrzeni poszukiwan. Zauwazono, ze spadek sprawnosci algorytmu wraz ze
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wzrostem wymiaru przestrzeni jest maly. W niektdrych przypadkach (np. przy bardzo
szerokich siodlach) sprawnos¢ nie zalezy od n a nawet wzrasta z nim. Najlepsze wlasciwo-
éci przekraczania siodel, szczegolnie w przypadku ich znacznych szerokosci, wykazuja male
populacje o liczebnosci od kilku do kilkunastu préb. Moga one ulegaé stosunkowo duzym
fluktuacjom, ich srodek ciezkosci jest czesto znacznie oddalony od optimum lokalnego co
ulatwia przejscia siodel.

Zaleta miekkiej selekcji jest jej mala wrazliwos¢ na zmiany parametréw algorytmu,
nie jest takze wrazliwa na bledy wyznaczania wartosci funkcji jakosci.

Sprawnoéé metody w zaleznosci od ksztaltu funkcji jakosci badano [Polukord 89] de-
formujac symetryczng funkcje Gaussa tak, aby uzyskaé waski grzbiet:

n
q(1,...,%s) = exp[—z} —a- ) =] .

=2
Przy duzej wartosci parametru a otrzymuje si¢ wzgorze z waskim grzbietem o stromych
zboczach. I w tym przypadku efektywnos¢ algorytmu z miekka selekcja w poréwnaniu z
twardg selekcja jest tym wieksza, im wigkszy jest wymiar przestrzeni poszukiwan. Ponad-
to miekka selekcja nie jest wrazliwa na dobér parametréw (co wystepuje w przypadku
selekcji twardej). Te same wartosci kroku poszukiwan pozwalaja zar6wno na sprawne
przekraczanie szerokich siodel jak i na przemieszczanie si¢ wzdluz waskiego grzbietu
funkcji jakosci.

Algorytm z migkka selekcja jest w rzeczywistosci algorytmem posrednim miedzy op-
tymalizacja globalna i lokalng. Ewoluujace populacje stosunkowo latwo lokalizujg okolice
ekstremum, posiadaja zdolnos¢ przekraczania siodel miedzy optimami. Algorytm nie jest
natomiast asymptotycznie zbiezny do optimum w przeciwienstwie do algorytmu z selekcja
twarda. Jest zatem naturalne sprzezenie miekkiej selekcji z twarda (co jest stosunkowo
proste) lub z innym algorytmem optymalizacji lokalnej w celu dokladnego wyznaczania
znalezionych optiméw (przyklad w rozdziale czwartym).

Opisany przez prawdopodobienstwa selekcji i modyfikacji model poszukiwan ewolucyj-
nych z migkka selekcja jest trudny do analizy szczegélnie w przypadku malych populacji
(zobacz podrozdzial 3.2). Modele zakladajace populacje o duzej lub nieskoriczonej liczbie
préb sa latwiejsze do analizy, lecz takie populacje nie wykazujg dobrych wlasciwosci
przekraczania siodel miedzy optimami lokalnymi. W nastepnym podrozdziale przedsta-
wiono analize deterministyczng duzych populacji. W rozdziale trzecim podjeto prébe
pokazania specyfiki modelu, przedstawiono nowe sposoby analizy matematycznej modelu
i jej rezultaty.

2.4 Analiza deterministyczna duzych populacji

Ze stochastycznego mutacyjno-selekcyjnego modelu ewoluujacych populacji Galar [Galar
85] wyprowadzil deterministyczny model opisujacy udzial poszczegdlnych typow w calej
populacji.

W dyskretnej, w-wymiarowe] przestrzeni typéw T (T' C RY), w ktérej dana jest
funkcja jakosci g(z), fluktuuje duza populacja préb. Funkcja m(z’,z) opisuje czgstosc
modyfikacji préb typu z do typu z'. Srednig jakosé wszystkich préb w chwili ¢ oznaczono
qa(t). Niech v(t, ) oznacza gestos¢ préb typu z w chwili . Stan populacji w chwili ¢ 4 1
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moze by¢ opisany wzorem:

v(t+1,z') = Y o(t,z) - m(z',z) - g() (2.5)

QA(t) zeT

Dla skoniczonej liczby typéw wzér (2.5) mozna zapisaé w notacji macierzowe;:

v(t+1) = q%(t) M- v(t) (2.6)

gdzie:

v(t) = {vi(2),v2(t),...,v.(t)} - wektor rozkladu poszczegdlnych typéw popu-
lacji;

M = (mjx - qx) - macierz przejscia; j, k = 1,...,7;

gx - wskaznik jakosci proby o typie zi;

m ;i - prawdopodobienstwo mutacji proby z typu z; do z;.

Wzér (2.6) opisuje dyskretnag w czasie wersj¢ modelu ewolucji makromolekul Eigena
[Eigen 71]. Eigenowski wskaznik wartosci selekcyjnej typu ¢ - w;; jest réwny iloczynowi
wskaznika jakosci i-tego osobnika i czestosci dokladnej replikacji ¢; - m;;. Intensywnosé
replikacji czastek o typie ¢ do typu j - w;; jest réwna iloczynowi g¢; - m;; (patrz wzér 1.1).

W celu otrzymania quasi-stacjonarnych rozkladéw duzych populacji zasymulowano
réwnanie (2.6) [Galar 85]. Obserwowano populacje w stanach réwnowagi w przestrzeni
funkcji jakosci z dwoma optimami o réznych wielkosciach. Bezposrednia aplikacja kom-
puterowa tego modelu, dla populacji o liczebnosci ponad 50 osobnikéw, jest mozliwa
tylko dla dwuwymiarowej przestrzeni typéw. Macierz przejscia M ma w tym przypadku
kilka tysiecy elementéw, a zwigkszenie wymiaru przestrzeni o jeden, powoduje wzrost tej
liczby do ponad 100 000. Aby problem wielowymiarowy madglt by¢ symulowany kompu-
terowo, dokonano pewnych aproksymacji; miedzy innymi podzielono typy na kategorie,
dla ktérych obliczano fitness i prawdopodobienstwa mutacji.

Poréwnywano wartosci oczekiwane ilosci generacji potrzebnych do znalezienia typéw
lepszych niz lokalnie optymalne dla populacji sktadajacej sig¢ z samych typéw suboptymal-
nych i dla populacji znajdujacych si¢ w stanie quasi-rownowagi wokét optimum lokalnego
(eigenowskie quasi-species). Te ostatnie pokonuja siodla nawet do kilkusettysiecy razy
szybciej nizli populacje lokalnie najlepszych typéw. Duze, skonczone populacje tworza
w przestrzeni typéw rodzaj mglawicy rozlozonej wokdl typu optymalnego. Istniejace
w procesie dojscia do stanu quasi-réownowagi osobniki realizuja tylko niewielka czesé z
wszystkich mozliwych typéw, przy czym, prawie wszystkie osobniki maja typy unikalne.
Moze sie takze zdarzyé, ze typ optymalny jest nieobecny w populacji.

Badania symulacyjne modelu deterministycznego potwierdzaja rezultaty otrzymane z
symulacji modelu stochastycznego opisanego réwnaniami (2.1) i (2.2) dla duzych popu-
lacji, przedstawione w poprzednim podrozdziale. Zbiory, w ktorych znajduja si¢ préby o
réznych jakosciach maja wieksze szanse na znalezienie optimum globalnego niz zbiory naj-
lepszych préb. Selekcja miekka daje wiec lepszg strategie poszukiwan globalnych anizeli
selekcja twarda, majaca lepsze wlasciwosci w optymalizacji lokalne;.
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Rozdzial 3

Analiza formalna modelu poszukiwan
ewolucyjnych z miekka selekcja

Analiza modelu ewolucyjnego opisanego réwnaniami (2.1) i (2.2) sprawia wiele trudnoéci.
Aby byl on analitycznie traktowalny dokonuje si¢ aproksymacji i uproszczen. Bada sie
model dla szczegdlnych przypadkéw funkcji jakosci i modyfikacji. Rozwaza si¢ duze
lub nieskoriczone populacje, co umozliwia deterministyczng analize¢ modelu, gdyz efekty
stochastyczne moga by¢ w tym przypadku pominigte. W niniejszej pracy autorka przed-
stawia swoje wyniki w zakresie analizy deterministycznej oraz analizy stochastycznej
modelu. W podrozdziale 3.1 dokonano analizy gestosciowej nieskonczonych populacji
w stanie réwnowagi selekcyjno-mutacyjnej. Najbardziej interesujacy, z punktu widzenia
sprawnos$ci przekraczania siodel migdzy wzgorzami funkcji jakosci, jest przypadek malych
populacji. Jest on szczegélnie trudny do analizy ze wzgledu na swoja specyfike, co
pokazano w podrozdziale 3.2. W podrozdziale 3.3 zaproponowano nowy zapis formalny
modelu, umozliwiajacy analize¢ zar6wno malych jak i duzych populacji.

3.1 Stan réwnowagi selekcyjno-mutacyjnej w nie-
skonczonych populacjach

Zalozenie, ze populacja jest nieskonczona, ulatwia analize rozkladéw populacji w stanach
réwnowagi selekcyjno-mutacyjnej. W tym przypadku stan populacji mozna opisaé roz-
kladem gestosci préb w jednowymiarowe]j przestrzeni typéw. W podrozdziale tym zapro-
ponowano rozwazenie wplywu najpierw samej selekcji, a nastepnie selekcji i modyfikacji
na trwalg réznorodnos¢ typow populacji. Za miare zmiennosci, ktéra w populacjach
biologicznych jest uwazana za gléwny czynnik ewolucji (patrz podrozdzial 1.2), przyjeto
wariancje rozkladu prob w przestrzeni typow.

Nieskonczona populacja préb ewoluuje w cigglej przestrzeni typéw R!, na ktérej
okreslono funkcje jakosci ¢(z). Funkcja mutacji g(z — y) okresla zmiang typu préby
z y do z. Stan populacji jest opisywany przez gestos¢ p(z;) préb o typie z;. Z biezacej
generacji préb w procesie selekcji, zgodnie z wzorem (2.1), wybierana jest populacja
bazowa, ktéra poddana mutacji (2.2) tworzy nastgpna generacje. Niech p;(z;) okresla
rozklad populacji w jednowymiarowej przestrzeni typéw w chwili £. Rozklad populacji
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bazowej p}(y) wynosi:

: q(y) - p(v)
= —= 3.1
P = @) nle) )
Rozklad populacji nastepnej generacji jest opisany wzorem:
pen(@) = [ pily) - 9(a — ) dy (32)

Nieliniowe réwnania réznicowe (3.1) i (3.2) wyznaczaja ewolucje rozkltadéw prawdopo-
dobienstwa, maja wiec charakter funkcjonalny, a co za tym idzie, nie jest mozliwe ich
rozwigzanie w ogdlnym przypadku. Przy szczegdlnych zalozeniach dotyczacych funkcji
jakosci, rozkladu mutacji i rozkladéw populacji w chwili ¢, udalo si¢ otrzymac jawne
rozwiazanie zaréwno dla ewolucji rozkladéw populacji jak i dla stanéw ustalonych.

Rozwiazanie réwnan (3.1) i (3.2) otrzymano przy nastepujacych zalozeniach:
1. gaussowska funkcja jakosci o maksimum w punkcie X* = 0 i o nachyleniu zbocza

zaleznym od a (a > 0); im mniejsze a tym wigksza intensywnos¢ selekcji; a jest
zwane wariancjg srodowiskowg

q(y) = exp[—zl—a v?;

2. normalny rozklad mutacji o wariancji o2

g(z—y)= \/2_17F : exp[—é; (z—-v)%;

3. rozklad populacji w czasie ¢ normalny, z wartoscig oczekiwang 7(t) i wariancjg v%(t)
1

1 2
p(y) = m : expl—m (y=n()7] .

Rezultat 1 Rozklad populacji bazowej jest normalny z wartoscig oczekiwang n'(t) i wa-
riancjg v'"(t):

a

1) = sara 10 (33
V'z(t) = m s llz(t) (34)

Rezultat 2 Rozklad populacji w chwilit+1 jest normalny z wartoscig oczekiwang n(t+1)
i wariancjg v*(t +1):

n(t+1) = n(t) (3.5)

_*
vi(t)+a

it+1) =0+ ) ta Vi(t) = o + V(1) (3.6)

Dowody obu rezultatéw przedstawiono w Dodatku 1.

Wyliczono takze rozklad populacji w stanie réwnowagi (pi41(z) = pi(z)).
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Whniosek 1 W stanie rdwnowagi rozklad nieskoriczonej populacji prob w przestrzeni ty-
péw jest normalny z wartoscig oczekiwang réwng zero i wariancjg v? dang wzorem:

(6* +0-Vor+4a) (3.7)

Wyliczenie rozkladu podano w Dodatku 1.

2 _
v, =

BN | =

Wartoéé oczekiwana (3.3) rozkladu populacji bazowej jest zbiezna do punktu X* = 0,
w ktérym funkcja jakosci osigga warto$¢ maksymalng. Wariancja (3.4) rozkladu populacji
bazowe;j jest mniejsza niz populacji wyjsciowej i maleje do zera. W populacji poddane]
tylko selekcji obserwuje si¢ wiec redukcje réznorodnosci typow i zblizanie sie populacji
do optimum funkcji jakosci. W nieskonczenie dlugim czasie mozna byloby otrzymaé
populacje zlozong tylko z osobnikéw najlepszego typu.

Mutacja powoduje generowanie nowych typéw w populacji, co zwieksza jej réznoro-
dnoéé. Wariancja rozkladu (3.6) jest réwna sumie wariancji rozkladu populacji bazowe;j
i wariancji modyfikacji. Wartos¢ oczekiwana rozkladu populacji w chwili ¢ + 1 (3.5) jest
taka sama jak populacji bazowej. Ze zbieznosci wartosci oczekiwanej rozktadu do punktu,
w ktérym funkcja jakosci osigga maksimum wynika zbieznos¢ algorytmu wedlug sredniej
do optimum, a tym samym zbieznos¢ wedlug prawdopodobienstwa.

W rezultacie, dzialanie selekcji 1 mutacji prowadzi do stanu quasi-rownowagi w otocze-
niu optimum ¢(z), w ktérym wariancja rozkladu préb (3.7) jest stala w czasie. Wariancja
réwnowagi jest wigksza od wariancji modyfikacji i to tym wigksza, im jest wigksza wa-
riancja srodowiskowa. Przy duzej wartosci a intensywnosc selekcji jest mniejsza, zbocza
funkcji jakosci sg lagodnie nachylone i populacja jest rozlozona na wigkszej powierzchni.
Skupienie populacji wokét ekstremum mozna uzyskac zmniejszajac wartos¢ obu wariancji:
aio’.

Otrzymane rezultaty potwierdzaja wyniki i obserwacje uzyskane z analizy deter-
ministycznej duzych populacji (podrozdzial 2.4), a takze wyniki badan symulacyjnych
rozkladéw duzych populacji wokél optimum (podrozdziat 2.3).

Podobna metode deterministycznej analizy gestosciowej stosowano do modeli analizu-
jacych wplyw zmiennosci genetycznej na rozklad wartosci ilosciowych cech fenotypowych
w nieskoriczonych populacjach [Kimura 65], [Lande 76]. Otrzymany przez Kimure [Ki-
mura 65] rozklad alleli w populacji w chwili ¢, przy zalozeniu czestosci mutacji réwnej
jeden, jest taki sam, jak otrzymany w tym podrozdziale rozklad (3.2). Przy dodatkowych
zalozeniach, wariancja rozkladu populacji w stanie réwnowagi (3.7) jest rt6wnowazna wa-
riancji genetycznej populacji otrzymanej przez Landego [Lande 76).

3.2 Dynamika ewoluujacych malych populacji

Wiele znaczacych wlasnosci ewoluujacych populacji naturalnych jest zaleznych od ich
rozmiaréw. Losowy dryft genetyczny, uwazany przez Wrighta [Wright 32] za przyczyne
przej$¢ miedzy wzgorzami adaptacyjnymi, jest wynikiem skonczonej liczebnosci popu-
lacji. W swej teorii o epizodycznym charakterze zmian ewolucyjnych (punctuated equi-
libria) Eldredge i Gould [Eldredge i Gould 72] uwazaja powstawanie nowych gatunkéw
za naped zmian ewolucyjnych. Wedlug nich, specjacja zachodzi szybko tylko w bardzo
malych, izolowanych populacjach. Gould pisze [Gould 80]: "Zyja one jako malutkie
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populacje na obrzezach obszaru zajmowanego przez ich przodkéw. Nacisk selekcyjny
jest tu zazwyczaj bardzo silny, poniewaz peryferie wyznaczaja granice tolerancji ekolo-
gicznej dla form macierzystych. Odmiany korzystne rozpowszechniaja si¢ szybko. Male,
marginalne, izolowane populacje stanowig laboratorium zmian ewolucyjnych.” Takze
analiza modeli opisujacych ewolucje naturalng wskazuje na duzy wplyw, jaki na te pro-
cesy wywiera wielkos¢ populacji. Badajagc model genetycznych cech ilosciowych Lande
[Lande 85]) wykazal, ze czas oczekiwania na przejscie siodla miedzy wzgérzami adap-
tacyjnymi zwieksza si¢ wraz z rozmiarem populacji, oraz, ze wzrost ten jest prawie
eksponencjalny. Wartos¢ wariancji genetycznej populacji zalezy miedzy innymi od jej
wielkosci i nawet w malych, izolowanych populacjach moze by¢ ona stosunkowo duza
[Biirger i inni 89)]. Przedstawione w podrozdzialach 2.3 i 2.4 wyniki badan symulacyjnych
modelu poszukiwan ewolucyjnych z miekka selekcjg [Galar 90], [Galar 91] wskazuja na
réznice w ewolucji malych i duzych populacji. Pierwsze z nich latwiej przekraczaja siodla
miedzy wzgérzami adaptacyjnymi, co jest pozadang cechg przy optymalizacji globalne;j.

Analiza matematyczna modelu opisanego przez prawdopodobienstwa selekeji (2.1) i
mutacji (2.2) dla malych populacji nie jest zadaniem prostym. W biezacym podrozdziale
wskazano na czym owe trudnosci polegaja.

Rozpatrywano ewolucje malych populacji i okreslano polozenia elementéw w prze-
strzeni typéw w kolejnych momentach czasu.

Niech w R" znajduje si¢ m-elementowa populacja elementéw. Wektor X;(t) = {z;,-
Ty2,...,Z1n} (1 = 1,...,m) okresla polozenie i-tego elementu w R", a ¢;(t) jest jego
wskaznikiem jakosci w chwili ¢. Kazdemu elementowi przyporzadkowano liczbe h;(t)
wyliczong ze wzoru (2.3) oraz przyjeto ho(t) =0. Dla r = 1,...,m oznaczono liczby
losowe: £, - o rozkladzie jednostajnym na przedziale [0,1) i v, - o rozkladzie g(z), gdzie
g(z) jest n-wymiarowym, symetrycznym rozkladem prawdopodobienstwa, o wartosci
oczekiwanej réwne;j zero i danej wariancji. Elementy zmieniaja swe polozenia w dyskret-
nych momentach czasu, bedacych wielokrotnosciami przedzialu At. Zmiany polozenia
elementéw sa spowodowane przez losowg selekcje i modyfikacje. Wprowadzono dwus-
tanowa zmienna Syi(t), przyjmujaca wartosci zero lub jeden, okreslajaca wybdr danego
elementu w procesie selekcji. Jezeli Sy;(t) =1 - to polozenie w przestrzeni poszukiwan i-
tego elementu w chwili ¢ jest baza dla polozenia r-tego elementu w chwili t+ At. Rozklad
wartoéci zmiennej S,;(t) zalezy od wskaznika jakosci i-tego elementu i jest okreslany
nastepujaca zaleznoscia:
™ 0 jesli h;_1(t) > & lub & > hy(t)

Polozenie i-tego elementu w chwili £ + At wyraza si¢ wzorem:
X;(t+ At) = ZX; t) + v(t) (3.8)

Taka populacje mozna przedstawic jako pojedynczy punkt, nazwany punktem probnym,
w przestrzeni R™". Punkt prébny moze by¢ traktowany jako czastka Browna, na ktéra
dziala zalezna od polozenia i czasu, szybkozmieniajaca si¢ sila. Rozwazajac duza liczbe
generacji, dla tak opisanego procesu mozna wyznaczy¢ trajektori¢ punktu prébnego w
R™™,

Dla ilustracji rozwazono prosty przypadek ewolucji populacji dwuelementowej w jed-
nowymiarowej przestrzeni poszukiwan.
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Przyklad 1: Dla dwuelementowej populacji okresli¢ polozenie préb w kolejnych mo-
mentach czasu.

Wypisano wzory na polozenia elementow X; i X; w dwéch kolejnych chwilach. Jezeli
w chwili ¢ elementy polozone byly odpowiednio w punktach z;(t) 1 z5(¢) to w chwili ¢+ At:

_ $1(t) + Vl(t) dla Sn(t) =1
xl(t + At) - { xg(t) + Vl(t) dla Slg(t) =1

Zl(t) +V2(t) dla Sgl(t =1
zo(t + At) ={ z4(t) + n(t) dla S,,(tg =1

Whprowadzajac oznaczenia Sy;(t) = S;(t) 1 S21(t) = Sa(t) otrzymano:
z1(t + At) = z41(t) - S1(t) + z2(¢) - (1 — Su(2)) + 0 (2)

2o(t + At) = 24 (t) - Sa(t) + z2(t) - (1 — Sa(t)) + va(t) .

Polozenia elementéw w chwili ¢ + 2At opisuja nastegpujace wzory:

[24(2) - Sa(t) + za(t) - (1 = S2(t)) + 12(1)] - (1 = Sa(t + 1)) + m(t + 1) 5
Za(t + 208) = [21(t) - S1(£) + 22(t) - (1 = S1(2)) + ()] - Salt + 1)+
[21(2) - Sa(t) + za(t) - (1 = S2(2)) + v2(2)] - (1 = S2(t + 1)) + va(t + 1) .

Dwuelementowa populacje mozna przedstawié jako punkt w przestrzeni R?. Polozenie
punktu prébnego w chwili ¢ oznaczono (a,b), a poniewaz kolejnosé losowania préb w
algorytmie nie ma znaczenia ((a,b) = (b,a)), ustalono, ze pierwsza wspdirzedna bedzie
zawsze liczba o wiekszej wartosci, tzn. X; > X,;. W chwili ¢t + At mozliwe sa nastepujace
polozenia punktu prébnego: 1) (a + v1,b+ 12), 2) (a+ v1,a+12), 3) (b+ 1,0+ 1v2). W
przypadku 1) punkt prébny ulegnie jedynie nieznacznemu, dyfuzyjnemu przemieszczeniu.
W przypadkach 2) i 3), jezeli a réznilo si¢ znacznie od b, moze nastgpi¢ skok polozenia
punktu prébnego w RZ.

W trakcie ewolucji punktu probnego moga wystepowac znaczne skoki jego polozen.
Spowodowane sa one selekcja, a ich wielkos¢ zalezy od réznic w jakosciach préb i ich wza-
jemnym polozeniu w przestrzeni poszukiwan. Modyfikacje powoduja tylko niewielkie,
dyfuzyjne zmiany polozenia. Proces ewolucyjny opisany réwnaniami selekcji (2.1) i
modyfikacji (2.2) nie moze wigc byC rozpatrywany jako proces dyfuzyjny. Skoki polozen
spowodowane selekcja oraz wzajemne zaleznosci miedzy elementami populacji istotnie
utrudniaja (jezeli nie uniemozliwiajg) ich analize przy pomocy stochastycznego rachunku
rozniczkowego.

W malych populacjach zauwazono takze inne zjawisko - tendencje do ujednolicania
populacji.

Rozpatrzono ewolucje dwuelementowej populacji ale bez mutacji. W chwili ¢ + At
mozliwe sg trzy polozenia punktu prébnego: 1) (a,bd), 2) (a,a), 3) (b,b). Mozliwe
polozenia punktu prébnego dla k = 3 przedstawiono na rysunku 3.1. Juz w pierwszym
kroku populacja moze stal si¢ jednorodna i dalsza ewolucja bez dostarczania nowych
typéw (mutacja) nie bedzie postgpowaé (stan pochlaniajacy dla lancuchéw Markowa).
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(a,a) (a,a) (a,a)
(22) ()
(a,a)

(a,b) (a,b) (a b)
(b b)
(b)) (b,b)

(b,b) (b,b) (b,b)

(a,b)

Rysunek 3.1: Mozliwe polozenia punktu prébnego, ewoluujacego bez mutacji dla k = 3

Prawdopodobienstwo, ze populacja majaca poczatkowo dwa rézne typy w k-tym kroku
bedzie dalej niejednorodna jest bardzo male i wynosi:

P{z1(t + kAt) # z,(t + kAL)} = (o - ap)F

gdzie: o, = gq(a)/(q(a) + (b)) i @z = q(b)/(q(a) + ¢(b)). Dla punktu prébnego jed-
norodnosé zbioru préb oznacza jego polozenie na prostej X; = X,, zwane] osig identy-
cznosct.

Tendencje do ujednolicenia populacji s3 wynikiem dzialania selekcji na proby o réznej
jakoéci. Proces unifikacji wydluza si¢ wraz ze wzrostem liczebnosci zbioru préb i wymia-
rowosci przestrzeni typow. Poniewaz modyfikacje zwykle nieznacznie zmieniaja polozenia
i jakoéci préb, mozna wiec oczekiwal, ze tendencje do ujednolicania populacji beda
wystepowaé i w malych zbiorach préb ewoluujacych zgodnie z (2.1) i (2.2). Badania symu-
lacyjne potwierdzily te przypuszczenia [Galar 90]. Przy ewolucji malych populacji obser-
wowano zjawisko skupiania préb w zwarte grupy. W stanach duzego rozproszenia popu-
lacji, gdy pojawi si¢ element o wzglednie wysokiej jakosci, reprodukuje si¢ on kosztem
pozostalych i kolejne generacje formuja si¢ wokdl niego. Male populacje moga wigc ulegaé
znacznym fluktuacjom i skupiaé si¢ w punktach znacznie oddalonych od optimum.

W przebiegu trajektorii punktu prébnego, dla malych populacji, obserwuje si¢ wiec
dwa zjawiska: skoki polozenia punktu i dazenie trajektorii do osi identycznosci. Skoki
wystepuja, gdy zbidr préb jest réznorodny. Punkty polozone na lub w poblizu proste]
X; = X, podlegaja tylko zmianom dyfuzyjnym. Mutacje moga spowodowac znaczne
odsunigcie punktu od osi identycznosci, a wtedy znow pojawiaja sie skoki polozen spro-
wadzajace punkt prébny do tej prostej - skupienie populacji wokdl nowej proby o wyzszej
jakosci.

Na rysunku 3.2 przedstawiono przykladowe trajektorie punktu prébnego, otrzymane

z symulacji komputerowej, dla dwuelementowej populacji ewoluujacej wedlug zasad: a)
miegkkiej selekcji (2.1) i (2.2); b) bladzenia losowego (2.2).
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Rysunek 3.2: Trajektorie punktéw prébnych dla: a) migkkiej selekcji, b) bladzenia

losowego; z1(0) = 0.63, z,(0)
maksimum w punkcie (0,0) i wariancji srodowiskowej a = 0.1

—0.32; 0 = 0.1; k = 200; gaussowska funkcja jakosci o




3.3 Nowy zapis formalny modelu

W podrozdziale tym proponuje si¢ nowy formalny zapis badanego modelu poszukiwan
ewolucyjnych z migkka selekcjg. Proces zapisany w postaci dwoch réwnan okreslajacych
prawdopodobienstwa selekcji (2.1) i modyfikacji (2.2) sprowadzono do jednego réwnania
opisujacego rozktad préb w kolejnych generacjach. Ulatwi to analize modelu w oparciu o
klasyczne metody rachunku prawdopodobienstwa.

Zadanie optymalizacyjne polega na znalezieniu maksimum nieujemnej funkgcji jakosci
q(z) okreslonej w R". Niech X; = {Xﬁl) o ,Xi’")} oznacza m-wymiarowy wektor
niezaleznych, n-wymiarowych zmiennych losowych w k-tym kroku procesu poszukiwan.
Niech g(z, Xf)) bedzie n-wymiarowym rozkladem prawdopodobienstwa o wartosci oczeki-
wanej ng) i wariancji 02, a o;(X;) bedzie stosunkiem wskaznika jako$ci zmiennej losowej
x}j) do sumy wskaznikéw jakosci wszystkich m zmiennych losowych w k-tym kroku.
Wartosci i-tej zmiennej losowej w k + 1-szym kroku otrzymuje sig jako X ,ﬁle = ,(:), gdzie
& ,(:) jest punktem losowym w R" o rozkladzie zdefiniowanym wzorem:

frna(z |71,72, R ,yk) = fira(z |Yk) = iai(yk) .g;(:c,Xk")) (3.9)

=1

W modelu z miekka selekcja powyzszy zapis mozna interpretowac nastepujaco: X;:) jest
wektorem wspélrzednych i-tej préby w R™, a wektor X, okresla stan k-tej generacji m-
elementowej populacji. Wspélczynnik o;(X}) okresla prawdopodobienstwo selekcji (2.1),
a g(:r:,Xg)) jest rozkladem modyfikacji préby bazowej (niekoniecznie normalnym - jak
we wzorze (2.2)), o wartosci oczekiwanej rownej polozeniu i-tej proby w k-tej generacji i
danej wariancji.

Rozklad warunkowy (3.9) zmiennej losowe;j Xf) w generacji k + 1-szej jest suma
odpowiednio wazonych rozkladéw modyfikacji prob bazowych. Rozklad bezwarunkowy
opisuje wzor:

fer(2) =/.../f(m,‘)z,,...,m,z)m...dm =

N —
k

k
/.../Hfjﬂ(zlxj)-fo(Xo)dXo...ka
S }=0
k
gdzie fo(X,) jest rozkladem generacji poczatkowe;.

W odréznieniu od innych metod stochastycznej optymalizacji globalnej, gdzie roz-
kiady sa zwykle jednostajne (na danym zbiorze) lub co najwyzej unimodalne [Zieliniski
i Neumann 83], rozklad (3.9) moze by¢ multimodalny (Rys. 3.3). Multimodalnoséé
rozkladu wystepuje przede wszystkim dla malych populacji i przy dostatecznie duzych od-
legtosciach miedzy prébami. Multimodalnos¢ moze spowodowac skokowe zmiany polozen
préb w kolejnych generacjach.
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Rysunek 3.3: Rozklady polozenia préby w generacji k + 1-szej w zaleznosci od odleglosci
migdzy prébami, dla X; = {X;, X2}, n =1 i gaussowskiej funkcji jakosci;
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Dla ilustracji tego zjawiska rozpatrzono dynamike populacji w ciaglej przestrzeni
typéw. Cala populacje przedstawiono jako punkt probny, w przestrzeni R™", nad ktorg
rozpieto n-wymiarowa funkcje jakosci. W takim ukladzie wspolrzednych mozna przed-
stawi¢ laczne rozklady prob. Poniewaz w procesie powstawania nowej generacji kazda
préba jest tworzona niezaleznie, warunkowy laczny rozklad prob generacji k + 1-szej
wyraza si¢ wzorem:

fir1(z1, 225 oy Zm | Xi) = (21 | X) - fi(22| Xk) - o - fa(zm | X)) = (3.10)

m —_—

1 /u(es1 %)

Jj=1
W specyficznych warunkach: male populacje, duze odleglosci migdzy prébami, mozna
otrzymac funkcje o (l+rr’;l—1) maksimach, gdzie [ jest liczba prob rézniacych sie polozeniami
w danej generacji. Przykladowo, rozklad dwuelementowej populacji w jednowymiarowe;j
przestrzeni poszukiwar dla réznych polozen préb jest funkcja o trzech optimach (Rys.
3.4b).

W klasycznych przypadkach bladzenia losowego czy proceséw dyfuzji réznice poloze-
nia czastek w kolejnych momentach czasu sg nieznaczne, zachodza male losowe fluktuacje.
Dla przedstawianego w niniejszej pracy modelu poszukiwan ewolucyjnych z migkka se-
lekcja w kolejnych chwilach mogga wystapic¢ znaczne réznice w polozeniu punktu probnego
(jak przedstawiono w podrozdziale 3.2). Jako dyfuzyjny mozna traktowac proces, w
ktérym elementy poddane sa tylko mutacji.

3.3.1 Male populacje

Jak pokazano w podrozdziale 3.2 szczegdlnie interesujacym, a zarazem najtrudniejszym
do analizy jest przypadek populacji o malej liczebnosci (do kilkudziesigciu préb). Popu-
lacje takie wykazuja duza efektywnos¢ przekraczania siodel miedzy wzgérzami adapta-
cyjnymi w krajobrazie przystosowawczym. Rozklady kolejnych generacji préb moga w
tym przypadku by¢ multimodalne, co moze powodowac duze skoki polozenia prob.

Dla najprostszego przypadku populacji dwuelementowej (m = 2) w jednowymiarowe;j
przestrzeni poszukiwan (n = 1): X = {(x x® iX;:l1 =0 Xgl =P ; gdzie ¢V
i ,(cz) s3 punktami losowymi w R! o rozkladzie warunkowym:

fen(z | Xx) = ea(Xi) - 9(z = X)) + aa(Xi) - g(z — XP); (3.11)
o; 1 o, sa odpowiednimi wagami:

B (X, ) - q(X:?)
X.) = ; Xi) = ;
al( k) Q(Xk(l)) n q(Xk(z)) 02( k) q(Xk(l)) + Q(Xk(2))

a g(z — Xf)) jest symetrycznym rozkladem modyfikacji o wartosci oczekiwanej xﬁ",
(i = 1,2) oraz wariancji o2.

Dla symetrycznego rozktadu modyfikacji mozna obliczy¢ warunkowg i bezwarunkowa
warto$¢ oczekiwang oraz warunkowga wariancje rozkladu polozenia proby w generacji k+1-
szej.
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Rezultat 3 Dla symetrycznego rozkladu modyfikacji warunkowa wartosé¢ oczekiwana po-
lozenia proby w generacyi k + 1-szej wynosi:

Eenlz| Xi) = aa(X) - X + (X)) - X @ = (3.12)
g XM - xO +¢x)- x2
)
g(X™M) + ¢(x)

a bezwarunkowa wartos¢ oczekiwana dana jest wzorem:
X(l) (1) X(2) X(Z)
Ejia[z] = / / « (1) * o (2)) (3.13)
a(Xi’) + a(X;”)
Su(X(0) - Fe(X)aXi DX, @)

Dowéd poprawnosci Rezultatu 3 podano w Dodatku 2.

Wartosci oczekiwane (3.12) i (3.13) mozna oszacowac dla pewnych szczegdlnych przy-
padkéw. Jezeli wartosci wskaznikéw jakosci prob z generacji k-tej sa zblizone, to oczeki-
wane polozenie préby w generacji nastgpnej bedzie sig rézni¢ nieznacznie od polozenia
biezacego.

g(X) = o(X{?) = q(v)

(1) (2)
Bunlel= [* [T 40K “)“X*) X)X ) X, ax® =

- = / X(l) X(l)) dX (1) e / X(2) fr (X(2)) dX, (2) —

= 5 (BXO1+ Bx)
Gdy rozklady préb X i X, (2) sa takie same - np. populacja polozona w okolicy tego
g

samego optimum to ukla,d bedzie w stanie quasi-rownowagi. Od?owmda to sytuac_l)l gdy
punkt prébny znajduje si¢ na, lub w poblizu prostej X (1) = = X, 2 lub X, (1)

1
Einle] = 5 - (Bl X{) + Ex[X{?]) = Eilz]
W przypadku funkcji jakosci o dwoch optimach stan, gdy proby znajduja si¢ w okolicy

réznych optiméw jest niestabilny. Jezeli maksima X4 i Xp maja takie same wartosci
q(X4) = ¢(Xp) to wartos¢ oczekiwana polozenia préb w generacji k + 1-szej wynosi:

1 1
Eile] = 5 - (BenalX1+ BenlXP) = 5 - (Xa + X5) .

Dla optiméw o réznych wysokosciach np: ¢(X4) = k- ¢(Xp)

1 Q0 h 00
Bunlel = =5 [ Xa-f(Xe)dXp + =+ [ Xa- f(Xa) dXs =

Rezultat 4 Dla symetrycznego rozkladu modyfikacji warunkowa wariancja rozkladu pro-
by w generacji k + 1-szej wynosi:
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Varga[z | Xi] = a1(Xi) - ea(Xi) - (X = X D) 407 (3.14)
Wyliczenia wariancji podano w Dodatku 2.

Warunkowa wariancja (3.14) rozkladu prob generacji k + 1-szej jest wieksza od wa-
riancji modyfikacji i zalezy od réznicy polozer préb poprzedniej generacji X — X, (2.
Im wigksza odleglos¢ miedzy probami tym wigksza wariancja rozkladu préby.

Dla rozwazanego przypadku dwuelementowej populacji mozna znalezé wyrazenia opi-
sujace warunkows i bezwarunkowa wartoé¢ oczekiwang wskaznika jakosci préb ¢(X (),
(1=1,2)

Rezultat 5 Dla symetrycznego rozkladu modyfikacji warunkowa wartosc oczekiwana wska-
Znika jakosci proby generacji k + 1-szej wynosi:

Benle(=) | X = a(Xe) - [~ q(e) - g(e — X{M)do + (3.15)

+oa(Xe)- [~ (@) g(e - X de;
a bezwarunkowa wartos¢ oczekiwana wskaznika jakosci wyraza sie wzorem:
Benla(@)] = [ (a0 [ a@)-ge-XV)da] eXe)dXu+  (3.16)
+ [ (0a®e)- [ al@) - g(a — X{?) da] - £u(Xn) X

Przyklad 2: Obliczy¢ wartosci oczekiwane wskaznika jakosci (3.15) i (3.16) dla
kwadratowe] funkcji jakoéci o maksimum w punkcie z* : ¢(z) = —(z — z*)? oraz sy-
metrycznego rozkladu modyfikacji o wartosci oczekiwanej X ,2'), (z = 1,2) i wariancji o2.

Ze wzoréw (3.15) i (3.16):

Erala(z) | Xi] = a(Xx) - ¢(X) + 0a(X) - (X D) — 02 ; (3.17)
2 ¢(XM)g(XP)
a(X) + ¢(xP)

Szczegblowe obliczenia wartosci oczekiwanych podano w Dodatku 3.

Eiyala(z)] = Elg(X{)] + Elg(X?)] - E[

]—o*. (3.18)

Whniosek 2 Dla kwadratowych (lub dajgcych sie przyblizyé funkcjg kwadratowg) funkcji
jakosci oraz symetrycznego rozkladu modyfikacji o wariancji 0 cigg wartosci oczeki-
wanych funkcji jakosci jest ograniczony :

Eii1lg(z)] 2 Eilg(z)] — 0 . (3.19)
Dowéd w Dodatku 3.

Uwaga: Wymiary funkgji jakosci (lub jej wartosci oczekiwanej) oraz wariancji mody-
fikacji w réwnaniach (3.17), (3.18) i nieréwnosci (3.19) s takie same - kwadrat jednostki
dhugosci.

Przyklad 3: Obliczy¢ wartosci oczekiwane wskaznika jakosci (3.15) i (3.16) dla gaus-
sowskiej funkcji jakosci o maksimum w punkcie z* = 0 i wariancji srodowiskowej a:
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g(z) = exp[—3-2? oraz normalnego rozkladu modyfikacji o wartosci oczekiwanej X ,E‘),
(¢ = 1,2) i wariancji o?

Ze wzoréw (3.15) 1 (3.16):

Eunala() | Xi] = | oo - [a(Xa) - ¢(X) + oK) - (X)), (3:20)

Bunla(e)) = | g [ lea(Xn) - ¢ (XL) + oK) - (X)) - (K a5 (3:21)

gdzie ¢'(y) jest gaussowska funkcja jakosci o wartosci oczekiwanej réwnej zero i wariancji
a+ o

Whniosek 3 Dla gaussowkiej funkcji jakosci o wariancji a oraz normalnego rozkladu
modyfikacji o wariancji 0? cigg wartosci oczekiwanych funkcji jakosci jest ograniczony:

Ek+1[‘1(x)]2\/ T Bla(=)] - (3.22)

Wyliczenia wartosci oczekiwanych oraz dowéd wniosku 3 podano w Dodatku 3.

Z wnioskéw 2 i 3 wynika, ze cigg wartosci oczekiwanych funkcji jakosci nie jest zbiezny
do maksimum funkcji jakosci. Przeprowadzona ponizej analiza lacznych rozkladéw préb
potwierdza te wyniki i pozwala na lepsze zrozumienie mechanizméw dzialajacych w
malych populacjach.

Ze wzoru (3.10) otrzymuje si¢ laczny rozklad préb dwuelementowej populacji, w ge-
neracji k + 1-szej:

fk+1($1,$2 |7k) == fk(‘tl |7k) : fk(zz |_Xk) =
[r(Xx)-g(21 — X )+ a2 (Xi)-9(21 = X)) [ea (X k) - 922 = X D)+ 02 (Xs) - g (22— X)) =
2(Xi) - 9(z1 — XM) - g(z2 — X)) + (X)) - 9(z1 — XP) - g2 — XY+
a1(Xx) - ea(Xi) - [9(z1 = X) - g(22 = XP) + g(21 — X) - g(z2 — X)) -

Przy duzych odleglosciach miedzy prébami rozklad laczny w przestrzeni typow jest sy-
g pow ]

metryczny i moze by¢ funkqg o czterech optimach w punktach:

(1) (XM, XM o wysokoéci f 2(X4);

(2) (X, x9, (2)) o wysokosci \/— a3 (Xy);
(3) (X(l) X®) o wysokoéci \/— oy (X p) o (Xp);
(4) (X, XM) o wysokoéci 7— oy (X i)z (Xk).

Poniewaz kolejnosci préb w generacji nie ma znaczenia - dwa punkty prébne symetryczne
wzgledem osi identycznosci X (1) = X®@ nie sa rozréznialne - nastepuje odbicie rozkla-
du wzgledem tej osi. W rezultacie otrzymany laczny rozkltad populacji opisanej praw-
dopodobienistwami selekcji i mutacji (2.1) i (2.2) jest rozkladem niesymetrycznym, lezacym
w prawe] polplaszczyznie wydzielonej osig identycznosci. Rozklad laczny jest wiec funkcja
o trzech oplmach w punktach
1) (x®, xM) o wysokosci \7,;; o
2
2

2) (X®, X)) o wysokosci F=a



4 P(‘Yh -YZ)

(a)

= 2) X =X,

Q\'S\

Rysunek 3.4: Przykladowy rozklad populacji w przestrzeni poszukiwan: m = 2, n = 1;
a) symetryczny; b) niesymetryczny
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(-‘52,.512_ o _(ih_z_l)
| |
I |
| |
sy
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32,—1:2)— T _(;laz2)
T1

Rysunek 3.5: Polozenie srodkéw cigzkosci rozkladéw: symetrycznego (S;,S,) i
niesymetrycznego (S1;,S1,) .

(3") (X,El),X,Ez)) o wysokosci 72-27 oy (X )z (Xx);

gdzie X ,51) > X ,52). Na rysunku 3.4 przedstawiono rozklady: symetryczny i niesymetry-
czny dla dwuelementowej populacji.

Oczekiwane polozenie punktu prébnego w generacji k + 1-szej mozna interpretowac
jako érodek ciezkoéci masy liniowej o gestosci fi4a(1, Z2 | X&) roztozonej wokdl punktéw
(1)-(4) lub (1°)-(3’). Dla rozkladu symetrycznego srodek cigzkosci masy lezy na proste;
XM = X@ a jego wspélrzedne (S,, S,) sa wyznaczone przez wartosci oczekiwane (3.12)
polozenia préb w generacji k + 1-szej. Odbicie rozkladu powoduje przesunigcie srodka
cigzkodci masy od osi identycznosci do punktu (S1;,S51,) (rys. 3.5). Wspdlrzedne tego
punktu mozna okresli¢ znajac oczekiwang odleglos¢ punktu probnego w generacji k + 1-
szej od osi identycznosci 1 osi symetrii - takiej, ze jakosci punktow jednakowo od niej
oddalonych sg takie same. Do dalszej analizy zalozono, ze funkcja jakosci jest uni-
modalna z optimum w punkcie X(!) = X(?) = 0, 0§ symetrii jest wigc opisana wzorem:
XM = —X®@, Wprowadzono nowe zmienne losowe: ¥ = X®) — X®) ktéra okresla
réznice polozen préb, a jej modul odleglos¢ punktu probnego od osi identycznosci i
Z = XM 4 X@ ktéra okredla odlegloéé¢ punktu prébnego od osi symetrii. Znajac
wartoéci oczekiwane zmiennych | Y | i Z mozna obliczy¢ oczekiwane polozenie punktu
prébnego w generacji k + 1-szej.

Rezultat 6 Wspdlrzedne oczekiwanego polozenia punktu probnego w generacyi k+ 1-szej
wyrazajg si¢ wzorami:

1 - 1
51, = Ek+l[X(l)] = §(Ek+1[z] + Epa[| Y ]) = Exa[z | Xi] + §Ek+1[| Y;

S1, = B[ X)) = %(EHI[Z] — Exa[| Y |]) = Exalz | X — %Ek+1[] Y.
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Przesuniecie d, srodka cigzkosci rozkladu niesymetrycznego od osi identycznosci wynosi:

2
4= L. Bl VI

gdzie Ep 4[| Y |) mozna wyliczy¢ ze wzoru:

Bl Y[ =2-02X0)- [Tvdy [~ gla-X1)- g(e —y - X{")d o+

2-a}(Xe)- [ vdy [ gle - X)- gla -y - X{)da+
2 a1 (Xx) - 2(Xi) - [/: ydy /_wg(z - XM g(z —y — XP)dz+
/0 ydy /_w gz = XP) - g(z —y — XV)dz] .

Przykilad 4: Obliczy¢ wartos¢ oczekiwang polozenia punktu préobnego w generacji
k + 1-szej dla rozkladu normalnego modyfikacji g(z — X, ,ﬁ‘)), (: = 1,2) o wartosci oczeki-
wanej réwnej X" i wariancji o2.

Wartos¢ oczekiwana modulu zmiennej losowe) Y wyraza sie wzorem:

Een[| Y || = [od(Xe) + ag(m)]\/gal + (3.23)

2-a;(Xi) - «a(Xi) - [Ya - (2‘1)(:_/_:) —1)+20; - ¢(§f’)] ;

gdzie: ¢(z) jest gestoscia a ®(z) dystrybuanta rozktadu normalnego N(0,1)i 0y = v/2-02.
Dokladng wielkosé wartoéci oczekiwanej (3.23) mozna obliczy¢ znajdujac wartosci funkcji

#(z) 1 ®(z) z tablic.

Wartosé oczekiwang zmiennej losowej Z mozna wyliczy¢ ze wzoru:
Ee1]Z] = 2 B[z | Xi) = 20 (Kk) - X + 05(Xe) - X)) (3.24)

Szczegblowe wyliczenia wartosci oczekiwanych (3.23) i (3.24) podano w Dodatku 4.

Polozenie punktu probnego w nastepnej generacji zalezy od jego usytuowania wzgle-
dem dwéch wyrdznionych osi identycznosci oraz symetrii, i jest zlozeniem przesunieé
wzdluz prostych réwnoleglych do tych osi. Przesuniecie rownolegle do osi identycznosci
jest wywolane réznicg jakosci prob i nastepuje w kierunku punktéw o wyzszej jakosci.
Kierunek przesunigcia réwnoleglego do osi symetrii zalezy od odleglosci punktu prébne-
go od osi identycznosci. Dla danego a;(X}) i a2(Xx) mozna okresli¢ wartos¢ krytyczng
Y.(Xk), dla ktérej oczekiwana odlegtos¢ punktu prébnego od osi identycznoéci w gene-
racji k + 1-szej jest réwna réznicy polozeri préb generacji k-tej. Wartosé Y.(X;) jest
rozwigzaniem rownania:

Ek+1“ Y. |] = Yc(yk)

i zawiera sig¢ w granicach 0.7980; < Y. < 0.970;. Jezeli réznica polozen préb generacji
k-tej, Y; jest wigksza od Y.(Xi) to oczekiwana wartos¢ réznicy polozen préb generacji
k + 1-szej bedzie mniejsza niz Y;. Punkty prébne odlegle od osi identycznosci o wiecej niz
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Y.(X) beda do niej "przyciaggane” w nastgpnych generacjach natomiast punkty prébne
odlegle od osi identycznosci o mniej niz Y,(X ;) beda od niej "odpychane”. Punkty prébne
lezace w odleglosci Y.(X ) od prostej X(!) = X(?) beda przemieszczaly sie jedynie wzdtuz
prostej réwnoleglej do niej.

Ewolucja zbioru préb doprowadzi punkt probny do punktu stacjonarnego, w ktérym
réwnowazg si¢ sily przyciggania i odpychania od osi identycznosci oraz sity wynikajace z
réznic jakosci punktéw. Dla punktu stacjonarnego spelnione s3 réwnania:

Ea[ XV = X{",  BeulX®]=X;
a stad wynika, ze:

- oczekiwana odlegloé¢ od osi identycznosci punktu probnego w generacji k+1-
sze] jest rowna odleglosci tego punktu od prostej w generacji k-tej

EenllY [ =Yi = Ye(Xx) ;

N |-

- punkt stacjonarny lezy na osi symetrii, gdzie a3 (X;) = oy (Xx) =

Whniosek 4 Punkty probne dwuelementowej populacji sg zbiezne wedlug sredniej do pun-
ktu stacjonarnego, polozonego na osi X(V) = —X @ y odleglosci d, = 0.970 od punktu, w
ktérym funkcja jakosci przyjmuje wartos¢ maksymalng.

Takie same wyniki otrzymano réwniez w wyniku analizy srodkow ciezkosci rozkladéw,
potwierdzone symulacja komputerowg. Wyliczenia podano w Dodatku 4.

Odlegloséé punktu stacjonarnego od punktu, w ktérym funkcja jakosci osigga optimum
zalezy od odchylenia standardowego modyfikacji. Im mniejsze o, tym blizej do optimum
lecz tym wolniej punkt probny zdaza do punktu stacjonarnego. Wybér wartosci odchyle-
nia standardowego powinien by¢ wigc kompromisem miedzy dokladnosciag znalezienia
optimum, a szybkoscig zbieznosci.

Na rysunku 3.6 przedstawiono, uzyskane w wyniku symulacji, trajektorie wartosci
oczekiwanych polozenia punktéw prébnych o rozkladzie niesymetrycznym, dla funkcji
jakoéci (ktérych poziomice wyrysowano): (a) gaussowskiej (2.4) o maksimum w punkcie
(0,0); (b) sumy dwéch funkcji gaussowskich o réznych wysokosciach i o maksimach w
punktach (—1,0), (1,0). Trajektorie wykreslono dla 50 dwuelementowych populacji o
losowych polozeniach poczatkowych, przy wartosciach wariancji modyfikacji 0% = 0.2 i
wariancji srodowiskowej a = 0.1.

Przeprowadzona w tym podrozdziale analiza dwuelementowych populacji pokazuje,
ze proces ewolucyjny takich zbioréw préb nie prowadzi do optimum funkcji jakosci lecz
do punktu stacjonarnego, znajdujacego si¢ w pewnej odleglosci od maksimum. Male po-
pulacje nie sg wiec skupione na optimum. Ich srednia jakos¢ jest mniejsza niz optymalna,
a moze by¢ tylko nieznacznie wyzsza od jakosci punktow polozonych na siodle miedzy
wzgérzami adaptacyjnymi. W tym przypadku przekraczanie siodel wiaze si¢ jedynie z
niewielkim obnizeniem jakosci elementéw, co moze by¢ przyczyna, dla ktorej takie zbiory
préb efektywnie przeszukujg przestrzen typow. Poniewaz punkt stacjonarny znajduje
si¢ w odleglosci nie wigkszej niz odchylenie standardowe modyfikacji od optimum moze
by¢ ono osiggniete w procesie poszukiwan jesli populacja bedzie si¢ znajdowaé w okolicy
optimum dostatecznie dlugo.
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Rysunek 3.6: Trajektorie wartosci oczekiwanych punkt
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3.3.2 Duze populacje

Stosujac formalizm zaproponowany w podrozdziale 3.3 przeanalizowano duze populacje.
Analiza takich populacji, majacych gorsze wlasciwosci optymalizacyjne i zdolnosci prze-
kraczania siodel miedzy optimami, pozwala na obserwacje efektow granicznych w stanach
réwnowagi. Wraz ze wzrostem liczebnosci populacji zanika efekt multimodalnosci rozkla-
déw préb. Rozklady stabilizujg si¢ i po okresie przejsciowym populacja znajduje si¢ w
stanie réwnowagi selekcyjno-mutacyjnej wokél optimum (podrozdzial 3.1).

Stosujac twierdzenia graniczne rachunku prawdopodobienstwa mozna obliczy¢ warun-
kowe i bezwarunkowe rozklady préb w kolejnych generacjach.

Whniosek 5 Gestosé rozkladu warunkowego proby generacji k + 1-szej dla bardzo duzych
populacji jest z prawdopodobieristwem jeden zbiezna do tlorazu wartosci oczekiwanych:

Elg(z) - 9(z, Xi)]

fera(z | X)) = E[q(z)] = Hi(z) (3.25)
Dowdd:
Gestosé rozkladu warunkowego préby z wynosi:
— Lidd — 5 1 i i
funl@ 1 %0) = LX) 92 X0) = =g o e o(e %),
=1 i J-—l =

Dla ustalonego k wprowadzono nowe zmienne losowe: YO = ¢(X9) - g(z,X) oraz
Z0) = q(X,g')), (i = 1,...,m). Zmienne losowe Y s3 niezalezne, maja jednakowe
rozklady oraz stale wariancje o} < oo tak, ze spelniony jest warunek:

Podobnie dla zmiennej losowej Z(). Zachodzi wiec prawo wielkich liczb: z prawdo-
podobiefistem jeden $rednie ciagu zmiennych losowych Y i ciggu Z() s3 zbiezne do
odpowiednich wartosci oczekiwanych:

= f}w) = Elg(z) - (2, X)) ,
.37 = Ely()).

=1

&

Whniosek 6 Bezwarunkowa wartosé oczekiwana rozkladu proby generacji k + 1-szej dla
duzych populacji jest rowna rozkladow: warunkowemu:

fei(2) = frra(z | Xi) = Hi(z) -
Dowod:
firs(@) = [ funa(e | X feXu)dXn = [~ Hile) Fe(X)dX = Hela) o
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Dowéd zbieznosci algorytmu w szczegélnym przypadku rozkladéw normal-
nych

Wyliczono gestos¢ rozkladu kolejnych generacji prob przy nastepujacych zalozeniach:

1. jednowymiarowa przestrzen poszukiwan ,n =1

2. gaussowska funkcja jakosci o nachyleniu zboczy zaleznym od a (wariancja §rodowi-
skowa) i maksimum w punkcie X* = 0

1

g(z) = exp[-5—- 2

3. normalny rozklad modyfikacji o wariancji o i wartosci oczekiwanej X ,(;"

g(z — X2 Sz - X))

1 1
)— \/2.7(-.02 .exp[—z'dz

4. normalny rozklad generacji poczatkowej o wariancji o2 i wartoéci oczekiwane] pq

fole) = e el (e

Rezultat 7 Przy spelnionych zalozeniach (1), (2), (8) i (4) rozklad préb generacji pierw-
szej jest normalny:

a+ o} a+o? a
YRR FEE TS, . ]

i rozklad generacji k + 1-szej jest normalny:

_ a+o? a+o? a a1
fe1(z) = \‘ CparTy exp| T (z W #e)’l; (3.26)

gdzieyj=02-a+o0}-0’+0%-a,j=1,2,...k;
o0 wariancji ofy:

i wartosci oczekiwanej piy, rownej:

Hk+1 = " Bk -

a+o?
Wartoéci oczekiwane rozkladéw sa zalezne od wariancji modyfikacji i wariancji $rodo-
wiskowej. Malejace wielkosci wartosci oczekiwanych powoduja, ze rozklady ewoluuja w

kierunku optimum funkcji jakosci .

Whniosek 7 Cigg wartosci oczekiwanych kolejnych rozkladow prob jest zbiezny do punktu
X* =0, w ktérym funkcja jakosci osigga maksimum.
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Dowod:
Niech
1
o2 :
—++1

i ©; < 1. Réznica wartosci oczekiwanych w kolejnych generacjach jest mniejsza od zera:

) =

Prsr — k= (O — 1) - i < 0.

Ciag pi jest malejacy i ograniczony od dolu przez zero, jest wigc zbiezny do punktu, w
ktérym funkcja jakosci osigga maksimum. <

Whniosek 8 Cigg wariancji rozkladow prob kolejnych generacji jest ograniczony z géry i
dgzy do wartosci:

(e +0-Vo? +4a). (3.27)

lim o} =
k— 00

N —

Graniczna warto$é wariancji jest réwna wariancji v? (3.7) otrzymanej z analizy determi-
nistycznej. Po pewnym czasie, potrzebnym na ustalenie rozkladéw, duze populacje znaj-
duja si¢ w stanie réwnowagi selekcyjno-mutacyjnej - eigenowskim quasi-species, rozlozone
wokdt optimum.

Przeprowadzona w tym podrozdziale analiza duzych zbioréw préb potwierdza otrzy-
mane dotychczas wyniki (analityczne i symulacyjne). Rozklady préb w jednowymiarowej
przestrzeni typéw sa normalne, co potwierdzaja wyniki badan symulacyjnych rozkladéw
duzych populacji przedstawione w podrozdziale 2.3, a takze analiza deterministyczna
nieskonczonych populacji - podrozdzial 3.1. Populacje o duzej liczebnosci préb sa zbiezne
do optimum funkcji jakosci, majg wigc dobre wlasciwosci optymalizacji lokalnej, nie sa
jednak efektywne ze wzgledu na duza liczbe obliczen potrzebnych do uzyskania pozada-
nego rezultatu.
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Rozdzial 4

Przyklad zastosowania migkkiej selekcji do
planowania eksperymentow

Zaproponowano nowy algorytm dyskretnego, D-optymalnego planowania eksperymentu,
skonstruowany w oparciu o algorytm poszukiwan ewolucyjnych z miekka selekcja. W
podrozdziale 4.1 opisano zadanie dyskretnego planowania eksperymentu oraz istniejace
metody jego rozwigzywania. Na bazie algorytmu z migkka selekcja opracowano algorytm
planowania D-optymalnego, przedstawiony w podrozdziale 4.2. Przeprowadzono badania
poréwnawcze efektywnosci algorytmu na standardowym zbiorze zadann. Wyniki badan
numerycznych zaprezentowano w podrozdziale 4.3.

4.1 Zadanie D-optymalnego planowania dyskretne-
go eksperymentu

Wyznaczanie najkorzystniejszej lokalizacji punktéw, w ktérych nalezy zebraé dane do
identyfikacji badanego obiektu, jest przedmiotem teorii planowania eksperymentu [Kac-
przynski 74], [Manczak 76]. Gdy dopuszcza si¢ duzg liczbe pomiaréw, mozna stosowad
metody planowania cigglego, ktore s3 dobrze znane. Bywa, ze technologia, badz wzgledy
ekonomiczne drastycznie ograniczaja dopuszczalng liczbe eksperymentéw. Zmusza to do
planowania dyskretnego czyli rozmieszczenia w przestrzeni planowania zalozonej (zwykle
niewielkiej) liczby punktéw pomiarowych. Nawet dla stosunkowo prostych modeli, kon-
strukcja optymalnych planéw dyskretnych jest wciaz problemem otwartym. Zadania takie
sa z reguly nierozwigzywalne analitycznie [Dodge i inni 88] i klopotliwe numerycznie.
Trudnosci numeryczne wystepuja zwlaszcza w przypadkach wielowymiarowych i z wielo-
ma optimami lokalnymi. Pomimo wzrastajacej liczby algorytméw komputerowych znaj-
dujacych plany dyskretne, poszukiwania metod efektywniejszych wciaz trwaja.

W identyfikacji rozwaza si¢ obiekt o wyjsciu y, wejsciach z,, ..., z,, na ktéry dzialaja
zaklécenia z. Dla wejs¢ z z domknietego i ograniczonego obszaru planowania 2 C R?
model obiektu dany jest z dokladnoscig do parametrow b; funkcja:

k
y=) b fi(z1,z2...,2p) + 2; (4.1)
=1

gdzie funkcje f; sa znane i liniowo niezalezne w 1, a z jest zakléceniem. Zadanie iden-
tyfikacji polega na wyznaczeniu k wartosci b; na podstawie N pomiaréw wyjscia y dla
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wejsé x € §). Zwigzek miedzy wejsciami i wyjsciem dany jest funkcja regresji

Y=XB+¢ (4.2)

gdzie:

X = {f;(x)}; : = 1,2,...,N; j = 1,2,...,k - macierz wejé¢ uogélnionych

eksperymentu;

Xi = [Tp1yZn2y---rZup); n = 1,2,...,N - wartosci wejs¢ dla kolejnych po-

miarow;

f=[f1,fay---, fk]T - wektor funkcji skladowych modelu;

Y = [y1,¥2,...,yn]” - wektor obserwacji;

B = [by, b, ..., bk]T - wektor estymowanych parametréw;

T ’ ’ . . . .
¢ = [z1,22,...,2n] - wektor zaklécen (niezalezne zmienne losowe o identy-
cznym rozkladzie; o éredniej zero i stalej wariancji o?).

Wektor 3 estymowany jest metoda najmniejszych kwadratow:
B=XTX)" . XTY. (4.3)

Macierz (XTX) nazywana jest macierzg informacyjng planu. W punkcie z rzeczywista
odpowiedz obiektu estymuje si¢ przez y:

y(z)=1(2)"- 8. (4.4)
Wariancja y dana jest wzorem:

v(z) = f(z)T(XTX) " - f(z) - o2 . (4.5)

Najkorzystniejsza lokalizacja N pomiar6w w obszarze planowania {) jest zadaniem
planowania eksperymentu.

Istnieje kilka kryteriow optymalnosci planéw dyskretnych: D,E,A,G, z ktérych naj-
popularniejszym jest kryterium D-optymalnosci [Kacprzynski 74], [Mariczak 76]. N-
punktowy plan dyskretny uwaza si¢ za D-optymalny, gdy wyznacznik jego macierzy in-
formacyjnej X7X osiagga wartos¢ maksymalng wzgledem z; € Q;: =1,...,N.

D-optymalne plany dyskretne wyznacza si¢ zwykle stosujac tzw. ezchange algo-
rithms. W kolejnych krokach modyfikuja one istniejacy plan N-punktowy wymieniajac
punkty pomiarowe, gdy zwieksza to wartos¢ wyznacznika macierzy informacyjnej. Plan
poczatkowy uzyskuje si¢ losujac punkty pomiarowe z . (Niekiedy stosuje sig¢ pro-
cedure sekwencyjnego dolaczania punktow tak, aby poczatkowa wartos¢ wyznacznika
macierzy informacyjnej byla mozliwie duza.) Pierwszy taki algorytm opracowal Fe-
dorov [Fedorov 69]. W jego metodzie wymienia si¢ pojedyncze punkty pomiarowe w
ten sposéb, aby wzrost wartosci wyznacznika macierzy informacyjnej byl maksymalny.
Podobne metody zaproponowali nastgpnie van Schalkwyk [Van Schalkwyk 71] oraz Wynn
[Wynn 72]. Do najczeiciej obecnie stosowanych nalezy algorytm DETMAX Mitchella
[Mitchell 74]. W algorytmie tym wymienia si¢ punkt planu o minimalnej wariancji
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na punkt z obszaru planowania, o maksymalnej wariancji predykcji. W zastosowa-
niach tej metody, obszar planowania najczesciej ogranicza sie do skonczonego, dyskret-
nego zbioru punktéw-kandydatow i wtedy znajdowanie punktu o maksymalnej warian-
cji nie sprawia wigkszych trudnosci. Jezeli obszar planowania jest ciagly, to stosuje
si¢ dodatkowe procedury przeszukiwania (metody siatkowe lub inne metody stochasty-
czne). Algorytm pozwala na wymiang oraz dodanie lub odjecie jednorazowo wiecej
niz jednego punktu planu. Zaproponowano kilka modyfikacji algorytmu DETMAX:
[Galil 80], [Johnson i Nachtsheim 83], [Yonchev 88]. Welch [Welch 82] zastosowal metode
optymalizacyjng podzialéw i ograniczen (branch and bound) do konstrukcji planéw D-
optymalnych dla ograniczonego obszaru planowania i liniowego modelu obiektu.

4.2 Algorytm z miekka selekcja w planowaniu D-
optymalnym

Opracowano nowy algorytm planowania D-optymalnego bazujacy na algorytmie poszu-
kiwan ewolucyjnych z miekka selekcja [Karcz 91], stosowany w ciaglych przestrzeniach
poszukiwan. Implementacje algorytmu przedstawionego w podrozdziale 2.2 do zadan
planowania eksperymentu mozna przeprowadzi¢ na kilka réznych sposobéw. Punkty
planu mozna traktowaé jako pojedyncze proby. Populacje stanowi w tym przypadku N-
elementowy plan ewoluujacy w p-wymiarowe]j przestrzeni typow. Jakos¢ punktu okresla
jego wariancja (4.5). Inny wariant zaklada, ze w (N - p) wymiarowej przestrzeni znaj-
duje si¢ m-elementowa populacja N-punktowych planéw, a jakos¢ elementu jest réwna
wartoéci wyznacznika macierzy informacyjnej planu. Podobnie jak w exchange algo-
rithms dokonuje si¢ wymiany punktéw planu, lecz stosujac inng zasade - miekka selekcje
- punktéw przeznaczonych do wprowadzenia lub wyprowadzenia z planu. Modyfikacji
moga podlegaé wszystkie lub kilka, wybranych losowo, punktéw planu. Zmiany moga
dotyczyé wszystkich lub losowo wybranych wspoélrzednych tych punktow.

Ostatecznie wybrano wersje ktora, jak si¢ wydaje, najlepiej odpowiada idei migkkiej
selekcji:

e jednej prébie odpowiada N-punktowy plan eksperymentu;
e polozenie préby jest okreélone przez wektor wspélrzednych w przestrzeni RV ?;
e wskaznik jakosci proby ¢ ma wartos¢ wyznacznika macierzy informacyjnej planu;

e liczba préb (planéw) w populacji m jest parametrem procesu.

Dokonano nastepujacych adaptacji oryginalnego algorytmu poszukiwan ewolucyjnych z
miekka selekcjg (podrozdzial 2.2):

1. w procesie modyfikacji zmieniano nie wszystkie lecz p wspdlrzednych proby tzn.
losowano jeden punkt planu i modyfikowano jego polozenie;

2. modyfikacje polegaly na dodawaniu do wspolrzednych proby przyrostow losowych
o rozkladzie tréjkatnym, symetrycznym wzgledem zera w zakresie (—v,v); gdy
taka operacja wyprowadzala plan poza obszar {1, polozeniom nadawano wartosci
brzegowe;
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T (z) Obszar planowania

1. | (1,z,2% 2% 2%, 2°) Q={z:-1<z<1}

2. | (1,z1,23, 23, Z4) N={z:-1<z;<1,:i=1,...,4}
3. | (1,21,2q,2%,23) O={z:-1<2;<1,:=1,2}

4. | (1, 24,29, 21 * 22,23, 23) Q={z:-1<z;<1,i=1,2}

5. | (1,z1,22,%3,Z1 - 2,3 T3,%1 - T3, L1 T2+ 23) | N ={z:-1<2z;<1,1=1,23}
6. | (1,%1,%3,21 - 23,23,23, 21 - 23,23 - 23,23 - 23) |Q={z:-1<2;<1,:i=1,2}

Tabela 4.1:
3. w przypadku otrzymania wskaznika jakosci ¢ = 0, powtarzano proces modyfikacji.

Schemat blokowy algorytmu poszukiwan ewolucyjnych z migkka selekcja w planowaniu
D-optymalnym przedstawiono na rysunku 4.1.

Poniewaz migkka selekcja jedynie w przyblizeniu lokalizuje polozenia optiméw lokal-
nych, aby wyznaczy¢ je dokladnie do algorytmu wlaczono selekcje twardg - poszukiwania
optimum na drodze modyfikacji proby najlepsze;j.

Badano dwie wersje optymalizacji lokalnej metoda twardej selekcji: wersja podsta-
wowa (Al) - nowa populacja skladala si¢ ze zmodyfikowanych potomkéw najlepszego
planu poprzedniej generacji i wersja poprawiona (A2) - w procesie twarde;j selekcji ewolu-
owal tylko jeden, najlepszy z dotychczas znalezionych planéw. Wersja pierwsza daje jed-
noczesng modyfikacje m planéw, a co za tym idzie penetracje przestrzeni w m losowych
kierunkach i wieksze prawdopodobienstwo znalezienia optimum. Wersja druga daje
ograniczenie liczby wyliczonych kryteriow jakosci, a wiec szybsze uzyskanie wynikow.

Wazrost $redniej wskaznikéw jakosci prob w okresie czterdziestu generacji traktowany
byl jako objaw zdazania w strone¢ optimum, wlaczano wtedy twarda selekcje. Brak
polepszenia wskaznika jakosci w okresie kilkunastu generacji traktowany byt jako objaw
utkniecia w optimum lokalnym - wlaczano wtedy miekka selekcje. W trakcie dzialania
procedury selekcji twardej zmniejszano stopniowo, w miare zblizania si¢ do optimum,
wartos¢ zakresu modyfikacji v.

4.3 Rezultaty

Efektywno$¢ dzialania algorytmu z miekka selekcja w planowaniu eksperymentéw badano
na 6 zadaniach opisanych w literaturze i uznawanych za reprezentatywny zestaw do
testowania algorytméw [Cook i Nachtsheim 80], [Johnson i Nachtsheim 83], przedstawio-
nych w Tabeli 4.1.

Badania algorytmu prowadzono dla losowo wybranych préb poczatkowych. Przy
poszukiwaniach z miekka selekcja przyjeto wartos¢ zakresu modyfikacji v = 0.2, przy
poszukiwaniach z twarda selekcja zmniejszano go stopniowo do wartosci v = 0.013.
Testowano populacje 8, 4 i 2 elementowe dla wersji Al algorytmu oraz 8 i 4 elemen-
towe dla A2. Warunkiem zakonczenia obliczen bylo uzyskanie wartosci wyznacznika
macierzy informacyjnej wigkszej od 99% najlepszego rozwigzania otrzymanego w pracy
[Johnson i Nachtsheim 83].
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Dane wejsciowe :
N - liczba punktéw planu
m - liczebnos¢ populacji prob,
v - zakres modyfikacji,

- wskaznik jakosci,
53 = {zg'if - generacja poczgtkowa préb:
k=1,...,m; 1=1,...,N,
¢, - wartosci zmiennej losowej rozlozone;j
réwnomiernie na przedziale [0, 1)

4
Ocena: {Si,853,...,50} — {d, @by -» ¢}
gi = det {(XiT- X{)/N} k=1,...,m.

Selekcja: {qiaq;v",q:.n} - {h(z,l),h(z,2),,h(z,m)} ’
Miekka: 5
. . . . qf —
h(z,k)_nnn{h.&-:—q; >§,} di=l41.

Twarda:

h(i,k) = {h : maxq,} ; k=1,...,m

Modyfikacja: { S} > Sham } — {Si*-- S}
z;.:ll = z'}.l(i,k),l +(6+&-1)v.

$;;:1 =.'C;,‘(',k)a ,j = 2,...,N.

Badanie warunku : zmiana algorytmu ?

Selekcja migkka | Selekcja twarda

Badanie warunku : koniec obliczen ?

TAK NIE =141
] I 1
STOP

Rysunek 4.1: Schemat blokowy algorytmu poszukiwan ewolucyjnych z migkka selekcja w

planowaniu D-optymalnym.
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Obie wersje (Al i A2) metody poréwnywano z algorytmami: Fedorova, zmody-
fikowanym Fedorova, k-exchange, Mitchella i Wynn-Mitchella (Tabela 4.2). Poniewaz
algorytm z migkka selekcja jest algorytmem stochastycznym, w tabeli podano sérednig z
5 iteracji, dla czteroelementowej populacji. Dane poréwnawcze dotyczace innych algo-
rytméw zaczerpnigto z pracy [Johnson i Nachtsheim 83].

W tabeli 4.3 zestawiono nastgpujace dane dotyczace obu wersji A1 i A2 algorytmu:

1. minimalna liczba obliczer funkcji kryterialnej po ktérej uzyskano oczekiwany wynik;

2. najlepszego wskaznika jakosci.

W tabeli 4.4 przedstawiono wyniki symulacji dla populacji 4 i 8 - elementowych, dla
wersji podstawowej A1l i poprawionej A2 algorytmu. Srednig liczbe wyliczen kryterium
jakosci obliczono z 5 iteracji. Dla zadania nr 5 oczekiwany rezultat otrzymano tylko dla
m = 8 w wersji podstawowej i dla m = 4 w wersji poprawionej algorytmu.

Uzyskane wyniki badan symulacyjnych mozna uwazac za obiecujace. Liczba obliczen
kryterium dla czterech zadan jest poréwnywalna z innymi algorytmami, w jednym zada-
niu mniejsza niz dla innych metod i w jednym zadaniu gorsza od pozostalych z wyjatkiem
metody Fedorova. W zadaniu 3 uzyskano wskazniki jakosci znacznie wyzsze niz w pracy
[Johnson i Nachtsheim 83]. Dla podstawowej wersji algorytmu w pewnych przypadkach
efektywniejsze s3 populacje osmio- a nie czteroelementowe. Dla poprawionej wersji al-
gorytmu znacznie lepsze s3 populacje czteroelementowe. Populacje dwuelementowe sg
najmniej efektywne, potrzebujg bardzo duzo wyliczen kryterium jakosci do zakonczenia
obliczen. Poprawiona wersja algorytmu jest efektywniejsza (mniejsza liczba obliczen)
dla pierwszych czterech zadan, ale wersja podstawowa jest efektywniejsza w pozostalych
dwdéch przypadkach, ktore wydaja si¢ by¢ trudniejsze. Podjete proby wykorzystania idei
zawartych w exchange algorithms i modyfikowania punktu o najmniejszej wariancji nie
przyniosly polepszenia efektywnosci algorytmu.

Nalezy podkresli¢, ze badania nad zastosowaniem miegkkiej selekcji w planowaniu
D-optymalnym sa dopiero w fazie poczatkowej. Nalezy okreslic zakresy parametréw
oraz wersje algorytmu dla danych klas zadan, w ktorych metoda jest najefektywniejsza.
Waznym zadaniem jest takze ustalenie odpowiedniego sterowania przelaczaniem z metody
miekkiej na twardg selekcje i odwrotnie. Nalezy okreslic warunek zatrzymania algorytmu
(w dotychczasowych badaniach przyjeto uproszczony warunek). Nalezy sprawdzi¢ efek-
tywnosé algorytmu, w ktérym modyfikacji poddawany jest nie tylko jeden lecz wigcej
punktow planu.
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Model | N | Algorytm Wskaznik jakosci | Lg
1 8 | Fedorov 6.17 e-8 1576
Mod. Fedorov 6.44 e-8 2031

k -exchange 6.40 e-8 988

Mitchell 6.31 e-8 2203

Wynn - Mitchell 6.32 e-8 611

soft - selection Al 6.38 e-8 3555

soft - selection A2 6.38 e-8 1308
2 9 | Fedorov 9.02 e-1 15597
Mod. Fedorov 9.02 e-1 7826

k -exchange 9.02 e-1 4007

Mitchell 9.02 e-1 3808

Wynn - Mitchell 9.02 e-1 1955
soft - selection Al 8.93 e-1 13742

soft - selection A2 8.93 e-1 4903

3 9 | Fedorov 9.76 e-3 9036
Mod. Fedorov 9.76 e-3 4205

k -exchange 9.76 e-3 2392
Mitchell 9.75 e-3 22953

Wynn - Mitchell 9.33 -3 1233

soft - selection Al 9.66 e-3 972

soft - selection A2 9.66 e-3 809

4 10 | Fedorov 9.46 e-3 9851
Mod. Fedorov 9.46 e-3 8950

k -exchange 9.43 e-3 2558
Mitchell 9.44 e-3 10706

Wynn - Mitchell 9.41 e-3 1735

soft - selection Al 9.37 e-3 2187

soft - selection A2 9.37 e-3 3823
5 14 | Fedorov 7.28 e-1 21372
Mod. Fedorov 7.28 e-1 5951

k -exchange 7.28 e-1 2548

Mitchell 7.28 e-1 2858

Wynn - Mitchell 7.28 e-1 1715
soft - selection Al * 7.20 e-1 17624
soft - selection A2 7.20 e-1 16918
6 15 | Fedorov 6.82 e-6 27591
Mod. Fedorov 6.82 e-6 8083

k -exchange 6.82 e-6 3225

Mitchell 6.82 e-6 3335

Wynn - Mitchell 6.79 e-6 2883

soft - selection Al 6.75 e-6 6928
soft - selection A2 6.75 e-6 36059

* wyniki dla m = 8
Tabela 4.2:




Zad Al A2
X*Xb L, XX L,
1 | 1. 6.41 e-8 968 6.40 e-8 610
2, 6.44 e-8 1872 6.44 e-8 837
2 |l 8.99 e-1 2632 8.95 e-1 1372
2. 8.99 e-1 13352 9.00 e-1 5304
3 | 1. 15.80 e-3 580 16.20 e-3 670
2. 21.95 e-3 3840 17.20 e-3 730
4 |1. 9.44 e-3 1584 9.37 e-3 678
2. 9.46 e-3 1892 9.46 e-3 2407
5 | 1. 7.27 e-1 5912 7.22 e-1 11832
2. 7.27 e-1 5912 7.24 e-1 23670
6 |1. 6.79 e-6 2880 6.76 e-6 2331
2. 6.82 e-6 13520 6.82 e-6 69198
Tabela 4.3:
L
Zad Max Al A2
XTX m=4 m=2_8 m=4 m =28
1 6.38¢-8 3555 1794 1308 2028
2 8.93e-1 13742 11373 4903 28142
3 9.66e-3 972 3740 809 1018
4 9.37e-3 2187 9088 3823 15623
5 7.20e-1 - 17624 16918 -
6 6.75e-6 6928 18786 36059 37087
Tabela 4.4:
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Rozdzial 5

Podsumowanie

Celem niniejszej pracy bylo badanie metody poszukiwan ewolucyjnych z miekka selekcja
[Galar 87]: dokonanie analizy formalnej modelu, deterministycznej i stochastycznej, dla
malych i duzych populacji; zastosowanie migkkiej selekcji do zadan planowania ekspery-
mentu oraz przeprowadzenie badan symulacyjnych nowego algorytmu.

Badana metode mozna zaliczy¢ do grupy niekonwencjonalnych metod optymaliza-
cyjnych, ktérych cecha wspdlng jest migkka selekcja punktéw bazowych [Galar 90]. W
niniejszej pracy przedstawiono znane autorce modele, ktére staly si¢ inspiracja do opra-
cowania niekonwencjonalnych metod optymalizacyjnych: ewolucji makromolekul Eigena
[Eigen 71], ewolucji faficuchéw bitowych [Holland 75], ewolucji populacji punktéw [Rechen-
berg 73] i [Schwefel 81], osiggania stanéw réwnowagi termodynamicznej w procesie wy-
zarzania [Kirkpatrick i inni 83], ewolucji fenotypowej [Galar 85).

Do podstawowych rezultatéw pracy mozna zaliczy¢:
e opracowanie modelu matematycznego rozkladow nieskoniczonych populacji w stanie

réwnowagi selekcyjno-mutacyjnej w jednowymiarowej przestrzeni poszukiwan oraz
wyliczenie rozkladow rownowagi;

e opracowanie modelu matematycznego procesu w postaci rozkladow préb poszcze-
goélnych generacji;

e analiza stochastyczna dwuelementowych populacji: wartosci oczekiwanych i warian-
cji rozkladéw préb, wartosci oczekiwanych funkcji jakosci, zbieznosci algorytmu wg
sredniej do optimum;

o okreslenie dynamiki punktu prébnego: wyznaczenie trajektorii ruchu oraz ich pun-
ktu skupienia;

e wykazanie zbieznosci procesu wg sredniej do optimum dla bardzo duzych populacji;

e opracowanie nowego algorytmu dyskretnego D-optymalnego planowania ekspery-
mentu;

e przeprowadzenie testow numerycznych metody i1 poréwnanie jej efektywnosci z in-
nymi algorytmami dyskretnego planowania eksperymentow.

Badania analityczne procesow adaptacyjnych, a w tym bedacego przedmiotem zain-
teresowania modelu ewolucji z miekka selekcja nie sg zadaniem latwym, o czym swiadczy
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praktyczny brak analiz oraz informacji na ten temat. Zadania te staja sig latwiejsze, gdy
rozwazac skrajnie male lub skrajnie duze populacje.

Zalozenie, ze populacja jest nieskoniczona umozliwilo deterministyczng analize roz-
kladéw gestoéci préb w R!. Otrzymano réwnania réznicowe wyznaczajace ewolucje
rozkladéw prawdopodobienistwa. Jawne wyliczenie tych rozkladéw bylo mozliwe tylko
dla szczegdlnych przypadkéw funkcji jakosci i rozkladu modyfikacji. Uzyskany rozklad
populacji w stanie réwnowagi selekcyjno-mutacyjnej (normalny, o wartosci oczekiwane;
réwnej zero i wariancji (3.7)) potwierdzil, otrzymane wczesniej, rezultaty badan symula-
cyjnych.

Przedstawiono dynamike ewolucji malych populacji i uwypuklono cechy réznigce ewo-
luujace populacje od proceséw dyfuzyjnych. W rozwoju malych zbioré6w préb mozna
wyrézni¢ dwie fazy: dazenie do osi identycznosci, co wigze si¢ z duzymi skokami polozen
punktéw prébnych oraz bladzenie losowe w poblizu prostej identycznosci, co powoduje
jedynie niewielkie zmiany polozenia punktu probnego. Poczatkowo rozproszone popu-
lacje szybko skupiaja si¢ wokdl proby o stosunkowo wysokiej jakosci, a nastepnie grupa
taka nieznacznie dryfuje w przestrzeni typow az do momentu, gdy modyfikacje ponownie
spowoduja jej rozproszenie. Regularnosci te wydaja si¢ odgrywac duza role w przejsciach
siodel miedzy wzgorzami funkcji jakosci.

Zaproponowano nowy zapis formalny modelu, dzieki ktéremu proces zapisany w po-
staci dwéch réwnarni okreslajacych prawdopodobienstwa selekcji (2.1) i mutacji (2.2) spro-
wadzono do jednego réwnania opisujacego rozklady préb w kolejnych generacjach (3.9).
Ulatwilo to, jak na razie, analize bardzo malych - dwuelementowych, i bardzo duzych -
nieskonczonych populacji dla unimodalnych funkgji jakosci w R!.

Szczegdlnie interesujace wydaja sie¢ wyniki analizy malych zbioréw préb. Dla dwuele-

mentowej populacji podano wzory opisujace wartosci oczekiwane (warunkowe i bezwarun-
kowe) rozkladéw préb oraz funkcji jakosci. Obliczenia przeprowadzone dla szczegdlnych
przypadkéw rozkladéw modyfikacji i funkcji kryterialnej pozwolily na wykazanie, ze ciag
wartosci oczekiwanych funkcji jakosci jest wprawdzie ograniczony, lecz nie jest zbiezny do
optimum wg sredniej. Wyznaczono trajektorie wartosci oczekiwanych polozenia punktu
prébnego oraz ich punkt skupienia. Trajektorie te ne zbiegaja si¢ do punktu, w ktérym
funkcja jakosci osigga optimum lecz do stacjonarnego punktu odleglego od optimum o
okolo 0.97 odchylenia standardowego modyfikacji. Potwierdzilo to wysuniete z analizy
wartosci oczekiwanych wnioski, ze algorytm, dla malych zbioréw préb, nie jest zbiezny
do optimum.
Wyniki, wykorzystujacej nowy zapis formalny, analizy duzych populacji potwierdzily
rezultaty otrzymane z analizy deterministycznej oraz badan symulacyjnych. Dla gaus-
sowskiej funkcji jakosci oraz normalnych rozkladéw modyfikacji i generacji poczatkowe;j,
udowodniono zbieznos¢ algorytmu wg sredniej do punktu, w ktérym funkcja jakosci osigga
maksimum.

Bazujac na metodzie poszukiwan ewolucyjnych z migkka selekcja opracowano nowy
algorytm dyskretnego, D-optymalnego planowania eksperymentu. Efektywnos¢ metody
badano na standardowym zestawie zadari opisanych w literaturze [Cook i Nachtsheim 80],
[Johnson i Nachtsheim 83], a wyniki poréwnywano z wynikami uzyskanymi przy uzyciu
znanych algorytméw planowania eksperymentu. Rezultaty badan sg zachecajace. Dla
wigkszosci zadan liczba wyliczen funkcji jakosci potrzebna do uzyskania planu opty-
malnego jest poréwnywalna z innymi algorytmami. W jednym przypadku otrzymano
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znacznie lepsze wskazniki jakosci po wykonaniu mniejszej liczby obliczen. Zaproponowano
i poréwnywano dwie wersje algorytmu. Wersja, w ktérej tylko jeden plan jest rozwijany w
procesie twardej selekcji jest efektywniejsza w czterech przypadkach podczas, gdy wersja,
w ktorej cala populacja ewoluuje w trakcie twardej selekcji jest lepsza tylko dla dwoch,
lecz trudniejszych zadan.

Analiza formalna przedstawionych w niniejszej pracy modeli moze poméc w zrozu-
mieniu regularnosci dzialajacych w rozwazanej klasie procesow adaptacyjnych, a przez
to w udoskonaleniu powstalych metod optymalizacyjnych. Badania analityczne modelu
miekkiej selekcji wymagaja kontynuacji. Pozagdany jest opis zachowania punktu prébnego
opisujacego wigksze niz dwuelementowe populacje w wielowymiarowej przestrzeni po-
szukiwan. Interesujacym, z punktu widzenia optymalizacji globalnej jest proces prze-
chodzenia siodel miedzy wzgoérzami adaptacyjnymi. Nalezaloby zbadaé ewolucje punktu
prébnego dla multimodalnych funkcji jakosci oraz okresli¢ oczekiwany czas przejsicia przez
siodlo.

Opracowany algorytm planowania D-optymalnego mozna bezposrednio stosowaé do
zadan planowania w cigglej przestrzeni poszukiwan, podczas gdy inne metody stosowane
sa gléwnie w przestrzeniach dyskretnych. Badania symulacyjne algorytmu sa w fazie
poczatkowej. Jego efektywnos¢ moze byc jeszcze poprawiona. W szczegdlnosci, nalezy
okresli¢ optymalne wartosci parametréw algorytmu oraz odpowiedni sposéb przelaczania
miedzy optymalizacja globalng i lokalng dla poszczegélnych klas zadan.

Zamierzone cele pracy zrealizowano, a krok uczyniony w kierunku poszerzenia anality-
cznych podstaw miekkiej selekcji, cho¢ nie milowy, to - zdaniem autorki - zostal wykonany
w dobrym kierunku.
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Dodatki

6.1 Rozklad nieskoniczonych populacji w stanie réw-
nowagi selekcyjno-mutacyjnej

Zalozenia:
1. gaussowska funkcja jakosci o maksimum w punkcie X*=0 i o wariancji a
4(z) = expl—- 2]
2a '

2. normalny rozklad mutacji o wariancji o?

1 1 2 .
g(z—y)= WCXP[—F'(-@-!/) ],

3. rozklad populacji w czasie t normalny, z wartoscia oczekiwang 7(t) i wariancja v*(t)

1 1
pi(y) = ——=-exp[~—— " (y —(1))"] .
' 9mv2(t) 2v%(1)
Przy powyzszych zalozeniach rozklad populacji bazowej, opisany wzorem (3.1), wynosi:

exp[—3; - ¥’] - exp[—g33g - (v — (1))

T [ exp[—% - 27 expl—gdm - (2 — n(8)dz

pi(y)

vi(t)+a vi(t)+a a ;
2mav?(t) vexpl= 2av2(t) - a+ u’(t)n(t)) I

Jest wiec to rozklad normalny o wartosci oczekiwanej 7'(t) i wariancji v"%(t), ktére

wynosza odpowiednio:
a

n'(t) = mfl(i) ;
l/'z(t) = mlﬂ(t) .

Rozklad populacji (3.2) w chwili ¢ + 1 jest obliczany ze wzoru:

@)=L 2o exp|— 352 (z — y)?) exp[—5;v°] exp[— g5 (v — n(t))*]dy
Pt = Varor 2% exp[—3; - 2% - expl— A - (2 = n(t))2)dz ’
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1 wynosi on:

B vi(t)+a ool vi(t)+a (g O ”
Pen(e) = \' 2 (@ (D) + D)o ¥ a0?) P 3@ (D) 4 2 ()0 7 a0?) Ca g D)) 1

Jest to wiec tez normalny z warto$cig oczekiwang n(t+1) i wariancja v*(t+1) wynoszacymi
odpowiednio:

n(t+1)= m’l(t) :
Vz(t + 1) =0’ + mv2(t) .

Z warunkéw: n(t + 1) = n(t) i v*(t + 1) = v*(t), mozna wyliczyé wartoéé oczekiwang 7,
i wariancje v? rozkladu w stanie réwnowagi:

=0,

(6* +0-Vo?+4a).

N | =

2 _
V, =
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6.2 Wartosci oczekiwane i wariancja rozkladu po-
pulacji dwuelementowej

Zalozenia:

1. populacja dwuelementowa (m = 2) o rozkladzie préb danym wzorem (3.11)

2. symetryczny rozklad modyfikacji g(z — X) o wartoéci oczekiwanej X (i = 1,2) i
wariancji o?

Warunkowsa wartosé oczekiwang rozkladu proby generacji k + 1-szej oblicza sig ze wzoru:

Bualz|Xel = [ 2+ fura(z| Xa)do =

/ z- al(j(-k) -g(z — X,?))d:c + /_oo z- az(yk) -g(z — X,Sz))d:z: .

-0

Dokonano zamiany zmiennych:
n=z-X", p=z-X.

Poniewaz funkcja g(y) jest symetryczna i jest gestoscia rozkladu prawdopodobienstwa to:

/_my-g(y)dy=0, /_wg(y)dy=1-
Warunkowa wartos¢ oczekiwana rozkladu préby generacji k + 1-szej wynosi:

a(Xe™) - X + (X)X
(X)) + a(X,")

Eii[z| Xk) = an(Xi) - XM + 0y(X3) - X @ =

Bezwarunkowa wartos¢ oczekiwana rozkladu proby generacji k+1-szej wyraza sie wzorem:
00 i St p—
Bualel = [ Bunle| K] - fu(Xi)dXs =
)

/_ /_ [oa(Xe) - Xu® + 02(Xi) - X @] - fi( X)) - fi( XD d X, DX, ) =

qX(l)) X(l)-l-q(X(z)) X(2)
L. a(X¢") + a(X(?)

Aby obliczy¢ wariancjg rozkladu warunkowego wyliczono drugi moment centralny Ej41 [? | X&),
dokonujac zamiany zmiennych jak wyzej i korzystajac z tego, ze oy (X ) + az(Xi) = 1:

. fk(yk) . dyk .

Benlz*| Xi = [ 2% fosa(2| Kudz =

-—00

al(yk)[/_oo i - g(y1)dy, + X‘(:l)2 /_oo 9(y1)dy: + 2Xl£1) /_oo Y1 - 9(y1)dya]+

XU - o)y + X [~ glua)dya +2X0 [~ 2 glua)dua] =
a1(Xk) - X + ea(X) - X" + 02
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Wariancja rozkladu warunkowego prob generacji k + 1-szej wyraza si¢ wzorem:
Vargalze | Xi]) = Evl2? | Xi] = Ef [z | Xi] =
[ea(X8) = (X0 - X + [0a(Xi) = (X)) - X = 200 (X)ea(X) XX + 0 =
o (Xp)aa(Xi) - (Xe® = X, D)2 4 62

Dla rozkladu normalnego modyfikacji takie same rezultaty mozna otrzymac z analizy
funkcji charakterystycznych.
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6.3 Wartosci oczekiwane wskaznika jakosci

Zalozenia:

1. (a) kwadratowa funkcja jakosci o0 maksimum w punkcie X*:
g(z) = —(z = X")*;

(b) gaussowska funkcja jakosci o maksimum w punkcie X* = 0 i wariancji a > 0:

d(z) = expl—- 2]

2a '
2. symetryczny rozklad modyfikacji g(z — X ,E‘)), o wartosci oczekiwanej X ,E") (+=1,2)

i wariancji o?.
Warunkowa wartos¢ oczekiwang wskaznika jakosci oblicza si¢ ze wzoru:

Bunle(@) | Xl = [ o(2) - fule| Ke)da = (61)

(X [ a@)- gl Xz +arXe)- [ o(a) - 9o — X{M)d,

a bezwarunkowa:
Busila(@)] = BlBuale@) | Xl = [~ Bunala(@) %] - XD fe( X)X, 0dx, O
Dla kwadratowej funkcji jakosci (1a) wartosci calek ze wzoru (6.1) wynosza:
/_:q(z)-g(a:—y)dx =—0?42- X" y+ X2 -yl =—0? +4(v).
Warunkowa wartosé oczekiwana wskaznika jakosci prob generacji k + 1-szej wynosi:
Eilg(2) | Xi) = ea (%) - [o(XY) = 0] + oK) - [9(X3Y) — %) =
e1(Xe) - ¢(Xi") + ea(Xi) - o(X(P) — 0.

Bezwarunkowa warto$¢ oczekiwana wskaznika jakosci prob generacji k + 1-szej wynosi:

Eipalg(z)] = /: a1 (Xi) - (X ™) fr(Xx)dX s + /_: a2(Xx) - ¢(Xi @) fi (X1 )dX i —

o g2(XM) + (X))
oo g(XM) + g(X)

_ o L) + g XN - 20XY) o XP) oo o
-L o(X) + 40X) e ==

—0? /_o:o fe(Xi)dXx = Se(Xp)dX i — 0® =

n oy _ g 22X X)L,
Ek[Q(Xk )] + Ek[Q(Xk )] Ek[q(Xlgl)) + (I(X}(¢2))]
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Oszacowano wartos¢ oczekiwang wskaznika jakosci:

29(X(M)a(Xy?) | _ 1 Loo(x®) 4 o(x®
Ex J(xO) +q(X,£2))] = Ek[_;_ - (q(xlﬁl)) n q(xl,f’)))] < Ek[z(Q(Xk )+ a(X7))]
B3 (a(X() + a(X ()] = 3 Exla(2)] + 3 Bela(z)] = Bula(e)]
2¢(X{V)e(X,?) .
Bl ) @) < Bl
tak wiec:

Eiyalg(2)] 2 Eifg(2)] — o .
Dla gaussowskiej funkcji jakosci (1b) wartosci calek ze wzoru (6.1) wynosza:

/_ q(z) - g(x—y)dz—\/—/ xp[—— .z eXp[———- —y)dz =

a 1 21 _ a by
\/a+a2 exp| 20+ o) y]—\/——a+02 q(y) ;

gdzie ¢(y) jest funkcja gaussowska o wartosci oczekiwanej réwnej zero i wariancji a + 0.
Warunkowa wartosé oczekiwana wskaznika jakosci prob generacji k + 1-szej wynosi:

Ernlg(z) | Xi) = [ea(Xe)d' (X ) + aa(Xi)d' (X)) -

a+o?
Bezwarunkowa warto$¢ oczekiwana wskaznika jakosci prob generacji k + 1-szej wynosi:
a et < < - \ <
Eisilg(2)] =y g /_ [1(X%) - ¢ (XeM) + a(Xk) - ¢ (X)) fie(Xi)d Xk .

Oszacowano warto$¢ oczekiwang wskaznika jakosci. Poniewaz:

d(y) 24q(y), d@>0, qly)>0;

to:

[ a®)- ¢ XNAXDE 2 [ aa(Xe) - oK) fe(Xe)iXs
Stad:

Bunlg(e)) 2 | = / [o1(Xa) - 92X ) + aa(X) - g(Xa )} (X)X

(1) 2 (2)
q X + q (X ) —
Erafg(z)] 2 [ —— fe(Xk)dX .
k+1[ | 2 (1) ( (2)) k( k) k

Z oszacowan wartosci oczekiwanej dla kwa,dratowe_] funkcji jakosci otrzymano:

= ¢(X) + @)
- a(X(") + (%)

Bunalg(a)] 2 \|—— - Bula(2)].
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- fi(Xi)dX . 2 Ei[q(z)] ,

czyli:




6.4 Wartosc¢ oczekiwana polozenia punktu prébnego
dla rozkladu niesymetrycznego
Zalozenia:
1. unimodalna funkcja jakoéci o optimum w punkcie X = X = 0;
2. normalny rozklad modyfikacji o wartoéci oczekiwanej X), (i = 1,2) i wariancji o2
i 1 i
9(z, X)) = exp[-o—3 - (z - X
o
Wprowadzono nowe zmienne losowe:
o Y = XM — X3 . okreélajaca réznice polozer préb i ktérej modul jest réwny od-
legloéci punktu prébnego od prostej identycznosci X(1) = X (2);
e Z = XM 4 X@ _ okreélajaca odleglos¢ punktu prébnego od prostej symetrii
x1) = _x(),

W ukladzie wspéirzednych Z | Y | punkt o wspétrzednych (Z, Yi) moze byé odwzorowany
do punktu w ukladzie X)X ?) o wspéirzednych:

1 1
X =2z+%), X0=5-(Z-Y).

Znajac wartosci oczekiwane zmiennych Z i | Y | mozna okreslié oczekiwane polozenie
punktu prébnego w generacji k + 1-szej:

Epa[XW] = ';'(Ek+l[Z] + En[lY ),

Era[X?) = %(Ek+1[Z] - EnllY )

Okreslono rozklady zmiennych losowych Y, | Y | i Z oraz obliczono ich warto$ci oczeki-
wane dla normalnego rozkladu modyfikacji.

Rozklad zmiennej losowej Y w generacji k + 1-szej, pod warunkiem, ze polozenia préb
generacji k-tej sa okreslone przez wektor X; wynosi:

fer1(z | Xk) = /_oo frs1(z,z —y | Xi)dz = /_w fes1(z +y, 7| X})dz;,

gdzie laczny rozklad warunkowy fiy1(z;, ;| X ) dany jest wzorem (3.20).

Rozklad modulu zmiennej losowej Y wynosi:

- Xi) + —y|Xx) dlay>0
fk+1(|y||Xk)={g"“(y| k) + ferr(—y | X&) dlzzzo ,

czyli dla y > 0:

finr( 91 1X0) = [ fesa(@1X0) - funa(e = y | Ku)dot
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/_w fenr(z|Xe) - ferr(@+y [ Xe)dz =2 | fina(@| Xe) - funa(z -y Xi)do =
224(X)- [ g(a,X{) - 9(a -4, X{M)dz +203(Xs) - [ g(a, X{) - g(o - v, X{P)do+

20y (X i)z (Xi) - [ /_ _ 9(z, XM - g(z — y, X{P)dz + /_ _ 9(z, X)) - g(z — y, XV)dz] .

Dla rozkladu normalnego modyfikacji obliczono wartos¢ calki:

1
bl - Xa =y, (62

o4

| o X)-g(e - v, Xa)dz =

gdzie 02 = 20%. Rozklad | Y | wynosi wigc:

1 - — 1
o (e} (Xk) + a3(Xk)) -exp(—2—2y2]+
0

o}

fer1(l y | lyk) =

1
3

2moy

o ANGAY {exp[—z%,%(n — v+

exP[—_(Yk +y)}

Warto$é oczekiwang | Y | mozna obliczyé korzystajqc ze wzoru:

Bl Y 1=2 "y fun(lv | 1 X)dy =

—-2\/——= (03(Xe) + aA(X)) - % + 200 (K)o (Kr) - Byl Y ],

210}

gdzie E;,[| Y |[] jest wartoicig oczekiwang modulu rozkladu normalnego N(Y,0?) o
gestosci:

f(y) = 72_««?{ xpl—55 (Vi — )] + exp[~g2r (Yi + 9)7]} dlay >0
o dlay <0

Wartos$é oczekiwana modulu zmiennej losowej N(Y,0?) wynosi (Rachunek probablisty-
czny. Poradnik. WMON 1973):

BenllY | = 2% (0G5 - )+ - 6]

gdzie: ¢(z) jest gestoscia rozkladu normalnego N(0,1) a ®(z) jego dystrybuanta.

Warto$é oczekiwana modutu zmiennej losowej Y dla normalnego rozkladu modyfikacji
wynosi wiec:

~r r 2 — - Y; Y;
EnllY |l = (af(Xk)'Fai(Xk))\/;ax+2'01(Xk)'az(Xk)'m'(2‘1’(a—:)—1)+201'¢(U—k)l -
1
Korzystajac wyniku (6.2) obliczono rozklad zmiennej losowej Z:
fen (2| Xi) = /_ ferr(z,z — 2| Xy)de = /_m fesr(2| Xk) - frna(z — 2| Xi)dz =
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1 e 1
o?(X ) - exp[— (2X“’ )Y +

\/2mo? 270}

2 - - 1
ar(X)aa(X) - expl—g7 (" - X - 27,

2
2moy

— 1
- 03(Xe) - expl—5 52X — )+

Wartosé oczekiwana rozkladu Z wyraza sie wzorem:
EinlZ] = Eepa[XW + XO) = 2. B[z | Xi] =

2(en(Xk) - X + 0p(Xx) - XP) .

gdzie Ei41[z | Xi] jest wartoécig oczekiwang rozkladu préby generacji k + 1-szej opisang
wzorem (3.12). Oczekiwane polozenie punktu probnego w generacji k + 1-szej ma wspél-
rzedne:

B X0 = 51, = (%) - X+ as(Ti) - X2 + 5(@d(Ka) + az(xk))\/— o1+
a1(Xx) - ea(Xi) - [V - (2‘1’(—) —1)+20; - ¢’(—)] ;

o - | o 2
B[ X®] = 51, = aa(Xs) - X" + 0a(X) - X2 = 3l (X) + az(xk»\gal—

a1 (X) - aa(Xx) - [V - (2@( ) —1)+20;- ¢(—)]
W punkcie stacjonarnym:
Eenl XM =X, Een[X®] =X
a z tego wynika:

(1)
Een[lY || =Y ;

(2)

01(71:) = az(yk) =

N | —

Warunek (2) jest spelniony dla X®) = X®? i X() = — X, Poniewaz dla punktéw z
osi identycznosci nie jest spelniony warunek (1) (Ex4q[| Y |] # 0) i punkty prébne leza
w prawej pélplaszczyznie wydzielonej prostg identycznosci, to punkt stacjonarny lezy na
prostej symetrii i | Y |= 2X(®) > 0. Wspélrzedne punktu stacjonarnego mozna otrzymaé
rozwiazujac rownanie:

Era[2XM) = 2x@

%\/gal+2X(l) (2@(2X )=1)40;- ¢

01

czyli
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2x(M)

Podstawiajac k = = — otrzymano:

1 /2 1
k==y\—+--k(20(k) - :
L2 L koo - 1)+ o
i znajdujac wartosci ¢(z) i ®(z) z tablic wyliczono k = 0.97. Stad:
Es[2XW] = k-0, = 0.970; .

Punkt stacjonarny ma wspélrzedne (X 9’, -X .(gl)) = (0.4850,, —0.4850 ), a jego odleglosé
od punktu, w ktérym funkcja jakosci osigga optimum wynosi:

ds=v2- X = v2-0.970; = 0.970 .
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