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Wstep

Praca poswiecona jest zagadnieniom bayesowskiej i minimaksowej estymacji i predykcji
w sytuacjach, gdy rozmiar proby jest wielkoscig ustalong z géry badz realizacja pewnej
zmiennej losowe].

Rozwdj teorii estymacji minimaksowej zostal zapoczatkowany przez Walda (1950),
Hogesa i Lehmanna (1950, 1951). Narzedzia tej teorii zaczeto pézniej wykorzystywac przy
poszukiwaniu optymalnych predyktoréw (Trybuta (1985), Wilczynski (1985), Trybula
(1987a, b)).

Wieksza czes¢ pracy (Rozdzialy 1, 2, 3) poswiecona jest wyznaczaniu bayesowskich i
minimaksowych estymatorow i predyktoréow dla rozktadu wielomianowego 1 wielowymia-
rowego hipergeometrycznego. Rozdzial 4 dotyczy bayesowskiej predykcji mediany prob-
kowej z przesunietego rozkladu wykladniczego. Rozpatrywane modele odgrywaja wazng
role w teorii niezawodnosci 1 w statystycznej kontroli jakosci.

Rozdzialy 11 2 dotycza klasy problemoéow, w ktérych na podstawie obserwacji zmiennej
losowej X nalezy poda¢ prognozowana wartos¢ zmiennej losowej Z, przy czym X 1 Z maja
rozklady zalezne od tego samego parametru.

Niech X i Y oznaczaja niezalezne zmienne losowe o rozkladach wielomianowych,
odpowiednio W(n,p) i W(m, p), o funkcji prawdopodobienistwa okreslonej wzorem (1.3),
gdzie n i m sa znane, p = (pi1,...,pr)’ jest nieznanym parametrem. Na podstawie ob-
serwacji zmiennej losowej X nalezy wyznaczy¢ postaé¢ minimaksowego predyktora kombi-
nacji liniowe]

Z = ap + bY, (0.1)

gdzie a i b sa liczbami rzeczywistymi. W Rozdziale 1 podano rozwiazanie tego problemu

przy funkcji straty postaci

L(Z,d)=(d—Z)"C(d—Z) = ) ci;;(di(X) — Z)(d;(X) — Z;), (0.2)
1,7=1
gdzie C' = (¢;;) jest macierza nieujemnie okreslona 1 Z; = ap; +bY;, 1 = 1,...,r. W

Rozdziale 1 rozpatruje sie rowniez model, w ktérym zmienne losowe X 1Y sa niezalezne



o rozkladzie wielowymiarowym hipergeometrycznym z parametrami odpowiednio W, W =
(Whyoo o, W n i W, W = (Wh,..., W,)T, m o funkcji prawdopodobiefistwa okreslonej
wzorem (1.26), gdzie W, n i m sg znane, p = (Wy/W,..., W,/W)T jest nieznanym
parametrem. Podano réwniez dla tego modelu rozwiazanie postawionego problemu pre-
dykeji przy funkeji straty (0.2) i stalym rozmiarze n obserwacji.

Zauwazmy, ze dla b = 0 rozwazany problem predykcji staje sie zagadnieniem estymacji.

Problemy rozpatrywane w Rozdziale 1 maja swoja geneze w pracach Hodgesa i Leh-
manna (1950) oraz Steinhausa (1957). Mianowicie, Hodges i Lehmann (1950) wyznaczyli
minimaksowy estymator parametru rozkltadu dwumianowego i hipergeometrycznego przy
kwadratowej funkcji straty. Ich rezultaty zostaly uogdlnione przez Steinhausa (1957) w
przypadku minimaksowej estymacji parametru p rozkladu wielomianowego przy funkcji
straty postaci

r

Li(p,d) =) (pi — d)?, (0.3)

1=1
a nastepnie przez Trybule (1958) w przypadku minimaksowe] estymacji parametru p
rozkladu wielomianowego i wielowymiarowego hipergeometrycznego przy funkcji straty

postaci

T

Ly(p,d) = ) ci(pi — di)*. (0.4)

=1

Wilezynski (1985) wyprowadzil minimaksowe estymatory parametru p rozkiadu wielomia-
nowego i wielowymiarowego hipergeometrycznego oraz minimaksowy predyktor zmiennej
losowej o rozkltadzie wielomianowym przy funkcji straty okreslonej wzorem (0.2). Wyniki
uzyskane przez Hodgesa i Lehmanna (1950), Steinhausa (1957), Trybule (1958) oraz
Wilezyniskiego (1985) stanowia szczegdlne przypadki rezultatéw otrzymanych w Roz-
dziale 1. Na przyklad, uzyskany przez Steinhausa (1957) przy funkcji straty L;(p,d)
okreslonej wzorem (0.3) minimaksowy estymator do(X) = (d9(X), ..., d2(X))T parame-

tru p rozkladu wielomianowego okreslony przez

X; = V0
£x) =L,
n++/n
i=1,...,r, stanowi szczegdlny przypadek minimaksowego predyktora (1.18) kombinacji
liniowej Z, okreslonej wzorem (0.1), przy funkeji straty postaci (0.2), gdy a =1, b=101
macierz (' jest jednostkowa. Natomiast uzyskany przez Trybute (1958) przy funkcji straty

okreslonej wzorem (0.4) minimaksowy estymator do(X) = (d%(X), ..., d°(X))? parametru



W = (W,,..., W,)T rozkladu wielowymiarowego hipergeometrycznego okreslony przez

&(X) wXiteyry =t
n—}—,/n%:rf

i1=1,...,r, gdzie s;, ¢ = 1,...,r, sa stalymi zaleznymi od ¢;, : = 1,...,r, (w przypadku,

gdyci=1,0=1,...,r,stale s; = 1/r, 2 = 1,...,r) stanowi szczegdlny przypadek mini-
maksowego predyktora (1.41) kombinacji liniowej Z przy funkeji straty postaci (0.2), gdy
a=W, b=01macierz C jest diagonalna.

W Rozdziale 2 rozwaza sie wyzej postawiony problem wyznaczania optymalnych pre-
dyktoréw przyjmujac, ze rozmiar n proby X jest wielkoscia losowa,.

Rozpatrywanie takiego przypadku jest zasadne i wazne z praktycznego punktu wi-
dzenia, gdyz w wielu problemach nie jest mozliwe przyjecie ustalonego rozmiaru préby.
Przykladem moga by¢ nastepujace dwie sytuacje: interesujace nas jednostki stanowia
podgrupe w bazie danych, ktéra dysponujemy; wylosowana do préoby jednostka odmdwi
nam udzielenia odpowiedzi lub bedzie nieobecna w chwili przeprowadzania badania. Inne
przyklady, ktére uzasadniaja rozpatrywanie losowego rozmiaru proby mozna znalezé w
pracy Chaudhuri’ego i Stengera (1992).

W Rozdziale 2 wyprowadzono minimaksowe predyktory kombinacji liniowej Z okreslo-
nej wzorem (0.1), przy funkeji straty postaci (0.2), w przypadku, gdy X i Y maja rozktad
wielomianowy i wielowymiarowy hipergeometryczny, przy zalozeniu, ze rozmiar n préby X
jest realizacja zmiennej losowej o znanym rozkladzie niezaleznym od nieznanego parametru
p, czyli jest statystyka dodatkows (Lehmann, (1986)).

W Rozdziale 2 udowodniono, ze minimaksowy predyktor kombinacji liniowej Z przy
funkcji straty okreslonej wzorem (0.2), w przypadku ustalonego rozmiaru préby, podany
w Twierdzeniu 1.3 i w Twierdzeniu 1.4, nie jest minimaksowy, a nawet dopuszczalny,
dla szerokiej klasy wartosci wspotczynnikow a i1 b, parametréw n, m, W oraz rozkladéw
rozmiaru proby, w przypadku, gdy rozmiar préby jest statystyka dodatkowa. Uzyskane
w tym rozdziale wyniki sa przykladem paradoksu, a mianowicie wplywu statystyki do-
datkowej, ktora jest tutaj rozmiar préby, na postaé¢ estymatora, czy predyktora. Po raz
pierwszy podobny przyklad podal Brown (1990), w ktérym dopuszczalnosé estymatora
stalego czynnika w wielowymiarowej liniowej regresji zalezy od rozktadu macierzy ekspery-
mentu, ktéra jest statystyka dodatkowa. Nastepnie He (1990) pokazal, ze w przypadku
kwadratowej funkcji straty minimaksowy estymator parametru rozkladu wielomianowego
przy ustalonym rozmiarze préby podany przez Steinhausa (1957) przestaje by¢ estyma-

torem minimaksowym, a nawet dopuszczalnym, poza pewnymi trywialnymi przypadkami,



gdy rozmiar préby jest losowy. Amrhein (1995) wyprowadzit posta¢ minimaksowego esty-
matora parametru rozktadu wielowymiarowego hipergeometrycznego przy funkcji straty
okreslonej wzorem (0.3) w przypadku, gdy rozmiar préby jest statystyka dodatkowsq i
podobnie jak dla rozkladu wielomianowego rd6zni sie on od uzyskanego przez Trybule
(1958) estymatora w przypadku, gdy rozmiar préby jest ustalony. Uzyskane w Rozdzia-
le 2 rezultaty stanowia uogélnienie wynikéw He (1990) i Amrheina (1995).

Otrzymane rezultaty dotyczace predykcji kombinacji liniowej Z okreslonej wzorem
(1.1) zostaly zilustrowane przyktadami w Podrozdzialach 1.3 i 2.3.
7op >

Rozdzial 3 poswiecony jest estymacji parametru p € P = {(p1,...,p,
0,:=1,...,7,p1 +...+ p, = 1} rozkladu wielomianowego o funkcji prawdopodobienstwa
okreslonej wzorem (1.3) w przypadku, gdy dane otrzymywane sa w chwilach losowych.

Rozpatruje si¢ nastepujacy model. Niech Y (z) = (Yi(2),...,Y;(¢))%,i = 1,...,n, beda
niezaleznymi zmiennymi losowymi o jednakowym rozkladzie wielomianowym W(1, p), to
znaczy P(Y(:) =e;) =p;, j=1,...,m, t =1,...,n, gdzie ; = (1,0,...,0)7,...,e, =
(0,...,0,1)T. Zaktada sie, ze Y(i) jest obserwacja uzyskana w chwili ¢;, 1 = 1,...,n,
gdzie ty,...,1, sa statystykami pozycyjnymi dodatnich zmiennych losowych Uy, ..., U,,
ktore sa niezalezne od Y(1),...,Y(n). Niech

B(t) = D Toa(Us)

oznacza liczbe obserwacji uzyskanych do chwili ¢t > 0, a F; = o{k(s), s < ¢, Y(1),...,
Y (k(t))} bedzie informacja dostepna w chwili ¢. Przyjmuje sie, ze strata, ktéra ponosimy,
gdy estymujemy nieznany parametr p na podstawie obserwacji uzyskanych do chwili ¢ jest

postaci
Lt(pa d) = L(p’ d) + C(t),

gdzie funkcja L(p,d) postaci
L(p,d) =y E—p) (03)
o pi

jest straty zwiazang z bledem estymacji, gdy podejmiemy decyzje d, a p jest prawdziwa
wartosciag parametru. Funkcja ¢(t) wyraza koszt obserwacji prowadzonych do chwili ¢.
Zaktada sie, ze jest ona rézniczkowalna, rosnaca, wypukta oraz taka, ze ¢(0) = 0.

W Rozdziale 3 podane sa przyktady, ktore uzasadniaja rozpatrywanie powyzszego
modelu.

Rozpatruje sie procedury estymacji sekwencyjnej postaci 6 = (7,d(7)), gdzie 7 jest cza-
sem zatrzymania wzgledem o-algebry F;, t > 0, a d(7) jest F,-mierzalna funkcja. W pier-

wszym podrozdziale wyprowadzono bayesowskie i minimaksowe procedury sekwencyjnej



estymacji nieznanego parametru p rozkladu wielomianowego na podstawie obserwacji
Y(1),...,Y(n) otrzymywanych w chwilach losowych. Problem estymacji rozwiazuje sie
przy zalozeniu, ze rozktad Ui,...,U, nalezy do pewnej szerokiej klasy i jest znany, jak
rowniez przy zalozeniu, ze jest rozkladem wyktadniczym o nieznanym parametrze.

W Podrozdziale 3.2 zaproponowano procedure adaptacyjna, ktora wymaga niewielkich
zatozen dotyczacych rozkladu Uy, ..., U,.

W ostatnim podrozdziale prezentowane sa analogiczne wyniki do tych uzyskanych w
Podrozdziale 3.1 dla innych funkcji straty niz okreslona wzorem (0.5).

Problem estymacji na podstawie danych otrzymywanych w chwilach losowych rozpa-
trywany byl przez Starra, Wardropa i Woodroofe’a (1976) w przypadku estymacji sredniej
z rozkladu normalnego o znanej wariancji. Niektore z ich wynikéw zostaly rozszerzone
przez Magiere (1982) na jednoparametrowa wykladnicza rodzine rozkladéow. W Rozdzia-
le 3 wyprowadzono jawne postaci optymalnych procedur sekwencyjnych w przypadku
estymacji parametru wielowymiarowego. |

W Rozdziale 4 wyprowadzono bayesowski predyktor mediany z przysztej proby o
ustalonym 1 losowym rozmiarze na podstawie obserwacji obcietej II typu, przy zalozeniu
kwadratowej funkcji straty, gdy obserwacje maja przesuniety rozklad wyktadniczy o funkeji

gestosci postaci
f(ma /\a Ol) = /\exp{—/\(:c - a)}l(a,oo)(x)7 (06)

a>01iA>0.Jesli a nie jest ograniczane do wartosci nieujemnych, wéwczas rozktad o
gestosci (0.6) nazywany jest dwuparametrowym rozkladem wyktadniczym. Wprowadzenie
dwéch réznych terminéw dla tych dwoch rozkladéw jest zasadne ze wzgledu na to, ze tylko
ten pierwszy, w ktérym a > 0, stanowi wlasciwy model rozkladu czasu zycia. Na pod-
stawie danych pochodzacych z pracy Dunsmore’a (1974) przedstawiono numeryczng ilus-
tracje uzyskanych wynikéw i dokonano ich poréwnania w przypadku ustalonego i losowego
rozmiaru préby. Problemy predykcji pewnych funkcji przyszlej obserwacji, szczegdlnie
w przypadku, gdy obserwacje maja rozklad wykladniczy pojawiaja sie w teorii nieza-
wodnosci, w wielu problemach biologicznych, rolniczych i kontroli jakosci. Zagadnienia
predykcji przedzialowej pewnych funkcji przyszlej obserwacji rozpatrywane byly miedzy
innymi w pracach Lawlessa (1972, 1977), Chou’a i Owena (1986, 1989), Evansa i Nigma
(1980).

Wyniki przedstawione w Rozdziale 1 zostaly uzyskane w pracy Jokiel-Rokity (1997b)
przyjetej do publikacji w “Applicationes Mathematicae ”. Rezultaty otrzymane w Roz-
dzialach 2, 3 i 4 zostaly przeznaczone do opublikowania, odpowiednio w pracach Jokiel-

Rokity (1998), Jokiel-Rokity i Magiery (1995) i Jokiel-Rokity (1997a).



Rozdziatl 1

Minimaksowa estymacja i predykcja
dla rozkladu wielomianowego

i wielowymiarowego
hipergeometrycznego przy

ustalonym rozmiarze préby

Rozdzial ten poswiecony jest minimaksowej predykeji kombinacji liniowe;)
Z =ap+0bY (1.1)

nieznanego parametru p i zmiennej losowej Y, na podstawie obserwacji X, przy funkcji
straty postaci

L(Z,d)=(d—-Z)"C(d-2) = Z cij(di(X) — Z:)(d;(X) — Z;) (1.2)

i,5=1
w dwéch nastepujacych modelach:
e zmienne losowe X i Y sa niezalezne o rozkladzie wielomianowym odpowiednio

W(n,p) i W(m,p), o funkcji prawdopodobieristwa okreslonej wzorem (1.3), gdzie

n im sa znane, p = (p1,...,p,)7 jest nieznanym parametrem;

e zmienne losowe X i Y sa niezalezne o rozkladzie wielowymiarowym hipergeome-

trycznym z parametrami odpowiednio W, W = (Wy,..., W,)I, n i W, W =



(Wi, ..., W,)T, m o funkcji prawdopodobieristwa okreslonej wzorem (1.26), gdzie

W, n i m sa znane, p = (Wy/W,..., W,/W)T jest nieznanym parametrem.

Uzyskane w tym rozdziale wyniki stanowia uogélnienie rezultatéw Steinhausa (1957),

Trybuly (1958) oraz Wilczynskiego (1985).

1.1 Minimaksowa estymacja i predykcja dla rozkla-

du wielomianowego

Niech X = (Xi,...,X,)T, r > 2, bedzie zmienng losowa o rozkladzie wielomianowym z

parametrami (n, p), gdzie n jest znane, to znaczy

Po{X=%= (@1,.. &) }

! T z "
ﬁpll...prﬁ gdy z; € {0,1,...,n}izi+...+ 2, =n, (1.3)
0, w przeciwnym wypadku,

gdziep € P={p = (p1,....,p.) T :p;i >0, =1,...,r; py+...+p, = 1}. Obserwu-
jemy warto$¢ zmiennej losowej X i stosujac ocene d(X) = (d1(X),...,d.(X))? chcemy
oszacowac¢ warto$¢ kombinacji liniowej Z, okreslonej wzorem (1.1), nieznanego parametru
p i zmiennej losowej Y = (Vi,...,Y;)T, ktéra ma rozklad wielomianowy z parametrami
(m,p), gdzie m jest znane. Zakladamy, ze a 1 b (a,b € R) sa znane, X 1 Y sa niezalezne
i funkcja straty zwiazana z predyktorem d(X) jest postaci (1.2), gdzie C' jest macierza
nieujemnie okreslona,.

Naszym celem jest znalezienie minimaksowego predyktora do(X) = (d%(X),. ..,d%(X))”
kombinacji liniowej Z = (Z1,. .., Z,)T, to znaczy predyktora do(X), dla ktérego

sup R(Z,do) = inf sup R(Z,d), (1.4)
Zez deD Zez

gdzie R(Z,d) = Ep [L (Z,d)] jest funkcja ryzyka, D oznacza zbiér wszystkich mierzalnych
po borelowsku odwzorowan d : (R", Brr) — (R", Br:), gdzie Brr — o-cialo podzbioréw
borelowskich przestrzeni R", R = (—o0,+00)i Z ={Z = (Zy,..., Z) T € R", Z; + ... +
Zr = a+ bm}.

Problem ten byl rozwazany przez Steinhausa (1957) w przypadku, gdy ¢ = 1, b =0
1 C jest macierza jednostkowa, przez Trybule (1958) w przypadku, gdy a =1,6=01C
jest dowolng nieujemnie okreslona macierza diagonalng oraz przez Wilczynskiego (1985),

w przypadkua =1,6=01a =0, b = 1, przy C dowolnej macierzy nieujemnie okreslonej.

9



Nastepne dwa twierdzenia i lemat beda wykorzystane w dowodach gléwnych wynikow

Rozdzialéw 11 2, zamieszczonych w Twierdzeniach 1.3, 1.4, 2.1 1 2.2.

Twierdzenie 1.1 (zobacz Aubin (1979), Twierdzenie Siona) Niech f bedzie odwzorowa-
ntem produktu kartezjanskiego P x Q w R. Jesli
(a) P i Q sq wypuklymi i zwartymi zbioramz,
(b) Yq € Q pr f(p,q) jest ciagla i wypukta,
(¢c)Vp € P q— f(p,q) jest ciqglta © wklesta,
to istnieje punkt siodlowy (p,q) € P x Q, to znaczy punkt (p,q), dla ktorego

i sup fp,q) = sup f(2,9) = f(p,q) = inf f(p,q) = sp inf f(p,q).

O

Twierdzenie 1.2 (zobacz Karmanov (1986), Twierdzenie 3.5.4) Niech f : Q — R bedzie
wypukla funkcjq okreslong na wypuklym zbiorze Q = {q = (q1,...,¢,)T € R" : al'q —
b; > 0,0 = 1,...,m} dla pewnych a1,...,a, € R" i by,...,b,, € R. Punkt ¢ € Q jest
rozwiqzaniem rownanta infueg f(q) = f(q) wtedy i tylko wtedy, gdy istniejq nieujemne

liczby rzeczywiste uy, ..., Uy, u; > 0,2 =1,...,m, dla ktorych
(@) = Z Ui, Z(%Tfi — bi)u; =0,
1=1 =1
gdzie f'(q) oznacza gradient funkeji f w punkcie q. a

Lemat 1.1 (zobacz Ferguson (1967), Twierdzenie 2.11.1) Niech m bedzie rozktadem a
priori parametru 0 oraz R(m,d) = E,R(0,d) bayesowskim ryzykiem estymatora d. Jesli
dy jest bayesowskim estymatorem parametru 0 wzgledem rozkladu a priori 7o oraz

sup R(0,do) = R(mo,do),
e© :

to dy jest minimaksowy. a

Oznaczmy ¢ = (c11,. .., ¢ )L . Niech 7, 5 oznacza rozklad a priori Dirichleta D(a3;, af3,

..., af},) parametru p o funkcji gestosci

( '« af;—1 T
_ ol [Liear; 75 8dy 2iciPi=2ieapi =1,
[Ir(es)
h(pia,B) = {
(p’a’ﬁ) pr 20, 1=1,...,7,
0, w przeciwnym wypadku,

10



gdziea >0, 8= (B1,....53)F € PiA={n,...,ix} C{1,...,r}, k > 2 (zobacz Uwaga
2), jest zbiorem takim, ze 3; > 0 dlat € A oraz 3; =0dlai ¢ A. Przez mp s oznaczmy
rozklad a priori parametru p postaci P(p = e;) = f3;, gdzie e; = (1,0,...,0)T,e; =
0,1,...,007,...,e, =(0,0,...,1)T oraz przez 7, s rozklad a priori jednopunktowy para-
metru p postaci P(p = ) = 1. Nastepujacy lemat podaje postaci predyktorow bayesow-
skich kombinacji liniowej Z, wzgledem rozkladéw a priori 7, g, o g 1 Teo g parametru p,

przy funkcji straty okreslonej wzorem (1.2).

Lemat 1.2 Niech funkcja straty bedzie postaci (1.2) z macierzq C' nieujemnie okreslong.

Wowczas nastepujqce predyktory

(a+bm)p, gdy n =0,

d*?(X) = (1.5)

(a—l—bm)(niaX%—ng‘_aﬁ), gdy n >0,

(a + bm)ﬂ, gdy n =0,
d*?(X) = (1.6)
atbmy gdy n>0

d**(X) = (a + bm)B (1.7)

kombinacji liniowej Z sq bayesowskie wzgledem rozkladow a priori parametru p odpowied-

nio T g, Tog | Teod, @ ich ryzyka bayesowskie sq rowne
1 [(a+ bm)? + ab®m] (<78 — BTCB), gdy n =0,

R(7ap,d"") = i (18)
w1 (ﬁrﬂTcﬁ + chﬂ) —wyfTCB 4+ wsc™ B, gdy n >0,

(a+bm)*cTB - pTCB), gdy n=0,

R(mo4,d*) = (1.9)
0, gdy n>0
i

R(% oo 3, dF) = 0®m(cT 8 — BTCPB), (1.10)

gdzie

2
wy = <a+bm> (a? —n) — b’m = wy — w3, (1.11)
n+«



_ [la+btm)a :
a+ bm 2
— 2
w3_<n+a> n+ b"m. (1.13)

Dowdéd: Dla dowolnego predyktora d(X) € D, funkcje straty L(Z,d) mozemy zapisa¢ w

postaci

(Z,d) = 7. cii(di—Z)(d; - Z;)

1,7=1

T

di d'
= T eulat bm)? (3 —pi) (m - pj)

’ d
— 24 j=1 Cijb(a + bm) <a e pi) (Y; — mp;)

T d
= 2= Cisb(a + bm)(Yi — mpi) (a—ﬁ% - pﬂ’)

+ 200 i1 G (Y: — mpi)(Y; — mp;)

i wobec tego funkcja ryzyka R(Z,d) jest postaci

T ) d
R(Z,d) = Ep [Zi,jﬂ et b (afﬁ - p") <a_+]% - pj)}

+Bp | S0 b (Vi — mpi) (Y; — mp;)|

(1.14)

Stad, jezeli chcemy minimalizowaé¢ R(m,d) = EWR(Z,'d) po wszystkich d € D (gdzie =
jest dowolnym rozkladem a priori parametru p), to w zwiazku z tym, ze drugi skladnik we

wzorze (1.14) nie zalezy od d(X), wystarczy znalez¢ d™(X), ktére minimalizuje wartosé

5 i () ()] )

t,5=1

oczekiwang

E, {Ep

Stad otrzymujemy, ze szukany predyktor bayesowski kombinacji liniowej Z jest iloczynem

a+bm i estymatora bayesowskiego parametru p. Latwo sprawdzi¢, ze jest on postaci (1.5),
gdy 7 jest rozkladem Dirichleta 7, g; postaci (1.6), gdy = jest rozkladem 7 3 oraz postaci
(1.7), gdy 7 jest rozkladem jednopunktowym m 5. Uwzgledniajac, ze dla ¢ = 1,...,r

zachodza rownosci
EpX; =np; i Ep(Xi—npi)®=np(1—pi) (1.15)
oraz dla ¢ # j zachodzi réwnos¢
Ep [(Xi — npi)(X; — np;)] = —npipj, (1.16)
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funkcja ryzyka R(Z,d**) predyktora d*#(X) jest postaci
[(a + bm)? — BmlpTCp + (a+ bm)*67CH
R(Z,d*") = { —2(a+ bm)2BTCp + b*mcTp, gdy n=0, (1.17)

w1p? Cp + wa 87CB + wyep — 2wy 7 Cp, gdy n >0,

gdzie wy, wy i w3 dane sa odpowiednio wzorami (1.11), (1.12) i (1.13). Korzystajac ze
wzoru Liouville’a (Fichtenholz (1985), Tom 3) mozna pokaza¢, ze dla: = 1,...,r zachodza

réwnosci
Er, (i) = Bi,

i(aBi+1)
By, ,(p?) = 2L
oraz dla 1 # j zachodzi réwnos¢
aBif3;
Br, o (pips) = 22503
a,B (p p]) o + 1

Stad ryzyko bayesowskie R(74 5, d*?) predyktora d*#(X) jest postaci (1.8). Analogicz-
nie, korzystajac z réwnosci (1.15) i (1.16), funkcje ryzyka predyktoréw d®#(X) i d**#(X)

sa odpowiednio postaci

[(a + bm)2 — b2m] pTCp + (a + bm)zﬁTC’B
R(Z d()’ﬁ) = —2(CL + bm)Z/BTCp + bszTp, gdy n = 0’
2
ML +0*m| (cTp — pTCp), edy 150

R(Z,d*?) = [(a+btm)? —b'm]pTCp + (a + bm)?BTCP
—2(a + bm)2BTCp + b*mcTp.
Tak wiec ryzyka bayesowskie R(mo5,d%?) i R(7w0 s, d*"?) sa odpowiednio postaci (1.9) i
(1.10). O

Nastepujace twierdzenie podaje posta¢ minimaksowego predyktora kombinacji liniowe]

Z.

Twierdzenie 1.3 Niech funkcja straty bedzie postaci (1.2) z macierzq C' nieujemnie okre-

slong. Wowczas predyktor do(X) kombinacyi lintowej Z okreslony przez

(a+ bm) <n-+}a0X+ n_o*l_oaoﬁ()) , gdy (a+bm)?>—=0*m >0 i n>0,
do(X) = (1.18)

(a 4+ bm)Bo, w przeciwnym wypadku,
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gdzie

b’m+ | a+ bm | \/(a + bm)*n + b2mn(n — 1)
(a+bm)2—b2m ’ gdyn>17

Qo = (1.19)

(a+bm)® + b*m

(a + bm)2 —b*m gaym=1
i Bo jest wektorem (BY,. .., B8%)7T spetniajacym warunek
"o — B3 Cho = max(c 8- pTCH), (1.20)

jest minimaksowy.

Dowéd: Rozpatrzmy predyktory bayesowskie d*#(X) kombinacji liniowej Z wzgledem
rozktadu a priori 7, Dirichleta parametru p, czyli predyktory postaci (1.5). Funkcja
ryzyka predyktora okreslonego wzorem (1.5) jest postaci (1.17). Wobec tego, ze w;

okreslone wzorem (1.11) przyjmuje wartos¢ zero wtedy i tylko wtedy, gdy
[(a + bm)? — b*m] &® — 2nb’ma — b*'mn® — (a 4 bm)*n = 0,

otrzymujemy, ze jesli (a + bm)? — b*m > 0, to istnieje ag > 0, dla ktérego wy; = 0. Latwo
mozna sprawdzié, ze ag jest postaci (1.19). Oznaczmy Ro(8,p) = R(Z,d*°?). Wobec
tego, ze dla a = ap, mamy wy = 0 1 wy = ws, wiec funkcja ryzyka Ro(3,p) sprowadza sie

do nastepujacej postaci

Ro(B,p) = wa( BTCB + cTp — 287Cp). (1.21)

Zauwazmy, ze z nieujemnej okreslonosci macierzy C' wynika, ze funkcja Ro(-,p) : P —
R jest wypukla wzgledem zmiennej 3, dla kazdej wartosci p (Karmanov (1986), Lemat
2.4.4). Ponadto odwzorowanie Ro(f,-) : P — R jest wklesle, a nawet liniowe, wzgledem
zmiennej p. Oczywiste jest réwniez to, ze Ro(+,-) : P X P +— R jest ciagla wzgledem (53, p),
a P jest domknietym i ograniczonym podzbiorem wypuklym R, a wiec i1 zwartym. Wobec
tego, z Twierdzenia 1.1 wynika, ze istnieje punkt siodlowy (Bo, po) € P x P taki, ze

inf sup }{0(5, ) sup Ro(ﬂoa ) Ro(ﬂO,Po) = inf RO(ﬂva) sup 1nf RO(@ p).
PEP pep peP pgep per

Jak wiadomo (Vorob’ev (1977), Uwaga 1.7.2) wspélrzedne punktu siodlowego (S, po)

mozna wybrac¢ niezaleznie jako punkty, dla ktorych osiagniete sa nastepujace rownosci:

max inf Ro(#,p) = inf Fo(8, o), (1.22)
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minsup Ro(S,p) = sup Ro(Bo, p)-
BEeP PEP PEP

Zakladajac chwilowo, ze macierz C jest dodatnio okreslona, mozemy stwierdzié¢, ze punkt

po = (p%,...,p°)T € P, dla ktérego spelniony jest warunek
¢'Po = P, Opo = max(c’p — p'Cp) (1.23)

jest jedynym rozwiazaniem (1.22). Powyzszy fakt wynika stad, ze jesli gradient funkcji
wypukle] Ro(-, p) okreslonej na zbiorze wypuklym P przyjmuje warto$¢ zero w punkcie
nalezacym do P, to w punkcie tym osiagniete jest minimum globalne i jest ono jedyne,
gdy funkcja Ro(-,p) jest scisle wypukla (a jest scisle wypukla, gdy macierz C' jest do-
datnio okreslona). W naszym przypadku gradient funkcji Ro(-, p) w punkcie 3 réwna sie
2wy (C B — C'p) 1 przyjmuje wartos¢ zero jedynie dla f = p (ingeruje dodatnia okreslonosé
macierzy (') i wobec tego

inf - R = p—p'Cpl.
rglggérelpRo(ﬂ,p) max o(p, P) glgg{cp p Cp}

Z kolei rozpatrujac scisle wypukla funkcje Ro(-, po) 1 uzywajac analogicznych argumentow
wnioskujemy, ze funkcja ta osigga jedyne minimum w punkcie Sy = po. Punkt (po, po)
jest wiec jedynym punktem siodlowym funkcji Ro(:,-) na zbiorze P x P. W przypadku,
gdy macierz C' jest nieujemnie okreslona, to dla 8 = p, funkcja Ro(+, p) przyjmuje wartos¢
minimalna na zbiorze P. Wynika to stad, ze minima lokalne funkeji wypuktej, okreslone;j
na zbiorze wypuklym, sa jej minimami globalnymi na danym zbiorze (Badach, Molisz
1 Seidler (1980)). Korzystajac z Twierdzenia 1.2 znajdziemy teraz taki punkt po € P,
dla ktérego spelniony jest warunek (1.23), przy zalozeniu, ze macierz C' jest nieujemnie

okreslona. W naszym przypadku

a = (1,0,...,007, ay=(0,1,...,007, ..., a, =(0,0,...,1)7,
Uryp1 = a1+ ...+ Apy Appo = —0ry1,

bi:0,i:1,...,r, b¢+1_—‘—br+2=1,

m =71+ 2, n=r. Punkt po spelnia wiec warunek (1.23) (punkt taki oczywiscie istnieje,
gdyz cT'p — pTCp jest ciaglym odwzorowaniem zbioru zwartego P) wtedy i tylko wtedy,
gdy istnieje stata ug taka, ze dla kazdego ¢ € {1,2,...,r} zachodza implikacje

jesli P? >0, to 2 25:1 Cijp? — Ci; = U,

Z jednej strony otrzymalismy, ze dla kazdego 5 € P

Ro(B,po) > Ro(Po, Po),

15



poniewaz dla 3 = po, funkcja Ro(-, po) przyjmuje wartos¢ minimalna. 7 drugiej strony

Ro(po,p) = w1 [, bl + Xicy (i — 25, cisp)p]
(1.24)

< wy [Z;j:l CijP?P? - Uo] = Ro(Po, Po),

a wiec (po,po) jest punktem siodlowym funkeji Ro(-,:) na zbiorze P x P. Zalézmy,
zep) >0dlate Aip) =0dlai¢ A. Predyktor d*Po(X) jest bayesowski wzgledem
rozkladu a priori 74, p, Dirichleta. Korzystajac z Lematu 1.2 otrzymujemy, ze jego ryzyko

bayesowskie R(Taq po, d*0P0) jest réwne

-E(ﬂ-aoypovdao,po) = Ro(po, pO)

Nastepnie korzystajac z nieréwnosci (1.24) i Lematu 1.1 otrzymujemy, ze w przypadku,
gdy (a+bm)*—b*m >0 predyktor do(X) := d*P°(X) jest minimaksowy.

W przypadku, gdy (a+bm):—b*m < 0 rozpatrzmy predyktory bayesowskie d*#(X) =
(a + bm) 3 wzgledem rozkladu a priori T, g parametru p. Funkcja ryzyka R(Z,d**?) roz-
patrywanego predyktora d**(X) jest postaci

R(Z,d>P) = (a+bm)?BTCB—2(a+btm)*BTCp
+[(a + bm)? — b*m]p" Cp + b*mc’p,

a wiec, gdy tymczasowo zalozymy, ze a + bm # 0, jest ona funkcja wypukla wzgledem
zmienne] [ dla kazdej wartosci p 1 wklesta wzgledem zmiennej p dla kazdej wartosci 3.
Mozna pokazaé, podobnie jak w przypadku, gdy (a4 bm)? —b*m > 0, ze (o, Bo), gdzie fo
jest wektorem spelniajacym warunek (1.20), jest punktem siodtowym funkcji R(Z,d*?).
Ponadto

sup R(Z,d>®) = b’m(c" o — B3 Co) = R(meo,,,d™).

PEP
Wobec tego, korzystajac z Lematu 1.1 otrzymujemy, ze predyktor do(X) := d**%(X) jest
minimaksowy.

W przypadku, gdy a+ bm = 0 funkcja ryzyka R(Z,d>"*) predyktora d** jest postaci

R(Z,d*") = t’m(c"p — p' Cp)

sup R(Z,d*") = sup R(Z,d"™) = b*m(c” Bo — B3 C o) = R(7co,8,,d™),
peP peP
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gdzie fy jest wektorem spelniajacym warunek (1.20), a wiec na mocy Lematu 1.1 predyktor
do(X) := d*%(X) jest minimaksowy. O

Uwaga 1. Otrzymany predyktor minimaksowy do(X) kombinacji liniowej Z = ap +
bY jest kombinacja liniowa minimaksowego estymatora parametru p i minimaksowego

predyktora zmiennej losowej Y, o wspdlczynnikach zaleznych od a, b, m i n.
Uwaga 2. Sformulowana definicja rozkladu a priori 7, s jest poprawna wtedy, gdy
k > 2. W przypadku, gdy k£ = 1 otrzymujemy, ze
max(c'p —p'Cp) = c'po — py Cpo = 0.

Z drugiej strony p; + ...+ p, = 1 dla kazdego p € P, wiec

CTp - PTCP = Z CiiPi — Z Cijpip; = Z (Cii + Ci; — 2Cij )pzpj

1=1 1,7=1 1,5=1
Z nieujemnej okreslonosci macierzy C' wynika, ze dla kazdego ¢,5 € {1,...,r}
ci +¢jj —2¢i; 20 (1.25)
oraz
2
CiiCj; — Cij Z 0.
Poniewaz p; > 0,2 =1,...,r, wiec na podstawie nieréwnosci (1.25) wnioskujemy, ze £ = 1

wtedy i tylko wtedy, gdy dla kazdego ¢,7 € {1,...,r} zachodzi réwnos¢ ¢;; + ¢;; —2¢;; = 0.

Tak wiec
2 1 2 1 2
0 < circjj — cij = cicyj — y(ei + ¢jj)” = — (e = ¢j)” <0,
a to implikuje istnienie nieujemne;j stalej ¢ takiej, ze ¢;; = ¢o dla kazdego z,57 € 1,...,r.

W tym przypadku funkcje ryzyka R(Z,d) mozna zapisa¢ w postaci

Rk(Z,d) = Ep [CO(“ +bm)* 3 i (adii-)lfm B pi) (adik()lfgq N pj>]

+Ep [cob i im (Yo —mpi)(Y; — mP;]
)

= Ep {co(a + bm)? [EZ:1 (a +om ] }

+Ep [60b2 Zzg (Y — mp;)(Y; — mp;
= co(a+bm)2Ep [m S di(X) — 1}
a0t By |30, (¥ = mp)(¥; = mpy)]
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Ten przypadek nie jest jednak interesujacy, gdyz

inf sup R(Z,d) = sup Ep | cob? Z(K —mp;)(Y; — mp;)

deD zez peP Pt

i wtedy kazdy predyktor d(X) = (di(X),...,d.(X))T, dla ktérego di(X) + ...+ d,(X) =

a + bm jest minimaksowy.

1.2 Minimaksowa estymacja i predykcja dla wielo-

wymiarowego rozkladu hipergeometrycznego

Niech X = (Xi,..., X,)T bedzie zmienna losowa o rozkltadzie wielowymiarowym hiperge-

ometrycznym z parametrami (W, W n), to znaczy,

Pp{X = x = (Z15... JEe) }

(Wl> (W)
3 <W> T/l gdy ¢ €{0,1,...,Wilizi+... 4z, =n, (1.26)
a n

0, w przeciwnym wypadku,

gdzie Wy + ...+ W, =W, W >2,r>2 0<n < W sa znane, W = (Wy,...,W,)T
nie jest znane. Obserwujemy wartos¢ zmiennej losowej X i stosujac ocene d(X) =

(di(X),...,d.(X))T chcemy oszacowaé wartos¢ kombinacji liniowej

7 = ap + bY (1.27)

T
nieznanego parametru p = (%, cee %) i zmiennej losowej Y = (Y1,..., ;)T ktéra

ma rozklad wielowymiarowy hipergeometryczny z parametrami (W, W, m), gdzie 0 <
m < W jest znane. Zakladamy, ze X i Y sa niezalezne, a i b (a,b € R) sa znane i

spelniaja jeden z ponizszych warunkow:

(a +bm)>*(W —n)(W —n—1) — b*m(W —m)W >0,

<_W—_m>;0_

bm)? — b2
(a+ bm) m w1 =

Przyjmujemy, ze strata zwiazana z predyktorem d(X) okreslona jest wzorem (1.2), gdzie

macierz (' = (¢;;) jest nieujemnie okreslona. Naszym celem jest znalezienie minimakso-

wego predyktora do(X) = (d%(X),...,d%(X))? kombinacji liniowej Z = (Z1,...,Z,)7,
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to znaczy predyktora do(X), ktéry spelnia warunek (1.4), gdzie R(Z,d) = Ep[L(Z,d)]
jest funkcja ryzyka, D oznacza zbiér wszystkich mierzalnych po borelowsku odwzorowan
d: (R",Br-) — (R",Br-), gdzie Br- — o-cialo podzbioréw borelowskich przestrzeni R’,
R = (—00,+0)i 2 ={2Z = (%,...,Z.)f € R",Zy +...+ Z. = a + bm}. Problem ten
byl rozwazany przez Trybule (1958) w przypadku, gdy a = 1, b = 0 i1 C jest macierza
diagonalng oraz przez Wilczynskiego (1985) w przypadku, gdy @ = 1, b = 01 C jest
dowolng macierza nieujemnie okreslona.

Nastepujacy lemat podaje postaci bayesowskich predyktorow kombinacji liniowej Z,
przy funkecji straty okreslonej wzorem (1.2), wzgledem nastepujacych rozkladéw a priori
parametru p: 1) Polya-Eggenbergera 7, 5 z parametrami o, 8 (a > 0, 8 = (B4,...,8,)" €

P) o funkcji prawdopodobieristwa postaci

_ (W W\ _
P{p—(w},...,w—) }_
Wil(a) (W, + aB;) , -
TW + o) LLiea WiT(ag,) > 8 Wi€{0....Whi=1,....m,
= Z::l VI/Z = ZjEA W] = W7

0, w przeciwnym wypadku;

2) wielomianowego 7o, g 0 funkcji prawdopodobienistwa postaci
8"
W!HjEA—W]—»T’ gdy W; € {O,,W},Z: L,...,m,
i

Wy We\T
P{p:<W’“"W) } = ZZ:lWi:ZjeAWJ':W’

0, w przeciwnym wypadku;
3) mo,g, okreslonego przez P(p = e;) = f;;
4) jednopunktowego mg, okreslonego przez P(p = ) = 1, gdzie A = {u1,...,ix} C
{1,...,r}, k > 2 (zobacz Uwaga 2, Rozdzial 1.1), jest zbiorem takim, ze 3; > 0 dla: € A
oraz (3; = 0 dla ¢ ¢ A.

Lemat 1.3 Niech funkcja straty bedzie postaci (1.2) z macierzq C nieujemnie okreslonq.

Wowczas nastepujqce predyktory

(a 4+ bm)p, gdy n =0,
d(x.[}(X) — - (128)
(a+ bm) Wm(/n—:aa)x + %SI(/Z T agﬁ , gdy n >0,
(a + bm)B, gdy n=0,
d=?(X) = (1.29)

LI X + (W = n)f]; gdy n >0,
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(a 4+bm)p, gdy n =0,
d*?(X) = (1.30)
tl_nMX, gdy n>0
i
d?(X) = (a + bm)p (1.31)

kombinacji liniowe] Z sq bayesowskie wzgledem rozkladow a priori parametru p odpowied-

N0 o3, Tood, Tog L g, @ ich ryzyka bayesowskie sq rowne

(a+ bm)? — 2 Y ="2] B (9" Cp)

R(ra5,d™") = 8 —(a+bm)?BTCB + Pme=1eTh,  gdy n=0, (1.32)

k Zlea,ﬂ (PTCP) - Z2ﬂTcﬂ ‘+‘ Z3CT5, gdy n > 07
7 [(a+ bm)? + Pm(W — m)] (B — BTCB), gdy n =0,
R, d?) = { (0% bm%igw =1 (T — 4TCB) (1.33)
L EmW = m) (o1 _ greg), gdy n >0,
_ (a +bm)*(c"B—BTCH), gdy n=0,
R(mo,3,d%") = (1.34)
0, gdy n>0
B(rs,d%) = P~ (76— §7C), (1.35)
gdzie
B 2(I/V—n)2(oz2—n)——(W—n)(n-{—oz)Z_2 W-m
z1 = (a+ bm) WV —1)n + o) bmW—l = z3 — z3, (1.36)
e 2
23 = |(a+ bm) I/Ig(n Zi . (1.37)
B n(W —n)(W + a)? W —m
_(a+bm)2W2(W D+ a)? —{—meW_l. (1.38)
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Dowéd: Wobec tego, ze funkcja ryzyka dowolnego predyktora d(X) kombinacji liniowej
Z, przy funkcji straty okreslonej wzorem (1.2) wyraza si¢ wzorem (1.14), analogicznie
do przypadku rozkladu wielomianowego, otrzymujemy, ze szukany predyktor bayesowski
kombinacji liniowej Z jest iloczynem a + bm i estymatora bayesowskiego parametru p.
Latwo sprawdzi¢ (zobacz Amrhein (1995), Lemat 1), Ze jest on postaci (1.28), jesli 7 jest
rozkladem Polya-Eggenbergera 7, g; postaci (1.29), jesli 7 jest rozkladem wielomianowym

Teo,3; Postaci (1.30), jesli w jest rozkladem 7 g i postaci (1.31), jesli 7 jest rozkladem

jednopunktowym mg. Uwzgledniajac, ze dlaz = 1,...,r zachodza réwnosci
W —
EpXi=np;i i Ep(Xi—np)’=n Zpi(1 — pi)
W -1
oraz dla 2 # j zachodzi réwnosc
W —n
Ep [(Xi — npi)(X; —npj)] = —nym—pips;

otrzymujemy, ze dla n > 0 funkcje ryzyka predyktoréw (1.28), (1.29), (1.30) i (1.31) sa

odpowiednio postaci

R(Z,d*?) = 2;pTCp + 267CB + z3cTp — 22,67 Cp, (1.39)

R(Z,dF) = [(a+bm)2(w‘u72(v5v__§—”—meVvVv‘_T] B G

+(a = bm)2(2VV — n)? 47O — olat bm )2 (W — n)zﬂTCp

%4 w?
a+ bm)*(W —n)n b2m(W—m)
o {( Wz()VIE Y ) + W =1 ] c’'p,

2
R(Z,d%%) = [(“rf’m) e +b2mVVVV:G”] (c"p — pTCp)

r(z.d") = [(a +bm)* — b“’m—%—__—’-l’l] p’Cp — 2(a + bm)?87Cp
(1.40)

+(a+bm)BTCB + bmAp="EeTp,

gdzie zy, 29, 1 z3 okreslone sa wzorami (1.36), (1.37) i (1.38). Natomiast dla n = 0 funkcje
ryzyka predyktoréw (1.28), (1.29), (1.30) i (1.31) sa takiej samej postaci i sa okreslone
wzorem (1.40). Stad latwo mozna pokazal, ze ryzyka bayesowskie predyktoréw (1.28),
(1.29), (1.30) i (1.31) sa odpowiednio postaci (1.32), (1.33), (1.34) i (1.35). ]

Nastepujace twierdzenie uogélnia wyniki uzyskane przez Trybule (1958) i Wilczyni-
skiego (1985).
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Twierdzenie 1.4 Niech funkcja straty bedzie postaci (1.2) z macierza C nieujemnie okre-

slong. Wowezas predyktor do(X) kombinacyi liniowej Z okreslony przez

(Cl + bm)ﬁo, gdy n = Oa
10 do(X) — . (141)
W+ ao W —
(a+bm) | o Ty X + %3271 +a73,80 , gdy n >0,
gdy (a4 bm)* (W —n)(W —n—1) — *m(W —m)W > 0, (1.42)
(CL + bm)ﬁOa gdy n = 03
2° do(X) = (1.43)
LI X 4 (W —n)fo], gdy n >0,
gdy (a+bm)*(W —n)(W —n—1) = *m(W —m)W =0 (1.44)
30 do(X) = (0, + bm)ﬂo, (145)
W —m
gdy (a4 bm)* — b*m 0 <0 (1.46)
gdzie
. n[(W —n)(a+ bm)? + P*mW (W — m)]+ | a + bm | (W —n)VA (1.47)

(a4 m)*(W —n)(W —n — 1) — B*mW(W —m) ’

A = (a+bm)) (W —n)(W — Dn +*m(W —m)(n—1)Wn
i Bo jest wektorem spelniajgeym warunek (1.20), jest minimaksowy.

Dowéd: Rozpatrzmy predyktory bayesowskie d*#(X) kombinacji liniowej Z wzgledem
rozkladu a priori Polya-Eggenbergera 7, 5 parametru p, czyli predyktory postaci (1.28).
Funkcja ryzyka predyktora d*#(X) okreslonego wzorem (1.28) jest postaci (1.39). Wobec

tego, ze z; okreslone wzorem (1.36) przyjmuje wartosc¢ zero wtedy 1 tylko wtedy, gdy

[(a+bm)2(W —n)(W —n —1) = &*m(W — m)W]a?
—2[(a + bm) (W — n)n — B*m(W — m)W]a (1.48)
—(a + bm)2(W —n)Wn — b*m(W —m)Wn? =0,

otrzymujemy, ze jesli speliony jest warunek (1.42), to istnieje ag > 0, dla ktérego

zy = 0. Latwo mozna sprawdzié, ze aq jest postaci (1.47). Oznaczmy przez Ro(8,p) =
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R(Z,d*"). Wobec tego, ze dla @ = ap, mamy z; = 01 z; = 23, wiec funkcja ryzyka

Ro(f3,p) sprowadza sie do nastepujacej postaci

Ro(8,p) = 22(87CB - 28"Cp + c'p). (1.49)

Zauwazmy, ze funkcja Ro(+,-) : P X P — R jest wypukta wzgledem S, wklesta wzgledem
p, ciagla wzgledem (3,p), 1 P jest wypuklym, zwartym podzbiorem R". Analogicznie do
przypadku rozkladu wielomianowego mozna pokazac, ze (5o, Bo), gdzie [y jest wektorem

spelniajacym warunek (1.20), jest punktem siodlowym funkeji Ro(3, p). Ponadto,

Ro(ﬁOa ﬂo) = —R_(Traoyﬁoa dozoﬁo)’

tak wiec w przypadku, gdy spelniony jest warunek (1.42) predyktor do(X) := do%(X)
okreslony wzorem (1.41) jest minimaksowy.

W przypadku, gdy spelniony jest warunek (1.44), rozpatrzmy predyktory bayesowskie
d>#(X) wzgledem rozkladu a priori wielomianowego 7, 5 parametru p. Funkcja ryzyka
R(Z,d>") predyktora d*#(X) jest postaci

Rz,a%) = (a+bmp® = (g105 _gT0p 4 cTp)
Analogicznie do poprzedniego przypadku, mozemy pokazac, ze predyktor okreslony wzo-
rem (1.43) jest minimaksowy.

Podobnie, gdy spelniony jest warunek (1.46), funkcja ryzyka bayesowskiego predyktora
d?(X) wzgledem rozkladu a priori 75 parametru p, okreslona wzorem (1.40) jest wypukta
wzgledem 3, wklesta wzgledem p oraz ciagla wzgledem (3, p). Latwo mozna pokazaé, ze
(Bo, Bo), gdzie By jest wektorem spelniajacym warunek (1.20), jest punktem siodlowym
funkcji R(Z,d”). Ponadto

sup R(Z, dﬁ°) = ~R—(wﬁo, dﬁ"),
peP

tak wiec predyktor do(X) := d®(X) okreslony wzorem (1.45) jest minimaksowy. a

Uwaga 1. Otrzymany predyktor minimaksowy do(X) kombinacji liniowej Z = ap +
bY jest kombinacja liniowa minimaksowego estymatora parametru p i minimaksowego

predyktora zmiennej losowej Y, o wspdlczynnikach zaleznych od W, a,b,m 1 n.

1.3 Przyklady

Przyklad 1 (przypadek rozkladu wielomianowego). Zalézmy, ze kazde sposréd n (n > 1)

obserwowanych urzadzen, pracujacych niezaleznie, moze ulec awarii z powodu jednej z r
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mozliwych przyczyn. Wéwczas obserwowane wartosci X;,7 = 1,...,r, reprezentuja liczby
urzadzen, ktére ulegly awarii z powodu i-tej przyczyny. Celem naszym jest predykcja
wartosci Z = (Zy,...,Z,)T, Z; = ap; + Y;, gdzie Y; jest nieznang liczba awarii z i-tej przy-
czyny m pracujacych urzadzen, natomiast ap; jest wartoscia oczekiwana liczby awarii z i-
tej przyczyny a urzadzen, ktore beda podlaczone do pracy. Korzystajac z Twierdzenia 1.3
minimaksowy predyktor do(X) szukanej wielkosci Z, przy funkcji straty (1.2) z macierza
C =1, jest postaci

dO(X)z(a+m)< L x4 ,60),

n + o n + oo

gdzie

nm+ | a+m | /(a+m)?n +mn(n—1)

(a+m)*—m

Qg =

i B = (%,..‘,%)T.
Przyktad 2 (przypadek rozktadu wielowymiarowego hipergeometrycznego). Partia
W wyrobéw podlega statystycznej kontroli jakosci. Wartosci Wi, ¢ = 1,...,r, reprezen-
tuja nieznane liczby elementow i-tej jakosci w danej partii. Na podstawie obserwacji X,
i =1,...,r, liczby wyrobéw i-tej jakosci w grupie n (n > 1) wyrobéw wybranych bez
zwracania, chcemy przewidzie¢ liczby wyrobow i-tej jakosci w grupie m wyrobow, ktore
zamierzamy wybrac z danej partii lub chcemy oszacowaé réznice tych liczb w poréwnaniu
z wartoscia oczekiwang liczby wyrobow i-tej jakosci, gdybysmy wybrali ¢ wyrobow. W
pierwszym przypadku chcemy znalez¢ wartos¢ predyktoraZ =Y (a = 0, b = 1; zwracamy
uwage, ze nawet ten szczegdlny przypadek Twierdzenia 1.4 nie byl dotychczas rozpatry-
wany), w drugim przypadku — wartos¢ kombinacji liniowej Z = Y — ap. Twierdzenie
1.4 mozemy zastosowaé rowniez wowczas, gdy chcemy przewidzie¢ wyniki wyboréw lub
réznice w wyniku wyboréw, gdy do glosowania zglosi sie m uprawnionych a wartoscia
oczekiwana wyniku wyboréw, gdyby glosowalo a uprawnionych. Wartosci Wi, ¢ =1,...,r,
reprezentuja w tym przypadku nieznane liczby oséb popierajacych i-tego kandydata, W
jest znana liczba oséb uprawnionych do glosowania, m liczba oséb, ktore wezma udzial
w wyborach. Korzystajac z Twierdzenia 1.4 minimaksowy predyktor kombinacji liniowe]
Z =Y — ap, przy funkcji straty (1.2) z macierza C' = I, jest postaci
W + ap(W —n)
W(n + ao) Wi(n + ag)ﬂo ’
gdy (m—a)’ (W —n)(W —n—1)—m(W —m)W > 0,

® do(X) = (m —a)
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m—a

P d(X)= DX (W ),
gdy (m—a)’ (W —-n)(W —n—1)—m(W —m)W =0

?

3° do(X) = (m — a)Bo,

gdy (m—a)Z—mW_TSO,

gdzie

g =

n[(W —n)(m —a)> + mW (W —m)]+ | m—a | (W —n)VA
(m—a)* (W —-n)(W—n—1) —mW(W —m) ’

A = (m—a))(W—-n)(W—-1n+m(W-m)(n—1)Wn
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Rozdziat 2

Minimaksowa estymacja i predykcja
dla rozkladu wielomianowego 1
wielowymiarowego
hipergeometrycznego przy losowym

rozmiarze proby

Rozdzial ten poswiecony jest rowniez minimaksowej predykeji kombinacji liniowej Z okre-
slonej wzorem (1.1), przy zalozeniu, ze funkcja straty jest postaci (1.2), dla rozktadu
wielomianowego i wielowymiarowego hipergeometrycznego, z ta jednak réznica, ze rozmiar
proby jest zmienna losowa o znanym rozkladzie niezaleznym od nieznanego parametru.
Rozpatrywanie przypadku losowego rozmiaru proby jest zasadne, gdyz w wielu prak-
tycznych problemach nie jest mozliwe przyjecie ustalonego rozmiaru proby. Przykladem
moga byc¢ nastepujace dwie sytuacje: interesujace nas jednostki stanowia podgrupe w
bazie danych, ktéra dysponujemy; wylosowana do préby jednostka odméwi nam udziele-
nia odpowiedzi lub bedzie nieobecna w chwili przeprowadzania badania. Pokazuje sie, ze
wyprowadzone w Rozdziale 1 predyktory kombinacji liniowej Z w przypadku ustalonego
rozmiaru préby nie sa minimaksowe, a nawet dopuszczalne, dla szerokiej klasy wartosci
wspolezynnikow a i b, parametrow n, m i W oraz rozkladéw rozmiaru préby, przy losowym
rozmiarze proby. Stanowi to przyklad paradoksu, ktory po raz pierwszy zauwazyl Brown
(1990) w przypadku dopuszczalnosci estymatora stalego czynnika w wielowymiarowej li-
niowej regresji. A mianowicie pokazal on, ze ten estymator zalezy od macierzy ekspery-

mentu, ktora jest statystyka dodatkowa (Lehmann (1986), Rozdzial 10). Nastepnie He
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(1990) pokazal, ze w przypadku kwadratowej funkcji straty, estymator minimaksowy
parametru rozkladu wielomianowego przy ustalonym rozmiarze préby, podany przez Stein-
hausa (1957), nie jest estymatorem minimaksowym, a nawet dopuszczalnym (poza pew-
nymi trywialnymi przypadkami), gdy rozmiar préby jest losowy. Réwniez Amrhein (1995)
wyprowadzil posta¢ minimaksowego estymatora parametru rozkladu wielowymiarowego
hipergeometrycznego przy losowym rozmiarze préby i podobnie jak dla rozktadu wielo-
mianowego rozni sie on od uzyskanego przez Trybule (1958) estymatora, przy ustalonym
rozmiarze proby (poza pewnymi trywialnymi przypadkami). Uzyskane w tym rozdziale

wyniki stanowig uogélnienie rezultatéw He (1990) i Amrheina (1995).

2.1 Minimaksowa estymacja i predykcja dla rozkla-

du wielomianowego

Niech X bedzie obserwacja o losowym rozmiarze N taka, ze X | N = n,n = 0,1,...,
ma rozklad wielomianowy o funkcji gestosci postaci (1.3) z parametrami n i p, gdzie
p = (p1,...,p,)T nie jest znane. Zakladamy, ze rozklad N jest znany i nie zalezy od
nieznanego parametru p. Oznaczmy f(n) = P(N = n). Nastepujace twierdzenie podaje
posta¢ minimaksowego predyktora d*(X,N) = (dj(X, N),..., d*(X,N))T kombinacji
liniowej Z okreslonej wzorem (1.1), na podstawie obserwacji (X, N), gdy funkcja straty
jest postaci (1.2), to znaczy predyktora d*(X, N), dla ktérego

sup R(Z,d”) = inf sup R(Z,d),
Zez deD zez

gdzie R(Z.d) = EN {Ep [L(Z,d) | N]}.

Twierdzenie 2.1 Niech funkcja straty bedzie postaci (1.2) z macierzq C nieujemnie okre-

slong. Wowezas predyktor d*(X, N) kombinacji liniowej Z okreslony przez

(a + bm)po, gdy N =0,
1° d*(X,N) = i
(a+bm) (yigeX+ §2<geb), gdy N >0,
gdy (a+bm)? l Z } —bm<0 i (a+bm)*—t*m >0, (2.1)
1=1

0 d*(X, N) o b ady =0 (2.2)
2 X, N) = .
ﬁ%x, gdy N >0,
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gdy (a+ bm)? [f(O) - Z @} —b*m >0, (2.3)
37 d*(X, N) = (a + bm)p,
gdy (a+bm)* —b*m <0, (2.4)

gdzie o jest rozwiqzaniem réwnania

o’ — N

(a+ bm)*EN [m

] —Pm=0
oraz 3y jest wektorem spelniajgcym warunek (1.20), jest minimaksowy.

Dowdd: Uzywajac tych samych argumentéw jak w pracy He (1990), mozna pokazacd,
ze predyktory bayesowskie kombinacji liniowej Z postaci (1.5), (1.6) i (1.7) wzgledem
rozkladu a priori parametru p odpowiednio 7, g, Tog 1 Toog W przypadku ustalonego
rozmiaru proby, pozostaja predyktorami bayesowskimi kombinacji liniowej Z, gdy rozmiar
proby jest losowy.

W przypadku, gdy spelniony jest warunek (2.1) rozpatrzmy predyktory bayesowskie
d*?(X, N) kombinacji liniowej Z wzgledem rozkladu a priori 7, 5 Dirichleta parametru p,
czyli predyktory okreslone wzorem (1.5). Funkcjaryzyka R(d**, Z) predyktora d*#(X, N)

jest postaci
R(Z,d*?) = EN{EX[L(d**,Z)|N]}
= wp"COp + w7 CB + wsc’p — 2w, 87Cp,
gdzie ¢ = (c11,...,¢r)7,

o — N

wy = (a+bm)?EN [m

Zauwazmy, ze



oraz

lim w; = (a + bm)? — b*m.

a—00

Jezeli spelniony jest warunek (2.1), to pierwsza z granic jest ujemna, a druga dodatnia,
czyli z twierdzenia o wartosci sredniej wynika istnienie o* > 0, dla ktérego w; = 0.
Oznaczmy R*(8,p) = R(Z,d*"*). Poniewaz dla a = o*, mamy w,; = ws, wiec funkcja

ryzyka R*(/3,p) sprowadza sie do nastepujacej postaci

R*(8,p) = wy(BTCB+c'p — 287Cp).

Funkcja ta rézni sie od funkcji ryzyka Ro(3, p) predyktora bayesowskiego d*0#(X) w przy-
padku ustalonego rozmiaru préby, okreslonej wzorem (1.21) tylko wartoscig wspotczynnika
wy. Stad dalsza czes¢ dowodu w tym przypadku mozna przeprowadzi¢ analogicznie do
odpowiedniej czesci dowodu Twierdzenia 1.3.

W przypadku, gdy spelniony jest warunek (2.3), rozpatrzmy predyktory bayesowskie
d%#(X, N) wzgledem rozktadu a priori o parametru p, czyli predyktory okreilone
wzorem (1.6). Funkcja ryzyka R(Z,d%?) rozpatrywanego predyktora d®#(X, N) jest

postaci
az,@20) = {(a+vmp |70 - £2, K] -} prce

+(a+bm)*f(0)87CB — 2(a + bm)>f(0)8Cp (2.5)
+ [(a +bm)? > 2, —%Q - b2m] c’'p.

Oznaczmy Ry(B,p) = R(Z,d%P). W przypadku, gdy spelniony jest warunek (2.3), funkcja

Ro(B,p) jest funkcja wypukla ze wzgledu na p. Wobec tego funkcja Ro(f3,-) przyjmuje

wartos¢ maksymalna na zbiorze wypuklym P w pewnych punktach e;, y =1,...,r, gdzie

e; = (1,0,...,00T, e, = (0,1,...,0)T, ..., e, = (0,0,...,1)T. Niech 8 = 8, gdzie 3y jest

wektorem spetniajacym warunek (1.20). Z Twierdzenia 1.2 wynika istnienie stalej ug, dla

ktorej zachodza nastepujace imlikacje

jesli - B2 >0, to 2 2221 ei; — €= g,
jesli 87 =0, to 237 ci;B)—cu>uo

Poniewaz

Ro(Bo, ;) = (a+ bm)?f(0) (cj; — 285 ¢j + B3 CBo)
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gdzie c; jest j-ta kolumna macierzy C, wiec stad otrzymujemy

Ro(.ﬁo, ej) = Ro(ﬂo,ei) = (a + b'm,)2f(0) (ﬁgcﬂo - Uo) = IS)léI; Ro(ﬂo, P),

gdy 2,7 € A oraz
Ro(Bo, ej) > Ro(po,€i),

gdy 7 € Aii ¢ A, gdzie A = {11,...,u} C {1,...,7} jest takim zbiorem, ze 5? > 0
dlai € Aoraz ) =0dlat ¢ A. Wobec tego zbidr tych p € P, dla ktérych Ro(Bo, p)
przyjmuje warto$¢ najwieksza na zbiorze P jest miary a priori jeden i z Lematu 1.1 wynika,
ze predyktor d*(X, N) := d%% (X, N) okreslony wzorem (2.2) jest minimaksowy.

W przypadku, gdy spelniony jest warunek (2.4), predyktor minimaksowy d*# (X)) =
(a + bm)fy przy ustalonym rozmiarze préby nie zalezy od rozmiaru préby n. Stad jest on

rowniez predyktorem minimaksowym przy losowym rozmiarze préby. O

Uwaga 1. Predyktor minimaksowy do(X) kombinacji liniowej Z przy ustalonym roz-
miarze proby okreslony wzorem (1.18) i predyktor minimaksowy d*(X, N) kombinacji
liniowej Z przy losowym rozmiarze proby, podany w Twierdzeniu 2.1, maja taka sama

postaé¢ wtedy i tylko wtedy, gdy (a 4+ bm)? — b*m < 0 lub max,{f(n)} = 1.

Uwaga 2. W przypadku, gdy macierz C jest dodatnio okreslona oraz, gdy spelnione

sa warunki

(2.6)

max,{f(n)} <1, _
(a + bm)?* — b*m > 0,

predyktor minimaksowy do(X) kombinacji liniowej Z przy ustalonym rozmiarze préby,
okreslony wzorem (1.18), nie jest predyktorem minimaksowym kombinacji liniowej Z, gdy
rozmiar proby jest losowy. Fakt ten wynika stad, ze predyktor minimaksowy d*(X, V)
jest jedynym predyktorem bayesowskim wzgledem odpowiedniego rozkladu a priori =«
parametru p takim, ze suppep R(Z,d*) = R(m,d*), a wiec jest jedynym predyktorem
minimaksowym (zobacz Lehmann (1983), Twierdzenie 2.1). Ponadto, gdy spelniony jest
warunek (2.6), predyktor do(X) # d*(X, N) (zobacz Uwaga 1).

Uwaga 3. W przypadku, gdy macierz C' jest dodatnio okreslona, spelniona jest nie-

réwnoséé (a + bm)? — b*m > 0 i nie zachodzi zaden z ponizszych warunkéw

max{f(n)} = 1 (2.7)
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(2.8)

{ max,{f(0) + f(n)} =
b*m =

predyktor minimaksowy do(X) kombinacji liniowej Z przy ustalonym rozmiarze préby,
okreslony wzorem (1.18), nie jest predyktorem dopuszczalnym kombinacji liniowej Z
w przypadku losowego rozmiaru proby. Rozpatrzmy nastepujacy predyktor bayesowski

d™f (X, N) kombinacji liniowej Z wzgledem rozktadu a priori ., 5, parametru p postaci

X + 1080
d™ P (X, N) = (a + bm)—"—,
(X.N) = (o + bm) 1
gdzie 79 > 0 jest rozwigzaniem réwnania
(a + bm)? —b*m Y f(n)=
2 ™ > I

(jezeli (a + bm)?* — b*m > 0, to rozwiazanie to istnieje), By jest wektorem spelniajacym
warunek (1.20). Funkcja ryzyka R(Z,d” %) predyktora d¥# (X, N) jest postaci

R(Z,d™P) = f(0) {[(a + bm)? — B?m| pTCp + (a + bm)?BLC By + b*mcTp

—2(a+bm)*B{Cp}

+(a+bm)* 302, )2f( n)(BTCho+ c'p —26{ Cp),

' (n + o
natomiast funkcja ryzyka R(Z,d*®) predyktora do(X) = d*#(X) jest postaci

R(Z,d>oP) = £(0) {[(a + bm)? — b?m] pTCp + (a + bm)?BLC By + b*mcTp
—2(a + bm)*B{Cp}

+(a+bm)? 302, ﬁ*)—f( n)(B5 Cho +c'p — 253 Cp).
W zwiazku z tym, ze predyktor d® (X, N) jest dopuszczalny, jako jedyny predyktor
bayesowski kombinacji liniowej Z wzgledem rozkladu a priori 7., g, parametru p (ingeruje

tu zalozenie dodatniej okreslonosci macierzy ('), zachodzi nastepujaca nieréwnosé

S =L fm <y Lozf(n)- (2.9)

W nieréwnosci (2.9) réwnos¢ zachodzi wtedy i tylko wtedy, gdy vo = a0, czyli, gdy
zachodzi jeden z warunkéw (2.7) lub (2.8). W przeciwnym razie istnialyby dwa predyktory
o tej samej funkcji ryzyka, czyli ich kombinacja liniowa dominowaltaby kazdy z nich, wbrew

dopuszczalnosci predyktora d% (X, V).



2.2 Minimaksowa estymacja i predykcja dla wielo-

wymiarowego rozkladu hipergeometrycznego

Niech X bedzie obserwacja o losowym rozmiarze N, taka, ze X | N =n,n=0,1,...,W,
ma rozklad wielowymiarowy hipergeometryczny o funkcji prawdopodobieristwa postaci
(1.26) z parametrami (W, W, n), gdzie W = (W;,...,W,)T nie jest znane. Zakladamy,
ze rozklad N jest znany i nie zalezy od nieznanego parametru W. Oznaczmy f(n) =
P(N = n). Nastepujace twierdzenie podaje posta¢ minimaksowego predyktora kombinacji
liniowej Z okreslonej wzorem (1.27), na podstawie obserwacji (X, V), gdy funkcja straty

jest postaci (1.2).

Twierdzenie 2.2 Niech funkcja straty bedzie postaci (1.2) z macierzq C' nieujemnie okre-

slong. Wowczas predyktor d*(X, N) kombinacji liniowej Z okreslony przez

(a + bm)pBo, gdy N =0,
1° d*(X,N) = . o
(6 + bm) {%’fﬁx+%%+—é\%ﬂo , gdy N>,
gdy
(a+ bm)” [( - T %—_22]_62 USE (2.10)
, AW =)W —i=1) ,, (W— '
(o + b X, £l - w0 >
(a + bm)Bo, gdy N =0,
2 d*(X,N) = (2.11)
et bm (X + (W~ N)Bo], gdy N >0,
gdy
YW= W=-i-1) o, (W-m
(a+bm)2;f(z)( W%E/V—l) )—bm%:m (2.12)
(a+bm)ﬁ0, Qdy NZO?
8° d*(X,N) = (2.13)
atbmy  gdy N >0,
gdy .
YW —i W —
(a + bm)? [f(O) - ;%_1—))} - bzmH >0, (2.14)
4° d*(X, N) = (a + bm)fy,
gdy
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W——m<0

2 32
(a + bm) bmW—l_ ,

(2.15)

gdzie ag jest rozwiqzaniem réwnania

(W —=N)* (> = N)— (W = N)(N +a)? _bsz—m

Lo W(W —1)(N + a)? W1

=0

oraz [y jest wektorem spelniajgcym warunek (1.20), jest minimaksowy.

Dowéd: Uzywajac tych samych argumentéw jak w pracy He (1990), mozna pokazac, ze
predyktory bayesowskie kombinacji liniowej Z wzgledem rozkladu a priori parametru p
TaBy Toods Top 1 Tg, przy ustalonym rozmiarze proby, okreslone odpowiednio wzorami
(1.28), (1.29), (1.30) i (1.31), pozostaja predyktorami bayesowskimi kombinacji liniowej
Z, gdy rozmiar proby jest losowy.

W przypadku, gdy spelniony jest warunek (2.10) rozpatrzmy predyktory bayesowskie
d*#(X, N) kombinacji liniowej Z wzgledem rozktadu a priori 7,5 Polya-Eggenbergera
parametru p, czyli predyktory okreslone wzorem (1.28). Funkcja ryzyka R(Z,d**) predyk-
tora d*#(X, N) jest postaci

R(Z,d*?) = EN{EX[L(d**,Z)|N]}
= zp’Cp + 228TCB + z3¢Tp — 22,67 Cp,

gdzie ¢ = (c11,...,¢m)T,

(W — N}¥(a> — N) — (W N><N+a>2} e Wem

— 2N
A= {etbm)iE W(W —1)(N + a)’ W—1

= 22 —Zz3,

B 2N (W = N)T?
zo = (a+bm)°E {—W(N—i—a)] ;
sy [INW =NYW +a)?] ., W—m
2 = (a+bm) EN[W2(W—1)(N+a)2}+bmW_1

Zauwazmy, ze

w . .
iiir(l)zl = (a 4 bm)* [f(O) — Z_f_(z)(W——z)] _ b2mW_ m

L (W =) W—1
oraz
Yo (W) (W —i=1) W —m
o , (W — —i=l) o, W-
Hm a =\a-+bm) ;f(z) W(W —1) T

33



Jezeli spelniony jest warunek (2.10), to pierwsza z granic jest ujemna, a druga dodatnia,
czyli z twierdzenia o wartosci $redniej wynika istnienie o* > 0, dla ktérego z; = 0.
Oznaczmy R*(8,p) = R(Z,d*"*). Poniewaz dla a = a*, mamy z, = z3, wiec funkcja

ryzyka R*(3,p) sprowadza sie do nastepujacej postaci

R*(8,p) = 2(B7CB +c'p —267Cp).

Funkcja ta rézni sie od funkcji ryzyka Ro(f3, p) predyktora d*°#(X), okreslonej wzorem
(1.49) tylko wartoscia wspdlczynnika z,. Stad dalsza czesé¢ dowodu w tym przypadku
mozna przeprowadzi¢ analogicznie do odpowiednij czesci dowodu Twierdzenia 1.4.

W przypadku, gdy spelniony jest warunek (2.12), rozpatrzmy predyktory bayesowskie
d>#(X, N) kombinacji liniowej Z wzgledem rozkladu a priori 7., 5 parametru p, czyli
predyktory okreslone wzorem (1.29). Funkcja ryzyka R(Z,d*"?) rozpatrywanego predyk-
tora d*¥(X, N) jest postaci
(a ‘;Vbsz EN
Analogicznie do poprzedniego przypadku mozna pokazac, ze punkt (o, Fo) jest punktem
siodtowym funkcji R(Z,d*?). Ponadto

R(Z,d>*) = [(W — NY?] (87CB — 267Cp + ¢"p),

R(Z,d*") = R(7s g,,d>™),

czyli na mocy Lematu 1.1 otrzymujemy, ze predyktor d*(X, N) := d*# (X, N) okreslony
wzorem (2.11) jest minimaksowy.

W przypadku, gdy spelniony jest warunek (2.14), rozpatrzmy predyktory bayesowskie
d®?(X, N) kombinacji liniowej Z wzgledem rozkladu a priori w5 parametru p,
czyli predyktory postaci (1.30). Funkcja ryzyka R(Z,d%?) rozpatrywanego predyktora
d®?(X, N) jest postaci

BE,0) = {(a+omp |0 - £, L) b=l prcp

+(a + bm)2f(0)BTCA — 2(a + bm)* F(0)47Cp

+ [(a +bm)2 Y, ﬂl%)%/w__—l)ll - bzm%] cTp.
7 uwagi na takie same wlasnoéci powyzszej funkcji ryzyka R(Z,d%") i funkcji ryzyka
okreslonej wzorem (2.5), dalsza czes¢ dowodu w tym przypadku mozna przeprowadzic
analogicznie do odpowiedniej czesci dowodu Twierdzenia 2.1.
W przypadku, gdy spelniony jest warunek (2.15), minimaksowy predyktor d** (X) =
(a + bm) 3y przy ustalonym rozmiarze proby nie zalezy od rozmiaru préby n. Stad jest on

rowniez predyktorem minimaksowym przy losowym rozmiarze préby. O
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Uwaga 1. W przypadku, gdy macierz C' jest dodatnio okreslona, spelniona jest nie-

rownosc
W w
W —n)(W—-n-1) W —m
b 2 ( _ 12
(g -t ,; ww—1) ™= bmyr— nz=1f(n)>0
1 nie zachodzi zaden z ponizszych warunkéw
max({f(0) + f(n)} = 1 (2.16)

{ max,{f(0) + f(n) + f(W)} = (2.17)

b(W —m) = 0,

predyktor minimaksowy do(X) kombinacji liniowej Z przy ustalonym rozmiarze
proby, okreslony wzorem (1.18), nie jest predyktorem minimaksowym, a nawet dopuszczal-
nym, gdy rozmiar préby jest losowy. Rozpatrzmy nastepujacy predyktor bayesowski
d™f (X, N) kombinacji liniowej Z wzgledem rozkladu a priori 7,4, parametru p

postaci

W+ 7o X+’)’0(W—N)
W(N + 7o) W(N + )

gdzie vy > 0 jest rozwiazaniem réwnania

df (X, N) = (a + bm) ﬁo] ,

2W W —n)*(v* —n) — (W —n)(n +v)? 2,

W
Z L f(n) > 0, to roz-

n=1

. 4. — — — 1
(jeshi (a + bm)? ZZ‘;I (7 ang;V_ 17; )f(n) — b'm
wigzanie to istnieje) i [y jest wektorem spelniajacym réwnanie (1.2 ) Funkcja ryzyka

R(Z,d™ ") predyktora d"? (X, N) jest postaci

RB(Z,d%) = f(0){ [(a+bm)? - pmd=1] pTCp + (a + bm)?87 C o

+b62°m I{I/‘//__Tc:'ﬂp —2(a + bm)2ﬂng}

+a-+ bm)? DI, 2OV () 6o + Tp - 26 Cp),

natomiast funkcja ryzyka R(Z,d®®) predyktora do(X) = d*#(X) jest postaci

R(Z,d*o%) = f(0 ){ [(a+bm) —bﬁm‘f{/——_—fﬂ p”Cp + (a + bm)2BTC B

+b*m I{I/I//__TCTp —2(a+ bm)zﬂoTCp}

a4+ mP Y7, %%g(wr—) TCy + cTp — 287Cp).
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W zwiazku z tym, ze predyktor d® (X, N) jest dopuszczalny, jako jedyny predyktor
bayesowski kombinacji liniowej Z wzgledem rozktadu a priori ., g, parametru p, zachodzi

nastepujaca nierownoscé

w 2 w 2

(W —n) (W —n)

—=f(n) < —————f(n). 2.18
e OEDS 231 (n) (218)
W nieréwnosci (2.18) réwnos¢ zachodzi wtedy i tylko wtedy, gdy 4o = ao, czyli, gdy za-
chodzi jeden z warunkéw (2.16) lub (2.17). W przeciwnym razie istnialtyby dwa predyktory
o tej samej funkeji ryzyka, czyli ich kombinacja liniowa dominowalaby kazdy z nich, wbhrew

dopuszczalnoéci predyktora d™f (X, N).

2.3 Przyklady

Przyklad 1 (przypadek rozkladu wielomianowego). Zalézmy, ze w okreslonym czasie
obserwujemy s niezaleznie pracujacych urzadzen, z ktérych kazde moze ulec awarii ze
znanym prawdopodobienstwem 6. Kazda awarie przypisujemy jednej z r mozliwych przy-
czyn. Wéowcezas obserwowane wartosci X;, ¢ = 1,...,r, reprezentuja liczby urzadzen, ktore
ulegly awarii (w danym czasie) z powodu i-tej przyczyny, N oznacza liczbe tych urzadzen
sposrod s, ktore ulegly awarii w okreslonym czasie. Wobec tego rozmiar N proby jest
statystyka dodatkowg o znanym rozkladzie dwumianowym b(s, 0) i f(n) = (;)0”(1—9)5—".
Celem naszym jest predykcja wartosci Z = (Zy,...,%,)T, Z; = ap; + Y;, gdzie Y; jest
nieznana liczba awarii z i-te] przyczyny m pracujacych urzadzen, a ap; jest wartoscia
oczekiwang liczby awarii z i-tej przyczyny a urzadzen, ktére beda podlaczone do pracy.
Korzystajac z Twierdzenia 2.1 minimaksowy predyktor szukanej wielkosci Z, przy funkcji

straty wyrazonej wzorem (1.2) z macierza C' = I, jest postaci

1 o
0 * - X
1 d*(X,N) = (a +m) (N+a* +N+a*ﬂo>,

gdy

(a +m)®

(1—0) — Z % (f) 6i(1 — 0)8-1} e

=1

((l =+ m)ﬂ()a gdy N = 07

2° d*(X,N) =
e4mX, gdy N >0,
gdy
1 78\ ~
21(1 =0) — = (1 —6) | — >
(a+m) |(1-0) Z()( ) ] "0,




gdzie a* jest rozwiazaniem réwnania

e [

1=0
T
1/30:(%,7%) .

Przyklad 2 (przypadek rozkladu wielowymiarowego hipergeometrycznego). Zalézmy,

ze kazda sposréd s (s < W) ankietowanych oséb udzieli nam odpowiedzi na pytanie ankie-
towe (na przyktad o preferencje wyborcze) ze znanym prawdopodobienstwem 6. Wéwczas
obserwowane wartosci X;, ¢ =1,...,r, reprezentuja liczby osob, ktére wybraly i-ta opcje
odpowiedzi (na przyklad beda glosowaly na i-tego kandydata), N oznacza liczbe tych
0s0b sposréd s, ktére udzielity nam odpowiedzi. W tym przypadku, podobnie jak w
poprzednim przykladzie, rozmiar N proby jest statystyka dodatkowa o znanym rozkladzie
dwumianowym b(s,0) i f(n) = (2)0™(1 — 6)*~". Naszym celem jest predykcja zmiennej
losowej Y = (Yi,...,Y,)T, gdzie Y;, ¢ = 1,...,r, jest liczba tych oséb sposréd m, ktére
wybiorg i-ta opcje odpowiedzi (na przyklad Y; moze by¢ liczba gloséw, ktére uzyska
¢-ty kandydat, gdy w wyborach wezmie udzial m uprawnionych do glosowania). Korzys-
tajac z Twierdzenia 2.2 minimaksowy predyktor szukanej wielkosci Y, przy funkcji straty

wyrazone] wzorem (1.2) z macierza C' = I, jest postaci

0 * _ W+C¥* OZ*(W'—'N)
1 d(X’N)—m[W(N+a*)X+W(N—{—Oz*)ﬁo]’
gdy .
" [“ 0y =2, ()61 - 9)%%—11%} ~myy =t <0
P i (W =) (W — i — —
m Zi:l (1)0 (1_9) ( W%/V—-l) 1)—77?%_1 > 0,
P XN = X+ (W - NG,
gdy
: : (W =0)(W—=i-1 W —
m221: (j)&l(l——é’)s_’( WEE/V—l) )—mW_T =1,
mﬂOa gdy NZO)
3 d*(X,N) =
m]\TX’ gdy N >0,
gdy




4° d*(X, N) = mfy,

<
wW-1 =0,

m- —m

gdzie o jest rozwigzaniem réwnania

ax~ (W =)’ —i) = (W —i)(i + @) (s ; o N
) W(W —1)(i + a)? <i>6(1_9) Moy =Y

1=0
7
oraz ffo = (%,,%) ;

Przyklad 3 (przypadek rozkladu wielomianowego). Rozpatrzmy grupe urzadzen ule-
gajacych awarii zgodnie z opisem w Przykladzie 1, Rozdziat 1.3. Zalézmy, ze w rozpatry-
wanym ukladzie pracuje W urzadzen typu A oraz K — W urzadzen typu B. Interesuje nas
awaryjnos¢ w podgrupie urzadzen typu A. Do statystycznej kontroli wybrano bez zwraca-
nia k urzadzen z calego ukladu. Wéwczas rozmiar N proby zwiazany z podgrupa urzadzen
typu A jest zmienna losowa o rozkladzie hipergeometrycznym, to znaczy zmienna losowa

o funkcji prawdopodobienstwa postaci

)
W

n = 0,1,...,min{k, W}. Korzystajac z Twierdzenia 2.1 minimaksowy estymator

d*(X, N) parametru p, przy funkcji straty okreslonej wzorem (1.2) z macierza C' = I,
jest postaci

*
(0]

X 4 —
N + " + N+Aa*ﬂo’

d*(X,N) =

gdzie o™ jest rozwiazaniem rownania

T
oraz (g = (%,,%) .

Przyklad 4 (przypadek rozkladu wielowymiarowego hipergeometrycznego). Roz-
patrzmy populacje K gospodarstw domowych, w ktérej znajduje sie W gospodarstw
spelniajacych pewne warunki, na przyktad gospodarstw emerytéw i rencistow. Interesuja
nas frakcje gospodarstw danej podpopulacji, ktore mozemy zaliczy¢ do jednej z r kate-

gorii, czyli chcemy estymowaé parametr p = (W, /W, ..., W,/W)T gdzie W;, 1 =1,...,r,
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stanowi nieznang liczbe gospodarstw danej podgrupy, ktére zaliczamy do i-tej kategorii.
W celu oszacowania wartosci nieznanego parametru p pobieramy bez zwracania k-ele-
mentowa probe gospodarstw z cale] populacji. Wowcezas rozmiar N préby zwiazany
z interesujaca nas podgrupg gospodarstw domowych jest zmienna losowa o rozkladzie

hipergeometrycznym, to znaczy zmienna losowa o funkcji prawdopodobienstwa postaci

WN\/(K-W
P(Nn>(”>(<[5>”),

n = 0,1,...,min{k, W}. Korzystajac z Twierdzenia 2.2 minimaksowy estymator

d*(X, N) parametru p, przy funkcji straty okreslonej wzorem (1.2) z macierza C' = I,

jest postaci

)  Weao o (W — N)
XN = gt t W o)

gdzie o™ jest rozwigzaniem rownania

(W = N)*(a? = N) — (W — N)(N + a)?
W(W —1)(N + a)?

&

)"

3=

oraz (o = (%,...,
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Rozdziat 3

Estymacja parametru rozkladu
wielomianowego na podstawie
danych otrzymywanych w chwilach

losowych

Rozdzial ten pos$wiecony jest estymacji parametru p € P = {(p1,...,p.)7 : pi > 0,1 =
L,...,r, p1+...4+p = 1} rozkladu wielomianowego o funkcji prawdopodobieristwa okre-
slonej wzorem (1.3) w przypadku, gdy dane otrzymywane sa w chwilach losowych.

Rozwaza sie nastepujacy model. Niech Y (i) = (Yi(2),...,Y;(2))T, i = 1,...,n, beda
niezaleznymi zmiennymi losowymi o jednakowym rozkladzie wielomianowym W(1, p), to
znaczy P(Y(i) =e;) =pj, j=1,...,r, i =1,...,n, gdzie e; = (1,0,...,0)7,... e, =
(0,...,0,1)". Zaklada sie, ze Y(i) jest obserwacja uzyskana w chwili ¢;, ¢ = 1,...,n,
gdzie ty,...,t, sa statystykami pozycyjnymi dodatnich zmiennych losowych Uy, ..., U,,
ktére sa niezalezne od Y(1),...,Y(n).

Niech

k(D) = Y loa(V)

oznacza liczbe obserwacji uzyskanych do chwili t > 0, a 7, = o{k(s), s < ¢, Y(1),...,
Y (k(t))} bedzie informacja dostepna w chwili ¢.

Jako przyklad rozwaza sie grupe n urzadzen, ktére moga ulec uszkodzeniu z powodu
jednej z r mozliwych przyczyn. NiechU; (1 = 1,...,n) 6znacza czas efektywnego dzialania
i-tego urzadzenia i niech k(t) bedzie liczba tych sposréd danej liczby n urzadzen, ktére

ulegly uszkodzeniu przed czasem t. Obserwowana wartos¢ Y (i) = e;,1 < j < r, oznacza,
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ze w chwili t; = t;(Uy,...,U,) urzadzenie uleglo uszkodzeniu z powodu j-tej przyczyny.
Inne przyklady mozna podac z dziedziny badan rynku, w przypadku, gdy chcemy ustalié
udzial konkurencyjnych firm w rynku lub zaplanowa¢ asortyment produkcji (klienci lub
zamowienia przychodza w chwilach losowych) lub z medycyny, kiedy interesuje nas czes-
tos¢ pojawiania si¢ pewnych grup choréb (dane mozliwe sa do uzyskania w przypadku,
gdy zglosi sie do nas pacjent).

Niech

Lt(pad) = L(p, d) + C(t)

bedzie strata jaka ponosimy, gdy estymujemy nieznany parametr p na podstawie ob-
serwacji uzyskanych do chwili ¢. Zaklada sie, ze L(p,d) — strata zwiazana z bledem

estymacji, gdy podejmiemy decyzje d, a p jest prawdziwa wartoscig — jest postaci

L(p,d) = ZM. (3.1)
i=1 P
Funkcja ¢(t) wyraza koszt obserwacji prowadzonych do chwili ¢t. Zakladamy, ze jest ona
rézniczkowalna, rosnaca, wypukla oraz taka, ze ¢(0) = 0.

W problemie estymacji nieznanego parametru p rozkladu wielomianowego rozwaza sie
sekwencyjne procedury postaci é = (7,d(7)), gdzie 7 jest czasem zatrzymania wzgledem
o-algebry F;, t > 0, a d(7) jest F,-mierzalna funkcja.

W pierwszym podrozdziale wyprowadzono bayesowskie 1 minimaksowe procedury es-
tymacji parametru p rozkladu wielomianowego na podstawie obserwacji Y(1),...,Y(n)
otrzymywanych w chwilach losowych. Problem estymacji rozwiazano przy zalozeniu,
ze rozklad Uy, ...,U, nalezy do pewnej szerokiej klasy i jest znany, jak réwniez przy
zalozeniu, ze jest rozkladem wykladniczym o nieznanym parametrze.

W Podrozdziale 3.2 zaproponowano procedure adaptacyjna, ktéra wymaga niewielkich
zalozen dotyczacych rozktadu Uy, ..., U,.

W ostatnim podrozdziale prezentowane sa analogiczne wyniki do tych uzyskanych w
podrozdziale pierwszym dla pewnych modyfikacji funkcji straty okreslonej wzorem (3.1).

Problem estymacji na podstawie danych otrzymywanych w chwilach losowych rozpa-
trywany byl przez Starra, Wardropa i Woodroofe’a (1976) w przypadku estymacji sredniej
z rozkladu normalnego o znanej wariancji. Niektore z ich wynikéw zostaly rozszerzone
przez Magiere (1982) na jednoparametrowa wykladnicza rodzine rozkladéw. W rozdziale
niniejszym wyprowadzono jawne postaci optymalnych procedur sekwencyjnych w przy-

padku modelu estymacji parametru wielowymiarowego.
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3.1 Optymalne procedury sekwencyjne
Funkcje ryzyka procedury sekwencyjnej § = (7,d(7)) definiujemy przez
R(p,8) = EpL,(p,d) = Ep[L(p,d(7)) + c(7)],

gdzie K}, oznacza wartos¢ oczekiwang ze wzgledu na warunkowy rozktad, przy danym p.

Ryzyko bayesowskie R(r,8) procedury é definiujemy natomiast przez
R(r,8) = ER(p,5) = [ R(p.6)n(dp),
D
gdzie 7 jest rozkladem a priori parametru p. Zakladamy, ze 7 jest rozkladem Dirichleta

D(eq,. .., ;) (naturalnym rozktadem sprzezonym dla préb z rozktadu wielomianowego)

o funkcji gestosci postaci

F(a) a1—1 ar—1 r o
M(a).. . Te)Pr P 8y 2iapi=1
g(an) = piZO, izl,...,r, (32)
0, w przeciwnym wypadku,
gdzie a € {(a1,..., )T 1 ; > 0,i=1,...,r}ia= Y, a.

3.1.1 Bayesowska procedura sekwencyjna

Oznaczmy X;(k(7)) = Zf(;l) Yi(y). Nastepujacy lemat podaje postaé bayesowskiego esty-
matora parametru p, wzgledem rozkladu a priori Dirichleta D(aq, ..., a,), przy funkcji

straty okreslonej wzorem (3.1).

Lemat 3.1 Niech funkcja straty bedzie postaci (3.1). Wowczas dla dowolnego czasu za-
trzymania 7, bayesowski estymator parametru p wzgledem rozktadu a priori © o funkcji
gestosci okreslonej wzorem (3.2), gdy o; > 1,1 = 1,...,r, o = Y.|_, o, jest postaci
d*(r) = (dj(7), ..., d*())¥, gdzie

Xz(k(T)) +oa;—1

dlr) = k(r) +a—1 93]

i oczekiwana strata a posteriori jest rowna

E[L(p,d*(7)) | F+] = HT—)TI_;Tl
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Dowéd: Funkcja wiarogodnosci procesu obserwowanego do czasu ¢ jest postaci

k(t)! p RO X (k0),
(X1 (k())!. .. (Xo (k) ’

Funkcja gestosci rozkladu a posteriori parametru p przy danym F; okreslona jest naste-

pujacym wzorem

. _ L(k(t) + a) X1 ((t))+a1—1 k() a1
B2l 7 = B @) + an) PGED Ta) T

czyli jest rozkladem Dirichleta z parametrami X;(k(t)) + ou,..., X, (k(t)) + «,. Wobec

tego ryzyko a posteriori jest postaci

E[L(p,d(t)) | 7i] = [p L(p,d)g(p;a | Fi)dp =

L'(k(t) + Q@ i) x1 (k(t))+a1—1 Xr(k(t))+ar—1
coepaT “dpy .. .dp,_.
TTEE T3 a0 e [ /z P .. dpr
Funkcja ryzyka osiagga minimum, jesli
/ / Pi X1(k(t))+oz1—1 ket gy )
v =1,...,r. Przy zalozeniu, ze o; > 1 dla kazdego 2 = 1, ..., r, rozwigzaniem powyzszego

uktadu rownan jest

Xi(k(t) + ;s — 1

&) =
i(®) k(t)+a—-1 "
v =1,...,r. Oczekiwana strata a posteriori zwigzana z rozpatrywanym rozkladem a priori
7 1 estymatorem d*(t) jest réwna
r—1
k(t)+a—1

Przy zalozeniu, ze 7 jest losowym czasem obserwacji, lemat wynika z mocnej wlasnosci

Markowa. O

Z Lematu 3.1 wynika, ze wybor optymalnej procedury sekwencyjnej moze by¢ utozsa-
miany z nastepujacym problemem wyboru optymalnego czasu zatrzymania. Mianowicie
catkowita strata (koszt) poniesiona do chwili 7, gdy zastosujemy regule d*(7), wyraza sie

nastepujacym wzorem



Problem polega na znalezieniu takiego czasu zatrzymania, ktéry minimalizuje oczekiwana
strate I/L(7) po wszystkich czasach zatrzymania 7. Taki czas zatrzymania nazywamy
optymalnym czasem zatrzymania , a odpowiadajaca temu czasowi procedure bayesowskq
procedurq sekwencyjna.

Zalézmy, ze zmienne losowe Us,...,U, sa niezalezne o jednakowym rozkladzie o dys-
trybuancie F. Zalézmy réwniez, ze F'(0) = 0, F'(t) > 0dlat > 0, F jest absolutnie ciagla
o funkcji gestosci f; f jest prawostronna pochodng F' na (0,00). Oznaczmy klase takich
dystrybuant F' przez G.

Niech ¢ = sup{t: F(t) < 1} 1ip(t) = f(t)[1 — F(t)]7', 0 < ¢ < { oznacza intensywno$¢
awarii. Proces k(t), 0 < ¢ < (, jest niestacjonarnym laicuchem Markowa ze wzgledu na

Fi, 0 <t < (,1jego operator infinitezymalny jest postaci
Ach(k) = (n — k)p(t)[h(k + 1) — h(k)]

dlak e I, ={0,1,...,n} i wszystkich funkcji o wartosciach rzeczywistych h, okreslonych
na FE, (zobacz Starr, Wardrop, Woodroofe (1976)).
Niech h bedzie dana funkcja o wartosciach rzeczywistych, okreslona na F, i taka, ze

0 < h(k) < oo dla kazdego k € E, oraz niech
La(t) = La(k(t),1) = h(k(t)) + ¢(t),

t > 0, bedzie ponoszong strata, jesli proces jest zatrzymany w chwili t. Zalézmy, ze
h(k)—h(k+1) jest funkcja nierosnocy dla k < n—1 oraz F' € G ma nierosnaca intensywnosc¢
awarii. Modyfikujac Twierdzenie 2.1 Starra, Wardropa i Woodroofe’a (1976) dla funkcji

kosztu ¢(t) zamiast funkeji ¢t mozemy wywnioskowac, ze czas zatrzymania

7 = inf{t > 0: Ah(k(t)) + () > 0}

— inf{t > 0: [n— k()]p(t)[A(K(2)) — h((t) + 1)] < €(1)}

jest optymalny. Jesli spelnione sa zalozenia dotyczace funkcji p(t), h(k) i ¢(t), to zachodzi
tak zwany przypadek monotoniczny, to znaczy, jesli operator infinitezymalny straty £ (o)
jest nieujemny w punkcie tg, to pozostaje nieujemny dla kazdego ¢ > to. Optymalnosc
h, gdy dla L}, zachodzi przypadek monotoniczny wynika z tozsamosci Dynkina (zobacz

Breiman (1968)), ktdéra zastosowana do funkcji straty £4(7) daje nastepujaca réwnosc

ELw(7) — h(0) = E { /0 " LAB(D) + € (1) dt}

dla kazdej chwili 7. Powyzsza metoda byla wykorzystana przy wyprowadzaniu jawnych

procedur sekwencyjnych w innych modelach (zobacz, na przyklad, Ross (1971), Chen 1
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Wardrop (1980), Shapiro i Wardrop (1980)). W szczegdlnosci, przyjmujac za funkcje A
funkcje postaci

r—1

h(k(t)) = FOFTESE

ktéra zwigzana jest z rozwazanym modelem, otrzymujemy nastepujace twierdzenie.

Twierdzenie 3.1 Niech F' € G ma nierosngcq intensywnosé awarii p. Wéwczas bayesow-
ska procedura sekwencyjna wzgledem rozkladu a priori ™ parametru p o funkcji gestosci
okreslonej wzorem (3.2), gdy o; > 1,0 = 1,...,r, @ = Y.|_ o, jest postaci §* =
(7 d*(r.), gdzic

o = inf{t > 0: (r — D)[n — k®)]p(t) < @)[k() + a — 1][k() + o]}

i d*(10) = (d5(7a),- .., d2(7a))T 2

Xi(k(’ra)) + oy — 1

¢i(7a) = k(ra) +a—1

Y

b= 1,...47

3.1.2 Minimaksowa procedura sekwencyjna

W tym podrozdziale pokazemy, ze czas zatrzymania 7, okresla minimaksowa procedure

estymacji nieznanego parametru p.

Twierdzenie 3.2 Jesli E(t;) < oo, to procedura sekwencyjna 8" = (7,,d%(r,)), gdzie
7 =1inf{t > 0: (r — 1)[n — k(t)]p(t) < (O)[k(t) +r — 1][k(t) + 7]}

i d°(ry) = (d9(r,),...,d%(r.))" 2

oy = k()
i k(r,)+r—1
1 =1,....r, jest minimaksowa.
Dowdd: Jesh 7, jest sprzezonym rozkladem a priori parametrupz o; = 1+¢,0=1,...,r,

e > 0, wowczas z Lematu 3.1 wynika, ze bayesowska procedura sekwencyjna redukuje sie

do problemu minimalizacji

r—1
k() +r(l4+¢)—1

V(e,7)=FE + ¢(7)
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ze wzgledu na 7. 7 Twierdzenia 3.1, procedura, ktéra minimalizuje V(e, 7) jest postaci

8¢ = (., d(7.)), gdzie
Tei=Tra4e =nf{t > 0: (r — 1)[n — k(t)]p(t) < ()[k(t) + r(1 +€) — 1][k(t) + r(1 + €)]}
ide(F) = (d5(7),...,d5(7))T 2

Xi(k(7)) + ¢

) =y +rit o -1

Z Twierdzenia 2.1 Starra, Wardropa i Woodroofe’a (1976) wynika, ze metoda minimali-
zacji V(e, 7) jest niezalezna od wybranego rozkladu a priori parametru p oraz V(e, 7.) jest
niezalezne od rozkladu = tak, ze R(?TC,SC) = V(e 7). Latwo mozna zauwazy¢, ze funkcja
ryzyka R(p,é°) = V(0,7%) jest stala (niezalezna od p). Uzywajac argumentéw Starra,
Wardropa i Woodroofe’a (1976) (zobacz Twierdzenie 4.2) mozna pokazaé, ze V(e, 7.) —
V(0,7), gdy € — 0. Tak wiec twierdzenie wynika ze znanych faktéw z teorii podejmowania

decyzji (zobacz Ferguson (1967), Twierdzenie 2, str. 90). O

3.1.3 Bayesowska procedura sekwencyjna w przypadku, gdy F
nie jest znane

Rozwazmy problem estymacji parametru p w przypadku, gdy Uy, ..., U, sa warunkowo

niezaleznymi zmiennymi losowymi o rozkladzie wykladniczym z nieznanym parametrem

w, przy danym W = w, gdzie W jest zmienna losowg o rozkladzie gamma z parametrami

v, 3, to znaczy W ma rozklad o funkcji gestosci postaci
F(V)_lﬁ”w"_le"ﬁ“’](oioo)(w). (3.4)

Rozklad a posteriori W przy danym F; jest rozkladem gamma z parametrami v, 3;, gdzie

k(t)
v=v+k(t) i Bi=B+) tj+[n—k@)]t

Oznaczmy parametry rozkladu a priori o funkeji gestosci okreslonej wzorem (3.4) przez v 1

Bo i wezmy pod uwage proces (v, 3;),t > 0, o wartoSciach ze zbioru {vo, vo+1,...,vo+n} X

0,00). Proces ten jest stacjonarnym procesem Markowa i jego operator infinitezymalny
J J g

jest postaci
AH(v,8) = [H(v+1,8) — H(v,p)](m — 1/)1/[3_1 + (m — I/)Hé(l/, B),

gdzie m = vy + n (Woodroofe (1976), Stadje (1990)). Dziedzina A zawiera wszystkie

funkcje H, ktore s rézniczkowalne w sposéb ciagly ze wzgledu na 3 dla kazdego v.
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Niech calkowita strata zwiazana z obserwowaniem procesu (v, 3;), t > 0, do chwili ¢

bedzie postaci
‘C(t) = [’(Vt’ ﬂt’t) = h(Vt) + _C(t),

gdzie h(v) jest funkcja okreslong na zbiorze {v, vo+1,...,v+n} oraz taka, ze 0 < h(v) <
oo dla kazdego v > vp. Jesli funkcja [A(v) — h(v 4 1)](m — v)v jest funkcja nierosnaca dla
v=uwy,v +1,...,v9+n—1, wowczas korzystajac z metod z Podrozdziatu 3.1.1 mozna

pokazac, ze czas zatrzymania

7, = inf{t > 0: Ah(ry) + ¢'(t) > 0}
inf{t > 0:[h(ry) — h(vi + D](m — v))vB;' < (t)}

jest optymalny. W szczegdélnosci, dla

r—1 r—1

h = =
() m—vot+ta—1 k(t)+a-—1

zachodzi nastepujace twierdzenie.

Twierdzenie 3.3 Niech rozktad Uy, ...,U, bedzie taki jak opisany powyzej. Wowczas
bayesowska procedura sekwencyjna wzgledem rozktadu a priori © parametru p o funkcji
gestosci okreslonej wzorem (3.2), gdy o; > 1, ¢ = 1,...,r, « = > |_, o, jest postaci

(Ta, d*(70)), gdzie
Ta = mf{t = B (T’ = 1)(m — Vt)l/t < ﬂtcl(t)[k(t) ta— 1][k(t) n a]}

i estymator d*(7,) jest okreslony wzorem (3.3).

3.2 Procedura adaptacyjna

Procedury rozwazane w podrozdzialach 3.1.1 3.1.2 wymagaja znajomosci dystrybuanty
F' niezaleznych zmiennych losowych Uy, ..., U,. W tym podrozdziale przedstawimy pro-
cedure adaptacyjna, ktéra nie wymaga znajomosci ani n ani F' i jest rownie dobra, jak
rozwazane wczesnie] procedury, gdy n jest dostatecznie duze, dla szerokiej klasy dys-
trybuant /. Niech jak poprzednio Y(i) = (Yi(3),...,Y;(:))T, « = 1,2,...,n, beda
niezaleznymi zmiennymi losowymi, niezaleznymi od Uy, ..., U,, 1 maja rozktad wielomia-
nowy W(1,p) z nieznanym parametrem p = (p1,...,p,)? € P. Bedziemy rozwazaé tylko
takie procedury § = (r,d*(7)), dla ktérych 7 > t; oraz d*(7) = (dj(7), ..., d*(7))T, gdzie
oy o )
k(r)+r—1

= 1,eesT.
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Zaktadamy, ze funkcja kosztu obserwowania procesu do chwili ¢ jest postaci c(t) = ct,

gdzie ¢ jest dodatnia stala. Minimalne ryzyko takiej procedury jest wéwczas réwne

V(n,F) = irTleE(T) — irTle{k(T)r;% +cr},

gdzie infimum jest brane po wszystkich czasach zatrzymania 7 (ze wzgledu na F, =

ofk(s),s <1, Y(1),...5 Y(E({ED}):

Twierdzenie 3.4 Niech F' € G ma intensywnos¢ awarii p, dodatniq i ciggtq na [0,n] dla

pewnego n > 0. Wowczas

“1)e 1/2
lim inf n/2V (n, F) > 2 [(’" }
=270

gdy n — oo.
Dowdd: W dowodzie wykorzystujemy argumenty Starra, Wardropa i Woodroofe’a (1976).
Niech dane bedzie 0 < ¢ < p(0) i niech § > 0 bedzie tak male, ze | p(t) — p(0) |< € dla

0 <t< 6. Jesli T jest czasem zatrzymania i jesli 75 = min{r, §}, wowczas

r—1 r—1 r—1
A —— >E|—mm— -F|—]. 3.5
/c(r)+r—1+CT]_ [k(75)+r—1+CT5] {k(é)—i—r—l} (52
Latwo mozna sprawdzic¢, ze
r—1 B _1

gdy n — oco. Oznaczmy

~1
W(n,F)=inf E | —

Korzystajac z nieréwnosci (3.5) oraz z réwnosci (3.6), otrzymujemy, ze
V(n,F)>W(n,F)—0(n™").

Niech G(t) = 1—exp{—(p(0)+¢)t} dlat > 0. Wéwczas dla 0 <t < ¢ zachodzi nieréwnosc
F(t) < G(t) (poniewaz p(t) < p(0)+edla0<t<diF(t)=1—exp{— fot p(u)du}) oraz
W(n,F) > W(n,G) > V(n,G) (zobacz Starr, Wardrop i Woodroofe (1976), Lemat 2.2),

tak, ze
V(in,F)>V(n,G)—O0(n™).

7 przyktadu 2.1 Starra, Wardropa i Woodroofe’a (1976) wynika, ze

r—1

*
+c7 |,

48



gdzie 7% = 14 1 k jest najmniejsza liczba catkowita [, dla ktére;

(r=1)(n—D(po+e) < clr +1—1)(r +1)

oraz
r—1 - c
V(n, G)= -
(n, G) k+r—1 ;(po—l-e)(n—z-{—l)
tak, ze
el

lim n'/?V(n,G) = 2 [(r )c] .

n—00 po+ €
Twierdzenie wynika, gdy przejdziemy z ¢ — 0. a

Rozwazmy teraz strategie adhoc, w ktorej czas zatrzymania jest postaci
o =1inf{t > 0:r —1 < ctk(t)}

i jako estymator parametru p przyjmijmy estymator d°(7) = (d%(7o), ..., d%(70))?, gdzie
d(10) = Xi(k(70))/(k(0) + 7 — 1), 2 = 1,...,r. Zauwazmy, ze aby méc wykorzystaé
powyzsza strategie nie musimy zna¢ ani n ani F. Niech

r—1

k(o) +r —1

+ ¢7o

Vo(n,F):E[

bedzie ryzykiem zwigzanym z rozwazana strategia 6o = (79, d°(70)). Pokazemy, ze jedli dla

pewnego m > 1 spelniony jest dodatkowy warunek

/00[1 — F(t)]™dt < oo, (3.7)

to Vo(n, I") ~ V(n, F'), gdy n — oo. Oczywiscie, jesli nie istnieje takie m, dla ktdérego

warunek (3.7) jest spelniony, to V(n, F') = co dla kazdego n.

Twierdzenie 3.5 Niech spelnione bedq zalozenia Twierdzenia 3.4 oraz zachodzi warunek

(3.7). Wowczas

B 1/2
lim nl/Z%(n7F) wis ) |:(’I" 1)6] .

Dowéd: Biorac pod uwage Twierdzenie 3.4, wystarczy pokazaé, ze limsupn'/2Vy(n, F) =
2[(r — 1)¢/po)/?. Zauwazmy, ze cro > (r — 1)/(k(m0) +r — 1), a wiec Vo(n, F) < 2cEm.
Niech 7, = n'/?19 i K,(s) = k (s/n!/?) dla s > 0. Korzystajac z tego, ze

Th > 8 <= 70 > s/v/n <= s//nk(s/v/n) < (r—1)/c <= K,(s) < +/n(r —1)/cs
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otrzymujemy, ze
P(1a > 8) = P (Ku(s) < (r — L)n*?/cs). (3.8)

Wobec tego, ze dla kazdego s > 0 zmienna losowa K, (s) ma rozklad dwumianowy z
parametrami n i F(s/n'/?), latwo mozna pokazaé, ze K,(s)/n'/* — pos wzgledem praw-
dopodobieristwa, gdy n — oo. Stad wynika, ze prawa strona wyrazenia (3.8) dazy do 1,
jesli spg < (r —1)/cs oraz dazy do 0, jesli spg > (r — 1)/cs. To znaczy

wzgledem prawdopodobienstwa. Tak wiec wystarczy pokazac, ze 7,,n > 1, jest jednostaj-

1/2

Y

nie catkowalne. W tym celu mozemy uzyc argumentéw Starra, Wardropa i Woodroofe’a

(1976). o
Whniosek 1 Jesli spelnione sq zatozenia Twierdzenia 3.5, to

=1

limn'/2V(n, F) = 2 [
Po

gdy n — oo.

3.3 Uwagi dodatkowe

Jesli zamiast funkcji straty okreslonej wzorem (3.1), wezmiemy pod uwage nastepujace

funkcje

Li(p,d) =) (d=p) (3.9)

Lafpd) = [ w1 —p)] (= (3.10)

to mozemy uzyska¢ analogiczne wyniki do prezentowanych w Podrozdziatach 3.1 i 3.2.
Rozwazmy funkcje straty okreslong wzorem (3.9). Dla dowolnego czasu zatrzymania
7, bayesowski estymator parametru p wzgledem rozkladu a priori 7; := 7 Dirichleta o
funkcji gestosci okreslonej wzorem (3.2), gdy «; > 1,72 = 1,...,r, jest postaci di(7) =
(d54(r) .., di ,(7))7, gdzie

Xi(k(7)) + e

dii(7) = T (3.11)
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t=1,...,7 1 oczekiwana strata a posteriori jest postaci

1

E[Li(p,di(7)) | F+] = B a1

Jesli F' € G ma nierosnacg intensywnos$¢ awarii p, woéwczas bayesowska procedura ze

wzgledu na rozklad a priori 71 parametru p jest procedura 8% = (71,4, d}(71,4)), gdzie
Tio =1nf{t > 0:[n — k(t)]p(t) < (t)[k(t) + a][k(t) + a — 1]}

1di(m1,6) = (d5 1(T1,0), - - - d} . (T1,6))7 jest zdefiniowana wzorem (3.11) dla 7 = 71 ,. Pro-

cedura sekwencyjna 89 = (71,0,d%(71,0)), gdzie
T10 = 1inf{t > 0: [n — k(t)]p(t) < (t)[k(t) + r][k(t) +r — 1]} (3.12)

i dY(710) = (d9 1(11,0),-- -, (10))" 2

Xi(k(Tl,O)) + 1
k(Tl,O) +r— 1 ’

d(l),i(Tl,O) =

¢ =1,...,r, jest minimaksowa.
W przypadku funkeji straty Lo(d,p) okreslonej wzorem (3.10) zdefiniujmy zmody-

fikowana rodzine rozktadow a priori 7o parametru p o funkcji gestosci postaci

INa+2 - o o
p(pia) = — LR - dop(l—pp Tt
Sic [(@ = a)T(as + 1) [Tjuy i Tley)|
a; > 0,1 =1,...,r,a=)_, &. Dla dowolnego czasu zatrzymania 7, bayesowski esty-

mator parametru p wzgledem rozkladu a priori 7q, przy funkcji straty okreslonej wzorem
(3.10) jest postaci d3(7) = (d54(7),...,d3,(7)), gdzie

. Xz(k(T)) + (075

d3i(1) = e P (3.13)

1= 1,...,r 1 oczekiwana strata a posteriori jest postaci

1

E[Ly(p,d*(7)) | 7] = B ta

Jesli F' € G ma nierosnaca intensywnos¢ awarii p, wowczas bayesowska procedury ze

wzgledu na rozklad a priori my parametru p jest procedura 6§ = (73,4, d5(72.4)), gdzie
T2 = inf{t 2 0: [n — k(t)lp(t) < ¢'()[k(t) + of[k(t) + a + 1]}

1 d3(720) = (d51(720), - - - > d5 (72,0))7 jest zdefiniowana wzorem (3.13) dla 7 = 754. Pro-

cedura sekwencyjna 69 = (79,0, d9(720)), gdzie
To0 = Inf{t > 0: [n — k(t)]p(t) < (t)k(t)[k(t) + 1]} (3.14)
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i d9(720) = (d31(7200), .- -, d3 ,(720))" 2

Xi(k(72,0))

2,i(72,0): k(720) )

¢t =1,...,r, jest minimaksowa.
W szczegélnym przypadku, gdy r = 2, to znaczy, gdy Y(1),...,Y(n) maja rozklad
dwumianowy okreslony przez P(Y(j) = (1,0)7) = p = 1 — P(Y(j) = (0,1)7), j =

1,...,n, procedura sekwencyjna 63 = (720,d3(720)), gdzie T okreslone jest wzorem
(3.14) i
Xi(k(ra0))
d° . — =RV A
2,1(7-2,0) k(T2,O) )
t = 1,...,r, jest bayesowska wzgledem rozkladu jednostajnego na odcinku (0,1) (gra-

nicznego rozkladu m, w przypadku, gdy ¢4 — 01 @z — 0) i minimaksowa. Procedura
sekwencyjna &) = (72,0,d3(72,0)) W przypadku rozkladu dwumianowego i przy zalozeniu,
ze funkcja kosztu obserwacji jest postaci ¢(t) = ¢t podana byla przez Starra, Wardropa i
Woodroofe’a (1976).

Warto zauwazy¢, ze minimaksowa procedura sekwencyjna przy funkcji straty okreslone;j
wzorem (3.10) nie zalezy od r (wymiaru parametru), w przeciwienistwie do minimaksowych

procedur przy funkcjach straty wyrazonych wzorami (3.1) i (3.9).
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Rozdzial 4

Bayesowska predykcja mediany
probkowej z przesunietego rozkladu
wykladniczego przy ustalonym i

losowym rozmiarze przyszilej proby

Predykcja pewnych funkcji przyszlej obserwacji, szczegdlnie w przypadku, gdy obserwacje
maja rozklad wykladniczy, ma szerokie zastosowanie w teorii niezawodnosci, w wielu pro-
blemach biologicznych, rolniczych i kontroli jakosci. Lawless (1977) rozwazal problem
predykeji s-tej statystyki pozycyjnej oraz sredniej z przyszlej proby ustalonego rozmiaru
z rozkladu dwuparametrowego wykladniczego na podstawie obserwacji obcietej I typu.
Wyprowadzil wzory okreslajace dolne i gérne ograniczenie przedziatu predykeji dla tych
charakterystyk. Chou i Owen (1989) skonstruowal jednoczesne predyktory dla statystyk
pozycyjnych z [ przysztych préb (o ustalonym rozmiarze) réwniez w przypadku dwu-
parametrowego rozkladu wykladniczego. Consul (1984) zwrdcit uwage, ze w wielu pro-
blemach (szczegdlnie biologicznych i rolniczych) nie jest mozliwe przyjecie, ze rozmiar
przyszlej proby jest ustalony, gdyz czes¢ obserwacji z réinych powodéw moze by¢ stracona.
Wyprowadzil on rozklady statystyk pozycyjnych z rozktadu jednostajnego oraz rozstepu z
rozkladu wykladniczego przy zalozeniu, ze rozmiar proby ma uogélniony rozklad Poissona
1 uogdlniony ujemny dwumianowy. Salem i El-Glad (1992, 1993) rozwazal bayesowska
predykcje r-tej statystyki pozycyjnej i rozstepu z dwuparametrowego rozkladu wyktad-
niczego przy zalozeniu, ze rozmiar proby ma uogodlniony rozklad Poissona oraz ujemny
dwumianowy. Ashour i El-Wakel (1994) wyprowadzil bayesowski predyktor mediany z

uogoélnionego rozktadu Burra przy ustalonym i losowym rozmiarze préby.
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Celem tego rozdzialu jest wyprowadzenie bayesowskiego predyktora mediany z przy-
szlej préby, o ustalonym i losowym rozmiarze, przy zalozeniu kwadratowej funkcji straty,

gdy obserwacje maja przesuniety rozkltad wyktadniczy o funkcji gestosci postaci

flz, A, a) = dexp{—A(z — a)}, (4.1)

gdzie x > a > 01 A > 0, na podstawie obserwacji obcietej II typu. Jesli o nie jest
ograniczane do wartosci nieujemnych, wéwczas rozkiad o gestosci (4.1) nazywany jest
dwuparametrowym rozkladem wyktadniczym. Wprowadzenie dwéch réznych terminéw
dla tych dwéch rozkladéw jest zasadne ze wzgledu na to, ze tylko ten pierwszy (z a > 0)
stanowi wlasciwy model rozktadu czasu zycia. Na podstawie danych pochodzacych z pracy
Dunsmore’a (1974) przedstawiono numeryczna ilustracje uzyskanych wynikéw i dokonano

ich poréwnania w przypadku ustalonego i losowego rozmiaru préby.

4.1 Predykcja mediany w przypadku ustalonego roz-
miaru przyszlej proby

Na podstawie obserwacji n urzadzen do momentu awarii r sposroéd nich ( » < n) chcemy
oszacowac wartos¢ mediany z przysziej proby o ustalonym rozmiarze. Niech X(y),..., X,
bedzie uzyskang informacja, gdzie X(;) jest i-ta statystyka pozycyjna. Funkcja wiaro-

godnosci danej informacji probkowej jest postaci
L()\,O() ~ /\’"exp{—)\[v—i—n(w - Ol)]}, 0<a<w, A> 0,

gdzie
w=2zq i v= in—i-(n—r)xr — nzy.
i=1

Tak wiec naturalna sprzezong rodzing rozktadéw a priori dla (A, @) jest rodzina o funkeji
gestosci postaci

fha) ~Mexp{=-A[h+c(b—0a)]}, 0Sa<b A>0. (4.2)

Aby funkcja okreslona wzorem (4.2) stanowila wlasciwg funkcje gestosci nalezy polozy¢:
g>—1,h>0,b>0,c>0. Odpowiadajaca gestosci a priori okreslonej wzorem (4.2)

gestos¢ a posteriori dla (A, «) jest postaci
f\ | data) = pA® exp {-A[H +C(B—-0a)]}, 0<a<B, A>0, (4.3)
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gdzie

G=g+r, B:min(b,w), C=c+n, H=h+bc+v+nw-—BC

B &
PTG =DIH- - (H+BC) ]

Niech (Y(1), ..., Y(m))” bedzie wektorem statystyk pozycyjnych z przyszlej préby z rozkladu
o funkcji gestosci okreslonej wzorem (4.1), gdzie m jest przyszlym ustalonym rozmiarem
proby. Jesli rozmiar préby jest nieparzysty, powiedzmy m = 2k — 1, wéwczas rozklad
mediany probkowej U = Y4y dla u > a ma funkcje gestosci postaci

k-1
k—1 : :
far—1(u | A, @) = Kidexp {—Ak(u — @)} Z ( ; )(—1)’ exp{—Au—a)i}, (4.4)
1=1
gdzie K, = (2k — 1)!/ [(k — 1)!]*. Jedli rozmiar préby jest parzysty, powiedzmy m = 2k,
wowczas rozklad mediany prébkowej U = (Y{(x) + Y{(x41))/2 dla u > o ma funkcje gestosci

postaci

a0 = KA (M7 S e (A4 14w a) -
4.5

—exp {—2XMk(u — @)}] + (=1)F 1K) 2 (u — o) exp {—2)Mk(u — a)},
gdzie Ky = 2(2k)!/ [(k —1)!]>. W przypadku, gdy m jest nieparzyste, powiedzmy m =

2k—1, to korzystajac ze wzoréw (4.3) i (4.4) bayesowski—-przewidywany rozklad a posteriori

mediany probkowej U ma funkcje gestosci postaci

Foroi(u | data) = [ [CB) f (u ] A ) f(N a | data)dad.

0

Funkcja ta dla u < B jest postaci

forea(u | data) = Ay k(i) {[H + C(B —w) =0~
(4.6)
—[H + BC + (k+i)u] 7},

natomiast dla u > B — postaci

forer(u | data) = Ay N2 ki (0) {TH + (k +i)(u — B) 07
(4.7)
—[H + BC + (k+i)u *'},

bY)



k-1

l

gdzie Ay = Kipl'(G + 1), ki(i) = ( )(—l)i/(k +i+C).

W przypadku, gdy m jest parzyste, powiedzmy m = 2k, to korzystajac ze wzoréw (4.3)
1 (4.5) bayesowski-przewidywany rozklad a posteriori mediany prébkowej U ma funkcje

gestosci postaci

for(u | data) = [ 2B pou| X a)f(, o | data)dad.

Funkcja ta dla u < B jest postaci

o ot s (ki (-1
Falu | data) = Ay {[H+C( w]™ ( i )(k+1+i+C)(2k+C)

>
, o . ~1) (=D
+ (2ku + H + CB) [ ( ) _1_2) 2k+C)  (2k+C)’

(4.8)

k—2 (k=1 (—1)1 -G-1
_Zf=°< : )(k_1_z‘)(k+1+z’+0)[(k+1“)u+H+BC]

k—1
@+ ) G ok + B + CB)-G-Z} ,

natomiast dla v > B — postaci

Far(u | data) = A {(Qku +H+CB)™ ! {Zf;(? A - (é;izk(j*l)z}

: k-1
- pb(u— B)+ B |k gy CU ]

+ 2 2 k) (u— B) + BT — [koi)u + H + OB O} (49)

+ (—1)';:1%* L {{2k(u - B) + H]™7* — (2ku + H + CB)=0}

b (L1, S H]"G‘z} ,
ol

l

gdzie Ay = KopD'(G + 1), ko(i) = ( )(-1)2’/(19 1= i), ks(i) = k+ 1+

Wartos¢ srednia i wariancja zmiennej losowej U o funkcji gestosci okreslonej wzorami
(4.6) 1 (4.7) (gdy rozmiar préby jest nieparzysty) lub wzorami (4.8) i (4.9) (gdy rozmiar
proby jest parzysty) jest odpowiednio bayesowskim predyktorem mediany prébkowej U
oraz bayesowskim ryzykiem U (przy zalozeniu kwadratowej funkcji straty). Wielkosci te

moga by¢ obliczone metodami numerycznymi.
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4.2 Predykcja mediany w przypadku losowego roz-
miaru przyszlej proby

Niech Y = (Y1,...,Yu)T, gdzie Y;, 1 = 1,..., M, ma przesuniety rozklad wykladniczy o
funkcji gestosci okreslonej wzorem (4.1), bedzie przyszla préba o losowym rozmiarze M. Na
podstawie obserwacji obcietej Il typu, Xy, ..., X(;), wyprowadzimy bayesowski predyktor
mediany probkowej z przyszlej préby Y. Niech P(M = m) oznacza prawdopodobienstwo,
ze rozmiar proby M przyjmie wartos¢ m. Wowczas funkcja gestosci mediany z przyszle;

préby o losowym rozmiarze ma postac

1

P o PM = m)fn(u | data).

m=1

f(u | data) =

Zalézmy, ze M ma rozklad dwumianowy z parametrami s i 6, to znaczy rozktad o funkcji

prawdopodobienstwa (dla m = 0,1,...,s) postaci
P(M =m) = (S>9m(1 — g™ (4.10)
m

Biorac pod uwage rozklad rozmiaru préby, otrzymujemy nastepujaca postac funkeji gestosci

mediany probkowej U

Fi | data) = 1—:—(11_—0) S fn(u | data) (;L) o™ (1 — )=, (4.11)

Wartos¢ srednia i wariancja zmiennej losowe] U, o funkcji gestosci okreslonej wzorem
(4.11) jest odpowiednio bayesowskim predyktorem mediany prébkowej U oraz bayesowskim

ryzykiem U. Wielkosci te moga by¢ obliczone metodami numerycznymi.

4.3 Wnioski wynikajace z obliczen numerycznych

Podrozdzial ten poswiecony jest numerycznej ilustracji wynikéw uzyskanych w poprzed-
nich podrozdziatach. Obliczenia zostaly przeprowadzone na podstawie danych z przy-
ktadu z pracy Dunsmore’a (1974), w ktérym n = 25, r = 10, b = 300, w = 276,
v = 1164. Przyjeto nastepujace wartosci parametrow rozkladu a priori: g = 0,1,2,
¢c = 1,2,3, h = 1,10,100 oraz m = 3,4,5,7, gdy rozmiar proby jest ustalony. W
przypadku, gdy rozmiar proby ma rozklad dwumianowy b(s,0) przyjeto s = 10, =
3/10,4/10,5/10,7/10. Korzystajac ze wzordw (4.6), (4.7), (4.8), (4.9) i (4.11) oraz pakie-
tu “Maple V” obliczono predyktory mediany z przyszlej proby, jak rowniez wspolczynniki

wariancji jej rozktadu. Uzyskane wyniki zostaly zestawione w Tabelach 1 i 2. Po analizie
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tych wynikéw wyciagnieto nastepujace wnioski:

(1) jesli m i 6 roénie, to warto$é predyktora maleje;

(2) zmiana wartosci parametru rozkladu a priori & nie ma duzego wplywu na zmiane
wartosci predyktora;

(3) jesli wartosci parametréw rozktadu a priori ¢ i k rosna, wartoéé¢ predyktora réwniez
rosnie;

(4) jesli wartos¢ parametru rozktadu a priori g rosnie, to warto$é predyktora maleje;

(5) wspolczynnik wariancji przy ustalonym rozmiarze préby jest mniejszy od odpowiada-

jacemu mu wspolczynnikowi przy losowym rozmiarze.
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Tabela 1

Predyktory mediany przy ustalonym i losowym rozmiarze przysziej préby

Rozmiar g=0 g=1 g=2

proby h | c=1 c=2 c=3 c=1 c=2 c=3 c=1 c=2 c=3
381.01| 383.32| 385.63| 370.51| 372.59| 374.67| 361.92| 363.81| 365.70
m=3 | 10 | 381.81| 384.12| 386.43| 371.23| 373.31| 375.38| 362.57| 364.46| 366.35
U 100 | 389.75| 392.08| 394.40| 378.38| 380.47| 382.56| 369.07| 370.98| 372.87
s 1 | 381.01) 383.32| 385.63| 370.51| 372.59| 374.67| 361.92| 363.81| 365.70
t m=4 | 10 | 381.81| 384.12| 386.43| 371.23| 373.31| 375.38| 362.57| 364.46| 366.35
a 100 | 389.75| 392.08| 394.40| 378.38| 380.47| 382.56| 369.07| 370.98| 372.87
1 | 374.31| 376.58| 378.76| 364.57| 366.53| 368.48| 356.51| 358.30| 360.07
0 m=5 | 10 | 375.15| 377.33| 379.50| 365.24| 367.20| 369.15| 357.12| 358.91| 360.68
n 100 | 382.60| 384.79| 386.98| 371.94| 373.91| 375.88| 363.22| 365.01| 366.80
y 1 | 371.26| 373.38| 386.98| 361.73| 363.64| 365.54| 353.94| 355.67| 357.40
m=7 | 10 | 371.98| 374.10| 375.48| 362.38| 364.29| 366.19| 354.53| 356.26| 357.99
100 | 379.19| 381.32| 376.21| 368.87| 370.79| 372.70| 360.43| 362.17| 363.91
1 | 387.99| 390.44| 392.89| 376.79| 379.00| 381.20| 376.63| 369.63| 371.63
=.31] 10 | 388.84| 391.29| 393.74| 377.55| 379.76| 381.96| 368.32| 370.33| 372.33
100 | 397.31| 399.78| 402.24| 385.18| 387.40| 389.62| 375.26| 377.28| 379.29
L 1 | 381.97| 384.30| 386.62| 371.37| 373.47| 375.56| 362.70| 364.61| 366.51
o 6=.4] 10 | 382.77| 385.10| 387.43| 372.09| 374.19| 376.29| 363.36| 365.27| 367.17
s 100 | 390.79| 393.14| 395.48| 379.31| 381.42| 383.53| 369.92| 371.84| 373.75
o 1 | 377.51| 379.76| 381.99| 367.36| 369.38| 371.39| 359.06| 360.89| 362.72
w =.51] 10 | 378.28| 380.53| 382.76| 368.05| 370.07| 372.09| 359.69| 361.52| 363.35
y 100 | 385.97| 388.22| 390.47| 374.97| 377.00| 379.03| 365.97| 367.82| 369.66
1 | 372.44| 374.57| 376.71| 362.79| 364.72| 366.64| 354.90| 356.65| 358.40
6 =.71 10 | 373.17| 375.31| 377.44| 363.50| 365.38| 367.30| 355.50| 357.25| 359.00
100 | 380.47| 382.62| 384.77| 370.01| 371.96| 373.89| 361.47| 363.23| 365.00
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Tabela 2

Wspélezynniki wariancji rozkladu mediany prébkowej przy ustalonym i losowym

rozmiarze przysziej préby

Rozmiar g=0 g=1 g=2

préby h | c=1 c=2 c=3 c=1 c=2 c=3 c=1 c=2 c=3

2419 | 2454 | .2488 | .2207 | .2240 | .2272 | .2030 | .2061 | .2091

m=3 | 10 | .2433 | .2467 | .2501 | .2220 | .2252 | .2284 | .2042 | .2072 | .2102

U 100 | .2562 | .2595 | .2627 | .2341 | .2372 | .2403 | .2156 | .2186 | .2215
s 1 ] .2040 | .2069 | .2098 | .1855 | .1882 | .1909 | .1701 | .1727 | .1752
t m=4 | 10 | .2052 | .2081 | .2109 | .1866 | .1893 | .1920 | .1711 | .1737 | .1762
a 100 | .2161 | .2188 | .2216 | .1968 | .1994 | .2020 | .1807 | .1832 | .1856

1 ] .1969 | .1997 | .2026 | .1788 | .1815 | .1841 | .1639 | .1664 | .1688
0 m=5 | 10 | .1980 | .2008 | .2036 | .1798 | .1825 | .1851 | .1648 | .1673 | .1698
n 100 | .2087 | .2114 | .2141 | .1899 | .1924 | .1950 | .1742 | .1766 | .1790
y 1 | .1729 | .1755 | .1780 | .1566 | .1589 | .1613 | .1430 | .1452 | .1474

m=7 | 10 | .1739 | .1764 | .1789 | .1575 | .1598 | .1621 | .1439 | .1461 | .1483

100 | .1834 | .1858 | .1882 | .1663 | .1686 | .1708 | .1522 | .1543 | .1564

1 ] .2584 | .2620 | .2655 | .2361 | .2395 | .2428 | .2175 | .2207 | .2238

6=.31 10 | .2598 | .2633 | .2669 | .2374 | .2408 | .2441 | .2187 | .2219 | .2250

100 | .2733 | .2767 | .2801 | .2502 | .2534 | .2566 | .2308 | .2338 | .2369

L 1 2280 | .2313 | .2345 | .2078 | .2109 | .2139 | .1910 | .1938 | .1967

0=.4| 10 | .2293 | .2325 | .2357 | .2090 | .2120 | .2150 | .1921 | .1949 | .1978
s 100 | .2414 | .2445 | .2476 | .2204 | .2233 | .2262 | .2028 | .2056 | .2083
0 1 2039 | .2068 | .2097 | .1854 | .1881 | .1908 | .1700 | .1726 | .1751
w 6=.51| 10 | .2050 | .2080 | .2108 | .1864 | .1892 | .1919 | .1710 | .1735 | .1761
y 100 | .2160 | .2188 | .2216 | .1967 | .1993 | .2020 | .1807 | .1831 | .1856

1 A734 | 1759 | 1785 | 1570 | .1593 | .1617 | .1434 | .1457 | .1478

0=.71 10 | .1744 | .1769 | .1794 | 1579 | .1602 | .1626 | .1443 | .1465 | .1487

100 | .1839 | .1863 | .1887 | 1667 | .1690 | .1712 | .1526 | .1547 | .1568
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