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1« WPROWADZENIE,

lele Ws ep.

WedZug orientacyjnych oszacowan ok. 80 - 90 % prowadzo-
nych aktualnie prac naukowych wymega wykonania odpowiedniego
eksperymentutyd « W naukach technicznych i przyrodniczych,
tylko w nielicznych przypadkach opis rozwazanego procesu, uda-
je sig¢ utworzyé na drodze teoretycznej, znacznie czesciej na-
tomiast wystepujg problemy, ktérych nie mozna rozwigzad pray
uzyciu Srodkéw matematycznych, totez w przewazajacej liczbie
przypadkdéw podstawe dla opisu procesu stanowig wyniki ekspery-
mentu. Nawet wéwczas gdy znane Jjest teoretyczne rozwigzanie
rozwazanego problemu, wskazane jest jego eksperymentalne spra-
wdzenie. Rozwigzanie teoretyczne powstaje zawsze w wyniku przy-
jecia pewnych upraszczajacych zatozenr dotyczacych przebiegu
zjawiska - chociazby wiec ze wzgledu na ich weryfikacje, opis
teoretyczny powinien by¢é skonfrontowany z wynikami dos$wiadcze-
nia. Badanie réznych zjawisk i prawidzowos$ci /fizycznych, bio-
logicznych, chemicznych/, sXuzy zazwyczej ustaleniu ich ilos-
ciowego charakteru. Wyréznia sie w tym celu pewne wielkosci
charakteryzujgce dane zjawisko i w wyniku eksperymentu ustala
sie Zgczace je w danym procesie zwigzki. Méwigc o procesie fi-
zycznym mamy zazwyczaj na mysli okreslony zespél'zjawisk zacho-
dzgcych w pewnym rzeczywistym obiekcie sterowania, schematycznie
przedstawionym na rys. 1.1.1. Na obiekt oddziaXujg czynniki

o ¢ .
Z1’ zwane wielkosciami wejSciowymi a jego dziaZanie

eeey ZS

scharakteryzowane jest przez zmiennq'ﬁz,nazywanq wielkoscig

wyjSciowg. Zalezno$é pomiedzy zmiennymi charakteryzujgcymi roz-

wezany proces przyjmuje najczesSciej postad funmkecji
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Rye., 1.1.1. Schemat obiektiu sterowania.,
PaN A A\
ZO = @(Z‘]' ecey ZB) /10101/

wigzgcej efekty dziaXania obiektu z czynnikami oddziatujgcymi
na obiekt i nosi nazwe modelu matematycznego procesu zachodzg-
cego w badanym obiekcie. Ustalenie postaci modelu matematycz-
nego stwarza mozliwosS¢é przeprowadzenia dokiadnej analizy roz-
wazanego procesu, wykorzystania jego wtasnosci jak rdéwniez ce-
lowego nafd oddzialywania. Znajomosé modelu matematyczhego roz=-
wazanego procesu jest wiec niejednokrotnie konieczna a jego
wyznaczenie czyli tzw. identyfikacja'obiektu[B] staje sig¢ za-
zwyczaj gidéwnym celem eksperymentu.

Eksperyment od dawna stanowi jedno z podstawowych marze-
dzi naukowego poznania. Stale tez rozwija sie proces doskona-
lenia metod badawczyche. Nié znajduje juz np. dzisiaj zastoso-
wania, wykorzystywana dawniej, metodg badania wpiywu pojedyn-
czego czynnika, polegajgca na analizowaniu charakteru zmian
wielkoSci wyjsciowe] wywoXanych przez zmiane wybranej wielkosSci
wejsSciowej, przy pozostatych zmiennych wejsciowych ustalonyche.
Okazuje sig, %e w przypadku doswiadczed o wiekszej liczbie zmie-
nnych, badanie wszystkich kombinacji danej liczby czynnikéw
jest niemozliwe ze wzgledu na koniecznos$é zrealizowania niezwy-

kle duzej liczby pomiardéwe. Juz np. w przypadku dziesieciu czyn-



nikéw, z ktérych kazdy zmieniatby si¢ na dziesigciu tylko po-~
ziomach, 1los¢é wezystkich mozliwych kombinacji wynosi 1010.
Zrealizowanie takiego programu badaid przekracza oczywiscie mo-
zliwosSci eksperymentatora. Pojawia sie wiec koniecznos$é doko-
nania Swiadomego wyboru odpowiednich konfiguracji wartosci po-
szczegbélnych zmiennych wejsciowych, ktére powinny byé przeba-
dane w trakcie doswiadczenia. Powstaje wiec problem odpowiednie-
go planowania eksperymehtu. Zainteresowanie tz problematyka
zrodzizo sie¢ juz kilkadziesigt lat temu. Jako pierwszy, zaga-
dnienie planowania eksperymentu, postawiz w letach trzydzies-
tych biezgcego stulecia R.A. Fisher. Wydana przez Niego w roku
1935 praca[11]zapoczatkowaka rozwdj analizy wariancyjnej[l l.
Viaznym etapem w rozwoju teorii planbwania eksperymentu byze
wprowadzenie przez D.J. Finney’a[10] w roku 1945 uamkowych
planéw eksperymentu umoZliwiajacych istotne zmniejszenie liczby
doswiadczenln w stosunku do plandédw catkowitych. Istotng dla roz-
woju teorii okazaZXa sie opublikoWana w 1951 r. praca GeE.P.
Box?’a i K.B. Wilsona[f5]prezentujaca intuicyjng metode planowa-
nia eksperymentu, ktéregp celem byZo wyznaczenie ekstremum fun-
kcji wielu zmiennych.

Kluczowym punktem w historii rozwoju teorii eksperymentu byzia,
przedstawiona w 1959 r. praca J. Kiefera i JJ2olfowitz'a [20]
dotyczgca zagadnienia planowania optymalnego opartego na poje-
ciu eksperymentu ciggego. Gwaitowny rozwdj teorii nastgpiz w
latach 50-tych i 60-tych. Powstaty wtedy trzy podstawowe typy
planowania eksperymentu - planowanie ortogonalne[15], kompozy-
cyjne[28] i rotatabilne [31], jak réwniez, rozwijane do dzis, me-
tody analizy szeregdw czasowych[l+]. Tak wigec eksperyment, ktory
przez wiele lat byt tylko narzedziem prac badawczych stat sie

réwniez przedmiotem badar naukowych, w efekcie czego powstala



nowa dyscyplina naukowa - matematyczna teoria eksperymentu.

Obecnie metodologia badan doéwiadczalnych jest dziedzing
w dalszym ciggu intensywnie rozwijang. W fizyce, przjrodozna-
wostwie a zwzaeszcza w technice istnieje staza potrzeba prowa-
dzenia rdéznorodnych badan a pochodzace z nich dane eksperymen-
talne wymagaja zawsze usystematyzowania i licznych opracowan.
Stale rosnie ilos¢ i koszt wykonywanych doswiadczen. Z tych
tez powoddw we wspbiczesnie prowadzonych badaniach dosSwiad-
czalnych, na kazdym ich etapie wykorzystywane sg metody mate-
matyczne. Dzieki ich zastosowaniu mozliwe staja sie - przygo-
towanie odpowiedniego programu doswiadczenia, interpretacja,
wynikdéw badan, a w razie potrzeby takze modyfikacja programu
doswiadczalnego na etapach posredniche. Badanie zachowania da-
nego obiektu przy jednoczeshej zmianie wszystkich wielkosci
wejéciochh i statystyczna interpretacja wynikdéw umozliwiajg,
nie powodujace utraty informacji, skrdcenie serii pomiardéw
podczas eksperymentue. Tak wigc metodyka badan staje sie jak
gdyby Srodkiem realizacji badad doswiadczalnych, w pewnym sen-
sie narzedziem rdwnie niezbednym jak stosowana aparaturas dia-
gnostyczna. Aparatura ta umozliwia techniczng realizacje posz-
czegdélnych pomiaréw, natomiast wkasciwy program badand, wyko=
rzystujacy metody wspdiczesnej teorii eksperymentu umozliwia
ograniczenie ich liczby do wartosci czynigcych proces realiza-
cji badan dziaXalnosScig sensowng, ze'wzgledu ne czas i pono-
szone nakfady finansowee.

Matematyczna teoria eksperymentu i identyfikacja rozpatru-
ja zagadnienie planowania eksperymentu i opracowania jego wy-
nikéw w wielowymiarowych podzbiorach przestrzeni euklidesowej,
. traktujac boszczegélne wielkosci charakteryzujgce proces jako

zmienne rzeczywiste. Jednakze w doswiadczeniach opisywanych za



pomocg ﬁojeé nauk przyrodniczych, badane procesy scharaktery-
zowane 8§ najczesSciej przez wielkosSci wymiarowe tzn. takie,
ktérych wartosé zalezy od przyjetego uk*adu jednostek. Aby
mozna wiec byXo w tym przypadku bez przeszkdéd stosowad metody
planowania eksperymentu i identyfikacji, nalezy sprowadzid
problem z wielowymiarowej przestrzeni fizycznej do przestrze-
ni euklidesowej. Problematykg tg zajmuje sie¢ analiza wymia-
rowa[8:], ktéra okresla réwniez ogdélne zasady budowy modelu
matematycznego procesu wymiarowego[19]. Dzieki zastosowaniu
analizy wymiarowej do opisu procesu mozliwe staje sie¢ doko-
nanie redukcji ilosSci zmiennych charakteryzujgcych dane zja-
wisko jak réwniez, nie budzgce interpretacyjnych zastrzezen,
wykorzystanie sformalizowanego aparatu teorii identyfikacji
i planowania eksperymentu. Zagadnienia zwigzane z zastosowa-
niem analizy wymiarowej dla potrzeb identyfikacji, jak réwniez
problem projektowania eksperymentu przy jej wykorzystaniu sg
szeroko omawiane w pracach [17],[19] ,[21].

Jak wspomniano na ogéx giéwnym celem eksperymentu jest
" ustalenie zwigzku funkcyjnego pomiedzy wielkosScia wyjsSciowg
a zbiorem wielkos$ci wejsciowych charskteryzujacych rozwazany
proces. Wyznaczenie tego zwigzku, czyli modelu matematycznego
procesu, wymaga w pierwszym rzedzie ustalenia zmiennych nieza-
leznych, ktérych funkcja bedzie model. Obserwacji doswiadczal-
nej poddeje sie pewien okreslony zbidr wielkosci i nigdy nie
ma pewnosSci czy stwierdzona zaleznosé nie jest przypadkowa
a rzeczywista przyczyna obserwowanego skutku lezy poza zbio-
rem czynnikéw poddanych badaniome. W pierwszym etapie nalezy

zatem ustalié, ktdre zmienne mozna w dalszych rozwazaniach



pomingé, a ktérych wpiyw nalezy bezwarunkowo uwzglednidé. Etap
ten nosi nazweg etapu charakteryzacji[15]i stanowi jedno z waz-
niejszych zagadnied zwigzanych z identyfikacjg procesu. 0d
ilosci uwzglednianych w opisie procesu zmiennych zalezy me.ine.
wybér metody planowania eksperymentu Jak réwniez jakosé modelu
matematycznego uzyskanego w wyniku identyfikacji obiektu. Wa-
ge i1 zXozonos¢ problemu badania kompletnosci zbioru czynnikéw
podkreslaja mein. B. Kacprzyihski[15], Z. Polanski[34],8Wegrzyn
43)s Ee Sziics [40], Z. Bubnicki [6]. Istnieja, wprawdzie pew-
ne koncepcje rozwigzania problemu eliminacji liczby czynnikdw
w modelu /pewne propozycje rozwigzan zawieraja cytowane prace
[15],134] /, jednekie wszystkie znane dotychczas metody ustala-
nia zbioru zmiennych istotnych dla opisu procesu powstazy w
toku rozwigzywania konkretnych zadan i dlatego zakres ich za-
stosowania ograniczony jest do pewnych przypadkéw szczegdl-
nyche. W rzeczywistych, bardziej skomplikowanych sytuacjach
ustelenie ilos$ci czynnikéw charakteryzujacych dany proces sta-
nowi problem zZozZony. Pewng propozycje ogélnego podejsScia do
zégadnienia charakteryzacji procesu podax M. Kokar. Wykorzys-
tujgc metody analizy wymiarowej opracowax On algorytmizowalng
procedure kompletowania zbioru zmiennych wejsSciowych istotnych
dla opisu rozwazzanego procesu[21]ﬂ23],[24].

Niniejsza praca stanowi prdébe rozszerzenia poruszane]
przez M. Kokara problematyki. Proponowana tu algorytmizowalna

procedura planowania eksperymentu opracowana zostaza pod kagtem

mozliwosci zastosowania, podanej przez cytowanego autora, meto-
dy kompletowania zmiennych, ktérej gXéwng idee przedstawiono

w punkcie 1.2. Cel pracy okreslono w punkcie 1.3« Rozdziatl



drugi poswiecony jest problemowi badania geometrii obszaru
zmiennosci bezwymiarowych parametréw P,, eesy P, orez zaga-
dnieniu konstrukcji klas podobieristwa realizacji procesu.

W rozdziale trzecim zaproponowano metode planowania ekspery-
mentu w przestrzeni bezwymiarowych parametréw procesu i przed-
stawiono proﬁozycje planowania w klasach realizacji podobnyche.
Rozdziat czwarty poswiecony jest zagadnieniu numerycznej rea-
lizacji proponowanego algorytmu. Przedstawiono w nim schemat
blokowy programu oraz przykzady danych i wydruku wynikdwe.
Podsumowanie i wnioski stanowig tresé rozdzia*u pigtego. Prace
koiczy rozdziax szésty - dodatek, zawierajgcy podstawowe po-
jecia z zakresu analizy wymiarowe]j jak rdéwniez wykorzystywane
w pracy definicje i twierdzenia matematyczne. Bibliografia
zawiera tylko te pozycje, ktdére sg bezposSrednio zwigzane z po-
ruszong w pracy problematykg. Nie uwzgledniono w niej wielu
istotnych pozycji 2z dziedziny analizy wymiarowej i planowania
eksperymentu, ktérych bogaty wykaz zawieraja np. pracel13],[14]
[151,0171.

1.2+ Zasady charakteryzacji procesu z wykorzystaniem analizy

wymiarowej.

Opracowanz przez M. Kokara[23],[24] metoda kompletowania
zbioru zmiennycb charakteryzujacych dane zjawisko dotyczy przy-
padku procesu wymiarowego /pore. Def. 6.1.9/. Ograniczenie sie
do procesdéw wymiarowych nie zawgza w sposdb istotny poruszonej

problematyki, gdyz zazwyczaj w wigkszosci zjawisk bhedaeyeh



przedmiotem badan doswiadczalnych, cbarakteryzujqce Je wiel-
kosci wejéciowe'a1, ...,'ﬁé oraz wielkosé wyjéciowa‘ﬁb sg
wielkosSciami wymiarowymi tzn. nalezg do pewnej przestrzeni
wymiarowejl | /Def. 6.1.1./ rozpietej na ustalonym ukXadzie
jednostek fﬂ, ecey ﬁh. Zgodnie z wnioskiem wynikajgcym 2z
Def. 6+.744., kazda z wielkoSci charakteryzujagcych rozwazany

n
proces ma przedstawienie w bazie wymiarowe] {Ek} postaci
k=1

- Z 1k

A\ A

Zy = 2y [ ] E, , /1= 1,000,8/ /1.2.1/
k=1

2\ = o zk

2, =2, [ E,

W
1l
Y

gdzie Z,, Z  oznaczajg miary liczbowe /por. Def. 6.1.4/, nato-
miast Zlk’z = wspdirzedne wielkosSci wymiarowych @1, ﬁg w

ukZadzie jednostek‘ﬁ}, esey @%. Jezeli sposrdéd wszystkich

A\

wielkoéci'21, ceey Zs dokonamy wyboru maksymalnego ukZadu

. s . ~ R ~ e Pas Fn
wielkosci wymiarowo niezaleznych Z1, soey Zm woéwczas, traktu-

jac go jako baze wymiarowg dla cazego ukZadu E}, cosy a;,zmie-
A\ -
nne Zp . 1s ""42ﬁ+r /m + r = s/ mozemy, zgodnie z Tw. 6.1.1,
przedstawié w postaci
. m " 54 |
Zm+j =£Pj r—] Zi \ /J = 1,0..,1‘, m+4+ Ir = S/’ /1.2.2/
1=1

gdzie(Pj /3 = 1,eeesr/ 83 wielkosSciami bezwymiarowymi znanymi
w literaturze pod nazwg niezmiennikdéw podobienistwae natomiast
854 /3 = Vyeeesry i = 1,e0ee,m/ 53 ustalonymi wykzadnikami

rzeczywistymi, okreslajgcymi wymiar wielkoéci'@;+j w bazie
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Zbidér zmiennych Dys aeey Ly, stanowigcych ukzad wielkos-

ci wejsciowych w rozwazanym procesie, nazwiemy kompletnym
jezeli znajomosé ich wartosci liczbowych wystarcza do wyzna-
“ ) . £ » = + £ -/\

czenia wartosci liczbowej zmiennej wyjsciowe] Zo‘

: s : . 2 : o o
Jezeli wigc rozpatrywany zbidor zmiennych Z1, eeey ZS jest

3 . ’ . N\ AN
zbiorem kompletnym, mamy prawo wnioskowaé, zZe pomiedzy Z1,...ZS

A 03 - . . . . * 3 L3 .
e ZO istnieje wymiarowo niezmiennicza i jednorodna /por. Def.

6.147 4 Def. 6.1.8/ zaleznosé funkcyjna
N [ o 2
ZJO =@\Z1, ceey ZS>’ /102.3/

ktdrg na mocy Twell /Twe 6e1.1./ mozna sprowadzié do postaci
bezwymiarowego zwigzku wyrazenego w miarach liczbowych rozpa-

trywanych zmiennych
m ay
ZO = f((P1’ ooy (‘Pr> [_l Zi /1.2'4/
i=1 :
gdzie f:ﬂ?;——9523est funkcjg liczbowo-liczbowg, ktdérej argu-
mentyﬁPj, po uwzglednieniu zaleznosci /1.2.1/ i /1.242/, mozna

przedstawié w postaci

('PJ = 3 /3 = 1“":1'/. /1.2.5/

thj

m CP
Ji

[] 21

i=1

Zi /i = 1,606, m/ oznaczajg tu oczywisdcie miary liczbowe zmien-

nych wymiarowo niezaleznych, natomiast Zm+j /J = 15000, ¥/ 0zna-

czajg miary liczbowe pozostazych zmiennych.
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Rozpatrzmy dwie realizacje /Def. 6.1.10/ rozwazanego

procesu
Ry = (2945 eves Zqg) /1.2.6/
R, =(z21, sy 228).

Jezeli Z,45, Z,q Oznaczad bedg wartosci liczbowe wielkoSci
wyjsciowe] %;, odpowiadajgce realizacjom R,, R,, wowczas zgo-
dnie z warunkiem /1.2.4/, zachodzié muszg zwigzki

a.
1

m
£(Pyqs eoes Pryp) 2T /1e2.7/
i=1

9

10

a.
1

£3 N

L

Zoo = T(Po1s seesPoy) -

i=1

gdzie argumenty(P1j,(P23 /3 = 1, eeey r/, zgodnie ze wzorem
/1.2.5/, 58 postaci

. Z - Zoym+]J

(P1j - 1,m+3a - (P2j . a2 —— 9/3=15000,r/ /1.2.8/
[m‘l 7. ji I l 7 Ja
i=1 1 i=1 =

Idea koncepcji M. Kokara opierz sie na spostrzezeniu, ze

w przypadku gdy realizacje R,, Rp sg podobne /por. Def, 6.1.12/,

tzne gdy speiniony jest warunek

‘P1j = Poj /3 =1y eeey x/, /1.2.9/

speinione musi byé oczywista réwnosé



£(Prqs eeer Pyp) = £(Poys ...,ﬂPzr)> [1a2:10/

z ktérej,po uwzglednieniu zwigzkéw /1.2.7/, wynika wniosek

Z 2
i | G e s /1.2.11/
rn‘] 7. i [m"l 7, 1
R fuq 24

Zak*adajac wiec kompletnosé zbioru zmiennych’a1, coey @;,
dochodzimy do wniosku, Ze w rozpatrywanym procesie spezniony
musi byé, dla realizacji podobnych, warunek /1.2.11/. Celowe
jest wiec sprawdzenie czy wyniki prowadzonego eksperymentu
teze te potwierdzajg. W przypadku gdy dla realizacji podobnych
réwnosé¢ /1.2.11/ nie jest spetniona, mamy prawo wnioskowad, ze
W zbiorze'@}, ooy @% brakuje pewnych, istotnych dla przebiegu
zjaﬁiska,wielkoéci.

Wykorzystujgc to spostrzezenie M. Kokar opracowaz, opartg
na pojeciu miary podobienstwa, procedure kompletowania zbioru
istotnych zmiennych wejéciowych[23lﬂ24], ktdéra zostata naste-
pnie udoskonalona i rozwinieta przez J. Zaleskiego[AS]. Mozli-
wosé zastdsowania omawiane]j metody uzalezniona jést, jak widad,
od mozliwosci wyo@rgbnienia klas podobieristwa w zbiorze prze-
badanych w trakcie eksperymentu. realizacji rozwazanego proce=-
su. Trudnosé w jej zastosowaniu polega na tym, zZe w przypadku
eksperymentu, w ktérym wartosci zmiennych'ﬁ}, eding @% byzy
przez eksperymentatora ustalone w sposéb dowolny, rzadko zdarza
sig¢ aby mozZna byio wskazad wiekszg ilosé klas realizacji podob-
nych, zwlaszcza w przypadku duzej liczby zmiennych wejsciowych

N\
L1y eeey @;. Pojedyncze natomiast przykiady nielicznych grup



realizacji podobnych nie mogg stanowié podstawy dla kategory-
cznych rozstrzygnied. Korzystne zatem, z punktu widzenia moz-
liwosSci zastosowania omawianej metody, byZoby zaplaﬁowanie
eksperymentu zapewniajgce mozliwosé wodrebnienia klas podo-

bienstwa w zbiorze realizacji wytypowanych do przebadaniae.

1.3. Cel pracy.

Celem niniejszej pracy jest sformuzowanie zasad algory-
tmizowalnej procedury planowania eksperymentu gwarantujace]
utworzenie zadanej ilosci klas podobienstwa, skXadajgcych sie
z dowolnie ustalonej liczby realizacji. Ze wzgledu na przej-
rzysto$é prowadzonych rozwazan, scisie sformutowanie problemu
poprzedzane zostanie wprowadzeniem kilku niezbednych pojeé
i oznaczed pomocniczych.

Oznaczmy symboleum?cprzestrzeﬁ eksperymentu, czyli taki
podzbidr przestrzeniﬁ?s, ktéry tworzs wszystkie dopuszczalne
w eksperymencie realizacje R = /Z1, ceey Zs/ /por. Def. 6.1.10/
Zauwazmy, ze okresSlajgc, wynikajgcg ze wzoru /1.2.5/, zasade
przyporzagdkowania kazdej realizacji R = /Z1, ceey Zs/ ciggu

niezmiennikdw podobienstwa

9=((P1’ ""('Pr) | /1e3e1/

definiujemy tym samym pewne odwzorowanieHJﬂ?s—éﬁ?r, ktére opi-

sad¢ mozZna wzorem



Bibiiateks
Pol, Wiost,

W(2Zyy eeny 25) =(Pyy eeeyP.), /1e3e2/
lub tez kroécej

Y (Rr) -9 , /1.3.3/

dla ktdrego zwigzki /1.2.5/ stanowia niejako definicje jego
funkcji wspdéirzednych [37] .

Symbol |  oznaczaé bedzie zbidr tych punktdw QE[Rr
/9:(({31, ooy ‘-Pr)/, dla ktérych istnieje realizacja RE Y taka,
ze

9=W(R) /1.3.4/

a zatem
[=[geR” : IrReHcR® :9=KH(R)}. /1.3.5/
Z okreslenia /1.3.5/ wynika, ze zbiory [ i{{ Zaczy zwiagzek

M=Y(H). /1.346/

Sformu2owany w Def. 6.1.72 warunek podobienstwa realizacji
R1, R2 mozna,przy uzyciu okreslonego definicyjnym wzorem

/1e3+2/ odwzorowania Y , wyrazié w formie postulatu

W(Rqy) =Y(Ry), /143.7/

Zauwazmy, ze kazdy element ger’reprezentuje pewna klase podo=-

biedstwa VCY,, ktéra jest zbiorem postaci

v ={ rRef: Y(R) =9}, /1.3.8/

co mozna tez wyrazié¢ w formie skréconej
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v =yT(g) /1.3.9/

Klasa podobienstwa V Jest zatem zbiorem wszystkich tych rea-
lizacji R = /24y eee, 2./, /R€Y/, ktérym przyporzadkowany

jest ten sam uk¥ad niezmiennikéw podobiefistwa Q FPqs eees P/,
/qel’ /.

Proponowana w niniejszej pracy zasada planowania ekspe-
rymentu stanowl algorytmizowalng procedure takiego doboru
dopuszczalnych w warunkach eksperymentu wartoéci poszczegdl-
nych zmiennych Z1, coey Zs’ aby wytypowany do przebadania

p -~ ‘< R LN ] R , 1. L 'O

mozZna byzo przedstawidé w postaci sumy
r=U Ry /1.3.11/

roztacznych podzbiordéw Jli, tak aby kazdy z nich zawierak

t-realizacji

Ry ={Ri1r eoer Rip§ /i = Theensw/, /1e3.12/
dla ktdérych speiniony byxby warungk
W(Ryq) = eoe =W(Rsy)s /1= yeeesw/, /1.3.13/

réwnowazny stwierdzeniu, ze zbidr Jli zawarty jest w pewnej
klasie podobienstwa V; posiaci /1387
Proponowang zasade planowania eksperymentu w sposéb schematy-

czny ilustruje rysunek 1.3.7.
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Rys. 1.3.1. Proponowany plan eksperymentu,

Realizacje zamierzonego celu podzielono na dwa etapye.

W etapie pierwszym /punkt 2.1/, przy ustalonej postaci zbioru
‘L , badana jest geometria, okreslonego zaleznosScig /1.3.5/,
zbiorul . Obszargﬁ:ﬂ?s jest zbiorem punktdéw pomiarowych- rea-
lizaeji R =/Z1, scey ZS/, ktédrych wspbéirzedne podlegajg zazwy-
czaj ukZzadowi prostych ograniczer nieréwnosciowych stanowig-
cych tzw. wiezy stabe[34] . Zbiér[ﬂCE?r natomiast, zgodnie 2z
okrefleniem /1.3.6/, jest zbiorem punkidw q= /L, cees P,/
na wsp6zrzedne ktérych narzucone sg tzw. wiezy mocne [34] maja-
ce, W rozwazanym przypadku, postad zaleznosci funkcyjnych
/1e2.5/« O ile wiec postad zbioru A jest na ogér dobrze znana
i praktycznie nie sprawia trudnosci ustalenie czy dany punkt
rReR® /R =/Z,5 eoay Z,// do tego zbioru nalezy, o tyle "ksztatt
zbioru [ moze byé trudny do przewidzenia a rozstrzygniecie

czy dany punkt ge[Rr /9 =/Pry eee, CPr// jest jego elementem,
stanowi,ze wzgledu na niewygodng postaé zaleznosci [1:2.5/,

ucigzliwe rachunkowo zadaniee.
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Zauwazmy, ze rozwazany zbidr [ Jjest dziedzinq,wystgpujqcej

w tezie twierdzeniall /Tw. 6.1.1/ funkcji f /q%, ...,(Pr/.
Jako, ze funkcja ta stanowi gidéwng skiadowg modelu matematy-
cznego rozwazanego procesu - jej wyznacgenie jest podstawowym
celem eksperymentu. Jakosé modelu matematycznego otrzymanego

w wyniku identyfikacji moze w sposéb istotﬁy zalezeé od sposoO-
bu rozmieszczenia punktow pomiarowych w obszarze dopuszczal-
nym, totez wXasciwe wykorzystanie obszaru zmiennosci paramet-
réw(P1, PR | ©

wania eksperymentu w przypadku procesu wymiarowegoe. W punkcie

» stanowi jeden z podstawowych problemdw plano-
2.1 przedstawiono propozycje metody badania cech geometrycz-
nych zbioru I jak réwniez okreslono zasade wybierania punktodw
do niego nalezgcyche. Zasada ta wykorzystana zostata nastepnie
w przedstawionej w pe 3.9 metodzie planowania eksperymentu

w rozwazanym obszarze.

W etapie drugim /punkt 2.2/ rozpatrywane sg zagadnienia zwig-
zane z opisem postaci oraz wzajemnego pozozenia w przestrzeni
eksperymentuﬂ{ » klas podobienstwa Vi odpowiadajqcych,rozmie-
szczonym w obszarze | » punktom Qi /i = 1, «e., w/e. Klasy
podobienistwa Vs okreslone definicyjng rdéwnoscia /1.3.8/,
stanowig rozxgczne klasy hbstrakcji[35], na jakie przestrzeﬁ@{
podzielona jest przez relacje réwnowaznos$cil35] , jaka jest
relacja podobienistwa realizacji /Def. 6.1.12/. Wspomniana rdéw-
nosé /1.3.8/ ma jednak zbyt ogdlny charakter aby mozliwe byZo
bezposrednie jej wykorzystanie dla zamierzonego celu badania
wiasnosci geometrycznych klas Vi - préba jej zastosowania
prowadzié moze do duzych trudnosci rachunkowych. Znajomosc

postaci klas podobienstwa orzz umiejetnosé wybierania punktdw
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pomiarowych do nich nalezgcych ma jednak zasadnicze znaczenie
dla mozliwo$ci okreslenie zasady planowania eksperymentu gwa-
rantujacej utworzenie podzbiordéw realizacji podobnych. 0d
sposobu rozmieszczenia punktéw pomiarowych w klasie podobie-
nstwa natomiast,w istotny sposdéb zalezeé moze moc statystyczne-
go wnioskowania co do kompletnosci zbioru zmiennych charakte-
ryzujacych rozwazany proceé[46]. W punkcie 2.2 przedstawiono
propozycje metody konstrukcji klas podobienstwa jak rdéwniez
okreslono zasade wybierania punktéw pomiarowych do niej nale-
zgcyche. Zasade te wykorzystano nastepnie w przedstawionym
punkcie 3.2+ algorytmie planowania eksperymentu w rozwazanych

klasache.



é. DZTEDZINA BEZWYMIAROWYCH PARAMETROW PROCESU, KLASY
REALIZACJI PODOBNYCH.

2e1e Obszar zmiennosci parametréw bezwymiarowych.

Zaxézmy, ze w warunkach laboratoryjnych miary liczbowe
Z, zmiennych wymiarowych @} /]l = 1, «ee, 8/ charakteryzujacych
rozwazany proces /pore. Def. 6.1.4/ moga byé w trakcie ekspe-

rymentu zmieniane w przedziazach

le‘s 23§ %3 4 /l=1, eue, 8/, /2.1e14/
Zaxbzmy tez, ze
2} > 0, y Al =y o ey B, /2.142/

co nie stanowi istotnego’ogranicienia gdyz zawsze wartosci
zmiennych fizycznych mozna mierzyé w skali nieujemnej. Przy
zaXozeniach /2.1e1/ i /2.1.2/ 2zbidér wszystkich dopuszczalnych
w warunkach eksperymentu punktéw pomiarowych R = /Z;, eee, Zg/
/por. Def. 6.1.10/, dla oznaczenia ktdérego uzywano w punkcie
1e3. symbolufl, bedzie s-wymiarowg kostkg rzeczywistg K /Def.
6e2.15/ postaci

s

k= [2]» 23], /2.1.3/
1=1

Zgodnie z zaXozeniem /2.1.2/, kostka /2.1.3/ jest zbiorem punk-

6w R = /Zqy eeey Zg/ o wszystkich wspéirzednych dodatnich,co

oznacza, Ze



4
K CIRB, /2.1.4/

gdzie oczywiscie Eés = {/21, ooy Zs/ ﬁQB: Zy > 0, 1 = 1,...%_
W tym przypadku zbidr r', zdefiniowany zaleznoécig /1e3.5/,
jest zgodnie z warunkiem /1.3.6/ obrazem kostki /2.1.3/ przez
odwzorowanie q;:&%q—aﬂQr okreslone wzorem /1.3.2/. Jest to
wiec, zawarty w przestrzeni E?r, zbidr wszystkich punktow
Q= /P eees P./y ktérych wspéirzedne speiniaja réwnania

Z

(_Pj::—._m_.ll_a_‘f /j:‘],...’r’

o
ﬁzial
=1

1=

m+r = S/, ‘ /2¢105/

gdzie oczywiscie /21, coey ZS/%EK- Zauwazmy, ze zbidr r'jest
réwniez zbiorem punktéw o wszystkich wspdéirzednych dodatnich,

co podobnie jak w przypadku kostki K oznacza, ze
¥ r
" cR;, /2.1.6/

Wniosek ten jest oczywista konsekwencjg warunkéw /2.1.4/ i

[2¢125 /)«

Zze wzgledu ne komunikatywnos$é prowadzonych rozwazan ko-

rzystnie bedzie rozwazyd odpowiedni przykad.

Rozpatrzmy wiec pewien proces, w ktdérym wystgpuja tylko
trzy zmienne wejéciowe'%1,'22,'%3 nalezace do pewne]j ustalone]j
przestrzeni wymierowej [l /Def. 6.3.1/, rozpietej na ukZadzie

o

. Fay aN
jednostek Eq, Es, Ey /Def. 6.1.4/. Przyjmijmy, ?e zmienne

o~ A AN . 5 i . O o
Z4, 22, 23 majg w bazie wymiarowej Eqs E2’ @B reprezentacje
postaci



~ al A1 Al
Z1 = Z1 E1 hz L3
5 F T
~ AT AT AT _
7 L RPN RN

Jak widaé¢ wiec, kazdy wymiarowo niezalezny podukzad ukzadu
zmiennych'@}, @b, @5 jest jednoelementowye. Przyjmijmy zatem
ze zmienng wymiarowo niezalezng bedzie zmienna'21, tak wiec
dwie pozostaze zmienne @é, @3 bedg od/Z\1 wymiarowo zalezne.
7zaleznos$é tg, po uwzglednieniu postaci reprezentacji /2.1.7/,
moze byé,na mocy Twe 6.7.7, wyrazona w miarach liczbowych

rozpatrywanych zmiennych w postaci

!
-}
Z2 = (P1 Z1 . |
1 /2.1.8/
2y = Py 24

Zaxézmy, ze w trakcie eksperymentu miary liczbowe Z,, Zos Z3

zmieniajg sie w przedziazach

1,65 < 24 < 7,39

1,65< Z, < 12,18 /241.5/

W rozwazanym przykzadzie wszystkie dopuszczalne punkty pomia-

rowe R = /Z1, Z 23/ tworzg wiec trdéjwymiarowg kostke rzeczy-

2’
wistsg

K = [1,65, 7,39] x[ 1,65, 12,18]x [1,65, 4,48],/2.1.10/
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ktérej porozenie w uktadzie wspéirzednych przestrzeni R3

przedstawia rys. 2elele.

P 4
Z3 W, //Vzgﬂzz
W
W
2 W-7
K
W1 W5
1 1
1 >Z1

Pys. 2.1.,1, Przyk}ad tréjwymiarowej przestrzeni ekspery-
mentu,

Wzory na funkcje wspéirzedne odwzorowania W /w rozwezanym
przykladzié@ﬁﬁ?3~—>ﬂ?2/ otrzymujemy wprost z zaleznosci /2.1.8/

Sg one postaci

/2e1e11/

zbiér [ . W rozwazanym przykiadzie Jest wiec zbiorem wszyst-
kich punktdéw Q= /P, Pl e lRQ: ktérych wspéirzedne, przy ogra=-
niczeniach /2.1.9/, mozna przedstawié w postaci /2.1.11/. Roz-

wazany przykiad jest na tyle prosty, 2Ze zbidr [ mozna, poO roz-



wiazaniu kilku nieréwnosci, po prostu narysowac jego postac

przedstawia rysunek 2.1.2,

/q)2

2l 2 \(‘D']
- 7

Rys. 2.1.2, Przykied dwuwymiarowego obszaru zmiennogci
bezwymiarowych parametrdéw procesii.

~ Rozpoczety przykiad bedzie konsekwentnie kontynuowany -
jego druga czesé postuzy jako ilustracja dalszych rozwazan
teoretycznych prowadzonych w tym punkciee.

W przypadku ogélnym tzn. w przypadku procesu o wieksze]
niz w rozwazanym przykzadzie liczbie zmiennych, metoda wyzna-
czania zbiorul na drodze rozwigzywania ukiaddéw nierdéwnosci
jest nieefektywna - zachodzi wiegc koniecznosé poszukiwania
innych rozwigzahe.

Dékonajmy W tym celu zamiany zmiennych Z4, «.., Zg oraz

Pys eees Pp = Przyjmijmy:

1 - 111 Zl ) /1 1, LA S/’
/2e1412/

Ty seny &, |

5
1l

]
=

=
.

N
(4
]
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Oczywiscie operacja ta jést sensowna jedynie dla Zl > O oraz
qg > O. Poniewaz jednak zardwno kostka K jak i zbidr [, zgo-
dnie z warunkami /2.1.4/ i /2.1.6/ sg zbiorami punktdéw o wszy-
stkich wspdzrzednych dodatnich, zastosowanie transformacji
/2.1.12/ jest operacjg dozwolong. Zauwazmy, Ze przy pomocy
okreslonego w Def. 6.2.18 odwzorowania ﬁn\, zwigzki /2.1.12/

mozna zapisaé w postaci

(21, eeoeo gy is)‘: LES)(Z1, soe ZS>

/2.1.13/
((-P-l, '..’LPI‘>= Lfr)((P/l’ .."LPI‘)
lub tez krécej
R e L9(r),
( /2e1e14/
T r
= 1%(3)
gdzie oczywiscie
R=(Z1, coey ZS>’ }:{=(21, ecey és),
[2+ 115/

g:(LP.I, o.og@r) ™ g8<q)1, ".,(Pr>,
Wprowadzona transformacja zmiennych /2.1.12/ spowoduje pewna
deformacje zbioréw K i [7 « Oznaczmy nowe zbiory przez Kil’
i zauwazmy, Ze zgodnie z galeznosciami /2.7.13/ zachodzié¢ mu-

szg zwigzki
k- 1%(x),

. [/2e1s16/
=1Ly,

it



Zgbdnie Z Twe 6.2.18 zbiér K bedzlie s-wymiarowg kostkg rzeczy-
wistg postaci

0 8 . . .
k=X [27, 2] /2.1.17/
1=1

gdzie

L I . P
Zl = ln Zl - Z1

'

.ln Zf ’ /l= 1,..‘,8/

a Z?, Zi oznaczajg koldce przedziaxdéw /2.1.1/. Odnotujmy w tym

miejscu prosty, aczkolwiek istotny dla dzlszych rozwazan fakt -
zwigzki /2.1.14/, zgodnie z Def. 6.2.18, majg charakter zalez-
nosci wzajemnie jednoznacznych. Zwizzek pomiedzy punktami

Re K iggef", okreslony wzorem /2.1.5/, po transformacji /2.17.
12/ przyjmie, dla punktéw Re X i 'gef’, postaé zaleznosci li-

niowej
Py =29 =892 = eee =8y T /2.1.18/
Pp = Zpiyp = 8p12q = eee= By Ty ;
o nastepujgcej postaci macierzowej
" ] ] 11 1
LP»‘ -a11 eee - a1m 10 eee O Z1 /2.1019/
. ’ Zm
(Prj t"‘ar“ eee ™ am 00 e¢ee 1 ?m+1 .
Lzm+r
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Oznaczajgc symbolem F odwzorowanie linioﬁe, ktdrego macier:z
wystepuje w powyzszej zaleznosci, zalezno$é te mozna wyrazié

w uproszczonej formie

skgd 2z kolei wynika, ze okreslone definicyjng réwnoscig

/2s1.16/ zbiory K i [ *aczy zwiazek
[ }r(f{)_ /2.1.21/

Biorac pod uwage wzory /1.3.3/ i 7/2.1.20/ oraz uwzgledniajac
fakt, ze zwigzki /2.1.14/ maja charakter zaleznosSci wzajemnie
jednoznacznych, dochodzimy do wniosku, Ze prawdziwa jest rdow-

nowaznosdé

3=¥Y(R)¢=3q=F (&), f2as22]

Wszystkie rozwazane zaleznosci ujete w forme diagramu przed-
stawiono na ryse. 2.%1.3.

Zauwazmy, ze dziekl zastosowaniu éransformacji L“ﬂ okreslonej
wzorem /2,1.12/, zamierzony cel planowania eksperymentu okre-
$lony przez warunki /1.3.10/ - /1.3.13/ mozna zrealizowad
wykonujgc odpowiedni plan eksperymentu dla obszardw K if’

i dokonujgc powrotu do "starych" zmiennych przy zastosowaniu,
okredlonej w Def. 6.2.18, transformacji odwrotnej EM. Zax§z-

my, ze wybrany zostaz zawarty w kostce ﬁ, zbidr "realizacji"

R,:{fq, cees ﬁq}, /241423/

ktéry mozna przedstawil w postaci sumy w-rozXgcznych podzbio-

V4

Ir'ow
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Rys. 2.1.3. Diagram zaleznosci pomiedzy wyjéciod}mi illzloga-
rytmowanymi' obszarami parametréw procesu.

. w .
R=UJ ®ry, 12128/
i=1

z ktdrych kazdy zewiera t-realizacji

j{i = {éi1’ i Rit} 3 /2.1.25/

dla ktdérych spexzniony jest warunek

. *

ty(R:.”) 5. mee =‘P(£‘it)=91’ /i = lyeeey,w/ [2.1.26/

Dokonujgc transformacji odwrotnej do transformacji /2.1.124

czyli zgodnie z Def. 6.2.18, przyjmujac
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Ry, = E(S)(ﬁij) L /3= eenst/,

o _ /2.1.27/
gi =E (91) | /1=1,,,,.W/)
otrzymamy’zawarty w kostce K, zbidr realizacji
_ (- ) J. w8y /e
R = {R1, etes Rq})/R— E®(R) R = E®(R),
» /2e3,28/
k = 1,..0,Q/
skadajgcy sie z 'w roztacznych podzbiordw
W s
o 1 =y g) =
R-JRs  Ry=5C€%Ry) 2.1.29/
i=1
z ktérych kazdy zawiera t-realizacji
- g8/
Ri ={Ri1’ ooy Rit} YRig = B (Ryg)s
/241.30/

'j = 1,.00, t/]

dla ktdérych zgodnie z zaleznosSciami /2¢1.26/, /2¢1.20/ i /21

]
22/fspelniony jest warunek

W(Rﬂ): =\1J(Rit>= gi ) | /2e1.31/

Zauwazmy, iz zgodnie ze sformuXowang wczesniej zaleznosScig
[1e¢3413/, Jeat to warunek/podobieﬁstwa realizacji w podzbio-
rachv}li. Ze wzgledu na przyjeta metodyke postepowania, w pier-
wsze] kolejnosci konieczne staje sie opracowanie metody opisu
postaci zbioru ﬁ o« 2godnie z warunkiem /2.1.21/ zbidr [ jest
obrazem kostki K przez odwzorowanie liniowe J . Oznaczmy przez

W, /i =1, «us, 2°/ wierzchotki kostki K /Def. 6.2.16/.



Zgodnie z Twe 6.2.12 i Twe 6.2.13 kostka K jest zbiorem wy-
pukiym bedgcym uwypukleniem zbioru wszystkich swoich wierz-
chotkéw, co zgodnie z przyjeta w Def. 6.2.9 symbolikg zapisad
mozna w postaci

K = Conv {®1, 2oy WP} y /p = 2%/ /2.1.32/

Wykorzystujgc powyzsze oznaczenie, warunek /2.1.21/ mozna za-

pisaé¢ w formie
[%=::F< Conv {%1, coey ﬁp}), /2.1.33/

Wykorzystujac w odniesieniu do powyzszej zaleznosci Twe 6.2.9

otrzymujemy wniosek
M= conv{F ()5 oeer F(¥)], /2.1.34/

ktdry po przyjeciu oznaczen

cbi ='3.(ﬁi> ) 4 =Ty sase, p/} /2.1.35/
przybierze postad
Pz Conv{(:d.], ""d“)p} . /2.1.36/

Zbidr ﬁ jest zatem uwypukleniem zbioru punktéw(iji /i = 1,...,p4
ktére zgodnie z oznaczeniem /2.7.35/ sg obrazami wierzchoXkdw
kostki K przez odwzorowanie liniowe J . Oznacza to, ze zbiérf7
jest, przez zbidr punktow dJi /i = 1,eee,p/, Cakkowicie wyzna-
czonye. Zgodnie z Def. 6.2.9 kazdy punkt §63f7jest pewna wypu-
k*g kombinacjg liniowg /por. Def. 6.2.8/ punktow d)i‘i odwrot-

nie - kazde wypukia kombinacja liniowa punktodw doi jest pewnym
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punktem zbioru [" « Inaczej mowige, jezeli ustalimy pewien cigg

liczb rzeczywistych A4, «.., Ap speiniajgcych warunki

P
21 Ay =1 in >0 /i-= 1,...,p/J /2614377
i=

wowczas punkt Q postaci

p
Q=2 Ay wy | /2.1.38/
i=1
bedzie nalezaz do zbioru [ i odwrotnie - dla kazdego punktu

gegr’mozna dobraé cigg liczb rzeczywistych A4, eee, Ap speX-

niajacych warunki /2.1.37/ tak, 2e punkt g mozna bedzie przed-

stawié¢ w postaci wypukzej kombinacji liniowej /2.1.38/.
Powréémy w tym miejscu do rozpoczgtego na stre. 18 przykia-

due. Dokonujac okreslonej warunkiem /2.1.12/, zamiany zmiennych

ZT’ 22, ZB przebiegajacych przedziaty /2.1.8./ ,otrzymamy

uktad zmiennych 21, Zz, Z3,zawartych w przedziatach

O,S

IN
-.tN.
N

2

IN
-
IN

0,5 2

2,5 /2¢139/

Zy < 1,5,

n

0,5

/N

Kostkae K, okreslona warunkiem /2.1.17/ bedzie, w rozwazanym

przypadku, zbiorem postaci

K=[0,5,2]x[0,5 2,5]x[0,5 1,5]. /2.1.40/

Jej poZozenie w ukiadzie wspdirzednych przedstawia ryse. 2.1.4.



. W6 .
V%z WV3 i VV7
1 . K
Wy Vw5
1 .
1 A
7

Rys. 2.1.4, Logarytmiczna transformacja trdiwymiarowej
kosiki rzeczywiste] z rys.2.1.1,.

Zaleznosci /2.1.11/,2godnie z wnioskiem /2.1.18/, przyjmg pos-

taé zwiagzkow liniowych

. 1-

. . /2.1.41/
P,y = 23 + 1.2,,

ktére dla dalszych rozwazan wygodnie bedzie zapisaé w postaci

macierzowe]
roe ] 1 | .
P g 1 0 Z,
- % /2.4.42/
fb2¢ 10 1| 23 .

W rozwazanym przykzadzie odwzorowanie liniowe'}-, ustalajace
zalezno$é pomiedzy zbiorami [ i K /por. warunek /2.1.21// ,
dane jest wiec macierzg

1
vl 1 0
/2:1.43/
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Tréjwymiarowa kostka X okreslona zaleznos$ciag /2.1.40/, zgodnie

z Twe 6¢2.13, jest uwypukleniem osmiu swoich wierzchotkéw

[~ r T r b r r T
0,5 0,5 0,5 0,5 g
Wy = | 0,5|, W, =[0,5 ,»’vB =|2,5 ,&4 =|2,5 ,&5 =| 0,5/,
| 015 [ &7 | 055 | 155 ] | 045
2 ] [ 2 2
we = [0,5( Wy =| 2,5, wg =| 2,5, /2.1.44/
1,5/ 0,5| 1’5J
czyli
I'( = Conv {‘;71, evey V’Vs} . /2.1.45/

Zgodnie z warunkiem /2.1.36/ zbiér[v,odpowiadajacy rozwazanej

kostce K,jest uwypukleniem zbioru osmiu punktéw

0,75 0,75 2yl 2,75 1,5 1,5
OO,] = ’(_,,)2 = @3 = )(Q4 = )(;,)5 = ’(,06 = )
1 2 1 2 235 3,5
345 3,5 . ,
Q)7 = ’(;_)8 = ) ‘ /2.1046/
2,5 3,5

ktére zgodnie ze wzorem /2.1.35/ sg obrazami wierzchozkdw
/2.1.44/ przez odwzorowanie liniowe J dane macierza /2.1.43/.
Ksztazt i pozozenie tego zbioru w ukiadzie wspdirzednych ilus-

truje ryse 2+1.5.



1 Py

/
Rys. 2.1.5, Logaryitmiczns transformacja obszaru zmiennogci
peremetréw bezwymiarowyclh z rys.2.1.2.

Na mocy warunku /2.1.38/ kazdy punkt g€£r7bedzie W rozwazanym

przypadku, wypukig kombinacjz liniowa punktdw d)i Ji = 1,600,8/

postaci /2.1+46/. Ustalmy dla przyktadu trzy ciggi liczb rze-

czywistych speiniajacych warunki /2.1.37/.

1
A.',' =>\12=..‘ 2}\182 E
1
}\21 = '1'%)?\22 = eee 9)\28 = ‘TG /201'47/
_ _ 1 _ .9
A3 =R3p = csomMyg m g, hgg = 4f

i przyjmijmy

8 8 8 '
Q1= 2. Aq3®30 Qo = ). A2ii,83 = 2:1 N3i®Wi  /c.1.48/
i=1 i=1 i=



Po wykonaniu rachunkéw otrzymujemy

2,125 194375 1,8125

8, = ) 85 = , 83 = . f2.0.49/
2,25 1,625. 1,875

Pozozenie punktdw g 19 éz, 93 w zbiorze | przedstawia rysv=-V-
2.1.5.
/ L]

1 A>q%

Rys. 2.1.6. Przykladowe rozmieszczenie irzech punktdw
w zbiorze [ .

W przypadku ogdélnym probem rozmieszczenia ustalonej liczby
punktéw gi = /i =1, eeesw / W zbiorze | sprowadza sie wiec
do ustalenia tyluz p-elementowych ciggéw liczb rzeczywistych

}\1'1 9 eece’y >\1p

/2¢1.50/
>\W1 9 ooo,)\wp )



speiniajacych oczywiscie warunki

P . ,
Z }\ij = 1 y }\ij 2 0 /i = 1’.oo,w ’ 331,001p/ /2.1051/
j=1

gwarantujgce, ze punkty postaci
.. = }\v‘ (_:)- /i = 1,0.0, W/ /2.1052/
gl 1] J ) )

sg elementami zbioru [, Mozliwosci wyboru wspéXczynnikdéw
/241.50/ jest oczywiscie nieskoniczenie wiele - decyzja ﬂaleZy,
do eksperymentatora. Proponowana w niniejszej pracy zasada
ustalania rozwazanych wspéXczynnikdw A 13 gwarantuje usytuowa-
nie punktow /2.1.52/ na odcinkach *gczgcych Srodek symetrii
zbioru f7z jego wierzchoxkami. Szczegdty dotyczgce wspomniane]

zasady stanowia tresé punktu 3.1

Kolejnym etapem proponowanego algorytmu planowania ekspe-
rymentu jest problem konstrukcji klasy podobienstwa vV C k’od-

powiadajgcej ustalonemu punktowi Q& postaci /2.1.38/.
8

2.2« Konstrukcija klasy podobienstwa

Klasa podobienstwa {I,odpowiada,jaca ustalonemu punktowi ge["
postaci /2.1.38/,jest pewnym podzbiorem kostki k, dla kté-

rego speizniony jest warunek

FT(v) =g. /2.2.1/
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Zgodnie 2z powyzszg zaleZnoéciqsklasa podobienstwa v jest

zbiorem postaci

. . m+r. L4 . - —o
V= {Re R™*: ke knT (&) =g] : /2.2.2/
co oznacza, z2e jest ona iloczynem dwdch zbiordw

{I = }'{ n I‘( 3 /20203/

gdzie

i ={ ke R™:F(r) =3} /2.2.4/

Zauwazmy, ze okreslony powyzszg zaleznosScig zbidr H jest
przeciwobrazem punktu geﬂ% przez odwzorowanie liniowe J « Zgo-
dnie . z Twe 6.2.2.)zbiér H jest wiec pewng rozmaitoscisg liniowg
w przestrzeni F2m+r, ktdérg mozna ﬁrzedstawié w formie transla-
cji jadra J odwzorowania J /Def. 6.2.2/, o pewien element

ROG;EQm+r, dla ktérego speiniony jest warunek
F(R,) =q. /2.2.5/
Tak wiec zbidr H jest rozmaitoscig liniowg postaci

B=J+R, /2.2.6/

Podobnie jak w punkcie poprzednim prowadzone rozwazania ;ilu-
strowane zostang odpowiednim przyk*adem. Kontynuacjae przykzadu
z punktu poprzedniego jest niecelowa gdyz klasy podobienstwa
dla rozwazanego tam przypadku sg jednowymiarowe w zwigzku

z czym przykiad ten stanowixby zbyt ubogg ilustracje omawia-
nej metody konstrukcji klas podobienstwa - wskazane jest wiec

dokonanie pewnej jego modyfikacji.
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Rozwazmy tak jak poprzednio pewien proces scharakteryzo-
wany przez trzy zmienne wejéciowe'21, 25, ib nalezgce do prze-
strzeni wymiarowejr]) rozpietej na uktadzie jednostek @}, @é,

ﬁé, w ktérym rozpatrywane zmienne majsg przedetawienie postaci

P o g

as o Pas 2~

by =y Sy 8 g
7 o5

ay o2 o o
7

7 o2 o1

Nietrudno sprawdzié, Zze kazdy maksymalny wymiarowo niezalezny
podukzad ukzadu zmiennychlﬁ}, @E, @3 jest dwuelementowy. Przyj-
mijmy wiec, ze baze¢ wymiarowg rozwazanego procesu stanowid
bedg zmienne @H, @é, wéwczas zmienna'aj bedzie od @}, @é wWy=-
miarowo zalezna i zaleznosé ta,wyrazona w miarach liczbowych-
/pore Twe 6.1.1/,bedzie postaci

2 1
3,7

2y = Py 2, 5, /2¢2.8/

Zaxézmy, ze miary liczbowe rozpatrywanych zmiennych mogg byé

w trakcie eksperymentu zmieniane w przedziazach

4,48 < 7, < 20,09

1465

N

Z, < 12,18 /2e2.9/

1,40 < 7 <3919,

N

3

Tak wiec, w rozwazanym przypadku wszystkie dopuszczalne punkty
pomiarowe R = /Z1, Zos 23/ utworzg tréjwymiarowg kostke rze-

czywistag

K = [4,48 20,09]x[1,65 12,18]x[1,40 3,79]. /2.2.10/
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Zdefiniowane zalezno$cig /1.3.2/ odwzorowanie W bedzie w tym

przypadku funkcjg I.LJ;[R3_> [R1 postaci

Ly'(z” Zps 23) = Py /2.2.11/

gdzie oczywiscie, zgodnie z warunkiem /2.2.8/)

3 /2.2.12/

Z
(‘P1 = )
3

Po zastosowaniu transformacji /2.1.12/,nowe zmienne Z1, i2, i3

/ii = 1n Zi/ przebiegaé¢ bedag przedziaty

0,5 < %5 < 2,5 £2.2.13/

w zwigzku z czym,zgodnie Z okreéleniem /2.1.17/, kostka K

bgdzie zbiorem postaci

k = 1,5, 31x[0,5,2,5/x(0,33, 1,33] , /2.2.14/

Zgodnie 2z wnioskiem /2.1.32/ kostka /2.2.14/ jest uwypukle-

niem zbioru ofmiu swoich wierzchoXkdw

(1,5 | 1,5 (1,5 | (1,5 | 3]
Wy o[0s5 | ¥, =0,5 »":,3 =|2,5 1&4 =12,5 | w5 =|0s5 )
10,33 1,33 0,33 0,33 0,33
L 1 L ] L d L : .
'3 1 3 g
\.Vs =10,5 )\;)7 - 2,5 'Sws = 2,5 - /2e2415/
1933 k 0533 1,33




Zaleznosé /2.2.8/ przyjmie, po transformacji zmiennych, pos=-

taé zwigzku liniowego

. - 2 . 1 .

ktéry dla dalszych rozwazai wygodnie bedzie przedstawié w for-

mie macierzowej

[ R o
n -

["P1] = [' 5-7 1] . /2.2.17/

DN
W

Tak wiec, okreslone warunkiem /2.7.19/, odwzorowanie linioweJ

bedzie w rozwazanym przypadku dane macierzg

[_§- -5 1}' /2.2.18/

Zgodnie z warunkiem /2.1.21/ i /2.1.36/ zbiér [ , czyli obraz
kostki K przez odwzorowanie liniowe'?}bgdzie w tym przypadku

odcinkiem [ -2,92 0,08 | stanowigcym uwypuklenie os$miu punktdw

001 = - 0,92] L‘\)2 = 0’087 w3 = - 1’92)(,04 = 0,92’

. . . . /242.19/
Wy = = 1,92,W¢ = =0,92,W, = =2,92,Wg = =1,92,

z ktérych kazdy jest obrazem odpowiedniego wierzchoikae /2.2.15/
przez odwzorowanie liniowe dane macierza /2.2.18/.

qudnie z warunkiem /2.1.38/,kazdy punkt rozwazanego
zbioru || /odcinka [-2,92 0,08]/mo%na przedstawié w postaci
wypuktej kombinacji liniowej o$wiu punktdéw /2.2.19/. Ustalmy
np. cigg wspdZczynnikdw



1 :
?\1 = >\2=Oo. =A8-"’—-8‘ /2.2.20/

i rozwazmy punkt é postaci

Q = glog + ees + glog. /2.2.21/

Po wykonaniu rachunkéw otrzymamy
é: - 1,42 . /2.2.22/

PoXozenie punktu é w rozwazanym zbiorze r’przedstawia rysSe

2e2e

@y 3 o) \g%

Rys. 2.2.1. Przykiadowe polozenie punkiu w jednowymia-
rowym zbiorze [ .

Kontynuacja -rozpeczetego przykzadu nastgpi po pewnych rozwa-
zaniach ogdélnych dotyczgcych postaci klas podobiefistwa.
Zgodnie z zaleznosScig /2.2.3/ wyznaczehie klasy podobieni~-
stwa V sprowadza gie do wyznaczenia czeSci wspélnej rozmaito-
$ci liniowej B { kostki K. Rozmaitosé liniowa ﬁ, na mocy wa-
runku /2.2.6/, jest caikowicie wyznaczona przez jqdrot] orai
RE+HT

wektor ﬁoe , dla ktdrego speiniony jest warunek /2.2.5/.

Jadro J , zgodnie z Def. 6.2.2., jest pewng podprzestrzenig

liniowg przestrzeni R Bt

W zwigzku z czym wyznaczone jest
przez wektory swojej bazy. Zatem znajomo$é wektoréw bazy jadra
J oraz wektora ﬁo wystarcza dla przedstawienia dowolnego ele-
mentu rozmaitosci liniowej ﬁ. Rozwazmy zatem mozliwosSé wyzna-

czenia wektordw wspomnianej bazy. Odwzorowanie liniowe
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’}‘;[ler—a [Rr,zgodnie z wnioskiem /2.1.19/,dane jest macierzg

-311 eeoe ed a1m 10 eeoe O

/2.2.23/

"ar1 ceee = arm 00 eee 1 ,

Ostatnie r-kolumn tej macierzy /kolumny o numerach m+1 - m+r/
tworzy kwadratowa podmacierz jednostkowg skgd wynika, ze wy-

miar przestrzeni obrazu odwzorowania J jest rdéwny r, tzn.

dim( F(R™))= r. 12.2.24/

Dla uzasadnienia tego faktu wystarczy wskazadé r-liniowo nie-

zeleznych wektordéw Cq, eee, Ch /Cje[R m+r’ 3= V5 emey Xy

ktérych obrazy przez odwzorowanie J tzn. wektory €1, ""Er
'/éj "'?(Cj)/' éj 1= [Rr, j =1, eeey r/ 83 liniowo niezalezne

e T
w przestrzeniR™ .

Rozwazmy w tym celu nastepujacy ukzad wektordéw przestrzeni
[Rm+I'
m L
C‘I 3('0 ece O‘:] 0 ece O‘>

Cp =(0 600001 eeu 0) /2.2425/

C, = (o P« ¢ o A 1)

Wektory te sg oczywiscie liniowo niezalezne w przestrzeni
m+r
R

tworzg uktad wektordw postaci

&1

€2 =(01 ..00) /2.2.26/

Er

s, & ich obrazy przez odwzorowanie F dane macierzg /2.2.23/

1}

(10 eee 0)

(00 ... 1),



Liniowa niezalezno$é powyzszego ukzadu wektoréw jest faktem
oczywistym - tym samym réwnoséé /2.2.24/ moze byé uznana za
udowodniong. Zgodnie z Tw. 6.2.71. wymiar dziedziny.odwzorowa-
nia liniowego jest rdéwny sumie wymiaru jego jadra i wymiaru

przestrzeni obrazu, co w przypadku rozwazanego odwzorowania

oznacza, 2ze
dim( R™ )= ain(F(R™)) + aim(J ) | /2.2.27/
a to po uwzglednieniu rdéwnosci /2.2.24/ prowadzi do wniosku

m+r=r+ dim(j) /2.2.28/

skad ostatecznie wynika, ze

dim(']) =m , /2+2:29/

Oznacza to, ze jgdro J jest pewns m-wymiarowsa podprzestrzenig

liniowa przestrzeni F?m+r. Wyznaczenie jego bazy sprowadza sie

wiec do wyznaczenia m-liniowo niezaleznych wektordéw b1, esey b

/bse R™7%, i = 1, «v., m/ tekich, ze

F(oy)=0, /1 =1, ves, m/. /2.2.30/

Rozwazmy nastepujacy ukad wektordéw

b

1 ( 10 eee O 841 a21 cse ar1)

b2 =< O 1 eee O 312 822 eece arz) /2‘2031/

by =(00 e T &y 8, ... B ).

- m

m



Wepéirzedne o numerach m + 1 + m + r wektora b, /i = 1, eceey, m/

tzn. liczby 813, ceey & sg wyrazami j-tej kolumny macierzy

rj
/2.2.23/ wzietymi 2z przeciwnym znakiem. Nietrudno zauwazyé,ze

P m+r

wekiory bi 88 liniowo niezalezne w przestrzeni oraz, ze

speiniony jest dla nich warunek /2.2.30/. Zauwazmy bowiem, 2ze

i r 7 " 17T
-311...—311...-8.“1] 1 0 eee O 8 -81 + a1i 0
_ . _ ) _ . ; L‘
'}_(b:i.)— 321001 82i¢.0 a2m (? 1 o0 O :l (/'1:' -azi + a2i 0

-ar1...-ari...-am O O oo 1- (.) )

a1i . /2.2032/
854
Lari -8p; + &8p4| |0

J L 4 L J

co oznacza, iz uk¥ad wektordw /2.2.35/ stanowi baze jadra J
odwzorowania F .

Tak wiec dla okreslenia rozmaitosci liniowe] H postaci /2.2.64
odpowiadajgcej ustalonemu punktowi ée&ﬁ, ktéry zgodnie z warun-

kiem /2.1.38/ dany jest jako wypukZa kombinacja liniowa

ik P
(:j):: Z %id)i .3 Z )\1 = 1 3 7\j_> O) /202033/
131 i=1

: : . : +r
konieczne jest jeszcze wyznaczenie pewnego elementu ROGLFQm ’

dla ktorego speXniony jest warunek

F(Rry) =g - /2.2.34/

m+r

Rozwazmy punkt ﬁoezﬂq postaci
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P
Ry = D Ay Wy | /242435/
i=1

gdzie éi oznaczajg wierzchotki kostki K postaci /2.1.17/, na-
tomiast wspétczynniki )yi wziete sg z kombinacji liniowej
/2.2¢33/. Nietrudno sprawdzié, ze dla tak okreslonego elemen-

tu ﬁo speiniony jest warunek /2.2.34/. Jak nietrudno bowiem

zauwazy ¢

P P P
F(R)=FTO, Ag¥s)= 2 A3 T(0y)= D Aydy =3, /2.2.36/
i=1

L

Zauwazmy ponadto, ze punkt Ro nalezy do kostki k jako ze jest
wypukta kombinacjg liniowa jej wiemcholkdw ﬁi /i =1, eeey P/e
W przypadku gdy wszystkie wspdzczynniki 7\j sg wieksze od ze-
ra czyli gdy, zgodnie z Def. 6.2.8, punkt ﬁo,jest §cisle wy-
pukZg kombinacjg 1iniowq wierzchozkdw &i wéwczas, na mocy

Twe 642417, punkt ten nalezy do wnetrza kostki K. tzn.

)
hoe Int ( f{)’gdy )\i>0 J/i = 1, eeey p/. /2.2.37/

Powréémy w tym miejscu do rozpoczetego na str.36 przykradu.
Wyznéczenie klasy podobiefstwa odpowiadajacej ustalonemu pun-
ktowi é postaci /2.2.21/ wymaga w pierwszej kolejnoSci wyz-
naczenia bazy jadra odwzorowania liniowego J , ktére w-rozwa—

zanym przypadku dane jest macierzg

2 1
[‘ 30 "7, 1]. /2.2.38/

Postepujgc zgodnie 2z okreslong warunkiem /2.2.31/ =zasada,

otrzymujemy dwa wektory



/2e2e39/

Rozpinajgce dwuwymiarowe jgdro rozpatrywanego odwzorowaniaf? o
Punkt EOEE&QB,zgodnie ze wzorem /2.2.35/, bedzie postaci

1.20 - %(‘;"1 + oes + ‘;'8>) /2e2440/

co po uwzglednieniu postaci wierzchotkdéw /2.2.15/ daje

Rv = [2,25 J 1’5 ’ 0’833] . /2’2’41/

Tak wiec w rozpatrywanym przyktadzie rozmaitos$é liniowa H od-
powiadajaca punktowi /2.2.21/ bedzie translacjia jadra J , roz-
pietego na wektorach /2.2.39/, o element ﬁo postaci /2.2.41/

tzne

i = lin { b, b} + Ry /242.42/

Szukang klasg podobienstwa V jest}przedstawiony Na rySe 2e2e2e,
wielokat ABCDEF bedgcy, zgodnie z warunkiem /2.2.3/)przekrojem
dwuwymiarowej rozmaitosci liniowe] H i kostki K.

Rozwazany przykZad bedzie Jeszcze kilkakrotnie wykorzystany ja-
ko ilustracja prowadzonych w tym punkcie pracy rozwazan teore-
tycanyche

W przypadku ogélnym klasa podobienstwa v jest pewnym
wieloscianem wypuklym[:3Ljako ze mozna jg przedstawié w posta-
ci iloczynu skoficzonej ilosci péiprzestrzeni [3]. Oznacza to,
iz jest ona uwypukleniem pewnego skorczonego zbioru punktdw

/w rozwazanym przyktadzie sg to punkty A, B, C, D, E,F Jednakze



£3
N 273
E
F) | :
'RO
A - -
v K
B B
) :
N 1

Rys., 2.2.2., Przvkiadowe poloZenie klasy podobieNstwa v
w tréjwynierowej kostce rzeczywistej K .,

ze wzgledu na: fakt,ze w przypadku ogdlnym wyznaczenie punktdw,
ktérych uwypukleniem jest klasa V, stanowi ucigzliwe rachunko-
wo zadanie, podana zostanie metoda wyznaczania pewnego podzbio-

ruU rozwazanej klasy podobiefistwa Ve Z'warunkéw /2.2.3/ i

/2.2.6/ wynika, iz aby skonstruowaé klase V, nalezy przesunaé

jadro J o wektor Ro)a nastepnie wyznaczyé czesSé wspdlng powsta-
¥ej w ten sposéb rozmaitosci liniowe] H i kostki k. Zauwazmy,

ze ten sam efekt uzyskadé mozna przesuwajgc najpierw kostke K

o wektor -R_, znajdujac czes$¢ wspélng ¥ przesunietej kostki Ko

i jadra J i dokonujac nastepnie translacji zbioru Vo o wektor

Ro. Tak wiec
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T =knf=[k,nd]+ ho) /2.2.43/

gdzie KO jest kostkg K przesunietg o wektor -ﬁo tzne.

K =K-R /2.2444/

_

Vo

Rys.2.2.3. Translacja kostki K o wektor -R_ .

Tak wiec kolejnym etapem algorytmu staje sie wyznaczenie pew-
nego zbioru 130 stanowigcego podzbiér przesunietej o wektor

-ﬁo klasy podobienstwa



v, = Konj, /2.245/

Zgodnie z warunkami /2.2.33/ i /2.2.37/)punkt R, Jjako Scisle
wypukta kombinacja liniowa wierzchozkdw kostki K jest jej

punktem wewnetrznym. Oznacza to, ze 0 /poczgtek ukadu wspéZ-
rzednych przestrzeni G?m+r/ bedzie punktem wewnetrznym kostki

Ko, tzne.

oe1nt(k,), /2.2.46/

Oznaczmy przez ji jednowymiarowg podprzestrzen generowang

przez i-ty wektor bazy jagdra J postaci /2.2.31/, tzn.

J; = lin{bi} , /L= ey m/, 72247

Na mocy warunku /2.2.46/ kazda z podprzestrzeni :]i /i =1,
ceey m/,zgodnie z Twe 6.2.19,ma dwa punkty wspélné z brzegiem
kostki ko postaci

L L
Pi = "Cl bi y Ti < O ’/i = 1,.00, m/’ /2.2048/

P P P
Piz'ti bi,'l,‘i>oJ

gdzie wspdéXczynniki liczbowe r[iL,r[iP /i = 1, eeey m/ okred-
lone sg przez wzory /6/, /40/ w Tw. 6.2.19. Wyznaczajgc dla
kazdej z podprzestrzeni C]i /i =1, eeey m/ punkty PiL, PiP

otrzymamy 2m-elementowy zbidr punktdéw

{e,)F, 2%, ceey 2 s PmP}- /2.2.49/

Rozwazmy zbidr UL bedacy ich uwypukleniem tzn.
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: L P L P
UOI = ConV {P1 ’ P1 ) eeoey Pm . Pm }' /2.2.50/

Nietrudno uzasadnié, ze zbidr L%I jest podzbiorem zdefiniowa-
nego zaleznoscig /2.2.45/ zbioru VO. Zauwazmy bowiem, 2ze kazdy

L, PiP /i =1, eeey, m/ nalezy do jadra J /jest

z punktéw Py
elementem jednowymiarowej podprzestrzeni Ui zdefiniowane]
zaleznoscig /2.2.47//,0oraz do kostki ko /jest jej punktem
brzegowym/. Oznacza to, ze punkty PiL, PiP nalezg réwniez do

zbioru Vo stanowiacego czesé wspdélna jadra J i kostki ko tzne.

;0 BT € Vo =K NnT. /2.2.51/

Zgodnie z Twe 642+6. zbidr Vo jako przekréj dwdéch zbiordw
wypukXych /pore. warunek /2.2.45// jest rdéwniez zbiorem wypu-
k¥ym, zatem zgodnie z Twe 6.2.5 zawiera uwypuklenie kazdego

swojego podzbioru,co ostatecznie dowodzi, ze

. I . -
b-c ¥ . /2.2.52/

W rozwazanym przypadku ksztaXt i pozozenie skonstruowanego
wedXug zaeproponowanej metody zbioru t%I przedstawia ryse.
2e244.

Jak widaé wiec, zbiérfjg stanowié¢ moze niekiedy jedynie nie-
wielkg czesSé caZej klasy Vo. W celu uzyskania zbioru, ktdéry
stanowitby lepsze jej "przyblizenie" stosuje sie w proponowa-
nej metodzie dodatkowg operacje polegajgcg na powtdrnym wyzna-
czeniu punktéw /2.2.49/ dla nowej bazy jadra U1, PP b;. W
przypadku gdy dim(j ) = 1,tzn. gdy jadro J generowane jest

przez jeden tylko wektor b, klasa ﬁo jest rdéwniez jednowymia-



:

- i klasy pbdo-

Rys. 2.2.4. Vzajemne poloZenie zbioru U

bienstws VO w kostee K .

rowa i jak atwo zauwazy¢ zachodzi réwnosdé Ul - 60. Natomiast
gdy dim(ﬂ )>>1, wowczas nowa baze jadra 61, coey b; tworzymy

wediug zasady

b; = b1 + bm /202053/

1
b2=b2+bm

b = bm_1 + bm

| = - - -
bl = b, = bg =by = eee =b_,

.

Wyznaczajgc punkty /2.2.49/ dla obu baz b,, ..., b, oraz

| ‘
b1y esey by otrzymamy zbidr zozony z 4 m - punktodw
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L 1 P G L

S I SN JE P! P;P}) /2.2.54/

L . P
{20, 2.5, oo, P By

ktérego uwypuklenie

. L P L P 'L P 'L ‘P
U, = Conv FP Ny Byt s s Py Boty By Bty enes B s B

/242455/

s tanowl nadzbidr zbioru'061 i jest oczywiscie podzbiorem kla-

sy Vo, co oznacza, ze speiniona jest inkluzja

I ! .
Uo C Uoc LS. /2.2.56/

Wzajemne poZozenie zbiordw I]DI,IJO, VO W rozwazanym przykza-

dzie ilustruje rys. 2.2.5.

/\23 / Z 5
- P
B
bz\\ PP
Ba 4
o]
R N
b .
/2 \Z1
" 7
i
o .
V, Ko
RN TR
-/ P
Rys. 2.2.5. Wzajemne potozenie zbioru ﬁg : i% i klasy

pcdobienstwa VO w zbiorze ko .
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Zgodnie z warunkiem /2.2.437 1 /2.2.45/ zbiér'U postaci

Us fjo + ito /2.2.57/

bedzie,zgodnie z Twe 6.2.3,szukanym podzbiorem rozwazanej

klasy podobienstwa - speiniona wiec bedzie inkluzja
UucCvVvcCc K. /2.2.58/

Tak wigc,w celu wyznaczenia wtasciwego poXozenia zbiorutL
nalezy, zgodnie z warunkiem /2.2.58/, dokonaé translacji zbio-
ru I}o o wektor ho‘ Uwzgledniajgc zaleznosSci /2.2.56/ i
/2.2.58/ zbiér U mozna,zgodnie z Twe. 6210, przedstawié w

formie uwypuklenia zbioru 4 m punktdw

’ U: CODV{S1L, S1P, soey SmL, SmP, S|1L’ S;P, eecey S. L,S‘mP )

m
/2+2¢59/
ktére mozna przedstawié w postaci
SlL = PlL + ho SiP = PlP + ﬁo
/2.2¢60/
St-ombah,  S{P-pPak

Zbidér U bedgcy tramslacjg zbioru Ijo o wektor ﬁo jest wiec
uwypukleniem, przesunietych o wektor ﬁo’ punktdéw /2.2.54/.
Omawiang operacje przedstawia ryse. 2.2.6.

Upraszczajac oznaczenisa, rozwazany zbiérlj mozna przedstawid

w postaci uwypuklenia zbioru g-punkiodw

U‘ ConV{S-" ooo,Sq} s /q = 4 m/. /202061/



)
%

C
<
X

7%
7]
NV

%
\Y
w/

Rvs., 2.2,.6, Translacja kosiki ko o wekter R .

ktérych postac¢ mozna ustalié pordwnujac zaleznosci /2.2.59/

i /242.60/. |
@odnie z Def. 6.2.9. kazdy punkt R zbioru]j jest wiec wypukzg

kombinacjg liniowa wierzchozkéw S1, sae g Sq’ tzn. jest punk-

tem postaci

q
R= > ¥iSi : /2.2.62/

i=1

¥i =1, ¥3>0 ,/i=1.e, 9/ /[2.2.63/
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Zatem problem wyboru t-punktdéw w zbiorzelj sprowadzié mozna

do problemu ustalenia t-ciggdéw rzeczywistych liczb nieujemnych

110 =eer ¥1g

¢ 2.2.6

¥y10 eoos Sig L
dla ktérych speiniony jest warunek

q

Z in = 1 3 /j = 1, coey t/’ /2.2.65/

i=1
gwarantujacy, ze punkty postaci

q
Ryj = > ¥ij S ; /2.2.66/

j=1

sg elementami zbioru U .

Podobnie jak w przypadku zagadnienia planowania eksperymentu

w zbiorze [ , mozliwosci wyboru ciggdw /2.2.64/ jest nieskon-
czenie wiele i decyzje powinien podjac eksperymentatore. Ni-
niejsza praca zawiera pewng propozycje metody planowania

eksperymentu w zbiorze U . Szczegdty dotyczace proponowanej

zasady stanowig tresé punktu 3.2.



3. PLANOWANIE EKSPERYMENTU.

3.1 Planowanie eksperymentu w dziedzinie bezwymiarowych

parametréw procesu,.

Zgodnie z wnioskiem /2.1.21/ zbidr f’ jest obrazem, okre-
$lonej warunkiem /2.1.17/, kostki ¢ przez odwzorowanie linio-
wej?;&2m+{__>ﬂQr, ktérego macierz wystepuje w zaleznosci /2.149/
Zgodnie z Tw. 6.2.11 kostka K jest zbiorem sSrodkowosymetrycz-
nym /Def. 6.2.5/ o Srodku symetrii

p
\;l = ';— ?1 ;VJ p /p = 2m+r/. /30101/

‘Zatem zbidr F’, jako jej liniowy obraz, zgodnie z Tw. 6.2.4,

jest réwniez zbiorem sSrodkowosymetrycznym o Srodku symetrii

Q= F(w), /3e1.2/

Z powyzszych dwéch zaleznosSci wynika, ze
s P . ;P . .
IO CRIR S DFAC I DI N
j= j= j=1

co oznacza, iz punkt &, bedacy Srodkiem symetrii zbioru [’ 3

jest Srednig arytmetyczng
1 P
w= 5 Z1 wj 9 . /3.1-4/
J:

okreslonych zaleznosScia /2.1.35/, punktdw d)j 73 = Vyeangpls
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Jak wspomniano w punkcie. 2.1 jedng z mozliwych metod rozmiesz-
czenia punktdéw w zbiorze P, jest usytuowanie ich na przedsta-
wionych na rys. 3.1.%1. odcinkach /Def. 6.2.6/ Xaczacych Srodek

symetrii tego zbioru z jego wierzchozkami.
/\Cpr

kR

P,
7

Rys. 3.1.1. 0Odcinki 1gczgce érodek symetrii zbioru [
7z jego wierzchoXkanmi,

Do dyspozycji pozostaje p—odcinkéw[d)',d)j] , na ktédrych nalezy
rozmie$cié punkty 'gi /i = 1, eeey W/, W przypadku gdy w < 13
tzn. gdy zadana ilos$é punktdw éi nie przekracza ilosci odcin-
kéw[cb,cbj] , najproséciej jest usytuowaé punkty éi w Srodkach

wspomnianych odcinkdéw, co oznacza iz punkty te bedg postaci

1 = 1
gi:z ?wi'l- Ew y /i= 1, eeey W/. /3'105/

Proponowane rozmieszczenie przedstawia rys. 3.1.2.



N

/LP1 .

Rys. 3.1.,2. Przykladowy plan eksperymentu w zbiorze [
w przypadku w< P ,

Uwzgledniajgc wzdér /3.1.4/, zaleznosé /3.1.5/ mozna przedsta-

wié w postaci

b 1 - 1 N 1 1 . 1 . 1 .
gi = Ewi+000+ z'l')'wi_', + ? (1“" E‘)wi + 2’50&)1+1 Yoot Ewp.
/3e1e6/

Tak wiec, w przypadku w < p, wspbéxczynniki /2.1.50/, zgodnie

z zaleznos$cig /3.1.6/, bedg okreslone wzorem

~

%(1'{*%)7133 ) /1-1,000,W/

Ay =) VER I
1 .
L'é; y L #3 0 /3= Tyeeesp/,

Rozwazmy 2z kolei przypadek w > p /zadana ilos$é punktow éi jest
wieksza niz ilos¢é odcinkéw[cb,cbjbﬂ W tej sytuacji liczbe'w"

mozna przedstawié w postaci
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w="h.p + u 9 h, ue N ,u_<p, /3.1.8/

tak wiec w zbiorze [" nalezy rozmiescié punkty

g‘l’ "”gu’ éu+1' '"séu-o-hop . /34197

Dzielac kazdy z odcinkéw[(,b,(bj] na h+2 réwnych czes$ci tzn.
przyjmujac, ze punkty podziaiu bedg postaci

- L4 1 3
Dlj =‘£ig-Lwi + w » /j = 1’...’p/’

h+2 h+2
/ 1wl seens h+1/)

/3e1.10/

otrzymamy h.p+p punktéw - Dlj nalezacych do zbioru [ s Z CzEgo
po uwzglednieniu wartosci liczby "w'" okreslonej réwnoscig
/3.1.8/, nalezy odrzucié p-u punktdw.

Przyjmijmy zatem, 2é

Q1 =Dyt Bp-= Bypa-seey Gy = Dyy

Qu+1 ~ D21’ Qu+2 = D22’ e 8u+p = D2p /3.1.11/
Qusp+1 = D319 Quips2 =™ D329 20y Quuop = D3p

Qu+ (h=1)p+1 = Dh+1,1, Su+(h-1)p+2 = Dhs1,222°9 Qusnp=Ph+1,p.

Rozmieszczenie punktoéw é’i /i = 1, eeey, W/ w zbiorze rlzgodne

Zz powyzszg reguig przedstawia rys. 3.1.3.



. ‘gu»(h-l) +H Sush-)p2
4/(/ £ AV,

>P1

Rys. 3.1.3, Przvkladowy plan eksperymentu w zbiorze [ .
w przypadku w >p .

Ogélnie wiec, w przypadku gdy liczba'w okreslona jest rdéwnos-
cig /3.1.8/ wspéiczynniki Aij /i m 1) ceey W; J = 1, ooy p/

obliczy¢ mozna na podstawie wzordw

-
1+'ﬁ1—;€—2-)— ' j= i 1/331, ooo,p/
Ny =1 /3e1.12/
et e Lok e
P +

(1 B 2) iy 3 - t-u )
Aij = < 1
i-u-11.o .
i [p(£+29+ 7 & iu - [l-u;1]p’

/!j = 1’ see,y P ’ i= u"“‘, coeoy u+hp/’

gdzie symbol [x] oznacza czesSé catkowitag liczby x.



3.2 Planowanie eksperymentu w klasie podobiefistwa,

Zbidr C], zgodnie z definicyjng réwnoscig /2.2.61/, sta-
nowi uwypuklenie zbioru punktdw ij /3 = 1, eeey q/, tzn. moze

byé przedstawiony w postaci
U= Conv {51, . Sq} . /3e2.1/

Regue rozmieszczenia zadmnej ilosci realizacji'fii /i = 1500e,t/
w zbiorze U mozna okreslié w sposéb analogiczny do,opisanej w
punkcie 3.1, zasady rozmieszczania punktow 91 w zbiorze fv.
Istotna réznica miedzy dwoma rozwazanymi przypadkami polega na
tym, iz zbiér'U nie musi byé zbiorem Srodkowosymetrycznym. Aby
wiec punkty ki mozna byXo rozmieszczad na odcinkach Xgczgecych
wierzchozki Sj zbiora U z pewnym jego punktem wewnetrznym S ,
punkt ten powinien by¢é wybrany tak aby még? byé uwazany za pe-
wien geometryczny Srodek rozwazanego zbioru U'. Ckazuje sig,
ze roli tej nie moze w tym przypadku spezniaé $rednica arytme-
tyczna wierzchoXkdéw ij /3 = 1, eeey qf, ktéra w przypadku
zbioru f’pokrywaka sie z jego Srodkiem symetrii. Rozwazmy dla
ilustracji problemu, przedstawiony na ryse. 3.2.1,przykiad pew-
nego zbioru ¢k .

Jak widad Srednia arytmetyczna Q pozozona jest w poblizu sku-
piska wierzchozkéw. /w rozwazanym przykadzie tworzg je wierz-
choki Sy, 53, S4,f%h56.Kon1eczne wiec jest przedstawienie
punktu S w innej niz Srednis arytmetyczna, postaci. Rozwazmy

punkt S zdefiniowany réwnoscig



/N Sz
S
S, S3
S
Sy
N
/

Rys. 3.2.1, PoloZenie fredniej aryiretycznej punktéw ekstre-—
malnych Q w zbiorze posiadajacym skupisko

wierzchoxkdw .,

q
s= > (&§)s, /3.2.2/
j=1
gdzie
g
M=) 2. d(S4.Sy), /3.243/
iml =1
q
oy = 121 1(S52S4)

przy czym 4/ * ,°*/ jest metoyks euklidesowq[Zg]w przestrzeni
EQm+r. Z okreslen /3.2.3/ wynika, iz speiniony jest ukzad warun-

kéw
9%1- =- 0, /3 = 1y eeey 9/ /3e2.4/

oraz, ze zachodzi rdwnosdé



/3e2.5/

Mo
5
5

Zgodnie wigc z Def. 6.2.8 punkt S , okreslony réwnosciag /3.2.2/
jest wypukZzag kombinacjg liniowg punktéw Sj /] = 1y eeey q/e
Poniewaz M jest wartosScig niezalezng od indeksu "j" wiec war-
todéiag wyrézniajgcyg j-ty wspdiczynnik kOmbinacji /3.2.2/ jest
liczba CLJ, ktéra zgodnie z okresSleniem /3.2.3/, jest sumg
odlegosci wszystkich wierzchoxkdw Si /i =1, eeey g/ 0d usta-
lonego wierzchoizka Sj. Zauwazmy wiec, ze wieksze wartosci
wskaZnika OLj bedg przyporzadkowane punktom Sj lezgcym "na
uboczu", mniejsze zaé’punktom Sj lezgcym "w skupiskach".
Rozwazmy ponownie przykiad zbioru vk z rys. 3.2.1. Wartoéé M

obliczona wedXug wzoru /3.2.3/ réwna jest w tym przypadku

M > d(SysSy) = 13,34, /3.2.6/

natomiast wartosci poszczegdlngch wspélczynnikéw(2%-,j=19...,4/

wynosza
6 &
—JM— = > 4(S45Sy) = 0,36 ’O‘CI?T = D 4(Sys Sy)= 0,13
i=1 1=1
6 " 6
O52 =S 4(SpsSy)=013 - iz_‘; (S5 Sy) = 0.13
c -

48
Mo

o 6
=~ = ) 4S5, Sy)= 0,12

d(SG, Si). 0,13
i=1 -

[ R
I
-—
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Mozna wiec zauwazyé, Ze waga CX1/M przyporzadkowana punktowi

(Lqs lezgcemu "z dala" od skupiska" S,, 53. 54. SS’ jest zna-
cznie wigeksza niz wagi OCZ/M, OCB/M, 0Ly /My Oés/M przyporzadkowa-
ne punktom skupisko to tworzacym. Ostatecznie punkt S , ktéry
zgodnie z okresleniem /3.2.2/ jest w rozwazanym przypadku wy-

pukzg kombinacjg liniowg postaci

6
s= Y % g, /3.2.8/
i=1

jest punktem o wspdirzednych
S= (0,71 0,35) /342.9/

poXozonym w zbiorze 4 tak jak to przedstawia rys. 3.2.2.

/N
Sp
S5

N

nys. 3.2.2, PoXoZenie dredniej weZonej punkidéw ekstremal-
nyeh S w zbiorze z rys. 3.2.1.

Oczywiscie prowadzone tu rozwazania nie mogg by¢é traktowane
jako dowdd na "centralne" poozenie punktu S w zbiorze A -
stanowig one jedynie pewng prdébe uscislenia intuicji. Na kilku

kolejnych rysunkech przedstawiono poXozenie Sredniej arytmety-



1 Q
cznej Q = =

Q

2. S j oraz punktu S sy Wyznaczonego zgodnie z za-
i= .
sadg /3.2.2/, dla réznych postaci zbioru 4.

1
N
S
Rys. 3.2.3. Polozenie égrednich Q i S w zbiorze o pieciu
punktach ekstremalnych,
N
S
253
Sa
Q- \S5
S, 8 e
S
N
/7

Rys. 3.2.4. Polozenie $rednich Q 1 8 w zbiorze o siedmiu
punktach ekstremalnych,



[V}

A\

Rys. 3.2.5. Polozenie srednich Q 1 S w zbiorze o jedenastu
punktach ekstremalnych.

Sadzac na podstawie przedstawionych przyk*addw stwierdzid
mozna, iz nie ma podstaw do odrzucenia przypuszczenia o cemntral-
nym potozeniu w zbiorze o4 punktu S , wyznaczanego wedXug wzoru
[3e2e2/e

Pozostaje do rozwaZeﬂia problem rozmieszczenia punktdw po-
miarowych ﬁ1, ceey ﬁt w zbiorzet]. Jak wspomniano punkty te ko-
rzystnie bedzie rozmiescié na odcinkach *gczgcych punkt S,z wie-
rzchozkami Sj. Pomiedzy ilosScig realizacji "t" a liczbg wierz-

chozkdw "q" zachodzié musi jedna z dwdch ponizszych zaleznosci



o< g -
/302.10/

Rozwazmy przypadek pierwszy tzn. t < q. Zaktademy wiec, ze
zadana ilos$é punktdw pomiarowych "t" nie przekracza liczby
wierzchorkdw "q". W tej sytuacji najpresciej jest rozmiescié
punkty h1, ceey ét tak aby pokrywaty sie one ze Srodkami
wspomnianych odcinkéw [S, Si] /i = 1, eeey t/ - beda one wéw-
czas postaci

Ry = 5S; + %S Ji= 1y eeey t/ /3.2.11/

)

g L]
a ich rozmieszczenie w zbiorze U ilustruje ryse. 3.2.6.

Rys. 3.2.6, Przykladowy plan eksperymentu w klasie podo-
bienstwa w przypadku t<q.
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Przyjmujgc dla wspéiczynnikéw kombinacji liniowej /3.2.2/

oznaczenie

dj = g"‘% ’ /3 = 1y eeey q/ 13:2:12/

réwnos$é /3.2.11/ mozna zapisaé w postaci

1 1 1 1 1
R; = 5 01Sq#e0et 50 S + 5(1+0;)S 3+ 50141 S g pqteet 5045,

/[3e213/
Zatem wspéiczynniki /2.2.64/ beda, dla rozwazanego przypadku

t < q, okreslone przez wzory

1,0..,t/

( 3 (1+dy), 1=y, /i

Xij = 9 /3.2.14/
% Cfi ’ 1#] 3 43 Tyeessal

\

Rozwazmy drugg z mozliwosSci tzn. t > q - zadana ilosé
realizacji "t" przekracza liczbe wierzchozkdéw "q". W tej sy-

tuacji liczbe "t" mozna przedstawié w postaci

t=2.9+e , z, ec€ N, e <ag . /362157

Tak wiec w zbiorze U nalezy rozmiesScié punkty

Rys eees Bgs Reyqs eees Royoo /3.2.16/

Dzielgc kazdy z odcinkdw [S,Sj] [3. = 1y eees-q/ na z+2 réwnych

czesci tzne. przyjmujac, ze punkty podziaiu bedg postaci

Cpy = Hiesl S e e dechsal - {32077

2 J 2
2+ Z+ /1 = 1,0.-,Z/
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otrzymamy z .+« q + g punktdw le nalezacych do zbioru U', 2z cze-

go po uwzglednieniu okreslonej réwnoscig /3.2.15/ wartosci

liczby "t", nalezy odrzuci¢ q - e punktdw. Przyjmijmy zatem,
ze

Ry =Cyp» R

2 = 012, coeoy R ax 01e

e
Re+1 = C21, Re+2 = 022, ccey Re+q = Czq /3.2.18/
R€+q+1 = 031’ Re+q+2 ™ 032’ esey Re+2q = 03q
fet (z=1) a+1 = O241,1 Fes(2=1) qs2 = Cou1,2902 09 Reizq = Chun,q.

Rozmieszczenie punktdw hi /i =1, ceey t/ w zbiorze(} zgodne

z powyzszg regutg przedstawia ryse. 3.2.7e.

Rys. 3.2,7, Przykladowy plan eksperymentu w klasie podo-
biennstwa w przypadku t >q . '
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Mozna wykazadé, ze w tym przypadku wapdiczynniki /2.2.64/

okreslone bedg przez wzory

[ 24140,
—"—-E——l ’ J=1 ) /3 = 1y eeey a/
z+
/32.19/
813 = 5. v
= ’ j#i 3 /i = Ty eeey €/
L z+2

Xij é«

{[1-2_1]“‘ 2}3:3 _[:’L—e-1] .

| . s J#AL-e
z +

/j ’1’ eeey q ’ i=e+1, ceo ey e+ZQ/,

gdzie wielkosSci (Sj zdefiniowane sg wzorem /3.2.12/, natomiast

[ x] oznacza czesé catkowitg liczby x.
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4. NUMERYCZNA REALIZACJA ALGORYTMU

4.7. Schemat blokowy programu

Jednym z zagadnien zwiagzanych z praktycznym wykorzysta-
niem metod analizy wymiarowej jest problem opracowania odpo-
wiedniego algorytmu,umoZliwiajqcego przeprowadzenie koniecz-
nych obliczen przy pomocy maszyny cyfrowej. Wymaga to z kolei
stworzenia takiego systemu przetwarzania danych, ktépy umo z-
liwiaXtby wykonywanie operacji na wielkosciach wymiarowych
/1 m, 3 kg, 5 8/, ktére jako takie nie sa dla maszyny "zrozu-
miaze". Rozwigzanie tego problemu mozliwe staje sie dzieki
zastosowanig ktéregos ze znanych schematdéw analizy wymiarowej
[27,1411,(42]. Szczegélnie przydatny do tego celu okazuje sie
byé,wykorzystywany w niniejszej pracy, algebraiczny model ana-
lizy wymiarowej opracowany przez Se. Drobota [8]. Ze wzgledu na
szerokie zastosowanie analizy wymiarowe]j w praktyce badawczej
i technicznej - opisy jej algorytméw stanowia temat licznych
opracowan é zakresu teorii eksperymentu. Zagadnienieniom tym
poswiecone sg m. in. publikacje (121 ,[161,0181,[211,[301,[38],
(461

oW celu zapewnienia mozliwoSci praktycznego wykorzystania
proponowanego algorytmu planowania eksperymentu, opracowany
zostak odpow{;dni program, napisany w jezyku FORTRAN IV. Prog-
ram, ktérego strukture obrazuje zamieszczony w tym punkcie
schemat blokowy,uruchomionyii’przetestowany zostax na maszynie
cyfrowej R-32. Jeden z przykrzaddéw jego zastosowania przedsta-

wiony jest w punkcie 4.2



1« Wczytanie wartosci

L P

L

2. Obliczanie wartosci
7L 3P
jl’ 1

N

3. Generowanie wierzchotkdéw
W, kostki K

)

4. Wyznaczanie punktodw

Wy

A

5e¢ Obliczanie wspéirzednych
sro%ka symetrii ¢ zbio-

7. Obliczanie wspékczynni- 8. Oblicz

kOw

D’

kéw

anie wspdiczynni-

9. Obliczanie-wspdéirzednych
© punktdw 81

N

10. Wyznaczanie wektora
. przesuniecia Roi

J

11. Wyznaczanie wierzchox~
: kéw-pr;esgnigtej kostki

¢]

A

12. Wyznaczanie wektordw

bazy jadra b,,, ...,bm




Czy M=17

14, Wyznaczanie punktdw
ekstremalnych Pl’ Pi

15. Tworzenie drugleJ bazy
jadra b1, coey

m

J.

16. Wyznaczanie punktéw
ekstremalnych PL PL P P'

P

17« Przesuniecie punktdw

pl, pF, p'L, p'F

Iy ~1r 71 ? i
o wektor Ro

J

18. Wyznaczanie punktu
centralnego g

TAK

20. Obliczanie wspdiczynni-

kéw Xij

NIE

21« Obliczanie wspdiczyn-
nikdw Xij

22+ Wyznaczanie wspdirzed-
nych punktdéw pomiaro-

wych Rk

)

23. VWyznaczanie rzeczywis-
tych wartosci punktdéw

Rys Q3

L

24. Drukowanie wynikdw

Stop




Blok 1.

Weczytanie wartosci Z?.‘Z{ /1 = 1, e«eey 8/ oznaczajgcych

kofice przedziaiéw zmiennosSci /2.7.1/ wielkosci wejsciowych

Zl /l= 1’ es ey B/’

a4y /i =1, eeaym; J =1, eeey, r/ - wartodci wykZadnikdéw we

wzorze /2e1e5/e

i=1

Wartosci tych wykadnikéw eksperymentator powinien wyznaczyd

we wrasnym zakresie. Mozna do tego celu wykorzystaé gotowy
program, ktérego opis zawarty jest w pracy[16]l. W - ilo$é klas
podobieristwa, T - ilo$é realizacji w klasie, M - ilo$¢ zmiennych

wymiarowo niezaleznych, R - il0s$¢ zmiennych wymiarowo zaleznyche

Blok 2,

L P P

1 AT R 10 Bl POROR Y

Obliczenie wartosci %= = 1n 2

Blok 3,

Generowanie wierzchoxkéw /Def. 6.2.16/ kostki K. W pierw-
szej kolejnosci generowane sg wszystkie ciggi O,1 - kowe diu-
gosci m+r {Zij} /i = 1, eee, mr ] = 1, esey - ki 8 WspbZ-

rzedne wierzchotkéw wyznaczane sg wg zasady



. m+r
wij =< ’/1-1’000,2 /'

. g

Blok 4,

Wyznaczanie obrazdéw wierzchorkdw kostki K przez odwzoro-

wanie F , zgodnie z warunkami /2.1.19/ i /2.1.35/.

—311 cseoe - a1m 1 O eeoeo O wi1

&y = Fiy)= | | : Al aes s 255

-ar1 eece "'arm O O eoe 1 . Wi’m_*rj

Blok 5.

L]
Wyznaczenie Srodka symetrii ¢ zbioru [ zgodnie ze wzorem

/3e1e4/

-~ |

o 1 .

WIS D 2.0 o, /o=
i=1

Blok 6,

Blok decyzyjny = sprawdzanie czy zadana liczba klas podo-

bieristwa nie przekracza liczby wierzchoXkéw zbioru [’ .

Blok 7,

Obliczanie wspdXczynnikdw Aij wedtug wzoru /3.1.7/.

Blok 8,

Obliczanie wspdZczynnikdw Aij wed¥ug wzoru /3.1.12/.



Blok 9,

L]
Wyznaczanie punktodw Q; /i =1, eeey / zgodnie z zasadg

/2e1652/
P
y " r
81=Z, Ny &y, /p=2"

Blok 10.

Wyznaczanie wektora przesunigcia R_; postaci /2.2.35/
P
. _ oM+r
Ryg = 2. Mgy Wy 5 /P =2
=1

Blok 11,

Vyznaczanie wierzchotkdw przesunietej kostki ko =X =R

S
. L . JP .
K. = (2, ~ Roi1r 21 = Boial.

Blok 12.

Wyznaczanie wektoréw bazy jadra odwzorowania F zgodnie

z zasadag /2.2.31/

bi = (O, oo oy 1, ccey O, a1i, ®o ey 'ari>,/i = 1’ >0’y m/-

Blok 13,

Blok decyzyjny - sprawdzenie czy ilos$¢é wektordw bazy

jest réwna 1.



Blok 14,

Wyznaczenie punktdéw ekstremalnych zdefiniowanych zalez-

noscig /2.2.48/
1 L P P ;
Py =’ti bi ’ Pi =Ti bi ’ /i = ]y eeey m/.

Wspdzczynniki ’E?,’C? okreslone sg przez wzory /6/ i /40/
w Twe 6.2019.

Blok 15,

Utworzenie drugiej bazy zgodnie z zasadg /2.2.53/

|

Blok 16,

A, P P
P; =Ty by kg =1Ly by

s R o p 4 /i m/
1 |

Fg=ly by By =Ty By

WspdZczynniki ’t?,’tg identyczne jak w bloku 14.

Blaek 17,

Przesuniecie punktdéw ekstremalnych o wektor ﬁo wedZug

zasady /2.2.60/ tzn.



L : P_ P . : L AL P P
Sy =P +R,, Sy =P +R, Sy =P +R, S} =F] +R
Blok 18,

Wyznaczanie wspélrzeanych punktu zdefiniowanego wzorem

/3.2.2/

q
S= Z 63' Sj.
§=1

Blok 19,

Blok decyzyjny - sprawdzenie czy zadana ilos$é realizacji

w klasie nie przekracza liczby punktéw ekstremalnych zbioru

U

Conv {51’ seep Sq} - okresSlonego zaleznoscig /3.2.1/,

Blok 20,

Wyznaczanie wspéXczynnikdw Xij wg wzoru /3.2.14/.

Blok 21.

Wyznaczanie wspdiczynnikdw Xij wg wzoru /3.2.19/,

Blok 22,

Wyznaczanie punktéw pomiarowych Rk zgodnie z zasadg

/2.2466/

Rk = Zl ij S.j ’ /k = 1, seey t/.
Jn



Blok 23.

Wyznaczanie rzeczywistych wartosci wspéirzednych punktdéw

Ry Qi /X =1, eeey B34 =1, cou, w/ zgodnie z regula /2.2.27/
_ w(8)/r o k)L 2
R = EV(Ry), Qg = E(Gy),

Blok 24,

Drukowanie wynikdéw - rzeczywistych wspdéirzednych punktow

Rk ,/k=1, oo ey t/’ gi 3 /i=1, csey W/,

4.2, Przyk¥ad obliczen

W celu sprawdzenia poprawnosci dziazania programu wykona-
no przy jego uzyciu testowe planowanie eksperymentu, ktérego
celem byzo ustalenie zbioru zmiennych majgcych wpiyw na pred-
kosé opadania kuli w naczyniu cylindrycznym wypeinionym ciecz3e.
Przyjeto wstepnie, ze dla opisu rozwazanego zjawiska wystarczy

uwzglednié nastepujacy zbidr wielkosSci

r - promiefi kuli [cm] /4.2.1/
g - przyspieszenie zmieskie [cm/s?]
Q- gestosé materiazu, z ktdrego wykonana jest kula [g/cm3]
Qp — gestosé cieczy [g/cm3]
V -\lepkoéé cieczy [g/m s8] .



= T8 =

Nie uwzgledniono w pierwszym podejsciu promienia cylindra R
[cm], w ktérym opada kula. Wartosé tej zmiennej byta w trakcie
eksperymentu stata. Przyjeto, Ze baze wymiarowg stanowidé bedg
wielkosci @} — ﬁé.==9 ’ @5 = g, pozostate dwie wielkosci

o N X - . . . X

Z4 =53p’ 25 = R sg w‘teg sytuacji wymiarowo zalezne 1 zalez-

nosé ta, wyrazona w miarach liczbowych jest postaci

0 d 1
Z4 = (P1 Z1 22 Z3

3 1 [4.2.2/

2 2 1
LP2%1 ag” 4y |

un
|

Dla poszczegdlnych zmiennych przyjeto nastepujeace przedzialy

zmiennosci

z, € [6,01., 0,1]° /4.2.3/

K

2265[ 965 . 995] (dopuszczalny przedziak biedu pomiary
el 1, 1,8]
el[1,5 o 6 1]

el 1 . 4],

Zadana ilos$é klas podobierstwa byta rdwna W = 9, zadana ilosé
realizacji w klasie wynosiza T = 10. W wyniku planowania otrzy-

mano nastepujacy zbidr realizacji rozwazanego procesu.
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KOLEJNYCH PARAMETROW NIEBAZOWYCH

KLASA PCDOBIENSTWA uR  T= 1 :
WARTOSCI NIEZMIENNIKOW PONDOBIENSTWA DLA
NR PARAMETRU WARTOSC NTEZMIENNIKA
1 -0,605090
2 , . =4 ,131853

WYGENEROWANE
NP, RERLTIZACJI

REALIZACJE
WARTOSC1

PARAMETROW WG

1 0,0809644 .4 78065
2 0.,06071438 2,6021154
3 D,.0607148 2.,2478065
4 0.074L7486 2,7673702
5 0.,0607148 2.0624860
6 0.0616515 2.cb738065
7 0,05460907 2,2478065
33 0.Ch07148 2.088574¢4
g 0,0607148 2,2678065
10 0.,0566489 2,0972767

Tab, 4.2.1. Zbidér realizacji

KOLEJNOSCIZANDANEY

971,1137695
971,1137695
086,0961914
979,1137695
G86,0961914%
286,0961914
971,1137695
971,1137695
066,1726074
971,1137695

R,.

1.2273607
1.5300276
1,2273607
1.511056%
12462959
1.22736407
1,22?735607
1'1404152

T 1.2273607

1,16514674

NA POCZATKY /

0,0259056
0.,0209711
0.,0169519
0,0282922
0.017213°%
0,0173457
0,0141461
0.015631¢
0.016779R
0.0141461

§E§;8<?§”3?ES§§Eﬁ51¥5u ZENOEIEV\TNA ODLA KOLEJUNYCH PARA ROW NIEBAZC '
S { N N S o LEJNYCH PARAMETROU NIERBAZOWYCH
R PARAMETRU WARTOSC NIEZMIENNIKA

1 -1,298237

2 -3,098063

WYGENERCWANE REALIZACJUE

NR.REALIZACUI WARTOSCI PARA
1 00276548
2 0.,0195549
2 0,0195549
4 0.0232549
5 0.019554°9
6 6.0198566
7 0,017621¢4
8 0.0195549
9 0,0195549 -
10 0.0182454

METROW W6
4&,3841505
5.2936707
L, T861505
52136707
4 ,4L597699
4,3841505

L,38615(5

4,735826"7

L ,3641505

4,095055¢61

KOLEJNOSCIZANANEY

9714,10646453
971,1064453
cac,oaSSa?é
971,1064453
©&6,NBEBLT2
986 ,0888672
S71,1054453
271,1064453
2066 ,1652832

271,1064453

Tab. 4,2,2, Zbidér realizacji J{a.

1.196629°
1.4233999
1,19693§q
1.4233999
1.2153769
1,1969299
121969299
141121407
1,19692%9

1011677456

WA POCZATKuU/

0.028359%
0.0200°35
0,0169924
0.0260067?
0.0172564¢6
0.,0173872
0,016179¢
0.015668%
0,01¢68199
6.0161799



NR PARAMETR
1
2

WYGCFNEROWANT REALIZACJE

NR,2EALIZACJI WARTNSCI P

1 0,0806592
2 0,060485¢°
3 0,0606859
A 0,071930¢
5 0.0604859
6 0.0614191
7 0,0538847
8 0.06C04859
e 0,0604859
10 0.05664353

-1,298237
-4 ,825001

ARAMETRON WG
a.ubcséﬁé
5.,2402554
L,u0b5046
5,240¢55¢4
GL,LT7L489)
b, 40065046
L, 6065046
L,0943527
L,4065046
L,1114130

LU WARTOSC NIEZMIENNIKA

érPSTuA 2 > :
~ZMTENNTIKOW POPOBIENSTWA LA KOLFYNYCH PARAMETROV NYEBAZOWYCH

KOLEJNOSCIZANANEY NA POCZATKY/

971,0081445
G71,0981445
G86,0803223
971,0981445
986,0803223
086,n803?23
©71,0981445
971.0984445
€66,1579590

971.0981445

Tab, 4.2.3. Zbidér realizacji 123,

KLASA PCDOBIENSTWA !
WARTOSCT NIEZMI
NP DPARAVETRUYU WART
1
2

WYGFEFNEROWANE REALTIZACJUE

NR,REALIZACJI WARTOSCYI P

1 0,0276538
2 0.,0195542
3 0.,0195542
A C,026070L0
s 0.0195562
6 0,01565432
7 0,01764208
8 0,0195542
4 0,0195542
10 0.0182447

Tab, 4.2.4. Zbiér realizacji

0ScC
-0,605090
-2.415120

ARAMETROW

2,2332838

NIEZMIENNIKA

WG KOLEJNCSCIZANDANEY

983,2699406

088, 3691406

993 ,4274902_
983,3691405

293 ,L274502

993 ,427L902

P88 ,3691405

988,2691406

973,3566365

C88

3699406

1,20203364
1.4306574
1,20303364
1,4306574
1¢2215939
1.2030334
1.2030334
1.1178112
1.2030334
112245689

1,2194328
1,5201454
1.2194328
1:.5012970
1,2256737
1,21946328
1,2194328
1.1330500
1.2164328
1,1377707

0,0252485
0.0194987
0.,0165219
0.0252861
0,0167768
0.016905¢%
0.,0137673
0.0152345
0,0163564?
0.0137873

i iR 1= U
ENNIKOW PODORIENSTWA nLA KOLEJNYCH PARAMETPOW NTEBAZOWYCH

NA POCZATKU/

0.,0288511
0.0213854
0.0171989°
0.0288511
nN.017286°
0.,0173311
0D.01464256
0.06159398
0,017024°2
0.0144L25¢



cA PODOBIENST
S

':kgTOSCI NI
NP O PARANETRU
1
2

WAYGENFRCOWANE

NPLREALIZACUL

1

n)

[«

10

WA HNR
NNTKOU

WARTOSC

REALIZACJE

WARTOSCI
0.,0810014
0,0607426
0,0607426
0,0767822
0.0007626
0,0610535
0.0541155
0.0607626
0,0607426
0.0566748

-0,605050

L162058

PARAMETROW U6

2.7679262
2.5022757
279382
2,7675314
2.2596414
2.,06479362
2.,2679362
2,088804L6
2.2L79362

2,0973969

NIEZMIENNIKA

KOLEJNOSCIZADANEY

98B ,374L7559
988 ,27L7559
©G3,4L3334%6
Q&8 ,3747559
©93,43334096
63 ,4333490
G88,3747559
Q&8 ,3747559
973,3613281
2E8,3747559

Tab. 4.2.5. Zbiér realizacji I25.

WYGENEROWANE

NR,REALTIZACUI

1
2

3
4

o0

10

WA iR I=

“NNTIKOW PONDO
WARTOSC
298237

NIEZMIENNIKA

-3,10&8268

REALIZACJE

WARTOSCI
0.02767¢3
0.0195659
0.01956%9
0,0232679
0,0195659
0.0196660
0.01746312
0.,0195650
0.0195650
0.0182556

PARAMETROW Wg

L,38L0666
5,2435795
L,FRLOEGGL
2y 2735745
ELLO6504L6
L,2840606
L, ZELQGLS
6,0735054
b,3860€66
L, 09047709

KOLEJNOSCIZANANEY

GEE , 3869629
988,3869629
©93,4L55566
288,386%629
9¢3 , 44655566
293 ,44L55566
88 ,3869629
083 ,3869629
Q73 ,3742675H
988 ,386962%9

Tab.4,2.6., Zbiér realizacji IQG.

1

-

y 2276313
¢ 5301159
22764213
» 5111437
W 2337132
\ 2274313
22743213
1606210
22747213
1452332

1969070
J4233732
01969070

'\ . 4233732

2030334
V1969070
W 1969070
11121197
1969070

1167536

= 5 ‘
BonoexkuaTuA LA KOLEJNYCH PARAMETROW NJEBAZOWYCH

NMA POCZATKLY/

0.0258687
0.,0209575
0,0168547
0.0282737
0.,016%40°9
0.,0169E47
0.0141369
0,0156208
0.0166835
0,014136¢%

I3
R1ENSTWA DLA KOLEJNYCH PARAMETROW NIEBAZOWYCH

NA POCZATKL/

0,0283437
0,0200421
0,0168964
N,0259°915
0,0169829
0,0170263R
0,014171°
040156595
N.0167248
0.0161719

&
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KLASA PODOBIENSTWA MR 1= 7
WARTOSCT NIFZMIENNIKOW POPDORIFNSTWA HLA KOLEJNYCH PARAMETROW NIEBAZOWYCH
NP PARAMETRU WARTOSC NIEZMIENNTKA

1 -1,298¢237

2 -4 835206

WYGENERCWANE REALIZACJE

NR,REALIZACY! WARTOSC] PARAMETROW WG KOLEJNOSCIZADAMEY NA POCZATKU/

1 0,0807146 G, L069%67 988 ,3916016 1.2031679 0.0252425
2 0,0605275 5,26408400 9288,3916016 1,4308176° 0.,0194936
3 0,0605275 L,L069947 ¢93 ,4L504395 1.2031679 0,01643b60
4 0,0719799 5,7408400 968,2916016 1.4308176 0,0252€01
5 0,0605275  4,6295521 993 4504395  1,2093258  0,0165181
4 0.,0608373 L,L069967 993 4504395 1,2031679 0,0165603
7 0.0539239 G, 069967 288 ,3916010 1.203156709 0.0137840
£ 0.0605275 4,0948105 968,3916016 1.1179361 0,0152309
9. 0.,6605275 L,4069967 973,37819733 1,2031679 N 0162671
10 0.0564742  6,1118727 Q88 ,2916015 1.122523°9 0.,0137840

Tab, 4.2.7. Zbidér realizacji JQ7,

RLASA PUDOBIENSTWA ‘R 1= 5
WERTOSCT NIFZMIENNIKOW POROBIENSTWA LA KOLEJNYCH PARAMETROW NIEBAZOWYCH
NR PARAMETRY WARTOSC NIEZMIENNIKA

1 "0,311197

X -2,404815

WYGENEROWANE REALIZACJE

Tab, 4.2.8. Zbiér realizacji Rs-

NR,PEARLIZACJ1I WARTOSCI PARAMETROW UG KOLEJNOSCIZADAMEY NA POCZATKU/
1 0.0278453 2.0867231 971,0971689 1,5286751 0,0272761
2 0,0196896 2,2458200 971,0971680 1.6452208 0,0174550
3 0.,0196896 2.,0867281 986,0793457 1.5286751 0.,0163431
L 0.0211997 2,2458200 °71,0971680 1,64522n8 0,0194887
5 0,0196596 2.1189222 986,0793457 1+5522594 0,016595%3
6 0.0199934 2,0867281 286,0793457 1,5286751 0,0167228
7 0.0175414 2.,0867281 971,0971680 1,5286751 0.0136381
8 0+0196896 1.7547255 ¢71.o97i680 1,2854595 0,0136381
¢ 0.0196896 2.0867221 966,1569824 1.,52R6751 0.0161772
10 0.0183710 1.9469852 971,0°97108¢ 1,626303% 0,013638"



KLASA PODOBT

WARTOSCT NIE

NR PARAMETRU
1

2

E v
M

S
b

TWA NR I=
ENNIKOW POpOBIENSTWA

WARTOSC

WYGENFRCWANE REALTZACJE

NR,PEALIZACY
1

: o A ~)

w

10

Tab., 4.2.9. Zbidér realizacji Jlg.

I

WARTOSCT

0.0805006
0,0603670
0.06603670
0,0669604
0.0603670
0,00612984
0,05378¢09
0.0603¢670
0.C603670

6.,0563244

- 83

Q

~0,311197
-4,131853

—

nLA

PARAMETROW UG

2.062772°
2.0415605
2,0827789
242415695
21149120
2.0827729
2,0827789
1.7514048
2.0:8277¢8&9
1,94330¢2

KOLEUNYCH

NIEZMIENNTKA

KOLEJNOSCIZANANEY

971.,1037598
971,1037598
086,0859375
©71,1037598
286 ,0859375
986,0859375
©71,1037598
971,1037598
566,1625977
9?71,1037598

PARAMETROUY

1.5257816
1.6421070
1.5257216
1.6621070
1,5693221
1.5257816
1,5257316
1,2830267
1.,5257316

1.62360460

NTFBAZOWYCH

NA POCZATKU/

0.0237976
0.0166320
0.0155725
0.0185698%8
0.015812¢2
0,0159343
0.0129950
0,0129950
0,0154144
0.0129950

Wartosci wielkosci wyjsSciowej V odpowiadajgce poszczegdlnym

realizacjom obliczono na podstawie wzoru

opisujgcego rozwazane

2 =" &(g

-q 92

g 9l (1+2,

4 §_)

/4e2e4/

zjawisko w przypadku Re << 1 tzne. w przy-

padku dostatecznie matej predkosci poczatkowej kuli VO[45].

lla podstawie przedstawionych w pracy [46]wynikdw testu komplet-

nosci dla rozpatrywanego zbioru zmiennych r, g,Q ’8Iﬁn, stwier-

dzono, iz.w zbiorze tym brakuje pewnych istotnych dla przebiegu

badanego zjawiska wielkosSci. Po powtdrnym zaplanowaniu ekspery-



mentu z uwzglednieniem zmienne]j ﬁ% = R /promien cylindra [cm]/,
i przeprowadzeniu weryfikacji kompletnosci zbioru zmiennych
rs £5Q '8¥”rz’ R,stwierdzono, iz rozpatrywany uk*ad wielkosci

wejsciowych w zadowalajgcy sposéb charakteryzuje badany proces.



5. UWAGI KONCOWE

5¢1e Podsumowanie

Niniejsza praca zawiera propozycje algorytmu planowania
eksperymentu pod kgtem kompletowania zbioru zmiennych istotnych,
charakteryzujgcych wybrany proces wymiarowy[23],[46]. Dla tego
celu przydatne okazazo sie opracowanie metody doboru wartosci
liczbowych poszczegdlnych zmiennych wejsSciowych ﬁ}, coey ﬁg,
gwarantujgcej mozliwosS¢ rozbicia wytypowanego zbioru realizacji
3§pa rozzgczne podzbiory realizacji podobnych 311, ...,}Qw.

Rozwigzania problemu poszukiwano przyvzalozeniu, ze miary
liczbowe rozpatrywanych zmiennych wejéciowych podlegajg ograni-

czeniom
Zi’ gzlg Zf /1‘1, eeey S/ /5.101/

co réwnowazne jest warunkowi, Ze punkty pomiarowe /Def. 6.7.10/
R = <Z1, coey Zs) tworzg s- wymiarowag kostke rzeczywista

/Def- 6.2015/

S
k= X [27, 23], /5e1.2/
1=1

Etap pierwszy /punkt 2.1/ poswiecony jest opracowaniu metody
planowania eksperymentu w obszarze r7stanowiacym zbidr wszyst-
kich uktaddéw niezmiennikdéw podobienstwa Sg:GP1, ...,(Pr), kté-

rych wspdéirzedne okreslone sg zaleznosScig

@, = | s A3 % T3 wweq B [51.3]
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gdzie Zi f1 ;. anmy m/_oznaczajq miary liczbowe zmiennych wy-
miarowo niezaleznych @; /i =1, eeey, m/ wybranych ze zbioru w
wszystkich rozpatrywanych wielkosci @}, coey ﬁ;, natomiast
Zm+j /3 = 1y eeey r /L + r = 5/ oznaczajg miary liczbowe pozo-
stat*ych zmiennych. Okreslenie pomocniczego odwzorowania

/WZ[Rm+r—9[Rr/
W(Zv coes Zg) =(Pyy eees Pr), /5.144/

przyporzadkowujacego punktowi pomiarowemu R = (Z1, coey Zs)
odpowiadajacy mu cigg niezmiennikéw podobierstwa 53=6P1’ §neq :l
ktérych wartosé okreslana jest na podstawie wzoru /5.1.3/, poz-
woliXo na ustalenie zaleznosSci, pomiedzy kostkag K a zbiorenm |’

postaci
P""LP-(K)_ 1515/

Po dokonaniu transformacji zmiennych /Def. 6.2.18/

Zy = 1n 24,
. /5.1.6/
Py = 0Py,

zbiory X i [’ przeksztaicone zostajg wzbiory k’ilﬁ zwigzane za-

leznoscia

"= F (k) /5.1.7/

]

gdzie F jest odwzorowaniem liniowym o macierzy

‘811 o-o—a1m1O.ooQ

/5¢1.8/

cee = 8. 00 eee 1

= 8p rm



Zgodnie z Twe 6.2.18 zbidr K stanowi s-wymiarowg kostke rzeczy-

wistg postaci

8
k=Y 187, 2], 20 =1n2y, I3 =1nz}, /5.1.9/
i=1

natomiast 2zbidr r7jako jej liniowy obraz, zgodnie z Twe 6.2.9,

moze byé przedstawiony w postaci uwypuklenia

"= Conv{y, ceusio}, /541.10/
gdzie punkty d)i /i =1, eee, P/ Wyznaczone sg przez zaleznosd¢
W . =37(Wi> y /i = 1, ceey p y p = 2m+;/ /5.1011/

gdzie ﬁi,/i = 1, eee, p/ oOzZnaczaja wierzchoxki kostki K, ktérych

zgodnie z Twe 6.2.13 jest ona uwypukleniem tzn.
k = Conv {W1, ceey ﬁp}. /5.1012/

Planowanie eksperymentu w zbiorze [ /punkt 3.1/ sprowadzone
zostaXo do problemu ustalenia zadanej liczby w - ciggdw wspdi-

czynnikdéw

}\11’ ..l’ ./\1p

/561.13/
A

’ ooo,A

wl wp

speiniajgcych warunki

P
N =05 57 gy = T /i =1, eeey W/, [5.1.14/
k=1
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gwarantujace ze punkty §1, eesy Q, poOstaci

P |
8 = > ANijo5 /1=, ooy W/, /5¢1.15/
J=1 2 ,

sg punktami nalezgcymi do zbioru [" /por. Def. 6.2.9/. Okreslony
w pracy sposéb doboru wspdiczynnikdw /5.1.13/ zapewnia usytuo-
wanie punktéw égi /i =1, «ee, W/ na odcinkach Xgczgcych Srodek
symetrii zbioru F /Defe 6.2.5/ z jego wierzchoikami d)k ,

/k = 1, eeey, D/e Wspbiczynniki Aij okresSlone sg przez wzory

-

1+—1—‘-E-,/3=1,j=1,...,p/
p(h+2>
Aij = 4 /5.1.16/
1 |
J.#‘I i'=1 ees u
p(h+2)’/ ’ » eees u/

ij

/j=1,ooo,p; i=u+1,...,u+h~P/)

przy zaXozeniu ze liczbe W /ilosSé klas podobienstwa/ moina

przedstawié w postaci

W=h‘p+u, /b, UEN, u << P .p=2m+r/ /5.1.17/



Etap drugi /punkt 2.2/ poswiecony jest opracowaniu konstru-
kcji klasy podobienstwa V Cc K odpowiadajacej ustaleniu punktowi
:Q,E f’postaci

o P
Q=) Aj0y5 , A3ZO0 D Ay =1, /5:1.18/
J=1 J=1

Wykazano, ze klase podobienstwa V mozna przedstawié¢ w postaci

V=Hnk, /5.1.19/

gdzie rozmaito$é liniowa H /Def. 6.2.3/ stanowi translacje

jadra J odwzorowania liniowegoﬁ?/bef. 6e2.2/ 0 wektor

P
ﬁO = Z Ak Wk /5.{.'20/
k=1

co oznacza, Ze moze byé ona przedstawiona w postaci

H=J] +R_. /5¢1.21/

Wykazano, ze w celu wyznaczenia pewnego podzbioru U rozwazanej

klasy podobienstwa v wystarczy dokonad translacji /Def. 6.2.4/
kostki % o wektor - ﬁo i dla tek otrzymanej kostki ko wyznaczyé
punkty przebieia ij brzegu przez wektory bazy jadra b1, cecey bm
i rozwazyé zbidr bedacy ich uwypukleniem. Wspomniane punkty
mozna przedstawié w postaci /Tw. 6.2.19/

L L P P .
Pi =T° b, Pi =Ti bi,/l = 1, ceeey m/. /501022/



gdzie liczby rzeczywiste'C%,'Ef spextniajg warunek

TI<0<Tj, /541.23/

a okreslone 8§ przez wzory

P L L
L Z317R541 ZixRoik  Zix+1"RoiK41 Z,jk+1"Rojl
i = max — y ecey T . ’ D gecey 13
1d ij h & ij
1 k k+1 k+1
/5¢1s24/
L L P P
2. =R _. Z-, =R . L -R_. YA -R
; oj1 k k k+1 “ojk+1 k+1 k+1
Ti = ming-llp0d0 L, dpelk, eooderl, il
id, 13y e R ijk+1
/
gdzie {31, A jé} jest taka permutacja zbioru liczb {1, ..., é%
ze
bij1’ LY bijk < O /5.1.25/
b, . eeey D, > 0
yper? 7777 g
. - eoece b = O
b13k+1, ’ ijs ,

przy czym bi1’ ceey bis oznaczajg wspéirzedne i-tego wektora
bazy jadra J . Rozwazany podzbiérl] klasy poddbieﬁstwa v przed-

stawié_mozna w formie translacji zbioru U

U:"Uo +RO P /501026/

ktéry stanowi uwypuklenie, okreslonych zaleznosScia /5.1.22/,

 pL_ pP L
punktéw P7s Pyy eee, Pl PL tzn,
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Uy = Conv {P%, P

i e /5.1.27/

’ L LN ] Pm, Pm

Z zaleznosci /5.1.26/ i /5.1.27/, na mocy Tw. 6.2.10,wynika, ze

zbiér U mozna przedstawié w postaci

U: Conv {S:!‘J’ Sf 9 eocey SIII;, Si} ; /5.1.28/

gdzie punkty fS%,SSf wyznacza sie na podstawie zaleznosci
=z P, + h 3 /i = 1, ceeoey m/ /501029/
P >
Si = P. + R

L]
Po uproszczeniu oznaczend zbidr U mozna ostatecznie przedstawid

w postaci uwypuklenia zbioru g - punktdw
U: COHV{S.}, eeey Sq} ,/q = 2m/. /5.1.30/

Problem planowania eksperymentu w klasie podobienstwa Vv /punkt
3.2/ sprowadzony zostakx do problemu ustalenia t-ciggdw wspdi-

czynnikdw

X11, cecey X1q /501031/

Ft1s oo th

s petniajgcych warunki

q
1320 D Yig =1 s /1= eees ¥/, /5.0.32/
j=1



gwarantujgce, ze punkty postaci

q ‘
Ri = Z Xijs,j ) /i = 1, coey t/ /5.1033/
j=1
s g punktami wewnetrznymi klasy Ve Proponowany w pracy sposcéb

doboru wspéZczynnikow Xij zapewnia usytuowanie punktdw ﬁi na
odcinkach Zgczacych wierzchozki 31, seey Sqlzbiorulj z pewnym

jego punktem wewngtrznym S postaci

S= > = S; /5.1.34/

gdzie wielkosci Oéj okreslone sg wzorem

q
d/j =AZ d(S.j’ Si) ’/j = ‘], esey Q/} /5.1.35/
i=1
natomiast warto$c¢ M obliczana jest zgodnie z zasadg

q q
M= > S d (si, sj). /5¢1436/
i=1 j=1

Wspomniane wspé3czynniki /5.1.31/ okreslone sg przez wzory

,

z+1 + 5&
e ——— Y /j=i)j=1’°°°9Q/
zZ+2

Xij =T

/51.37/




§1573

ﬂé—gul]: i} éﬁ 5 A - e - [1-2-1] a/

/j=1,o..,'q, i=e+1,oo.’e+Z'Q/

przy zaXozeniu, 2ze liczbe t /ilos$¢é realizacji w jednej klasie/

mozua przedstawié w postaci

t=2.q+e, /z,eclN, e<q/, /5.1.38/

Zastosowanie proponowanego planu eksperymentu gwarantuje, ze

wytypowany zbidr realizacji

J‘QS.{I‘H, S fzv) L /vo=wet/ /5.1.39/

mozna przedstawié¢ w postaci sumy w-rozigcznych podzbiordw
w
R=UJ) Ry , /5.1440/
i=1

z ktérych kazdy zawiera t-realizacji

‘Ri = {é(i—1)t+1’ ccey i{it} )/i = 1,oco,W/, /501041/-

dla ktérych speiniona jest zaleznosé

?(é(i“”t*“): eee =?(ﬁit)= éi 3/i = 1yeeesW/ /5e1442/



réwnowazna warunkowi

T(jQi) =gi ) /i = 1’ SiS:0y w/, /501043/

Dokonujac transformacji odwrotnej do transformacji /5.1.6/,

czyli zgodnie z Def. 6.2.18, przyjmujgc

= exp le , /L=y eaey 8/, /5¢1.44/

(e
I

exp P

[t}

(_Pj 9 /j = 1, ceeey 1‘/.,
otrzymujemy zbiér realizacji
R= {R;y «ees R, /5+1.45/

ktéry mozna przedstawié w postaci sumy w-rozxgcznych podzbiordw

W
i=1

z ktérych kazdy zawiera t-realizacji podobnych

Ri = {R(i-1)t+1 ) eees Byl /5¢1+47/
tzn. realizacji, dla ktérych spekniony jest warunek
W(R (1-1) t41)= =00 =W (Rig)=Qs s /1= 1o eey w//5.7.48/
ktéry mozna tez wyrazidé w postaci rdéwnowaznej

W(R1) = 81 s/i=1y 005w/, /5.1.49/

gdzie W oznacza odwzorowanie zdefiniowane wzorem /5.1.4/.



Na ryse. 5.1.1. przedstawiono w uproszczony sposéb zasadnicze

idee proponowanego algorytmu planowania eksperymentu,

LS ZS

= A\(PP g
'Lp u
N —
Tl )
NE S
Red R 8
R, ut
K 84 guﬂ. l_’
e >
s es lﬁ‘ TEI‘
12s fe TP,
F N u
i | ;
Rev A 2 SU"‘ . “S.U"’Z %
R K Ul S I
s P

Rys. 5.1.2. Plan eksperymentu w "zlogarytmowanych" i wyjécio-
wych obszarach zmiennogci parametr4w procesu .

5.2« Wnioski

Materiat doswiadczalny zebrany w trakcie eksperymentu prze-
prowadzonego wedtug zaproponowanego w niniejszej pracy planu
moze byé wykorzystany w etapie badania kompletnos$ci zbioru
zmiennych wejsciowych charakteryzujgcych rozwazany proces wymia-
rowy. W tym celu, zgodnie z koncepcja przedstawiong w punkcie
1e2eynalezy sprawdzié czy dla realizacji R(j-1)t+1’ ...; R

Jt
wchodzagcych w sktad okreslonego definicyjna réwnoscig /1.3.12/
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podzbioru JQj/j = 1, eeey W/, 8petniony jest warunek

Zok zol

m = m ,/k,l = (3-1) t+1’..0'jt/, /5.2.1/
a, . a

‘ ‘ 7 ki | l 7. 1i

. ik il

1=1 i=1

gdzie Z_,, 2, oznaczaja miary liczbowe wielkosSci wyjSciowe] ﬁ;
odpowiadajqce realizacjom Rk, Rl. W przypadku gdy w poszczegdl-
nych podzﬁiorach.lzj /3 = 1, eeey, W/ réwnosé ta nie jest speiz-
niona - hipoteze o kompletnosci zbioru zmiennych'ﬁ}, ppge i;
nalezy odrzucidé. W przypadku przeciwnym, tzne. gdy warunek
/5.2.1/ jest dla wszystkich grup realizacji podobnych speinio-
ny, stwierdzié mozna, iz podstaw do odrzucenia hipotezy o kom-
pletnosci uwzglednianego zbioru czynnikdéw nie ma. Podkreslié
jednak nalezy, iz rozumowanie to jest siuszne jedynie w przypad-
ku gdy stosowane w trakcie eksperymentu metody diagnostyczne
wolne sg od bieddw pomiarowych oraz przy zaXozeniu cazkowitej
izolacji badanego obiektu od wpZzywu otoczenia. Praktyka badaw=-
cza dowodzi, ze warumnki takie sg niemozliwe do osiggniecia -na
ogdt pomiar obarczony Jjest pewnym biedem, a obiekt podlega od-
dziazywaniu pewnych czynnikéw niekontrolowanych , tzwe. zakioécen.
Mozliwe jest wiec, iz nawet gdy w badaniach uwzglednione zosta-
2y wszystkie czynniki majgce istotny wpiyw ne przebieg procesu,
warunek /5.2.1/, z uwagi na wspomniane Xosowe zaburzenia, nie
bedzie dla realizacji podobnych speXniony. Weryfikacja warunku
kompletnosci zbioru zmiennych ﬁ}, P f; wyrazonego réwnoscig
/5.2.1/, powinna by¢é wiec dokonana przy uzyciu metod statysty-

cznych, pozwalajgcych na oddzielenie stochastycznego szumu od



wtasciwej informacji. Zagadnieniom tym pos$wiecona jest praca
[46]e Opracowana przez jej autora metoda kompletowania zbioru
zmiennych wejsciowych, oparta na pojeciu statystycznych miar
kompletnosci i istotnosci, umozliwia algorytmizacje etapu cha-
rakteryzacji rozwazanegl procesue.

W przypadku pozytywnego rezultatu weryfikacji kompletnosci
zbioru zmiennych @}, coey ﬁ;, w oparciu o istniejgcy materiaz
doswiadczalny,dokonaé mozna identyfikacji badanego obiektu. Z
uwagi na te mozliwosé w proponowanym w niniejszej pracy algo-
rytmie planowania eksperymentu zwrdcono szczegdlng uwage na
zapewnienie mozliwosci wXasciwego wykoriystania,zaréwno dbstgp-
nego obszaru zmiennosSci liczb bezwymiarowych jak i przestrzeni
klas podobienstwa. W trakcie eksperymentu mogg byé oczywiscie
przebadane nie tylko te realizacje, ktodre zostaly wytypowane
w wyniku planowania ale réwniez takie, ktdérych uwzglednienie
eksperymentator uzna za celowe, a ktdére nie zostaty objete pla=-
nems.

Istotnym zagadnieniem zwigzanym z zastosowaniem analizy
wymiarowej do budowy modelu matematycznego rozwazanego procesu
jest zasada wyboru wielkosSci wymiarowo niezaleznych sposrdd
wszystkich wielkosSci wejsSciowych. Problem wpiywu wyboru bazy
wymiarowej procesu na jakos¢ jego modelu matematycznego otrzy-
ménego na drodze identyfikacji rozpatrywany byt m. in. przez
autoréw pracl171,[221,321,139].

W niniejszej pracy zagadnienie to nie byxzo dotychczas poruszane.
Wprawdzie przedstawiony algorytm planowania wymaga ustalenia
pewne]j bazy wymiarowej @}, ceey 2&, nie zostaty jednak okreslone

zadne ograniczenia ani wskazdwki dotyczace jej wyborue. Powstaje
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zatem pytanie - jekie znaczenie dla proponowénego algorytmu
planowania eksperymentu moze mieé zmiana bazy wymiarowej proce-
su?s Okazuje sie, ze przy ustalonej przestrzeni eksperymentu,
ktérg jest najczesSciej kostka postaci /2.1.3/,z dang bazg wymia-
rowsg ﬁ}, coey ﬁ% scisle zwigzane sg poZozenie i proporcje geo-
metryczne obszaru zmiennosci ukiadéw odpowiednich liczb bezwy-
miarowych czyli okreslonego zaleznoscig /1.3.5/, zbioru [
stanowigcego dziedzine funkcji f ((P1, ...;(Dr) bedagcej, zgod-
nie z Twe 6.1.1.,g16wnq skXadowg modelu matematycznego rozwaza-
nego procesue. Dla ilustracji problemu rozpatrzmy,prezentowany
juz w niniejszej pracy, przykzad procesu scharakteryzowanego
przez trzy zmienne wejsSciowe ﬁ}, ﬁé, ﬁé‘nale2ace do pewnej
przestrzeni wymiarowej [1 rozpietej na ukZadzie jednostek ﬁ}, ﬁé,
ﬁé. Przyjmijmy tak jak poprzednio, ze rozpatrywane zmienne majg

w bazie przestrzeni [l reprezentacje postaci

A VoSl BV | 1
2, =2, B, & ﬁB
P e
1\ N i A\
%y = 2, E, @2 E, /5¢2¢2/
o -1 -1 o =1
7y = 24 ﬁ} @2 £y,

Zaxézmy tez, ze miary liczbowe rozpatrywanych zmiennych zmie-
niane by¢ moga w trakcie eksperymentu w przedziazach

1,65 < Z1 < 7,39

1,65 < Z, < 12,18 1523/

1,656 < Z3 < 4,48 .



Z postaci reprezentacji /5e2¢2/ wynika, Ze baza wymiarowa roz-
wazanego procesu moze by¢é co najwyzej jednoelementowa. Przyjmij-
my, ze¢ bgdzie niag zmienna ﬁ}. Wéwczas zmienne ?%, @3 bedg od

@} wymiarowo zalezne i zaleznosd ta,wyrazona w miarach 1iczbo-

wych, bedzie postaci

1
Z

) /5.244/

Zy = P, 2y,

Po dokonaniu transformacji zmiennych okreslonej warunkiem
/2.1.12/, powyzsza zaleznosd przyjmie' dla zlogarytmowanych

wartosci miar liczbowych Z1, 22, 23 i zlogarytmowanych wartosci

niezmiennikdw podoblenstwa(P19 > postaé zwiazku liniowego

o R | z11
. 2 /5.2.5/
P, 1 o0 1 24

W tym przypadku, zgodnie z zaleznosScig /2.1.21/ i /2.1.34/,
zbiér |7 jako liniowy obraz kostki K = [0,5 2]x[0,5 2,5] x
[0,5 1,5] bedzie,przedstawionym na rys. 5.2.1,uwypukleniem

zbioru oémiu punktdw

0,75 0,75 R,75 2,75 1,5 1,5
(A)1 = ’wz = ,(A)B = ,(JO4 = ,(;.)5 = 5(.\)6 = )
1 7 1 2 2,5 3,5
345 232
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J NP,
7
Rys. 5.2.1. Postaé gbioru [7 zwiazana,z baza wymiarowa {2}} .

Przyjmijmy z kolei, Ze bazg wymiarowg rozwazanego procesu be-
dzie zmienna ﬁé. W tej sytuacji wymiarowo zalezne od @b beda
zmienne ﬁ}, ﬁs i zaleznosdé pomiedzy ich miarami liczbowymi be~-

dzie postaci

-2
Z1 =LP1 22

/5+2.7/
2

Z3 =(-P2 Z2 5

a po dokonaniu transformacji /2.1.12/ stanie sie, dla zmiennych

Zys Lo 23 oraz(b1,CP2 zaleznoscig liniowg -

r e e - 1T 1
&, 2 1 o] [z,| _

" é1 /5.2.8/
‘_cpz- :‘2 O 1- _ZB .

W tym przypadku zbiér [’ stanowigcy liniowy obraz kostki
kK =[0,5,2,5] x[0,5,2] x [0,5 , 1,5]bedzie, zgodnie z zaleznoé-

cia /2¢1¢36/, uwypukleniem odmiu punktéw



(1,5 1,5 3 3 5,5 5,5
d)»] = ‘(QZ = ,(,03 = ’(:.)4 = ’ws = (,\)6 = "
0,5 0,5 -0,5 0,5 -4,5 -3,5
7 7
@7 = g = /5.2.9/
"4’5 "3’5

Jego ksztaxt i pozozZenie przedstawia ryse 5.2.2.
AN
1 2

Rozwazmy ostatnig z trzech mozliwoS$ci tzne. przyjmijmy, ze baza
wymiarowg procesu bedzie zmienna'ﬁj. Wyrazona w miarach liczbo-
wych zaleznosé dwéch pozostaiych, wymiarowo zaleznych, zmien-
nych i}, ﬁé bedzie w tym przypadku postaci

-1

Z4 .CP1Z3 1 /52.10/

Z2 .(PZ Z3 3
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Po dokonaniu transformacji /2.1.12/ otrzymamy, dla zmiennych

21, 22, ﬁ3 oraz (b1,cb2, zaleznosé liniowg

P A .

= Z, /5.2.11/

J .

W tym przypadku zbiér [” jako liniowy obraz kostki K = [0,5 1,5]

x [0,5 2)x [0,5 2,5] bedzie,przedstawionym na rys. 5.2.3,

uwypukleniem oS$miu punktdw

1 1 2,5 2,5 2 2
(:01 = ,(,\)2 = ,wB = .'(.A)4\. "ws = ’w6 = o
0’25 2,25 0,25 2'25 -0,25 1’75
3,5 345
(b,, = 5(:08 = /5e2612/
-0,25 1,75 ]
NP, .

; 7
1 \\755 W,

. . . /\
Rys, 5.2.3. Postaé zbioru [’ zwigzana z bazg wymiarowa {Za} p
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Sgdzgc na podstawie przedstawionego przykladu stwierdzidé mozna,
iz geometria obszaru zmiennofci ukaddéw liczb bezwymiarowych,
oznaczanego symbolem [, jest pewng funkcjg bazy wymiarowe]
rozwazanego procesu. Jezeli wiec wybdr bazy nie jest przez zad-
ne czynniki zdeterminowany, mozna dla opisu procesu wybraé te,
przy ktdérej geometryczne proporcje zbioru [" 8g, z punktu widze-
nia planowania eksperymentu jak i identyfikacji funkcji

f(q%, ...,(Pr),najkorzystniejsze. Opracowanie takiej metody
wyboru bazy uzaleznione jest jednak od mozliwosSci okreslenia
pewnego kryterium "jakosci' cech geometrycznjch zbioru [+ Jedna
z wielkosci, do pewnego stopnia charakteryzujacych rozmiary
kazdego zbioru F’, jest jego sSrednica D, czyli kres gdérny odle-

gXosci par punktdéw nalezgcych do danego zbioru tzn.

D = sup d (x, y ) . /562413/
x,y€ [’

Latwo wykazaé, ze w rozwazanej sytuacji. sSrednice zbioru [ mozna
wyznaczy¢é na podstawie wartosci maksymalnej odlegXos$ci pomiedzy

wierzchoxkami zbioru [’

D = mex (G5, 05), /st = 1y eeey D/, /5.2.14/

co wynika z faktu, ze zbiér [ jest uwypukleniem zbioru punktdéw

W, ...,cbp /7= Conv &b1, ...,(bp}/.
Inng wielkoscig charakteryzujaca geometryczne proporcje
zbioru r7jest,wykorzystywany np. w teorii elementodw skoriczonych

[ 7], wskazZnik
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Dot

piE— /5¢2.15/

wyrazajacy stosunek Srednicy kuli Dy o maksymalnym promieniu
wpisanej w zbidr rw, do Srednicy tego zbioru D.
Wnioskowaé o rozmiarach zbioru F’, mozna tez na podstawie zna-

jomosSci diugosci rzutdéw zbioru [" na poszczegdlne osie uk¥adu
g = lpj(r’)l /3= by eees T/, /5.2416/

ktdre to wielkosci okreslaja jednoczesnie diugos$ci przedziaXdw
zmiennosci poszczegdlnych liczb bezwymiarowych (Pj,/j = 1?...,;%
Wydaje sie wiec, Ze mozliwe jest zdefiniowanie pewnych wielkosS-
ci, ktére stanowié¢ mogag podstawe dla okreslenia kryterium "ja-
kosci" cech geometrycznych rozwazanego zbioru r’, a co za tym
idzie mozliwa jest tu prawdopodobnié pewna optymalizacja wyboru
bazy wymiarowe] rozwazanego procesSue

Jednym z wazniejszych zagadnien zwigzanych z praktycznym
wykorzystaniem wynikdéw badan doéwiadcialnych jest problem moz-
liwoSci ich zastosowania dla potrzeb projektowania. Zagadnieniem
tym zajmuje sie teoria podobierstwall7], ktéra okresla zasady
przenoszenia skali od obiektdéw laboratoryjnych do przemyszZowyche.
Aby wnioski wynikajgce z badan dokonanych na laboratoryjnym mo-
delu mozna byzo wykorzystacé przy projektowaniu obiektu przemy-
s¥owego, badany model powinien byé do projektowanego obiektu
podobnyh?q. Powstaje zetem problem mozliwosSci zrealizowania

w warunkach laboratoryjnych takiego modelu. Oznaczmy przez

S
L P T
Xp = 1>=<1 [Zp7 » Zpyl kostke, ktérej kazdy punkt Ry =/ZD1”’ZDS/



- 105 -

reprezentuje pewien obiekt przemysiowy, natomiast przez

K

1

M
RM = /ZM1’ sooy ZMs/ reprezentuje pewien model laboratoryjnye.

s
><:[Zﬁl, Zﬁl] oznaczmy kostke, ktérej kazdy punkt
1=1

Niech [ﬁD i Pﬁ oznaczajg odpowiadajgce kostkom KD - & KM obszary
zmiennosci odpowiednich ukXaddéw liczb bezwymiarowych

Sp =/ Pp1s ...,CPDr/ i Qy =/q>M1, “"Ler/' Problem mozliwos~
ci znalezienia w kostce KM modeli podobnych do obiektdw pocho-~
dzgcych z kostki KD mozna, wykorzystujgc prezentowane w niniej-
szej pracy metody, sprowadzié do problemu badania istnienia
czesci wspdélnej G dwéch wieloSciandw wypukzych rb i fh odpo-
wiadajgcych,zgodnie z zaleznosScig /2.1.214 kogtkom kD i kM
zwigzenym z kostkami KD i KM poprzez transformacje /2.1.12/.

Omawiany problem w sposéb schematyczny przedstawiony zostaX na

ryse 5e2e.4e.

N !

Rys. 5.2.4. Czesé wspélna "oryginalnego" i "modelowego"
obszaru zmiennodci liczb bezwymiarowych,
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Viszystkie przedstawibne w pracy konstrukcje i rozwiazania opra-
cowane zostaty pod katem mozliwosSci praktycznego ich wykorzys-
tania i1 dlatego tez cazos$é ma charakter algorytmu, ktéry stano-
wié¢ moze podstawe dla konstrukcji jednego z blokdw, przedstawio-
nej na rys. 5.2.5, procedury ustalania postaci modelu matematy-

cznego rozwazanego procesu wymiarowego.

Te

Planowanie ekspery-
mentn pod katem ba-
dania kompletnosci
zbioru zmiennych
wejsciowych

2e
Eksperyment
Be
Dotgczanie nowych
wielkosci
wejsSciowych 3
* N

Badanie kompletnos-
ci zbioru zmiennych
wejsciowych

Czy
zbidr komple
ny?

6.
Identyfikacja

NIE

Ryse 5.2+5. Schemat procedury ustalania postaci modelu
matematycznego procesu wymiarowego,
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frzedstawiony schemat blokowy ujmuje zagadnienie identy-
fikacji procesu w sposdb bardzo uproszczony. Szczegdiowy opis
niektérych jego etapéw mozna znaleZdé w pracy [17],[46].

Jako, zZe proponowany algorytm planowania eksperymentu wy-
maga jeszcze pewnych udoskonalen, ceiowe wydaje sie kontynuowa-
nie pracy w tym zakresie. Z pewnosScig poszerzytby sie zakres
zastosowania przedstawionego planu gdyby mozliwe stazo sie zre-
zygnowanie z zaYozenia niezaleznosci zmian wartosci poszczegdl-
nych wielkos$ci wejsciowych Z9 /1 = 1y een, s/. Pewnego dopraco-
wania wymaga sposdb doboru wspdiczynnikdéw /3.1.12/ i /3.2.19/,
ktdry. powinien uwzgledniaé deformacje obszardéw X i [7 spowodowa-
ng zastosowaniem transformacji zmiennych /2.1.712/. VWart przeana
lizowania wydaje sie byé problem mozliwosSci zmniejszenia ilosci
poziomdéw proponowanego planu. Vskazane z pewnoscia byzoby tez
zbadanie mozliwosSci powigzania przedstawionej techniki planowa-

nia eksperymentu z innymi znanymi dotychczas metodami[1ﬁhﬁ5],

[28],[311.
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6. DODATEK

6.1. Elementy analizy wymiarowej

W niniejszej pracy wykorzystano algebraiczny schemat ana-
lizy wymiarowej sformuowany przezSDrobota w pracy[8], a roz-

wijany péZniej m. in. w pracach[17],[181,[21],[27].

Defe 6elele [8]

Przestrzenia wymiarowa [ nazywamy zbidr elementdw 3{\, {I\, Zq
eess W kidrym okreslone sg dwa dziazania - wewnetrzne ( 5(\

zwane mnozeniem elementdéw oraz zewnetrzne (%aeﬂ y AE [R)zwane
podnoszeniem elementu % do potegi rzeczywistej "a", dla ktdrych

speiniony jest uktad aksjomatdw:

4. R %
5.(%-9)2 = %.%°
6.(§a)b = x8P

?./X\1=/X\
8. R*cTll.

Ostatni aksjomat oznacza, Ze wszystkie liczby rzeczywiste dodat-

. . . . . DD La
nie nalezg do przestrzeni wymiarowe] [l . DziaXania XY, X7y ob-

ciete do podzbioru R* nalezy rozumied jako zwyczajne mnozenie
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i potegowanie liczb rzeczywistych. Nietrudno udowodnié, ze RrR*
jest podprzestrzenig wymiarowg przestrzenif1[8]. Dla oznaczenia

podprzestrzeni R* uzywa sie symbolu [10.

Uwaga .

Niepusty podzbidr FT przestrzeni wymiarowe} M nazywamy
podprzestrzenig wymiarowsg przestrzeni[W jezeli dla dowolnych

ﬁ\, ¢elli dowolnego acR zachodzg implikacje:

1. %, fel= £%e
=

D D

2e €EH|,aEﬂ?===9 =

Defe 6e1.2.[8 ]

Méwimy, ze elementy f}, seey 5%55[1 83 wymiarowo niezalezne jeze-

1i konsekwencjg rdéwnosci

o B & %n + | g
X, eee X T = u veR7, a;eR Ji =15 eeey n/

jest warunek

a1=...=a = 0 i u=1.

Przyjmujemy przy tym, Zze elementy ﬁ}, ecsey ﬁ%ezr] sg wymiarowo

zalezne jezeli nie sg wymiarowo niezalezne.

Defe 601e3.[8]

Méwimy, ze przestrzen wymiarowa r]jest rzedu "n" jezeli istnieje
w niej uk*ad n-elementdw wymiarowo niezaleznych oraz kazdy ukzad

n+l-elementéw jest wymiarowo zaleizny. Dla oznaczenia rzedu
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przestrzeni uzywa sie symbolu HUU'

Defe. 6.1040 [ 8 ]

Kazdy ukZad ﬁ}, oo, ﬁ£ wielkosci wymiarowo niezaleznych w
przestrzeni wymiarowej[1 rzedu "n" nazywamy bazg wymiarowg te]
przestrzeni. Bazeg wymiarowa‘ﬁa, coey @h nazywa sie tez ukzadem

jednostek danej przestrzeni.

Wniosek:

Z definicji tej /przy uwzglednieniu Def. 6.1.3/ wynika, ze kaz-
dy element ﬁsz] ma jednoznaczne przedstawienie w bazie
@}, eoey ﬁh postaci:

oy A €1 ﬁxen + :
X=XE  «oe B XeR", es€R,/i = 1, see, n/.

Wielkosé X wystepujgca w powyzszym wzorze nazywamy miara licz-
bowg wielkosci ﬁ‘wzgledem bazy ﬁ}, ooy ﬁh, natomiast wspdtczyn-

niki ey /i =1, eeey n/ wspdtrzednymi Tw tej bazie.

Def. 6.1050[8]

S
Funkcje Q}:F]-—éFL ktérej argumenty ﬁ}, eniny ﬁ; oraz wartosdé ﬁ%

sg elementami ustalone] przestrzeni wymiarowej R s nazywamy

funkcja wymiarowg i oznaczamy symbolem

Defe 607e6.]8 ]

PrzeksztaXceniem wymiarowym nazywamy odwzorowanie ®: [1—/]

o wZasnosciach



1« © jest wzajemnie jednoznaczne
2. ©(%9) -0(%)-6(7)

3. (%) = (e%)?

4o ©(u)=u Vue RY,

Def. 6.1-7. [ 8]

Funkcje wymiarowg §§<§;, cosy ﬁ;) nazywamy wymiarowo niezmien-

nicza jezeli dla kazdego przeksztaZcenia wymiarowego ©

(B, «--s BE)) =0@E;s «--s &)).

Def. 6.108. [ 8 ]

Funkcje wymiarowag QXXH, .;., ﬁ%) nazywamy wymiarowo jednorodng
jezeli dla kazdego ukzadu liczb Ugy ooy uSEE[R+ istnieje wartosé
ueE[R+taka, ze dla kazdego ukZzadu argumentdw p}, SRS ﬁ% speiznio-

ny jest warunek
o N N
@(u‘]’ X1’ ..., us XS>= UQ(X»], 0..’ XS)

Twe 6.7+.1. /Buckingham/ [17]

Niech

R aT(Ryy eeer B &0y wees B

m? “m+1? m+

) /1/

bedzie funkcjg wymiarowg, ktdérej argumenty ﬁa, /1l = 1, ceey mir/

oraz wartosé ﬁg sg elementami ustalonej przestrzeni wymiarowej
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rozpietej na uk%adzie jednosték ﬁ‘, ceey fh. Zgodnie z Def,
1
6beled4s kazdg z wielkosci ﬁa /1 =1, eeey, mtr/ oraz'ﬁb mozna

przedstawié w bazie f%, wiey @h w postaci

n
o a Xk
X =x [] E , /1=1, ceu, mir/ /2/
k=1
n
X
2\ - o Tk
Xo = xo r_] Ek
k=1

Xos X4 /1l = 1, eee, m+r/ oznaczajg miary liczbowe, zaé:xk, X1y

wspéirzedne wielkosci ﬁ;, ii w bazie iﬁ, coey ﬁ%. Przyjmijmy,

.4 " " ; : ¢
ze X1, ...,'ﬁ& to wielkosci wymiarowo niezalezne wybrane sposS-

rdd wszystkich argumentow ﬁ}, coey §;+r

kosci f}, ...,-ﬁ; mozemy wiec potraktowad jako baze wymiarowag

funkcji Q@ . Uktad wiel-

do zbioru wielkosci f}, ceey i%+r’ w zwigzku 2z czym pozostate

argumenty tzne zmienne ﬁ%+1, coey T mozna przedstawié w pos-

m+r
taci

m
o o 834 .
Xm+j - qﬁ I I =1 T /3 =Ty eeey r/, /3/
i=1

gdzie (Dj sg wielkoSciami bezwymiarowymi natomiast aji
lone wykZadniki rzeczywiste. Jezeli ponadto funkcja wystepu-

to usta-

jaca w zaleznosci /1/ jest funkcjg wymiarowo niezmienniczg i
jednorodng wéwczas zaleznosSé te mozna wyrazié w postaci

a.
A 1

m
Xy = £ (Pry eeesPy) p o | /4/
i=1
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gdzie f((P%, ...,(pr) jest pewna funkcjg liczbowo-liczbowg
f:ﬁ?{_eﬁQ, ktérej argumenty (pj,/j = 1, seey r/ wyznacza sie
na podstawie zaleznosci /3/, natomiast 8y /1 =1, eeey m/ sg
ustalonymi wykfadnikami rzeczywistymi.
Wykorzystujgc tzw. parametryczny zapis funkcji wymiarowej
[17)mozna teze twierdzenia /warunek /4//, przy tych samych za-
Yozeniach o funkcji Q i jej argumentach, przedstawié w formie

bezwymiarowego zwiagzku

m
a.
XO = f((-P1, ooo,(-pr> l_‘ Xi * /5/

i=1

wyrazonego w miarach liczbowych XO, Xl okreslonych zaleznosScia

/2/, gdzie wielkosci qﬁ dane sg wzorem

X .
(-PJ'_'Tw—' 9 /,j=1,ooo,r/ /6/

a.i
] % Y

i=1

natomiast wykzadniki a5 s aji otrzymujemy rozwigzujagc ukzady

réwnan

E

aji Xik =Xm+3,k ’/j = 1,0-.,1' k = 1,.oo,n/ /7/

[uS
]
—

2. 8y Xy =X
-

| et
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Defe 60 1 e9e

Proces fizyczny naz&wamy wymiarowym, jezeli charakteryzujace

- . o P e PaN AN
go wielkosci wejsciowe Zqy ooy Z8

oraz wielkosé wyjsSciowa i;
sg elementami ustalonej przestrzeni wymiarowej M rozpietej na
pewnym ukiadzie jednostek ﬁ}, coey ﬁh i jezeli ponadto opisujgca

go zaleznosé

N

FaN AN
2y =D (B eees 2)
jest funkcjg wymiarowg, wymiarowo-niezmienniczg i jednorodnge.

Def. 6.10100

Rozwazmy proces wymiarowy scharakteryzowany przez zbidr wiel-
AN
2y

/1 = 1, eee, s/ mozna przedstawié w bazie ﬁ}, sevy @h rozpatry-

kosci wejsSciowych ﬁ}, ...,‘QQEIW « Kazdg z wielkosci

wane]j przestrzeni wymiarowej M s W postaci
n 2z
~ 1k
2y =2 | ] By /1 =1y eoey 8/
- k=1 '

Ustalony cigg miar liczbowych Z1 /1 = 1, eeey 8/ nazywamy rea-

lizacjg rozwazZanego procesu i oznaczamy symbolem

R =(2qs eoey Zg ).

Realizacje R nazywa sie tez niekiedy punktem pomiarowyme.
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Def. 6010110[17]

/, /21, seey

Zm oznaczajg tu miary liczbowe wielkoSci wymiarowo niezaleznych

L L Z

Kazdej realizacji R = /Z1, coey 2

m? Zm+1’ m+r

fﬂ, coey ﬁh, wybranych ze zbioru ﬁ}, eooy @E /s = m+r/, nato-

omny L to miary liczbowe wielkos$ci pozostaXych/,

miast Z T

m+1?
rozwazanego procesu mozna, zgodnie z Tw. 6.1.1. /wzér /6//,

prz&porzadkowaé cigg r - wielkosSci bezwymiarowych
Q= (Prs woes @)

WielkosSci te nazywamy niezmiennikami podobienstwa procesu.

Defe 661¢124[17]

Dwie realizacje rozwazanego procesu

Ry = <Z11’ cees Zqp ZT,m+1’ S Z1,m+r)\

R2 =(Z21, seey sz, 22’m+1, eo ey Z2,m+r>,

ktérym odpowiadaja ciggi niezmiennikdéw podobiernstwa

Q1 =(®11s eees P1),

Qo =(Poqs eeer Poy),

nazywamy podobnymi jezeli speiniony jest warunek

(P1J:LP2J ’ /j=1, esey r/.



- 196 =

6.2 Pomocnicze definicje i twierdzenia

Defe 6e2e14[44]

Niech X, Y beds dwiema przestrzeniami liniowymi nad ciaXem C[2].
Odzworowaniem liniowym przestrzeni X w przestrzeni Y nazywamy

przeksztaicenie F :X—>Y speiniajgce warunki

1/ T(x+y) T(x)+3‘(y) ¥Yx, ye X

2/ Flox) o F(x) Vxe X, VoueC.

Defoe 642424 [33]

NiechF :X—>Y bedzie dowzorowaniem liniowym przestrzeni liniowej
X w przestrzen Y. Jgdrem odwzorowania F , dla oznaczenia ktdére-

go stosuje sie symbol Ker(JF ), nazywamy zbidr wszystkich elemen-
€

téw x przesirzeni X, dla ktérych F(x)= O, zatem
Ker (¥)= { xe X : F(x) = 0},

Nietrudno udowodnié, ze Ker(gf)jest podprzestrzeniag liniowg

przestrzeni X [33].

THe 662¢1e[33]

Niech X, Y bedg przestrzeniami liniowymi nad ciazem C . Za*4zmy,
ze wymiar przestrzeni X jest réwny n /dim X = n/[33]. Jezeli
F:X—>Y jest odwzorowaniem liniowym przestrzeni X w przestrzex

Y, wowczas zachodzi zwiagzek
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dim ( F(X))+ dim (Ker(TF))= dim(X)

co oznacza, ze wymiar przestrzeni X jest réwny sumie wymiaru
obrazu przestrzeni X przez odwzorowanie JF [33]i wymiaru jadra

odwzorowania F .

Def. 6.2030 [4[’]

Niech X bedzie pewnag przestrzenia liniowg. Rozmaitoscia liniowag

w przestrzeni X nazywamy 2zbidr V postaci
1 ={VEX: V= u +Vo . unve U . X}’

gdzie U jest pewna podprzestrzenia liniowg przestrzeni X, nato-

miast Vs jest ustalonym elementem przestrzeni X.

TWe 6ePela

Niech X, Y bedg przestrzeniami liniowymi nad ciaxem C , zas$s

F:X—Y odwzo:owaniem liniowym. Niech Yo bedzie pewnym elemen-
tem przestrzeni Y, natomiast Xq takim elementem przestrzeni X,
ze ‘3'(){0): Voo Wykazemy, %e przeciwobraz punktu Yo Przez odwzo-
rowanie J jest rozmaitoscia liniowsa Xo w przestrzeni X, bedacsg

translacjag jadra Ker(T)o element Xqo czyli
3:1(}’o> ={xeX I X =u+X,, u€ K_er(?) y Xp€ X ,?(x’o)= YO}.

Dla dowodu twierdzenia wystarczy wykazad, %Ze zachodzg dwie inklu-

zje



Rozwazmy pierwszg z niche. ZaXdzmy, Zze

xe?“(}yo)

9

wykazemy, ze X € Xo‘ Skoro xe3F =1 (yo) to musi byé speXniony

warunek

T(x) = Yo

Aby wykazaé, ze x € Xo nalezy uzasadnié, 2Ze x mozna przedsta-

wié w postaci

gdzie u € Ker (3‘). Zauwazmy, ze

x = (x - x;) + x,

Wykazefny, ze u = (x - x, )€ Ker('&"’)czyli, ze ?(u) = O,

Zauwazmy, ze
Flu) =F(x - x;) =F(x)-F(x)= ¥, - ¥, = O-

7z powyzszego ciggu-réwnosci wynika, ze F(u)= O co oznacza, ze
spetniona jest pierwsza z inkluzji. Rozwazmy 2z kolei druga z

nich. Zatézmy, ze
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wykazemy, 2Ze xe53—~1(yo). W tym celu wystarczy udowodnié, ze
F(x)=v,.

Skoro x & X, wigc x musi by¢é postaci

gdzie ue Ker(?) . Wobec tego

F(x) =T (3 + %) ()T (%)= 0 * Yo = o

tek wiec druga z inkluzji zostala uzasadniona co kornczy jedno-

czegnie dowdéd catego twierdzenia.

Def. 60204. [44]

Niech X bedzie przestrzenig liniowg a C C X dowolnym jej
podzbiorem. Translacja zbioru C o pewien element X, € X nazywa-

my zbidr C, postaci

C ={yEX:3xe c-, y=x+xo}

Dla oznaczenia translacji uzywa sie symbolu C + xo;

Twe 60203'

Niech X bedzie przestrzenig liniowg a Xx, € X dowolnym jej ele=-

mentem. Jezeli dla dwéch podzbiordéw A, B przestrzeni X spetnio-

ny'jest warunek

A CB,
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to brawdziwa jest réwniez inkluzja
A + X, © B + x

O .

Dle dowodu twierdzenia wystarczy wykazad, Ze prawdziwa jest

implikacja
yezA+xo==>yeB+xo,
Zauwazmy, ze
° A _____> _
YEA +x, == y=X+ X,

gdzie x €& A, a poniewaz AC B wiec rdéwniez x € B, co oznacza ze

y=(x+x )€ B +x,,
a to konczy dowdéd twierdzenia.

Defe 602e50

Niech X bedzie przestrzenig liniowag nad ciazem R. Méwimy, ze

zbiér C C X posiada Srodek symetrii X, € X jezeli

Vxe ¢ 3 xeC: e X
5 o

Zbiory posiadajgce Srodek symetrii nazywamy é}odkowosymetrycz-

nymi .

TW, 6.2.4.

Niech X, Y bedg przestrzeniami liniowymi nad ciazem [R. Jezeli

CC X jest Srodkowosymetrycznym podzbiorem przestrzeni X o $rod-
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ku symetrii X, € X, a 7 : X—>Y odwzorowaniem liniowym, wéwczas
(}‘(C) jest zbiorem s'rodowosymetrycznym w przestrzeni Y o $rodku

symetrii y =3‘<xo>.

Dla dowodu twierdzenia wystarczy wykazad, ze

v yec:3yeF(c) ;'L_zt.l' =y, .

Przyjmijmy oznaczenie D =3_(C> i zauwazmy, 2e jezeli yeD to
musi istnieé takie x € C, ze y=3—“(x). Poniewaz C posiada Sro-
dek symetrii X, wiec istnieje takie x'e C, ze %(x'-r x): Xqoe

Przyjmujac y':’}‘(x) otrzymujemy

+ 3y F(x)+F (%) '='}‘<;—§—}-‘>= :ﬂxo) = VYo

2 2

co konczy dowéd twierdzenia.

Defe 602ebelbls]

Niech X bedzie przestrzenig liniowg nad ciatem [R. Odcinkiem

Xgczgcym pu.nk‘cy[x1 ’ x2]C X nazywamy zbidr | X1 x2]c X postaci

[x1, %] ={ x€X: x=1tx + (1-t)x, telo,1]}.

Def. 6.2.70 [44]

Niech X bedzie przestrzenig liniowaz nad ciaXem [R . Podzbidr D
przestrzeni X nazywamy wypukiym jezelli wraz z kazdg parag swych

punktdw x,, x, € D zawiera réwniez Xgczgcy je odcinek, czyli

(D C X - wypukly):(—————>(x1 y X, € D=k,, x,]C D).
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‘Defe 6e2e8e[bl]

Niech X bedzie przestirzenig liniowg nad ciatem R . Wypuklg
kombinacjg liniowg elementdw Xis- eeey X & X nazywamy element

x € X postaci

X=>\1 X1+._oo +>\n)ﬂn

n
gdzie M. =0 orez > Ay = 1. Jezeli A{>0p/1 w1y evey-n/

kombinacje liniowag Bﬁ%ywamy $cisle wypukZa.

Twe 6.2.50 [44]

Niech X bedzie przestrzenia liniowag nad cialem R . Kazdy wypukty
podzbidér D C X jest zbiorem wszystkich wypukiych kombinacji 1li-

niowych swoich elementéw czyli

n
(D - wypukly)(‘—“———)@‘x“, eeey X € D, Z }\i xie-D) .
i=1

n
. 25 A
gdzie ?\i> O oraz P TAPRE S P

Twe 6.2.60 [44]

Niech X bedzie przestrzenig liniowge Przekrdj dbwolnej ilosci

wypukzych podzbioréw D, C X jest wypuky, czyli

(’v‘ AE D, - wypukly) =>(>\mADA - wypuk&y)
(S
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Defe 606296 [44]

Niech X bedzie przestrzenig liniowg nad ciazem R . Uwypukleniem
zbioru C C X nazywamy zbidr wszystkich wypukzych kombinacji
liniowych elementéw zbioru C i oznaczamy symbolem Conv ( C).

Zatem

| n
Conv (C):{xe X:3 Xqpeeesx € CoI N 000 AERX = Z Aj Xgo
i=1

n
"> 02 Ay =1}
i=1

Defe 6624104[36)

Niech C C X bedzie dowolnym wypukiym podzbiorem przestrzeni
liniowej X« Punkt X, € C nazywamy punktem ekstremalnym zbioru
C jezeli nie jest on punktem wewnetrznym zadnego odcinka, kté-

rego konce nalezg do C. Inaczej méwiac jezeli
x, ye C i o<t< 1

to zawsze speiniona by¢é musi implikacja

(xg = tx +(1 -t)y)@(x =y = X

Twe 6.2.7. /Krein - Millman/.[36]

Niech X bedzie przestrzenig liniowg. Jezeli X* rozdziela pankty
w X to dowolny wypukiy i zwarty podzbidr D przestrzeni X jest

uwypukleniem zbioru swoich punktdéw ekstremalnyche.
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TW. 6.208.[44]

Niech X, Y beda przestrzeniami liniowymi nad ciazem R , a
F:X—Y odwzorowaniem liniowym. Jezeli DC X jest wypukzym pod=-
zbiorem przestrzeni X wdéwczas 37(D> jest zbiorem wypukiym w

przestrzeni Y.

Twe 6-209'

Niech X, Y bedg przestrzeniami liniowymi nad ciaemR a J:X—Y
odwzorowaniem liniowym. Dla kazdego zbioru punktodw X1, ey xézx

speiniony jest warunek

(?(Conv {x1, ;.., xn})= Conv,{}]xﬂ ’ ...,?]Xnn -

co oznacza, ze liniowy obraz zbioru bedacego uwypukleniem skon-
czonej liczby punktéw jest uwypukleniem zbioru obrazdéw tych
punktowe

Dla dowodu twierdzenia wystarczy wykazadé, Ze zachodzg dwie

inkluzje

¢ D, C D2

1

2« D, © D1

2

gdzie D,:=F(Conv txoy oens xn}), D, = Conv {F(x)) 5 ees, F(x )}
Rozwazmy pierwszg z inkluzji, przyjmijmy przy tym oznaczenie

Vi =3—'(xi) /i =1, eeey n/. Zakézmy, 2e Yy ED,, wykazemy zey
jest wypuk*a kombinacja liniowg punktdw Y1s eees Y, CO oznaczad

bedzie, ze YE Dy Zauwazmy, ze prawadziwa jest implikacja

(y€D1);_—>(HX~e~Conv { Xqs eeey xn}: y:}"(.x))
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Punkt x musi byé oczywiscie postaci

n n
X=2, Ay X, A0, Q) Ap=1,
- i=1

a co za tym idzie
n n n
y=F(x)=F (20 Ay xg)= D0 A Fxg)= D0 Ajyy
i=1 i=1 i=1

Wykazalismy wigec, ze y= §1 Aj yi gdzie Ay =201 ;;—:1 Ay =1,
co oznacza ze ye&D,, a to uzasadnia prawdziwosé rozwazane]
pierwszej inkluzji.

Rozwazmy z kolei inkluzje drugag. Zauwazmy, ze 3111),...,31xh
GIH. Zgodnie z Twe 6.2.8. zbidr D1 jest zbiorem wypukiym a za-
tem wraz z punktami 3]x1), ...,Hﬂxn) musi zawieradé rdéwniez zbidr
D2'= Conv{F(xq) » esesF(X,)) » co wynika bezposrednio z Tw. 6.2.5.
Oznacza to, Ze speiniona jest druga inkluzja co konczy jednoczes-

nie dowéd twierdzenia.

Tw. 6.2.10.

Niech X bedzie przestrzenig liniowg nad ciazem R . Jezeli
C = ConVv {Xq, eeey x,} gdzie X4, eeey, X € X to dla kazdego
X, € X speiniony jest warunek

C + Xy = Conv {x1 + Xy eeey xo}

Dla dowodu twierdzenia wystarczy wykazadé, ze zachodzg dwie

inkluzje
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e C + x C Conv {x1 + X ...,xn+xo]

0’
2. Conv {x1 + Xy eeey X, + xo}c C + xg

Rozwazmy inkluzje¢ pierwszg. Jezell y € C + x_ wéwczas y musi

bycé postaci

gdzie x € C, a co za tym idzie istnieje ukzad liczb A1,..., M=0,

n
gdzie i'; Ay = 1, takich, ze

y:}\1 X4 +...+>\nxn+xo_

Zauwazmy, ze

X, =<}\1 + eee +>\n> Xo

wobec czego poprzednia rdwnosé mozna zapisadé w postaci
XO= )\1 x1 + osee +>\n xn +(>\1 + eee +Kn>xo .
Jak atwo wiec zauwazyd

V=2 (X + X )+ eee +A (X, + X))

co oznacza, ze ye& Conv {x1 + X eeey X 4+ xo} "a to konczy dowdd

O,
pierwsze]j inkluzjie.
Rozwazmy z kolei inkluzje drugae. Zaizdzmy, ze

yECOnV{X.onr“’ X, + xo}. Oznacza to, ze y musi byé postaci
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V=24 (x1 -t xo> 4 eee +)\n( x, + xo>

skad natychmiast wynika, 2Ze
y.-.7\1 Xy + eee +>\nx + X

n (@)

co mozna zapisaé w formie

gdzie x € C, co zgodnie z Def. 6.2.4. Oznacza, 2e yEC + X, e
Swiadczy © o tym, Zze speiniona jest druga inkluzja co koliczy

jednoczesnie dowdd twierdzeniza.

Def. 642.11. [29]

Niech ( Xs d) bedzie przestrzenig metrycznal25l. Kulg Jﬁ(xo,g)

o $rodku x, € X i promieniu £ > 0 nazywamy zbidr postaci
:K(XO,E) = {xe X-:--d (x, Xo)<€}-

Defo 6.2.120[26]

Niech (X, d) bgdziﬁe przestrzenig metryczng. Punkt X, € X nazywa-
my punktem wewnetrznym zbioru DC X jezeli istnieje liczba

€ >0 taka, ze

X(x.£)C D,
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Def. 6020130[26]

Niech ( X, d) bedzie przestrzenig metryczng. Punkt x, € X nazywa-
my punktem brzegowym zbioru D C X jezeli dla kazdego £ > O istnie-

Ja punkty x4, X5 € 3(,(1098) takie, ze x, € D, x2¢ D.

Def. 6.2.14.[26]

Niech (X, d) bedzie przestrzenig metrycznagae. Punkt X, € X nazywa-
my punktem zewnetrznym zbioru D jezeli istnieje liczba &€ > 0 taka,

ze
K(xgs€) N D= ¢.

Defe 66267154 [9 ]

Kostka rzeczywistg n-wymiarowg nazywamy zbidr K C [Rn postaci

K ={(x1, ceoy xn)eﬂ:@n; a; < X3 < bi s /3 = 15 eney n/}

gdzie a;y b€ R,y 85 < by /i = 1, ecey n/e Dla oznaczenia kostki
n

uZywé sie tez symbolu K = X [ai, bi]'
i=1
Twe 6.2.110
n -
N-wymiarowa kostka rzeczywista K = >< [ai, bi] jest zbiorem
i=1

$rodkowosymetrycznym o $rodku symetrii S = ( 819 eeey S, ) gdzie
1 - .
Si=?/al +biv/,/l= 1, cecey n/o

Zgodnie z Def. 642.5. dla dowodu twierdzenia nalezy wykazad, ze

Yxe-K 3 x'ek: %(x+x‘)=‘s
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Zaxézmy wiec, ze Xx = (x1‘, ceey X JEK. Zgodnie z Def. 6.2.15.
speiniony musi byé ukizad warunkdéw

a. gx.sbi s /i= 1, eeeoy n/' /1/

Rozwazmy punkt x'=(xi, ooy xI'l)e[Rn, gdzie

\
x; =a; + by = X5, /2/

Viykazemy, Ze punkt x'nalezy do kostki K. Z nierdwnosci /1/ wyni-

ka, ze

Ogb.-xi y /i=1, seey n/ /3/

. < b, , - . = X!
al\1+al £y i

,/5-:19 ceey N/, /4/
Na mocy nierdwnosci /1/ otrzymujemy tez

a; =X < 0 5, /i=1, seeyn/, /5/
'i=ai+bi-xi<0,/i=1,...,n/ /6/
Z nierdwnosci /4/ oraz /6/ wynika, ze

aigxig b, s /i= Ty eecey n/ /7/
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co oznacza, ze punktix'a x;, ecey xﬁ jest elementem kostki K.
Rozwazmy punkt Y= % (x + x') wykazemy, ze Y = Be
Poniewaz y, = Z(x + x! )/1 g 1. cony Bl | /8/

wiec

yi =5(8y + b5 = x; +x)= (8 +0;)=58/4 = 1,000/ /9/

co konczy dowdéd twierdzeniae.

Twe 602012.

n
Rzeczywista kostka n-wymiarowa K = >K: as b ] jest zbiorem
wypukiym w przestrzeni R™. i=1

Dla dowodu twierdzenia wystarczy wykazaé, ze dla kazdych
dwéch punktdéw x, =,/x11, sy x1n/, X, = /x21, .;., x2n/€E K.
oraz dla kazdego A€[0,1] punkt y= Axy + /1=A/ x, jest ele-

mentem kostki K. Zauwazmy, ze kazda wspdirzedna punktu y jest

postaci
Vi = Axti+<1 -A)XZi‘ v /i =21, eeey.nnfi

Jako ze 0 < A < 1 wiec wspdirzedne y; sa &ypuk&ymi kombina~-
cjami liniowymi wspdzrzednych X149 Xp5 @ poniewaz speinione sg

warunki
8; < Xq3 € by /i =1, eeey n/

al< X2i < bi

wiec rdéwniez -

i . /i

1’ L LR Y ] n/

co koniczy dowdd twierdzenia.
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Def. 6.2.16.

n
Wierzchozkiem kostki K = >< [ai’bi] nazywamy punkt w = ( w1,...,wﬂ
i=1 '

gdzie

W. = a. lub w. = b. ’/i_= 1, eeey n/

Nietrudno zauwazydé, ze ilos$é wierzchoXkdéw kostki rdéwna jest

p = 2n.

Twe 6.2-130

Kostka rzeczywista K = 52 [ai, bi] jest uwypukleniem zbioru
wszystkich swoich wierzé;;lkéw Wiy eeey wp,/b = 2%

Poniewaz wierzchoXki Wy /j = 1, eeey p/ 53 jedynymi punkta-
mi ekstremalnymi kostki K /por. Def. 6.2.10/ wigc na mocy Tw.

6e2.7« Otrzymujemy teze

K = Conv {w1, coey wp}

Twe 6.2.140

n
Niech K = ><'[ a; bi] bedzie n-wymiarowg kostka rzeczywistsg.
1=1
Jezeli dla punktu y =/ yq, eee, yn/ speizniony jest warunek
a, <Yy; < by /i =1, eeey n/ to y jest punktem wewnetrznym kost-
ki K.
Zgodnie.z Def. 6.2.12. dla dowodu twierdzenia wystarczy wykazaéd,

ze istnieje liczba € > O taka, ZeJ((y, E)C Ke Przyjmijmy

5: min {ly»] - 31‘,|b1 = }'1| ’ "”lyn‘ N an["bn - Ynl}
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oraz

Zatxdzmy teraz ae.ce., 'zefK,(y,€)¢K tzne. Ze istnieje x & [Rn

taki, ze
xeX(y,€) A xeK

Z faktu, ze x ¢ K wynika, na mocy Def. 6.2.15, ze istnieje wskaz-

nik 1 < k < n,dla ktérego speiniony jest jeden z warunkdw
1/ X < 8y

2/ X, > bk

Rozwazmy przypadek 1/- sytuacje te ilustruje rysunek 1.

Xk 0 Yk . bk

-

Rys. 1 .

Poniewaz
1

a(y, =) =(X (vi= P = [vend >|mea =8 > €

i=1

otrzymujemy sprzecznosé z zaZozeniem xej{,(y’g). Oznacza to, %e
J»(,(y,E)C K, co konczy dowdd twierdzenia w przypadku 1/. W przypad-

ku 2/ dowéd przebiega analogicznie.
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Twe 6.2.15.

n

Niech K = X [ai',bij bedzie n-wymiarowg kostkag rzeczywistg. Je-
zeli dla plj,i;l"(tu y=(y1, eeey yn>e[Rn spetniony jest jeden z wa-
runkdéw

1/ Yk = 8

2/ Yy = by

dla pewnego 1 < k << n, wéwczas ¥y jest punktem brzegowym kostki K.
Dla dowodu twierdzenia, zgodnie z Def. 6.2.13, wystarczy wy-

kazaé, ze dla kazdego € > 0O istnieja x', x"EJ(,(y,E)takie, ze

xe K Ax"g K,

Dla ustalenia uwagi przyjmijmy Ze speXniony jest warunek 1/, tzn.

Yk = 8 ,(1 <k K n). Ustalmy £ >0 i przyjmijmy

CS= min{% . I——————bk _ akl}

2

oraz

x' ’=‘<37'19 eeey Jy_19 yk "‘5’ yk+1’ ceey yn)

X = (y‘p evey yk_,_-;a yk ‘59 yk+1’ ceey yn>

Z guwazmy, ze

a(xy)= d(x",y)=5 <€
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co oznacza, ze oba punkty x', x' naleza do kuli K(y,E) -
Wykazemy z kolei, ze x'& K. Nalezy w tym celu uzasadnié, 2e spek-

niony jest warunek
a.gx.gb. s ‘/i=1, ooo,n/

Poniewaz

Xs = Y5 i £k

wystarczy wiec wykazad, ze
g S Fx < By,

Zgodnie z definicjs punktu X, spetniony jest warunek
X = Yy +0

a poniewaz Y = ak,/rozwaZamy przypadek 1/ wiec

Py Pk = 2 '
8, < X = 8, +0 < 3y + _'2—_<ak+|bk'akl=bk

~co oznacza, ze x'€ K. Wykazemy 2z kolei, ze x"¢ K. Zgodnie z de=-

finicjg punktu x , spezniony jest warunek
X = 8 = 5 < 2,

co na mocy definicji kostki K /Def. 6.2.15/ oznacza, ze x'¢& K.
Koliczy to dowdéd twierdzenia dla przypadku 1/, w przypadku 2/

dowéd przebiega analogicznie.
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Tw. 6.2.16.

n
Niech K = X [ai, bi] bedzie n-wymiarowg kostkg rzeczywistge.
i=1
Jezeli dla punktu y= (y1, coey }’n)ean speiniony jest jeden z
warunkow

1/ yk < ak

2/ Yy > by

dla pewnego 1< k< n, wowczas y jest punktem zewngtrznym kostki
Ke
Dla dowodu twierdzenia, zgodnie z Def. 6.2.14, wystarczy

wykazad, ze istnieje £ > 0 takie ze

}Q(y'ﬁ)m{ = ¢

Rozwazmy przypadek 2/ tzn. Vi > b, - rozwazang sytuacje¢ ilustru-

je rysunek 1.

Przyjmijmy

lyk’bkl

N =

€=

wykazemy, ze K (y,S) N XK = @ Zaxdzmy a.c., ze tak nie jest

tzn. ze istnieje punkt x e RDP taki, ze
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X € K(y,E) AN xe K,
Zz faktu, ze x & K. wynika, ze
8y < Xy < Py
CO oZnacza, ze

Y “bkl < lxk‘ykl

Zauwazmy wiec, ze

ja]
ja !

a(xy)=(D. (%~ ;) )>(Z x-y;)2 +€2 )2>¢

co wbrew zazozeniu oznacza, ze xesJQ(y,E). Dochodzimy w ten spo-
8éb do sprzecznosci, co konczy dowdéd twierdzenia w przypadku 2/,

w przypadku 41/ dowdd przebiega analogicznie.

Def. 6.20170 [35]

Permutacja zbioru In={1, 2y scay n} nazywamy dowolne odwzoro-

wanie rdéznowartosciowe

£ In—~——9In
Twe 602.170
n
Niech K = .>g [ai’bi] bedzie n-wymiarowg kostkag rzeczywistag o
1=

wierzchoXkach Wiy eee, W Scidle wypuk}a kombinacja liniowa

wierzchotkéw kostki tzne. punkt y postaci
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P _ p
V=2 Ay, Bdzie Ay>0, 0 Ay=1, /p =27 /1
J=1 §=1

jest punktem wewnetrznym kostki K.

Dla dowodu twierdzenia, zgodnie z Tw. 6.2.14, wystarczy
wykazad, ze dla kazdego punktu Yy = (yw, Sieio's yn) bedgcego Scisle
wypukitg kombinacjg liniowg wierzchozkéw W, /j » 1y eeey p/ spex-

niony jest warunek
ai<< yi<: bi ,/i = 1, eecey n/, /2/

Rozwazmy k-tg wspdirzedng punktu Y= ()q, coey yh)
yk = A1 W1k + eece + Ap ka /3/

gdzie, zgodnie z Def. 6.2.16,

ij = ak albo bk . (j = 1, ceey p)‘ /4/

Niech 31, ecey j

p bedzie takg permutacjg liczb{1, snegy ﬁ} ze

ipk = 8y /5/

w coe = wj k = bk

jm+ 1k— p

Przy takim zaZozeniu réwnosé /3/ mozna przedstawié w postaci
=( A, P, . . .
g =LAy F i) B H(Ag e eees kap) Pk . /6/

Zgodnie z zaXoZeniem



A= Aj1 + eee Ajm > 0 /t/
)\"=)\j + eoe + N > 0
m+1 P
oraz
AN+ A =1, /8/

co oznacza, ze wspodirzedna
_ Al ]
X, = Na + Nby /97

jest Scisle wypukXg kombinacjg liniowa liczb a, i b, a co za

tym idzie speZzniony jest warunek
ak<yk< bk ) /k=1, ecey m/ /10/
co konczy jednoczesnie dowdéd twierdzeniae.-

Def. 6.2.18.

+
Oznaczmy symbolem (R" "dodatnig" cze$é przestrzeni R tzn.

HEQZKXV seey xn) €R": xi>0; R n/}

Definiujemy odwzorowania

ﬂn) (X1, eoey Xn>:

<1n Xqs oeey In xn)

)
E(n (X1, ey xn):

(exp Xqs eeey EXD xn>
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Tak okreslone odwzorowania sg rdéznowartosciowe co jest prostg
konsekwencjg réznowartosciowodci odwzorowan In(x)i exp(x}).Zauwaz-

my ponadto, ze .ﬁh) jest funkcjg odwrotng do ép).

Twe 6.20180

n
Cbrazem n-wymiarowe] kostki rzeczywistej K = >< [ai, bi] przez
i=1
kazde z odwzorowan (n) érﬂ jest réwniez pewna n-wymiarowa kostka

n .
rzeczyw1sta kK >< ay i .

Wykazemy, ze wlasnosc te posiada odwzorowanie L). Niech

zatem

b

K=[a;, D] X eee x [a n)

bedzie kostka rzeczywistg zawartg w Fénl Wykazemy, ze

{_.n()}{) =K

gdzie K jest kostkag rzeczywistg postaci
N

I.{ = [é.»], .61]}{ eee X[én, b

przy czym

e
[l

j =lna,b, =1lnb, , /i=1; eeeyn/

Dla uzasadnienia tezy twierdzenia wystarczy wykazadé, ze zachodzg

dwie inkluzje

1/ l(,”{K) c K
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‘Rozwazmy inkluzje 1/. Zaxézmy, ze X = /X5 eee, x,/ € &m(K>.
Oznacza to, zZe istnieje x = /x1, coey xn/GE K takie, ze x =@j%x)

czyli

(i1, cevs in)= (ln X4y eeey 1n xn>

gdzie, zgodnie z zatozeniem, wspdirzedne Xy podlegaja ogranicze-

niom
a.gx.gb‘ ) /i=1, ooo,n/‘

Z monotonicznos$ci funkcji 1ln(x)wynika, ze speiniony jest ukZad

warunkdéw
In(a;) < 1n(x;) < In(by) , /i =1, eee, n/
czyli, 2ze

aig Xisbi L} /i= 1, LA A ] n/

Oznacza to, ze x = (k1, coey in)GEK co konczy pierwszag czesdé
dowodu. Rozwazmy z kolei inkluzje 2/. Zaxdzmy, ze X = | k1r“’ink4k.

Aby wykazaé, ze x € E%K) wystarczy wskazad punkt

- 5 ST x /€ K taki, ze

B, Zes x) = (%0 ween &)

Zatozylidmy, Ze X =(.i1,_..., in>ezK, zatem speXniony jest uk%ad

warunkdéw

éi <}.(i gbi ’ /i= 1, LIC N n/.
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Rozwazmy punkt

(x1, . xn> = (exp X1y eeey EXP in)

Z monotonicznosci funkcji exp ( x) wynika, 2e zachodzg nierdwnos-

ci
exp (éi) < exp (%) < exp (by), /i =1, eaey n/
cCo oznacza, 2e

a.gx.sb. /i=1,ooo,n/

co $wiadczy z kolei o tym, iz (x1, F xn>ez K. Nietrudno zau-
wazyé tez, ze dpix) = x, gdzie

(n)

L(x) = (ln Xqs eeey 1M xn) =( In(eXp(Xq))s eees 1n(exp(xH»=

=(x1, seas in) = X

Oznacza to, iZ speiniona jest inkluzja 2/ co korczy dowdéd twier-
dzenia,Teze twierdzenia dla odwzorowania érﬂ udowadnia sie ana-

logiczniee.

Twe 6.2.190

n
Niech X = ;X% [ai, bi] bedzie n-wymiarowg kostka rzeczywista
L=

taksg, ze

a; <0< by s /i=1, eeeyn/
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Dla kazdego niezerowego wektora h € G?n
b = (hyy eeey h ) #0
istniejg dwie liczby rzeczywiste"CHTTP
Tl <o<T?,
dla ktdérych speinione sg nastepujace warunki

1/ punkty Tth, TFhn sg punktami brzegowymi kostki K

2/VT:’CL< L=< punkt [Th jest punktem wewnetrznym
kostki K.

3/*71}<'CL punkt Th jest punktem zewnetrznym kostki K

4/% T>TY punkt Th jest punktem zewnetrznym kostki K

Dowéd twierdzenia podzielony zostanie na dwa etapye.

Etap I

Wykazemy istnienie liczby TY > 0 takiej, ze
(I-1> WZPh jest punktem brzegowym kostki K

(I-Q)VTﬁ>7:P punkt Uh-jest punktem zewnetrznym kostki K
(I-B)‘V T+ 0T < "CP punkt ['h jest punktem wewnetrznym

kostki K.

Przypomnijmy, ze dana jest kostka

n
i=1 |

[R(n)

oraz niezerowy wektor he
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h=<h1, ...,hn)fo, /2/

Niech {i1, Slsiaty in} bedzie taka permutacja zbioru liczb {1,...ﬂﬂ

ze
hi,]’ oo 0y hik < O /3/
h g oo h. > 0
ik+1 ’ 1k+1
h- see h- = 0
igs141” > g
Przyjmijmy
a a.
_ i1 _ ik
il e 14/
1 | He
b, B,
. ik+1 : : ik+1 -
D1 = B 9 o0es Qgeyn = B -

Lr41 k41
Na mocy warunkéw /1/, /3/, otrzymujemy wniosek
Oy >0 , /i=1, ecaey k+1/, /5/
Wartosé TFT okreslimy jako
TP = min{OL1, “"(1'k+i}- _ /6/

Z warunku /5/ wynika natychmiast, ze

TF> o . /1/
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Dowsd warunku (I-1)

Nalezy udowodnié, Ze punkt 'E?h.jest punktem brzegowym kostki K.
Wykazemy najpierw, Ze't'Eh nalezy do kostki K. Na podstawie wa-

runku /6/ oraz /7/ wnioskujemy, Ze speinione sg nierdwnosci

o < Tf< d.,

J ) /J = 1’ ceeey k""l/. /8/

7 warunku /8/ oraz /3/ wynika, ze
. P, o
aij -q,a hing hij< o< bi,j o /J = fe wews k/ /9/

czyli

P : | '
a, S Thhy<byy , /3=1, ceey /. /10/

Koniunkcja warunkéw /3/, /4/ oraz /8/ prowadzi do wniosku

P .
8;5<0<T"hyy< hyy Qb = byj 5 /3 = K+, eee, k+1/ /11/

czyli

s < ’[P._hij < bi

1] ,/j = k+1, ceey k+1/. /12/

J
Z warunku /3/ wynika, ze
P PRy . ’ .

aj3 < T hyy =0<bij ,/j = ktl+ly eeay n/  /13/

czyli
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855 < TP- hi,j< bi,j : /3 = k+1+1, eeey n/, /14/

Na podstawie warunkéw /10/, /12/, /14/ otrzymujemy ostateczny

wniosek

a°°<TP.hij< bi- . /j = 1, eecey n/ /15/

1J J

co oznacza, ze punkt THh nalezy do kostki K. Wykazemy, ze jest
jej punktem brzegowyme. Biorgc pod uwage fakt, 2ze 2zbidr

{(LP ""d’k+1} jest' zbiorem skornczonym dochodzimy na podstawie
definicji wielkosci T® /wzér /6// do wniosku, ze istnieje taki

wskaZznik

1<, < k+1 /16/

0

dla ktdérego speZzniona jest réwnosé

(B Ay - /s
(o]

Prowadzi to z kolei do wniosku

7

v < j
alJo gdy Tsji sk
TE n. =QL:* h.. = < /18/
idg Jo g
bijo gdy k+1 < jo < k+l
L -

co, na mocy Twe 6.2.15 oznacza, ze punkt T,'P- h jest punktem brze-

gowym kostki K. Kohczy to dowdd warunku /I-1/.
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Dowdéd warunku (I-2)

Nalezy wykazad, 56V T>TF punkt T h jest punktem zewnetrznym

kostki K. Rozwazmy wiec dowolne U takie, ze
P
T >7T-°. /19/

W przypadku gdy wskaZnik Jo okreslony warunkiem /16/ zawarty

jest w przedziale

1<

JOS'k /20/

speiniona jest rdéwnosd

skad, po uwzglednieniu warunku /19/ wynika, ze

't-h..<”EPhi. = Obe v hese = @ /22/

1do Jo Jo *do 1J,
czyli

Th.. < a.. /23/

co zgodnie z Twe 6.2.16. oznacza, ze [ h jest punktem zewngtrinym
kostki K.

W przypadku gdy wskaznik jo zawarty jest w przedziale
ket £ J, < k+l, /24/

speiniona jest nierdwnosdé



h. . S~ 0 /25/

skad, pb uwzglednieniu warunku /19/ wynike, ze

Thy: >Thhy, =0L;- hyy = by /26/

iJ.o Jo Jo 1jo 1
czyli
T'h. . > b, . /27/

1dq Ldg o

co zgodnie z Twe 6.2.16. oznacza, ze punkt U'h jest punktem

. zewnetrznym kostki K. Konczy to dowdd warunku.(1-2).

Dowéd warunku (I-3)

Nalezy wykazaé, zeV T:o0<T< e punkt U"h jest punktem wew -

netrznym kostki K. Rozwazmy wiec dowolne L takie, - ze

o <T< TF | | /28/

W przypadku gdy 1< j < k, ne mocy warunkéw /3/ i /26/, speZniona

musi byé zaleznosdé

8. —=Qlich, ;< TH hy s < Thy3SO0<bys, /3 = 1yeee,k/ /29/

1J j i3 ij
co oznacza, zZe
a;3 <Thyy < b3y , /8% 1y eeey-X/, /30/

Rozwazmy 2z kolei przypadek k + 1< j< k + 1. Na podétawie warun-

kéw /3/ i /28/ otrzymujemy wniosek
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P
85 <0< Thyy< Trby <Oy hyy = byy K+, eee, k+1//31/

1) J J
co oznacza, ze
azy < Thyy< byg 5 /3 = kt1y een, k+1/. /32/

Pozostaje do rozpatrzenia przypadek j = k+l+1, eeey nNe

Zgodnie z warunkiem /3/ speiniona jest zaleznosé
Th.. = 0 s /3 = k+l41, eee, n/ /33/

co zgodnie z zaXozeniem /1/ oznacza, Zze

ass < Thij < by, , £33 5 k04T, sesy Nl /34/

Na podstawie warunkéw /30/, /32/, /34/ otrzymujemy ostateczny

wniosek

co zgodnie z Twe 6.2.14 oznacza, ze punkt ['h jest punktem
wewnetrznym kostki K. Koriczy to dowdd warunku.(I-B), co oznacza

réwniez zakonczenie pierwszego etapu dowodu twierdzenia.

Etap IT
Wykazemy istnienie liczby Tt <o takiej, ze

(II—1) Thn jest punktem brzegowym kostki K.
(II—2)N¢'C<3EL punkt T¢h jest punktem zewnetrznym kostki K
(11-3)¥T:T¥ < T < 0 punkt T-h jest punktem wewnetrznym kostki
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gdzie hezﬂ?? tak jak poprzednio oznacza pewien niezerowy wektor

h = (hys eeey b ) /34/

)

a kostka K jest postaci

- _
K = >< [a;s by ) , a; <0<b,, /35/

1=1

Niech{i1, coey in}oznacza, jak poprzednio, takg permutacje zbioru

liczb {1, ecey n}, ze

ig iy
hi 1] 0.., hi > O /37/
k+1 k+1
ho eee h- = O
g1+’ 7 ip
Przyjmijmy oznaczenia
D1 iy
Sl Toeal RN S s viae i
i
k
a; b.
B ket = k+1 B = Tk+1
Ei ¥y S%en k+1 ~ h.
k+1 ,lk'i'l

i zauwazmy, ze z warunkéw /35/, /38/ wynika, ze
By < 0 5 /j=thee.,kl/. 139/

Wartoéé T okreslimy jako
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T = o (Brr eeer Pred s

Z warunku /39/ wynika natychmiast, ze

T < o | /41/

Dowdd warunku (II-1)

Nalezy wykazad, ze T%h jest punktem brzegowym kostki K. Wykaze-
my najpierw, ze ”ELh nalezy do kostki K. Na podstawie warunkéw

/40/, /41/ wnioskujemy, %Ze spetnione sg nierdéwnosci
PJ < FEL< 0 ] /j=1, ecoy k+l/ /42/

skad, po uwzglednieniu warunkéw /37/, /38/ wynika, zZe speiniona

musi byd zaleznosé
, i .
830 T" by hyyBy=Dby5 ,/3 =15 ceey kK / /43/

czyli

aij<'[1' H. . < b s /3 =1y esey X/, /44/

iJ ij

Koniunkcja warunkéw /37/, /38/, /42/ prowadzi do wniosku

<TL hi.<0<b.

J l,j ’/j = k+1, LN Y k+1/ /45/

aijsg'tﬁ_ h135§ bij S /3 = k+1y eeey kil /. /46/
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Z warunku /37/ wynikae tez, ze

aij<rEL hij = O<biJ . /j = k+1+1, ecey n/ /47/

czyli

L :
a;3<T" hyy < b o /5 = k+tl41, eee, n/. /48/

ij

Na podstawie warunkdéw /44/, /46/, /48/ otrzymujemy ostateczny

wniosek
833 S TL hij< bij s /3 =1, eeey n/ /49/

co zgodnie z Def. 6.2.15 oznacza, ze punkt ’[L h nalezy do kostki
Ke

Wykazemy, 2e jest on jej punktem brzegowym. Z okreslenia wartos-
ciTY /wzér 40/ oraz z faktu, ze zbidr {ﬁ1, sy ﬁk+l} jest zbio-

rem skonczonym wynika, ze istnieje taki wskaZnik jo

1< 5, < kel /50/

dla ktérego spekniony jest warunek

T = By . /51/

Prowadzi to do wniosku

gdy 1sj,<k

L = B,
T byy R Bis, = ; /52/
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co zgodnie z Tw. 6.2.15 oznacza, 2ze punkt_"[Lvh jest punktem
brzegowym kostki K. Koficzy to dowéd warunku /II-1/.

Dowdd warunku /II-2/

Nalezy wykazad, 2eﬁf’[<¥EL punkt T'h jest punktem zewﬁgtrinym
kostki K. Z warunkéw /40/, /41/ wynika, ze speiniona jest nie-

réwnosé

pj gTL < (O ) /j = 1, ey k+1/, /53/
W przypadku gdy wskaénik.jo /wzdr 50/ zawarty jest w przedziale
1< j, < k /54/

wéwczas, zgodnie z warunkiem /37/, dlaT:<fEL, spexniona jest

zaleznosé

L e
Thyy > Thbyy =By By = Pyy

czyli

"E-bijo> bijo | £557

co zgodnie z Twe 6.2.16 oznécza, ze punkt ['h jest punktem zew-~
netrznym kostki K. W przypadku gdy.indeks j  /wzér 50/ zawarty

jest w przedziale

k1 < J, < k4l /56/

~

wowczas zgodnie z warunkiem /37/ otrzymujemy dla'IQ:"EL



Th. . Thon,. =By hyy = ay; /57/

czyli

Th /58/

i3, = i3,

co zgodnie 2z Tw. 6.2.16 oznacza, ze punkt [-h jest punktem

zewnetrzhym kostki K. Kohczy to dowdéd warunku (11—2).

Dowéd warunku /JI-3/

Nalezy wykazaé, zeVT: T < T < O punkt Th jest punktem
wewnetrznym kostki K. Rozwazmy dowolne U takie, ze
o _
T'< Tg 0, /59/
Na mocy warunkéw /37/, /53/, /59/, dla 1< j < k, spetniona musi

bydé zaleznosé

<. TY h,

< 0< Th, i3S pj-hij = by35,/3 = 1yeee,k//60/

813 ij
czyli

835 < "[}hij< bij , /3 =1y eaey k/. /61/

Rozwazmy z kolei przypadek k+1 < j<< k+le W tej sytuacji zgodnie
z warunkami /37/, /38/, /53/, /58/ otrzymujemy wniosek

5 L . .
aij = ?3 hing s hij< T hij < O0< bij ’/3=k+1,...,k+1_/ /62/7
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czyli

aij < '-Dhij < bij ’ /j = k+1, seey k+1/ /63/

Pozostaje wigec do rozwazenia przypadek k+l+1 < j < n. Zgodnie
z warunkiem /37/ speXniona musi byé réwnosdé

T‘hij = O : 3 /,j = k+1+1, evey n/ /64/

CO oznacza, ze

a.: < "Ch,

l,] 1.j S b- . . /j = k+1+1, ecey n/ /05/

1J

Na podstawie warunkéw /61/, /63/, /65/ otrzymujemy ostateczny

wniosek

8,45 <. .Th. <

1] 1] /j = 1, ecey n/.' /66/

ij s
Zgodnie z Twe. 6.2.14. oznacza to, zZe punkt T'h jest punktem
wewnetrznym kostki K. Konczy to dowéd warunku /II-3/ co oznacza

réwniez zakonczenie drugiego - ostatniego etapu dowodu twierdze-

niae.
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