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1. Wstep

W artykule zaproponowano mierniki do oceny jakosci skonstruowanej klasyfi-
kacji. Mierniki te oparto na okresleniu heterogenicznosci poszczegélnych grup,
w tym réwniez grupy zawierajacej jeden obiekt, czyli punktu izolowanego. Zdefi-
niowano trzy stopnie heterogenicznosci dla grup oraz dwa stopnie heterogenicz-
nosci dla punktéw izolowanych. Ponadto zdefiniowano brak heterogenicznosci dla
grupy oraz punktu izolowanego. Dla metod hierarchicznych zaproponowano prosty
sposob wyboru podziatu najlepszego.

W literaturze istnieje bardzo duzo réznych miernikdw heterogenicznosci i ho-
mogenicznos$ci, ktore oceniaja zaréwno pojedyncza grupg, jak i wszystkie grupy
tacznie. Przyktadowo w pracy [1] na s. 136 opisano takich miernikéw ponad 60,
ale ocena klasyfikacji za ich pomoca wcale nie jest prosta — trudno bowiem poru-
szac si¢ w takim gaszczu miernikow, zwlaszcza ze kazdy z nich prezentowany jest
za pomoca liczby. Dlatego autorka podjeta sig¢ proby skonstruowania (na bazie juz
istniejacych miernikéw) takich nowych miernikéw, ktére bytyby miernikami syn-
tetycznymi, uwzgledniaty heterogeniczno$¢ oraz homogenicznos¢ pojedynczej gru-
py, miaty pewna hierarchie i byty przedstawione w postaci symbolu. Proponowane
mierniki maja ulatwi¢ oraz uprosci¢ analiz¢ heterogenicznosci (a w pewnym sensie
i homogenicznosci) poszczegdlnych grup, a takze umozliwié oceng catego podziatu.

W literaturze czesto do oceny klasyfikacji uzywa si¢ miernika SC! oraz $red-
niej wariancji wewnatrzgrupowej. Sg to mierniki oceniajace poprawnos¢ grupowa-
nia — syntetycznie oceniaja wszystkie grupy i nie umozliwiaja analizy heteroge-
nicznosci lub homogenicznosci w poszczegdlnych pojedynczych grupach. W arty-
kule oba te mierniki szczegélowo omdéwiono i poréwnano z miernikami propono-

! Miernik ten nazywany jest Sithouette coefficient (zob. [3.s. 320]).
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wanymi przez autork¢. Do poréwnywania miernikow wykorzystano empiryczny
zbior obiektow, dla ktorego za pomoca metody Warda utworzono hierarchiczng
klasyfikacje tych obiektow.

2. Mierniki typu # — mierniki heterogenicznosci grupy

Do oceny stopnia heterogenicznosci grupy autorka proponuje trzy nastgpujace
mierniki, oznaczone symbolami K", R, b, gdzie k"™ oznacza bardzo dobrq hete-
rogeniczno$é (odrebnosé) grupy, h* — dobrq heterogenicznosé grupy, h — stabg,
lecz dopuszczalng heterogenicznos¢ grupy.

Mierniki te s uporzadkowane i maja okreslona hierarchig. Najwieksza hetero-
genicznos¢ bedzie oznaczona symbolem 4™, a najstabsza symbolem A. Jesli grupa
ma heterogenicznos¢ typu h™*, to ma réwniez heterogeniczno$é typu k" oraz h.
Jesli natomiast grupa ma heterogeniczno$¢ typu A, to nie ma heterogenicznosci
typu A" ani typu A"

Dodatkowo definiuje si¢ miernik 4’', ktory gléwnie stuzy do oceny stabszej
heterogenicznosci punktu izolowanego.

Heterogeniczno$é punktu izolowanego proponuje si¢ ocenia¢ za pomoca mier-
nikéw 2™ oraz h'.

Mierniki te sa nazywane w skrocie miernikami 4. Inspiracja do zdefiniowania
miernikéw % byt znany w literaturze miernik L*2,

Definicje miernikow heterogenicznosci

Podstawa proponowanych przez autorkg miernikéw heterogenicznosci sa znane
z literatury nastepujace mierniki*:
Sepc — miernik okreslajacy odrgbno$¢ (separacje) grupy (separation of a clus-
ter) C, gdzie:
SepC= min dt,h' (1)
teC, heC
Miernik Sep~ oznacza minimalna odlegto$¢ grupy C od innej grupy (minimal-
na odlegltos¢ punktéw grupy C od punktéw nie nalezacych do grupy C);
D¢ - srednica taksonometryczna (diameter of a cluster) grupy C, gdzie:
D¢ = max d; e 2)
i, jeC '

2 Zab. [3]. s. 319, miernik L' - drugi typ izolacji (isolated group). Proponowany miernik *
zdefiniowany jest tak samo jak miernik L'. Zmiang oznaczenia L* na 4* wprowadzono dla porzadku.
3 Zob. np. [3; 1].
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Miernik D, oznacza maksymalna odleglo$¢ migdzy dwoma punktami naleza-
cymi do grupy C.

Dy — srednica taksonometryczna /-tej grupy w danej klasyfikacji, gdzie /=1, 2,
..., k (k —liczba grup) — skonstruowany jak D.

1. Definicja miernika h™"
Grupa C ma heterogenicznosé typu ™" — ma bardzo dobrq heterogenicznosé,
jesli:
Sepc = max(Dy), 3)
!

gdzie D; oznacza Srednicg taksonometryczng /-tej grupy.

Grupa C ma bardzo dobrq heterogenicznosé, jesli odrebnos¢ grupy C (wyzna-
czona za pomoca miernika Sep() jest wigksza od maksymalnej Srednicy taksono-
metrycznej grup. Wedlug tego miernika mozna okresla¢ rowniez odrgbno$¢ punktu
izolowanego.

2. Definicja miernika h*
Grupa C ma heterogeniczno$é¢ typu h* — ma dobrq heterogenicznosé, jesli:

Sepc > Dc. (4)

Grupa C ma dobrq heterogenicznosé jesli odregbnosé grupy C jest wieksza od
srednicy tej grupy. Wedlug tego miernika nie mozna okresla¢ odrgbnosci punktu
izolowanego.

3. Definicja miernika h
Grupa C ma heterogenicznos¢ typu h — ma stabq, lecz dopuszczalnq heteroge-
nicznosc, jesli:

Sepc >max| d; p |, gdzie: R reprezentant grupy C. )
© i, ReC

Grupa C ma sfabq, lecz dopuszczalng heterogenicznosé¢, jesli odrgbnosé grupy
C jest wigksza od maksymalnej odleglosci obiektow od reprezentanta R w grupie C
(reprezentantem moze by¢ np. obiekt o najmniejszej $redniej odleglosci w grupie
(). Wedtug tego miernika nie mozna okresla¢ odrgbnosci punktu izolowanego.

4. Definicja miernika h'
Grupa C jest heterogeniczna wedlug miernika 4’ ,-jesli:

k—p
L ZD, , gdzie: k — liczba grup, p — liczba obiektéw izolowanych. (6)

S
ePc>k_p &
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Warto$¢ Sep (odrebnosé grupy C) jest wigksza od sredniej wartosci $rednicy
grup bez punktéow izolowanych.

Jesli grupa ma heterogenicznosé typu k", to ma tez heterogenicznosé typu A'.

Miernik 4’ wprowadzono giéwnie do oceny stabszej heterogenicznosci punktu
izolowanego. Moze on by¢ réwniez wyznaczany dla grupy zawierajacej wiecej niz
jeden punkt, wtedy jednak miernik 4’ bedzie mierzyt inna heterogenicznoéé niz h”
lub 4 i bedzie on od tych miernikéw niezalezny.

5. Definicja braku heterogenicznosci grupy

Grupa nie jest heterogeniczna (nie ma odrgbnosci), jesli nie ma heterogenicz-
nosci przynajmniej typu A, a dla obiektu izolowanego przynajmniej typu A'.

3. Mierniki typu H oceniajace jakos¢ klasyfikacji

Jakosé dokonanej klasyfikacji proponuje si¢ oceniaé na podstawie oceny
stopnia heterogenicznosci wszystkich poszczegdlnych grup i punktow izolowanych
w danej klasyfikacji. O jakosci catej klasyfikacji decyduje najstabsza heterogenicz-
nosé grupy lub punktu izolowanego w tej klasyfikacji. Do oceny klasyfikacji zdefi-
niowano trzy mierniki i na ich podstawie wyroézniorio cztery rodzaje klasyfikacji.
Oto definicje miernikow H*", H*, H i poszczegblnych rodzajéw klasyfikacji:

H"* — miernik oznacza bardzo dobrq klasyfikacje, jesli wszystkie grupy w tej
klasyfikacji maja heterogenicznosé typu 4*",

H" — miernik oznacza dobrq klasyfikacje, jesli wszystkie grupy w tej klasyfi-
kacji maja heterogenicznoéé¢ przynajmniej typu 4", a punkty izolowane przynaj-
mniej typu A’ i istnieje przynajmniej jedna grupa, ktéra ma heterogenicznosé typu
k™ lub punkt izolowany typu A’,

H — miernik oznacza slabq, lecz dopuszczalnq klasyfikacje, jesli wszystkie gru-
py w tej klasyfikacji maja heterogenicznos$¢ przynajmniej typu 4, a punkt izolowa-
ny przynajmniej typu A’ i istnieje przynajmniej jedna grupa o heterogenicznosci
typu 4 lub punkt izolowany o heterogenicznosci typu 4.

Definicja zlej klasyfikacji

Klasyfikacjg¢ uznaje si¢ za z/q, jesli przynajmniej jedna z grup w danej klasy-
fikacji lub punkt izolowany nie bedq mialy heterogenicznosci. Brak heterogenicz-
nosci grupy zdefiniowano w punkcie 1 definicji 5.

Powyzsze mierniki w skrocie beda nazywane miernikami H.

4. Wybor ,,najlepszego” podzialu w metodach hierarchicznych
za pomoca miernikow H oraz h

Okreslenie ,,najlepszy” podzial zbioru obiektéw (punktéw w m-wymiarowe;j
przestrzeni cech) zawsze budzi watpliwosci. Ogélnie wiadomo, ze podzial powi-
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nien by¢ taki, aby obiekty nalezace do wyodrgbnionej grupy byly podobne (punkty
lezaty blisko siebie), a obiekty nalezace do dwdch roznych grup byly niepodobne
(punkty lezaty daleko od siebie). Do tego celu utworzono dos¢ duzy zbioér mierni-
kow, ktore oceniaja zwartos¢ grupy — homogenicznos¢ — oraz odrgbnosé grupy —
heterogeniczno$é. Duza roznorodno$¢ zwiazana jest ze sposobem pomiaru. Przy-
ktadowo: homogeniczno$¢ grupy mozna mierzy¢ za pomocy Sredniej odlegtosci
migdzy punktami, Sredniej odleglosci od reprezentanta albo sredniej odlegtosci od
srodka cigzkosci, mozna ja mierzy¢é rowniez na podstawie wariancji odleglosci
miedzy obiektami w grupie.

Dobro¢ skonstruowanej klasyfikacji w literaturze ocenia sig¢, poréwnujac np.
$rednia homogenicznos¢ wszystkich grup ze $rednia heterogenicznoscia tych grup
czy wariancje wewnatrzgrupowg z wariancjg ogélna. Problem w tym, ze mierni-
kow jest duzo, a wartos¢ ilorazu dodatkowo bgdzie zalezata od liczby grup w dane;j
klasyfikacji. Nastgpng trudno$¢ stanowig punkty izolowane — maja one wprawdzie
najwigksza homogenicznos¢ (zwartosé¢), ale nie wiadomo, w jaki sposéb oceniaé
ich odrebnos¢. Poza tym konstruowanie klasyfikacji zalezy od sformulowania celu,
np. czy to ma by¢ ,,naturalna” klasyfikacja, wynikajaca z uktadu punktdw w prze-
strzeni wielowymiarowej, czy klasyfikacja ,,na z gory okreslong liczbg grup”.

W artykule proponuje si¢, aby dokonany podzial wstgpnie ocenia¢ za pomoca
miernikow H, czyli miernikow H " H', H, ktore mierza heterogenicznos¢ wszyst-
kich grup, w tym réowniez punktow izolowanych danej klasyfikacji.

W przypadku metod hierarchicznych (np. metody Warda), gdy otrzymuje si¢
calg strukture réznych podzialéw, autorka proponuje uzna¢ za najlepszy taki po-
dzial, w ktorym jest mata liczba grup i w ktorym wszystkie grupy sa heterogenicz-
ne najlepiej typu H™* lub H*, moze byé tez typu H. Zatem w przypadku metod
hierarchicznych nalezy sprawdza¢, czy kolejne podzialy — najpierw na dwie grupy,
potem na trzy itd. — sa heterogeniczne. Mierniki H™, H*, H beda si¢ bowiem
znacznie czesciej pojawialy w przypadku wigkszej liczby grup wylonionych w da-
nym podziale (w danym rzg¢dzie dendrogramu).

Prezentowane rysunki dendrogramow wraz z wartoSciami miernikow sg zrzu-
tami ekranowymi z programu komputerowego TAKSONOMIA4.

Na rys. 1 na pierwszym rzgdzie od géry dendrogramu sprawdzono za pomoca
miernikow H podzial zbioru samochodéw na dwie grupy. Podziatu dokonano
w programie ,,Taksonomia numeryczna”. Jesli przy literze ,,H” znajduje si¢ symbol
»- , 0Znacza to, ze podzial jest zty.

4 Program komputerowy TAKSONOMIA jest dolaczony i opisany w ksiazce M. Kolendy Tak-
sonomia numeryczna. Klasyfikacja, porzqdkowanie i analiza obicktow wielocechowych. Metodologia
+ program komputerowy (program komputerowy opracowany przez Karola Kolendg). ksigzka obec-
nie jest w druku w Wydawnictwie Akademii Ekonomicznej we Wroclawiu.
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Rys. 1. Ocena na dendrogramie podziatu zbioru obiektéw na dwie grupy za pomoca miernikéw H oraz k4

Zrédto: opracowanie whasne.

Podzial na dwie grupy jest zty, poniewaz pierwsza grupa samochodow (liczac
od lewej strony) nie ma heterogenicznosci — przy mierniku ,,h” znajduje sie ,,-”, co
oznacza brak heterogenicznosci (zob. strzatka wskaznika myszy). Druga grupa sa-
mochodéw (LANOS SED, XSARA, POLONEZ, SEICENTO) jest heterogeniczna.
Wprawdzie heterogenicznosc jest staba (typu #4), mozna jednak uznaé, ze samo-
chody te naleza do jednej grupy.

Na rys. 2 przedstawiono przykiad wybierania najlepszego podzialu na dendro-
gramie dla metod hierarchicznych za pomoca miernikéw H oraz h.

Opis rys. 2.

— W pierwszym rzgdzie od gory dendrogramu widoczny jest symbol H:-, co
oznacza, ze klasyfikacja na dwie grupy jest zta (por. rys. 1).

— W drugim rzedzie od gory widnieje symbol H: H, co oznacza, ze klasyfikacja
na trzy grupy jest staba, cho¢ dopuszczalna. W tym podziale staba jest grupa
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Rys. 2. Wybieranie najlepszego podzialu za pomoca miemnik6w ,,/” na dendrogramie w programie

komputerowym ,,Taksonomia numeryczna”

Zrédlo: opracowanic wlasne.

{LANOS, XSARA, POLONEZ, SEICENTO} — ma ona heterogeniczno$¢ typu h
oraz h' (widaé, ze k' jest miernikiem niezaleznym od 4 — nalezy poréwnac te gru-

pe w rzedzie drugim).

— W trzecim rzedzie od gory klasyfikacja jest typu H"", co oznacza bardzo do-
bra klasyfikacje. Miernik H™* oznacza, ze wszystkie grupy, w tym obiekt izolowa-

ny, maja heterogenicznos¢ typu ™ . Zatem za najlepsza klasyfikacja dla tego zbio-
ru nalezy uzna¢ podzial na cztery grupy, a dokladniej na trzy grupy i jeden obiekt
izolowany. Obiektem izolowanym jest SEICENTO. Wytonione grupy to:

gr. 1 { BMW 3 LMN; AUDI A8; ALFA 156; BMW Z3},

gr.2 { JAGUAR; BMW 8},

gr. 3 {LANOS SED; XSARA COP; POLONEZ},

gr. 4 {SEICENTO 886}.
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Jak widaé na rys. 2, za pomoca proponowanych miernikow dos¢ szybko mozna
oceni¢ dana klasyfikacj¢ oraz wszystkie wylonione w niej grupy. Jesli doda sie¢ wa-
runek, aby liczba grup byta jak najmniejsza’, to otrzymuje si¢ prosty, zgodny z in-
tuicjg sposdb na wybranie najlepszego podziatu w przypadku metod hierarchicz-
nych.

5. Miernik SC oraz miernik SK
Deﬁniéje miernikéw SCi SK

Miernik SC (nazywany Silhouette coefficient) jest miernikiem oceniajacym
syntetycznie skonstruowang klasyfikacje.

SC = mlax(SKl), SC €(0,1), 8)
gdzie: SK=5; = L Z —(a,-ﬂ; iel, nj — liczebno$¢ grupy I, a; —
max(q;,

$rednia odlegtosc oblektu i (0;) wzgledem wszystkich obiektéw w swojej grupie,
b; — srednia odleglos¢ obiektu i w wzgledem wszystkich obiektow w grupie sa-
siedniej. Grupa sasiednia dla obiektu i jest grupa, w ktdrej znajduje si¢ obiekt j.
Obiekt j jest najblizszym sasiadem dla obiektu i, gdy: 'nellin'eld(i’ 7, I = numer
J: 1€, ]

grupy; SK; — miernik SK dla grupy /.

Rousseeuw (1987) zaproponowat nast¢pujaca oceng klasyfikacji wedtug war-
tosci miernika SC:

0,71-1,00 — bardzo dobry podzial na grupy,

0,51-0,70 — dobry podziat,

0,26-0,50 — podziat staby (zastosowac inna metodg klasyfikacji),

0,25-0,0 — punkty nie tworza skupien.

Przyklad wyznaczania i interpretacji miernikow SC, SK, H oraz h

Na przyktadowym zbiorze punktow z tab. 1, skladajacym sie z szesciu obiek-
tow, skonstruowano macierz odleglosci (euklidesowa — zob. tab. 2). Nastepnie za
pomoca metody Warda skonstruowano hierarchiczng struktur¢ podziatu i przesta-
wiono ja na dendrogramie — rys. 3.

Na dendrogramie na rys. 3 w pierwszym rzgdzie od gory przedstawiono:

» dwa mierniki oceniajace caly podziat:

— miernik SC = 0,774, ktéry oznacza, ze podzial zbioru na dwie grupy jest bar-
dzo dobry;

> Nie bez znaczenia jest liczebnos¢ poszczegdlnych grup. Na przykiad podzial na dwie grupy,
gdzie jedna grupe bedzie stanowic obiekt izolowany, nie bedzie dobrym podzialem niezaleznie od ty-
pu heterogenicznosci tych grup.
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Rys. 3. Prezentacja dendrogramu oraz miemikéw

Zrédlo: opracowanie wlasne.

— miernik H:- , ktdry oznacza, ze podzial calego zbioru obiektéw na dwie gru-
py jest zty;

» pie¢ miernikéw oceniajacych poszczegdlne (dwie) grupy:

— mierniki /4 oceniajace heterogenicznos¢ poszczegdlnych grup: grupa {03, o4,
0s} ma heterogeniczno$¢ typu h* — dobra, natomiast grupa {o,, oy, 0g} nie jest
heterogeniczna;

— miernik SK wyznaczany dla kazdej grupy przy obliczaniu miernika SC;

— miernik I5, ktory przedstawia wartos¢ Sep zdefiniowana wzorem (3);

— miernik 12 przedstawiajacy $rednice taksonomiczng grupy, czyli wartos¢ DC
zdefiniowana wzorem (2).

Przedstawiony podzial calego zbioru obiektéw na dwie grupy zostal przez oba
mierniki, tzn. SC i H, oceniony zupetnie inaczej. Miernik SC = 0,774 okreslit t¢
klasyfikacjg¢ jako bardzo dobra (SC > 0,71), natomiast miernik H:— ocenit, ze doko-
nana klasyfikacja jest zfa.

Wedlug miernikéw 4 grupa {o,, 0y, 0g} nie jest heterogeniczna. Grupa ta nie

jest heterogeniczna ani wg 4", poniewaz érednica grupy wynosi 9,220 i jest wiek-
sza niz Sep = 3,606, ani wg h, poniewaz maksymalna odlegltos¢ obiektu od repre-
zentanta w grupie wynosi 6,0828 (reprezentantem jest o).
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Tabela |. Macierz danych X Tabela 2. Macierz odleglo$ci dla zbioru punktéw w tab. 1
Xi X2 2 % 03 04 05 %
1 7 % | 0,0000 | 3,1623 | 6,7082] 9,4340| 8,9443| 6,0828
2 10 0 13,1623 | 0,0000 | 3,6056| 6,4031| 5,8310| 9.2195
4 13 03 |6,7082 | 3,6056 | 0,0000| 2,8284| 2,2361 12,6491
6 15 %1 19,4340 | 6,4031 | 2,8284| 0,0000| 1,0000/15,2315
5 15 05 |89443 | 5,8310 | 2,2361| 1.0000| 0,0000]14,8661
0 1 % | 6,0828 | 9,2195 [12,6491]15,2315]|14,8661 | 0.0000
Zrédio: opracowanie wlasne, Zrédlo: opracowanie wiasne.

Tabela 3. Wyznaczanie wartosci parametréw a oraz b dla obiektéw grupy { o3, 04, 05}

b -a;

a; b,- max(a, ) b,) 8 = m
03 2,5322 7,6543 7,6543 0,669173
04 1,9142 10,3562 10,3562 0,815163
05 1,6180 9,8804 9,8804 0,836239
5 = 0,773525

Zrédlo: opracowanie wlasne.

+
Przykladowo: ai(03)= 2,82842 2,2361 =2,5322; b, (03): 6,7082+ 3,6(:;65+12,6491 _
7,6543.
Tabela 4. Wyznaczanie warto$ci parametrow a oraz b dla obiektéw grupy {o;, 0,, 04}
__b-g
a; b’ ma.x(a,‘, b,) i = max(a'.,b,.)
o 4,6225 8,3622 8,3622 0,447209
% 6,1909 5,2799 6,1909 —0,14716
% 7,6512 14,2489 14,2489 0,463036
5= 0,254363

Zrédlo: opracowanie wlasne.

Dla grupy {03, 04, 05} wartos¢ s, = 0’669173+0’81§ 163+0,836239 =0,773525.
0,447201-0,14716+0,463036
3

Warto$é miernika SC = max (0,773525; 0,254363) = 0,774.
Wyznaczone wartosci miernikow warto poréwnac z wartosciami na dendrogra-
mie, przy czym miernik 5, oznaczono na dendrogramie symbolem SK — widac¢, ze

wszystkie wartosci sg zgodne.

Dla grupy {0}, 07, 0g} warto$¢ s; = =0,254363.
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6. Wariancja ogélna, wewngtrzgrupowa i migdzygrupowa

Wariancj¢ wewnatrzgrupowa lub wariancj¢ mi¢dzygrupowa wyznacza sie dla
cechy X w przypadku, gdy caly zbiér obiektéw jest podzielony na & grup (gdy war-
tosci cechy sa podzielone na k roztacznych grup). Woweczas dla cechy X poréwnuje
si¢ srednia wariancje liczona w poszczeg6lnych grupach wzglgdem wariancji ogol-
nej cechy X — wariancji wyznaczonej dla wszystkich wartosci cechy (dla catego
zbioru obiektéw). Porownywanie wariancji wewnatrzgrupowej z wariancja ogolna
cechy X ma na celu sprawdzenie, w jakim stopniu zmniejszyla si¢ wariancja cechy
w wyniku podziatu catego zbioru obiektéw na k grup.

Definicje

Wariancja ogolna: Wariancje S2(X ) wyznaczona na podstawie wszystkich

wartosci cechy X nazywa si¢ wariancja ogdlng. Wariancje SZ(X) dla cechy X
wyznacza si¢ wedlug wzoru:

n n
SZ(X)=%Z (x; - %) ,E=%Zx,—, (10)
i=1 i=1
gdzie x; oznacza elementy cechy X.

Wariancja wewnqtrzgrupowa S,2V(X ) dla cechy X jest srednia wazong warian-
¢ji wyznaczonych dla poszczegdlnych grup. Uwzglednia si¢ przy tym liczebnosci

grup. Wariancj¢ wewngqtrzgrupowq Sﬁ/(X ) wyznacza si¢ ze wWzoru:
2 1 k 2
Sip(X) =2 285 (X)-n, (11)
=1

gdzie & oznacza liczbg grup, S,2 (X) — wariancj¢ wartosci x; cechy X opisujacej
k

obiekty grupy /, czylidla x; €/, (i =1,2,...,n;), n; — liczebno$¢ grupy /, Zn, =n.
=1

Wariancja migdzygrupowa Sﬁ(X ) dla cechy X jest to wariancja $rednich
arytmetycznych poszczegdinych grup, przy czym uwzglednia si¢ liczebnosci grup.
Wariancje miedzygrupowq S 123(X ) wyznacza si¢ ze wzoru:

k Lk
3 =LY (5 -F)n, F =135, (12)
I=1

=1
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gdzie x; oznacza $rednia arytmetyczna dla x; €/, dla obiektéw nalezacych do /-tej
grupy.
Rownos¢ wariancyjna

S2(X) =8k (X)+S3(X). (13)

Srednia wariancja wewnqtrzgrupowa I7W
1N\ G2
Vi == Sip(%; ), (14)
J=1

Oceny klasyfikacji dokonuje si¢ za pomoca $redniej wariancji wewnatrzgru-
powej I7W, jest ona konstruowana na podstawie wariancji wewnatrzgrupowych
wyznaczonych dla wszystkich cech.

Przyklad wyznaczania wariancji wewnatrzgrupowej oraz macierzy wariancji i
kowariancji wewngtrzgrupowej

Na podstawie macierzy danych X zawierajacej zbiér cech {Xj 1,
(j=1,2,...,m) oraz zbiér obiektow {o;}, (i=1,2,...,n) i dla okreslonego podzia-
tu obiektéw na k grup o liczebnosciach n; (I=1,2,..., k) mozna wyznaczy¢ trzy
rodzaje wariancji dla kazdej cechy X;. Ze wzgledu na rownos¢ wariancyjna (zob.
wzdr (13)) wystarczy wyznaczy¢ dla danej cechy X; tylko dwie wariancje.

Wyznaczanie wariancji wewnatrzgrupowej dla cech zostanie pokazane na przy-
ktadowej macierzy danych X, przedstawionej w tab. 1.

Macierz danych X w tab. 1 zawiera pi¢¢ obiektow {0}, 05,03, 04,05} Oraz trzy
cechy {Xl, Xs, X3}. W macierzy X zbior obiektéw podzielono na dwie grupy
{01,09,03} 1 {04,05}. Poszczegblne grupy obiektéw wraz z wartoSciami cech
osobno sa przedstawione w tab. 2 i tab. 3.

Tabela 5. Macierz danych X — caly zbiéor ~ Tabela 6. Dane — grupa | Tabela 7. Dane — grupa 2
Obiekty| X; [ X3 | X3 | [Obiekty| X; | X2 [ X3 obiekty| X1 | X7 [ X3
o 1 9 10 0 i 9 10 04 8§ | 12 {30
Grupal| 0y 3 14 0 3 4 14 05 11 [ 10 | 25
2! 2 5 18 03 2 3 18 X 9,5 | 11 27,5
04 8 12 30 X 2 6 14 S? [225] 1 |6,25
Grupa 2
s I 10 | 25 52 |0.67]4.6667|10,667|  7rsdio: opracowanie wiasne.
x 3 8 194 1 Zrédto: opracowanic wlasne.
s? 148 | 9,2 | 52,6

Zrédlo: opracowanie wlasne.
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Dwa ostatnie wiersze w kazdej tabeli prezentuja wartosci srednich arytmetycz-
nych (x) oraz wariancje 52 wyznaczone dla kazdej cechy (dla wartosci elementéw
w kolumnie).

Wariancje wewnatrzgrupowe S;,ZV dla poszczegdlnych cech sa nastgpujace
(podstawiono wartosci S2 z tab. 2 i tab. 3 do wzoru (D)

3.0,6667 +2-2,25 3-4,6667+2-1
Sh(x))= 5 =1,3;S;2V(X2)=f=3,2;
szy(Xj) _ 3]0,666’574'26,25 =8,9.

Poszczegblne rodzaje wariancji mozna tatwo otrzymaé na podstawie poniz-
szych trzech macierzy (zob. wartosci wariancji S 2 hadole kazdej macierzy).

Tabela 8. Macierz X do wy- Tabela 9. Macierz W do wy- Tabela 10. Macierz W do wy-

znaczania wariancji i kowa- znaczania wariancji i kowa- znaczania wariancji i kowa-
riancji ogblnej riancji wewnatrzgrupowej riancji wewnatrzgrupowe;j

1 9 10 2 6 14 -1 3 —4

3 4 14 2 6 14 1 -2 0
X=| 2 5 18 B=| 2 6 14 w=| 0 -1 4

8 12 30 9,5 11 275 -1,5 1 2,5

11 10 25 9,5 11 27,5 1,5 -1 ~2,5
2! 148 92 526,  S§2. 135 6 4374 s¥! 13 32 89!

Macierz B jest macierza sktadajacg si¢ ze srodkow cigzkosci (srednich arytme-
tycznych grup). Kazdy obiekt w grupie zastgpowany jest wartosciami Srodka
ciezkos$ci swojej grupy (zob. wartosci x w tab. 6 i tab. 7). Macierz W jest macierza
danych X unormowana (scentrowana) wg srodkow cigzkosci dla poszczegdlnych
grup (odejmuje si¢ srednie arytmetyczne grup).
1,3+3,2+89

3
Na podstawie macierzy X, B, W mozna otrzymaé trzy macierze wariancji i

kowariancji:

Srednia wariancja wewnatrzgrupowa I7W = =4,4666.

148 74 23,6 13,5 9 243 1,3 -1,6{-0,7
Cov(X)=| 74 92 14 Cov(B)=| 9 6 162 Cow(W)=| -1,6 3,2(-22
236 14 52,64 243 16,2 43.74 —0,7 -2,2| 89

dla ktorych zachodzi nastepujaca rownosé: Cov(X) = Cov(B) + Cow(W).
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7. Por6wnywanie miernikéw H, SC oraz Vy,
na przykladzie empirycznym

Zastosowanie miernikoéw H, SC oraz ¥ — $redniej wariancji wewnatrzgrupo-
wej do oceny skonstruowanej klasyfikacji — zaprezentowano i skomentowano na
przyktadzie empirycznym. Ponadto pokazano sposéb wyboru ,,najlepszej” klasyfi-
kacji (podziatu) na dendrogramie prezentujacym hierarchiczna struktur¢ podziatu
(grupowania) otrzymang za pomoca metody Warda — jednej z hierarchicznych me-
tod klasyfikacyjnych.

Przyktad empiryczny dotyczy zbioru 10 samochoddw, ktére scharakteryzowa-
no za pomoca pigciu cech (tab. 13). Macierz odleglosci (euklidesowa, tab. 14) wy-
znaczono na podstawie standaryzowanych cech, a nastgpnie metoda Warda wyzna-
czono hierarchiczna strukture podziatu (rys. 4).

Miemniki | Obiekly|: 4 'H: Miemiki oceny dobroci klasyfikaci
Kategorie Klasyfikaci
T oo yi ac;a.
[ Wszystkie da weztd H** =bardzo dobra H=slaba

homogenicznosci skupi
heterogenicznosci skuy
poprawnosci skupieri
pozostate
indywidualne

iektow

H* =dobra -=zla

CRIKIKIT]

Q3s SO
dOD VHvEX
ZANO0d

568 OLN30138

<

Rys. 4. Dendrogram zbioru samochoddw oraz prezentacja miernikow H, SC oraz V (gdzie: V = I7W)
oceniajacych rézne podziaty zbioru
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Dendrogram na rys. 4 przedstawia hierarchiczng strukture skonstruowang za
pomoca metody Warda oraz mierniki oceniajace trzy rodzaje klasyfikacji: na dwie,
na trzy oraz na cztery grupy (pierwszy, drugi oraz trzeci od gory rzad dendrogra-

mu).

Ocena klasyfikacji wedlug miernika SC oraz miernikéw H

Mierniki SC oraz H zostana poréwnane i ocenione na przykladzie trzech roz-
nych klasyfikacji prezentowanych na trzech poziomach dendrogramu na rys. 4:

— na poziomie pierwszym od gory, gdzie caly zbior podzielono na dwie grupy,

— drugim, gdzie zbiér samochod6w podzielono na trzy grupy,

— trzecim, gdzie zbior podzielono na cztery grupy.

Klasyfikacje na trzy oraz na cztery grupy wraz z wartosciami miernikow SC
i H oraz ich interpretacja przedstawiono w tab. 13 oraz 14.

Tabela 11. Podzial zbioru na 4 grupy i ocena po-
dzialu wedtug miernikéw SC oraz H

Tabela 12. Podziat zbioru na 3 grupy i ocena po-
dzialu wedlug miernikéw SC oraz H

Zrédlo: opracowanie wlasne.

Ocena klasyfi- Het Ocena klasyfi- Het
kacji wedlug | Nr | o OB | Nazwy kacji wedlug | Nr | oo o8¢ Nazwy
T niczno$é . . nicznosé .
miernikéw | grupy obiektow miernikéw | grupy . obiektéw
SC oraz H grpy SC oraz H grupy
. BMW3 BMW3
| X h : AUDI A8 sC=0732 | | n AUDI A8
’ da(:bf: ALFA 156 (bardzo dobra| dobra | ALFA 156
SC=10,732 BMW Z3 klasyfikacja) BMW Z3
(::’;dezf‘l’k‘:g’;; 2 | a”r iso | JAGUAR . T JAGUAR
’ BMW ’ BMW
dobra 8 HH dobra 8
v (staba chociaz LANOS SED
H: H™ 3|, h : ;’;Egi f’:‘é?, dopuszczalna | | horaz &' [XSARA CCP
(bardzo dobra| da’bz" bOLONE, | | Klasyfikacia) | = staba | POLONEZ
klasyfikacja) oora SEICENTO
K .
4. bardzo | SEICENTO| Zrodio: opracowanie wiasne.
dobra

Jak wida¢ na dendrogramie (rys. 4) oraz w tab. 11 i 12, oba mierniki roéznia si¢
w ocenie tych klasyfikacji. Oto szczegétowy opis miernikdw SC oraz H dla trzech
rodzajow klasyfikacji.
1. Podziat zbioru na dwie grupy (zob. dendrogram na rys. 4):
—miernik SC ocenit t¢ klasyfikacj¢ jako dobra,
— wedlug miernikéw H klasyfikacja jest zta (poniewaz pierwsza grupa na den-
drogramie nie jest heterogeniczna). Wartosci DC oraz Sep dla grupy 1 sa nastgpu-

jace:
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DC ($rednica) = d(BMW3, BMW8) = 3,126 (d — odleglo$¢ euklidesowa),
Sep (odrebnosc) = d(BMW3, LANOS) = 1,877,

co oznacza, z¢ BMW3 duzo bardziej rozni si¢ od BMW8 (ktory jest w tej same;j
grupie) niz od LANOSA, ktory jest w innej grupie.

2. Podziat zbioru na trzy grupy (zob. tab. 12):

— miernik SC ocenit podziat jako bardzo dobry i niczym si¢ nie rézniacy od po-
dziatu wczesniejszego,

— miernik typu H przypisany dla tej klasyfikacji oznacza, ze jest to klasyfikacja
staba, chociaz dopuszczalna.

Wedtug miernikéw H wejscie SEICENTO do grupy 3 ostabito heterogenicz-
nos¢ tej grupy, co wplyng¢to niekorzystnie na cafq klasyfikacj¢ (por. mierniki 4 dla
poszczegdlnych grup w tab. 11 i 12). Wartosci DC oraz Sep dla grupy 3 sa nastgpu-
Jace: '

DC (srednica) = d(LANOS, SEICENTO) = 2,281,
Sep (odrgbnosé) = d(LANOS, BMWS) = 1,877.

Z przeprowadzonej analizy wida¢, ze miernik SC nie zareagowal na dotaczenie
SEICENTO do grupy 3 (na poziomie trzecim od gory dendrogramu), chociaz po-
winien, poniewaz w grupie tej po dotaczeniu tego obiektu znacznie wzrosta sredni-
ca grupy i zmniejszyta si¢ heterogenicznos¢é grupy.

3. Podziat zbioru na cztery grupy oba wskazniki ocenity tak samo jako bardzo
dobra klasyfikacj¢ — zob. tab. 11.

Poréwnanie i ocena miernikow

1. Wedtug miernikow H: najlepszy podziat zbioru obiektéw to podziat na czte-
ry klasy (grupy). Do przyjecia jest rowniez podziat na trzy grupy. Natomiast nie
powinno sie dzieli¢ tego zbioru obiektow na dwie grupy.

2. Wedtug miernika SC: ocena jest mniej wyrazista. Miernik ocenia podziat na
dwie grupy jako dobry, natomiast podziaty na trzy grupy oraz na cztery grupy
uznaje za bardzo dobre i w ogdle ich nie réznicuje.

3. Srednia wariancja wewnqtrzgrupowa (na dendrogramie symbol V) nie
umozliwia w zasadzie wyboru ,,najlepszego podziatu”, najwigkszy bowiem spadek
warto$ci sredniej wariancji wewnatrzgrupowej bedzie przy podziale calego zbioru
na dwie grupy, a nastgpnie na trzy. Przy wigkszej liczbie grup srednia wariancja
wewngtrzgrupowa bedzie coraz stabiej zalezna od liczby grup. Tg¢ prawidlowos¢
zaobserwowano na wielu dendrogramach skonstruowanych za pomoca réznych
metod klasyfikacyjnych i dla roznych zbioréw obiektéw. Metody klasyfikacyjne
dziataja bowiem na algorytmach, ktére w rézny sposéb minimalizuja wariancje.
Otrzymany dendrogram jest juz tak skonstruowany, ze najwigksze zmniejszenie
wariancji wewnatrzgrupowej bedzie przy podziale zbioru na dwie czgsci, nastgpnie
na trzy i na cztery.
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W przypadku podziatéw na wigksza liczbe grup spadek wariancji nie zalezy
tak silnie od liczby grup wyfonionych w danym podziale. Moze si¢ zdarzy¢, ze wa-
riancja wewnatrzgrupowa przy podziale np. na 7 grup bedzie mniejsza niz przy po-
dziale na 8 grup, ale to dopiero przy wigkszej liczbie grup, natomiast podziatowi na
dwie, trzy lub cztery grypy (czgsci) towarzyszy bardzo silny spadek wartosci $red-
niej wariancji wewnatrzgrupowe;j.

Dla punktu izolowanego wariancja wewnatrzgrupowa bgdzie wynosita zero.
Zatem dla podziatu zawierajacego tyle grup, ile jest punktéw, srednia wariancja
wewnatrzgrupowa bedzie wynosita zero, natomiast dla catego zbioru (jednej gru-
py) srednia wariancja wewnatrzgrupowa wynosi jeden (dla cech unormowanych za
pomocg standaryzacji).

Srednia wariancja wewnatrzgrupowa moze by¢ pomocna tylko w przypadku,
gdy beda rozpatrywane rozne podzialy, ale o tej samej liczbie grup, i w przypadku,
kiedy mierniki H nie zréznicuja jakosci tych klasyfikacji (dadza takie same wska-
zania o jakosci tych klasyfikacji).

Tabela 13. Macicrz danych

Obickty Moc maksy- |Maksymalny moment | Przyspieszenie Srednie zuzycie| Masa wlasna
malna [KM] obrotowy [Nm] 0-100 km/h [s] | paliwa [l] kel
ALFA 156 190 222 7.3 11.4 1320
AUDI A8 193 280 8,4 9,9 1510
BMW 3 LIM 193 280 7 9.1 1445
BMW Z3 321 350 5,4 11,1 1350
BMW 8 326 490 6,3 14 1880
XSARA COP 90 135 13,6 79 1068
LANOS SED 106 145 11,5 8.2 1116
POLONEZ 76 121 18 8.9 1135
SEICENTO 899 39 65 18 59 690
JAGUAR 370 505 5.6 12,7 1825

Zrodlo: opracowanie wlasne.

8. Podsumowanie

1. Proponowane w niniejszym artykule mierniki H oraz h stuza do oceny do-
broci (jakosci) skonstruowanej klasyfikacji oraz wszystkich wylonionych w niej
grup. Oceng¢ jakosci klasyfikacji oparto na badaniu heterogenicznosci (odr¢bnosci)
wszystkich wystepujacych w tym podziale grup, w tym punktéw izolowanych.

2. Zdefiniowano trzy stopnie heterogenicznosci grupy, przy czym dla punktu
izolowanego zdefiniowano dwa stopnie heterogenicznosci (odrgbnosci). Ponadto
zdefiniowano brak heterogenicznosci dla grupy i punktu izolowanego.

3. W przypadku metod hierarchicznych zaproponowano prosty sposob wybie-
rania podziatu najlepszego. Autorka proponuje uzna¢ za najlepszy taki podzial,
w ktorym jest najmniejsza liczba grup i w ktérym wszystkie grupy sa heterogeniczne.
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4. Przedstawiono i zaprezentowano na przyktadach miernik SC oraz poréwna-
no jego skutecznos¢ i wrazliwos¢ z proponowanymi miernikami /A — poré6wnanie
wyszio na korzys¢ miernikéw H.

5. Przedstawiono wariancje wewnatrzgrupowa oraz wskazano na jej mata przy-
datnosé w wyborze ,najlepszego” podziatu w przypadku hierarchicznych metod
klasyfikacji, zwiaszcza gdy liczba grup jest malta. Natomiast zaleca si¢ jg stosowad
wodwczas, gdy nalezy wybraé jedna z dwdch otrzymanych réznych klasyfikacji, ale
o tej samej liczbie grup, oraz w przypadku, gdy mierniki A nie bgda w stanie zréz-
nicowac jakosci tych podziatow.
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COEFFICIENTS OF CLASSIFICATION SCORING
Summary

The paper describes techniques of classification scoring. The basis of a score is determined by
a heterogeneity of every cluster and every isolated object in a given classification. A few coefficients
have been proposed, which determine various degrees of heterogeneity of clusters and isolated
objects. On the basis of these coeficients, four types of classifications have been defined: very good,
good, weak but sufficient, and bad classification.

The paper also describes how to easily find ,the best™ classification for hierarchical methods.
The proposed coefficients have been commented and compared with different coefficients, such as SC
(Silhouette Coefficient) and average innercluster variation.
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