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LINIOWA INTERPOLACJA PROCESU WIENERA.
PRZYKLADY ZASTOSOWAN WZORU ITO

1. Wstep

Celem pracy jest pokazanie przyktadéw zastosowania wzoru Ito, m.in. do
wyznaczania rozwiazan stochastycznych réwnan rézniczkowych. Przedstawimy
przykladowe trajektorie procesu Wienera, wygenerowane za pomoca pakietu
MATHEMATICA 4.0. W programie dokonano interpolacji liniowej procesu
Wienera.

Proces Wienera ma powszechne zastosowanie w teorii stochastycznych rownan
rézniczkowych. Jako proces, ktérego przyrosty sa niezaleznymi zmiennymi loso-
wymi, jest on procesem Markowa z ciaglym parametrem ¢ €[0; T'] na ciaglej prze-
strzeni stanow. Prawie wszystkie realizacje procesu Wienera sa ciagle oraz nier6z-
niczkowalne dla kazdego ¢ €[0; + ] [1]. Jedng z konsekwencji nierdzniczkowal-
nosci jest to, ze nie mozna w sposob precyzyjny, za pomoca procesu Wienera,
w zadnej chwili dobrze okresli¢ predkosci czastki Browna. Natomiast pofozenie
czastki Browna jest mozliwe do wyznaczenia po scatkowaniu procesu Ornsteina—
—Uhlenbecka (przyklad 2). To wlasnie L.S. Ornstein i E.G. Uhlenbeck stworzyli
model ruchu Browna uwzgledniajacy predkosé¢ czastki [7].

W modelowaniu matematycznym stochastyczne rownania rézniczkowe stano-
wia podstawowe narzedzie opisu zjawisk zaleznych od czasu. Warto wspomniec
chociazby o zastosowaniu procesu Bessela w zagadnieniach zwiazanych z modelo-
waniem ryzyka w matematyce ubezpieczeniowej czy o zastosowaniu rownan Sagi-
rowa w astronomii do opisu zagadnienia stabilizacji satelity na orbicie [2]. W tech-
nice i fizyce za pomoca stochastycznych rownan rézniczkowych opisywane sa re-
akcje konstrukcji na wymuszenia turbulentne, sejsmiczne czy wywolane falami
morskimi, a takze reakcje pojazdoéw na losowe nierdwnosci drogi [7]. Niestety, tyl-
ko nieliczne metody analityczne daja doktadne rozwigzanie stochastycznych row-
nan rozniczkowych.
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2. Liniowa interpolacja procesu Wienera

Rozwazmy przestrzen zdarzen elementarnych (2, z okreslona na niej miarg
probabilistyczna P oraz o-algebra F oraz stochastyczny proces Wienera W(f)
(W:£2x][0,+ ) —> R).

W celu wygenerowania oraz sporzadzenia wykresu procesu Wienera zastoso-
wano interpolacje liniowa [3]. Efekt przedstawiony ponizej otrzymano dzigki
zastosowaniu pakietu MATHEMATICA 4.0. Dla rozwazan przyjeto, ze proces
Wienera dany jest na przedziale [0, 1] w $cisle okreslonych chwilach czasowych

l = 1/29, gdzie ie{O, 1,2,...,29}. W rozwazaniach wykorzystano w szczegol-

nosci nastepujace warunki definiujace proces Wienera:
— przyrosty W(t)-W(s), W(u) —W(t), saniezalezne dla 0 <s <t <u;
— przyrosty W(t + h) — W(t) maja rozklad normalny o $redniej 0 i wariancji A.
Przykiadowe wyniki przedstawione zostaty na rys. lai 1b.
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Rys. la. Przykladowa trajektoria procesu Wienera

Zrédlo: opracowanie wlasne.
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Rys. 1b. Przykladowa trajektoria procesu Wienera

Zrédlo: opracowanie wiasne.
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Generowanie przyktadowych trajektorii procesow stochastycznych mozliwe
jest rdwniez przez zastosowanie ekstrapolacji [2]. Nalezy jednak pamigtaé, ze eks-
trapolacja jest metoda numeryczna, ktérej rezultaty moga by¢ obarczone stosunko-
wo duzym bledem. W przewazajacej czgéci przypadkow blad ten jest wigkszy ani-
zeli w przypadku zwyktej interpolacji [5]. Korzystanie z metod numerycznych, ta-
kich jak interpolacja czy ekstrapolacja, do generowania trajektorii procesu Wienera
jest w pelni uzasadnione ze wzgledu na mozliwo$¢ stosowania tych proceséw
w zadaniach prognozowania zjawisk finansowych (jak chociazby do wyceny opcji
europejskiej — wzor Blacka-Scholesa) [8].

3. Wzor Ito

Regutly rézniczkowania procesow stochastycznych, ze wzgledu na wystepujacy
w zapisie sktadnik bedacy np. funkcjg nierdzniczkowalna dla kazdego ¢ €[0; + )
(proces Wienera), sa odmienne od przyjetych w klasycznym rachunku rézniczko-
wym. W poszukiwaniu rozwiazan stochastycznych réwnan rézniczkowych bardzo
wazng role odgrywa twierdzenie — wzor Ito. Wzdr ten stanowi regule rézniczko-
wania wybranych typow procesow stochastycznych.

Twierdzenie. Wzor Ito

Niech dane bedg funkcje

— f rézniczkowalna wzgledem ¢ i dwukrotnie rézniczkowalna wzgledem x,
— a, b dowolne funkcje zalezne od .

Witedy, jezeli spetnione sg zaleznosci

dX () =a(t)dt + b()dW (1),
Y@y =1t X)),
to stochastyczna rozniczkeg procesu Y mozemy wyznaczy¢ postugujac si¢ wzorem:

dr(t)= f,(t, X(0))dt + £, (t, X(O))a()dt + f. (1, X(@))b()dW (1) +
+ % Fux(ts X@O))P2 (et

Q)

()

Wz6r (2) nazywamy wzorem lto.
Powyzsze twierdzenie mozemy takze rozszerzy¢ na przypadek wielowymiarowy.

Twierdzenie. Wzor Ito — wersja wielowymiarowa
Niech W, =(w),wy,....w, ) — wielowymiarowy proces Wienera, B=[b,-’j]j=1,_.,,,
i=l,...m

— zadana macierz wspolczynnikéw, f:[0; +w)x R™ — R — zadana funkcja. Wte-
dy, jesli
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n
dX; =aidt+ ) b; ;dw;, _
j=1 (3)

L= %),

to

dy, = f,(1, X, dt+2fA 1, X, a,(t)dt+2fx 1, X, Zb, J(Daw (1) +

i=1 J=1

4)
%Z Zb (O (0. X, Yoy (1)

O powszechnym zastosowaniu wzoru Ito, w przypadku zaréwno jedno- jak
i wielowymiarowym mozemy przeczyta¢ m.in. w [2-4; 7].

4. Przyklady zastosowan wzoru Ito
Aby zilustrowaé tre$ci zawarte w twierdzeniu — wzorze Ito oméwimy trzy:

przykiady:

Przykiad 1.
Rozwazmy stochastyczne réwnanie rézniczkowe postaci:

dX(t) = u(t, o) X()dt + o(t, 0) X()dW (1), 5)
gdzie u(t, X,), o(t, X;) — funkcje mierzalne na R, x R. Jego rozwiazaniem jest
proces stochastyczny postaci:

X()= X(O)exp{yt - %ozt + o*W(t)}, (6)

poniewaz po zastosowaniu wzoru Ito dla procesu opisanego rownaniem (6) otrzy-
mujemy

dX(1) = (,u—EO' )X(z)dt+o-X(t)dW(t)+ > X()dt.

Po zredukowaniu wyrazéw podobnych otrzymamy stochastyczne réwnanie
roézniczkowe (5).

Przykfad 2.
Rozwazmy nastepujace stochastyczne rownanie rozniczkowe:

dX, = uX,dt + cdW,, )
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gdzie X oznacza szukany proces stochastyczny, y, o — zadane funkcje. Naszym ce-
lem jest znalezienie procesu X,, ktéry bedzie spetniat réwnanie (7).

Rozwazmy funkcj¢ dwoch zmiennych, rézniczkowalng wzgledem ¢, oraz dwu-
krotnie rézniczkowalng wzgledem x, postaci:

flt,x)= e Hx.
Na mocy lematu mowiacego, ze d(XY)=XdY+YdX+bbydt dla dX, =
=ay(t)dt + b (t)dW, oraz dY; = a, (t)dt + by(t)dW,, obliczamy:
d(e"‘” X, ) =—pe M X,dt +e M uX dt + e H odW, + 0= cuaW,.

Przechodzac do postaci catkowej, otrzymujemy

t
M X(1) = Xy + je‘*“odW_, .
0

Po przeksztatceniach otrzymamy proces stochastyczny (szukane rozwiazanie sto-
chastycznego réwnania rézniczkowego (7)) postaci

t
X, = Xoe‘” +je‘“(t—s)0'dVK. (8)
0

Proces (8) nosi nazwe procesu Ornsteina—Uhlenbecka. Za jego pomoca opisywany
jest ruch czasteczki Browna uwzgl¢dniajacy jej predkosé [7].

Przykiad 3.
Rozwazmy rownanie

u,(t, x) +a(t)u, (t, x) +%b2(1)uxx(t, x)=0. )

Niech u bedzie rozwigzaniem powyzZszego rownania dla ¢ < T z warunkiem postaci:
u(T, x) =h(x). (10)
Rozwazmy teraz proces (w postaci catkowe;j)

X(£) = Xo(r) + ja(s)ds + jb(s)dW(s),

t !

{e dX(6) = a(t)dt +b(1)aw (1)}

Na mocy wzoru Ito obliczamy
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du(t, X (1)) =u,(t, X (1)) +a(t)uy (1, X (0))dt +b(t)uy (e, X (¢))dW () +
+—;-ux_\.(t, X(1))p2dt = (u, (£, X(0)) +a(t)uy (¢, X(1)) +%un(t, X(t))bz(t))+
+h(0yuy (£, X (0)dW (1) = b(tYuy (¢, X(0))dW ().

W postaci catkowe;j

T
u(T, X(T))=u(t, X(£))+ jb(s)ux (s, X())dW(s).
{

Obktadajac obustronnie wartoscia oczekiwana, otrzymujemy:
T
E[u(T, X(T))]= E| u(t, X(t))+Ib(s')ux(s, X(5))adw(s)|.
t
Z warunku koncowego oraz z wlasnosci wartosci oczekiwanej otrzymujemy:

T
E[h(X(T))]= E[u(r, X(1))]+ E[Ib(s)ux(s, X(s))dW(s)].

t

A zatem szukane rozwiazanie, spetniajace warunek (10), przyjmuje postac:
u(t, X(0))= E[H(X(D)))]. (11)

Rownanie (11) nosi nazwg wzoru Feynmana—Kaca. Jest powszechnie stosowane w
modelach wyceny opcji jako sktadnik opisujacy ceny wzgledne aktywow (relative
asset price) czy tez ceny typu forward (forward price of the asset) [6].

5. Whioski

W pracy przypomniano warunki definiujace proces Wienera, a takze wlasciwo-
$ci tego procesu. Wyznaczono przykfadowe trajektorie procesu Wienera, wygene-
rowane za pomocg pakietu MATHEMATICA 4.0. W programie dokonano interpo-
lacji liniowej tego procesu. Obserwacja przyktadowych trajektorii procesu Wiene-
ra, rozwazanych nawet na tak matym przedziale ([0, 1]), stanowi o nier6zniczko-
walnosci tego procesu dla kazdego ¢ €[0;+]. Nierdzniczkowalnos¢ procesu
w kazdej chwili ¢ €[0; + o] jest wlasciwoscia dos¢ mato intuicyjna, zwlaszcza przy
zalozeniu ciaglosci procesu Wienera.

Pokazano ponadto przyklady zastosowan wzoru Ito. Na szczegdlng uwage za-
stuguje proces Ornsteina—Uhlenbecka (przyktad 2), za pomoca ktorego opisywany
jest ruch czastki Browna uwzgledniajacy jej predkosé [7], oraz wzér Feynmana—
—Kaca (przyktad 3) stosowany w modelach wyceny opcji [8].
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LINEARLY INTERPOLATED WIENER PROCESS.
SOME APPLICATIONS OF THE ITO FORMULA

Summary

The main purpose of this paper is to present definition and linearly interpolaicd Wiener process.
In part 3 one- and multi-dimensional version of the Ito formula is shown, which can be used for sto-
chastic differential equations.

Mgr Katarzyna Posacka jest pracownikiem Katedry Matematyki na Politechnice Radomskiej.
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