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Wykaz waZniejszych oznaczenn stosowanych w teksScie.

Alfabet lacinski

a — grubosé¢ otuliny;

as - szerokosd rozwarcia rysy;
A1C§D,A2C;J - reakcje uogdlnione w ptycie;
d1 — $rednica pretdw zbrojenia blizszych krawedzi rozciaganej;

D - sztywnos<é piyty;
Ea - wspdlczynnik sprezystosci dla stali zbrojeniowej;

Eb - wspdtczynnik sprezystosci dla betonu;

Fa — powierzchnia zbrojenia;

GCQ.ED - f-cja wptywowa ugieé¢ od dziatania sity skupionej;

Glci,E) - f-cja wptywowa ugie¢ od dziatania momentu skupionego;

GlBCx,ED - f-cja wpiywowa od obciagZenia dipolem momentdw dla 1-tego
sktadnika wektora uj;

leci,fa - f-cja wpiywowa dla "1"-tego elementu wektora u od

dziatania obcigzenia typu "k";

h - grubosé¢ piyty;

hf - glebokosé rysy;
HCx-¥D> - f-cja Heaviside’a;
1f - rozstaw rys;

mCS> - ukiad momentdéw rozrozonych wzdiuz brzegu piyty, wymuszajacych
speinienie warunkdéw brzegowych;

my ~ wartos¢ dipola momentdw rozitozonych rdéwnomiernie, modelujacego
linie rysy;

[mBQ] - wektor dipoli momentdédw modelujacych ryse wywolanych obciaZze-—
niem zewnetrznym;

[mBR] - macierz wpiywu dipoli momentédw modelujacych linie rysy,
wywotanych jednostkowymi wartosciami momentdw zastepujacych
oddzialywanie pretdw zbrojeniowych;

[mRJ - wektor momentdw zginajacych, modelujacych oddziatywanie pre-—
téw zbrojeniowych;

M1C;D,M x> - momenty zginajace w ptycie;
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MlaCxD - moment skrecajacy w ptycie;
pr - moment rysujacy;



Mn - moment zginajacy w rysie, o wektorze rdéwneclegtym do linii rysy;

n = E /E_;
a b
N N ,N - napiecia poziome w piycie;
<’ yy? Uy pie P Pty
pCS> - uktad siit rozitozonych wzdiuz brzegu piyty, wymuszajacych

speinienie warunkdw brzegowych;

Q1C§D,Q2C§J - sily tnace w pitycie;

r — odlegiosé¢ miedzy rozpatrywanym punktem pityty a punktem przyto-
Zenia obcigZzenia;

kat rozwarcia rysy zalezny od odksztaicen trwatych;

ry -~ wspdtczynnik proporcjonalnosci miedzy dyslokacja katowa, a
momentem zginajacym w rysie;

[ro] - wektor resztkowych katdw rozwarcia rysy;

[r,] - wektor wspdtczynnikdw proporcjonalnosci miedzy katem rozwar-

1
cia rysy a momentem zginajacym w rysie;

R — promient pordwnawczy;

Rbk - wytrzymatosé¢ charakterystyczna betonu na sSciskanie;

szk - wytrzymatosé¢ charakterystyczna betonu na rozciaganie;

s, T rozstaw pretdw zbrojenia blizszych krawedzi rozciaganej;

Sy ~ rozstaw pretdéw zbrojenia lezacych w drugim kierunku niZz prety

o rozstawie Sy

S - linia brzegowa piyty;

u — wektor przemieszczen i sit wewnetrznych w ptycie;
Uy s Uy lub u,v - przemieszczenia poziome punktdw piyty;
u, - obwdd preta;

wCx) — ugiecie pityty;

x = Cxl,xa) - wspdirzedne rozpatrywanego punktu piyty;
;1 = xl—fl] réznica wspdirzednych miedzy rozpatrywanym punktem, a
§2 = xa—fa punktem przytozenia obciaZzenia;
;n = Cxin,xan) - wspdirzedne punktdw charakteryzujacych odecinki,
na ktére zostal podzielony brzeg piyty;
Ze - ramie sit wewnetrznych w przekroju zarysowanym.
Alfabet grecki
3 — stosunek glebokosci rysy do gilebokosci rysy pomniejszonej o

grubosé¢ otuliny;

& - delta Dirac’a;



;a - $rednie, jednostkowe wydluZzenie zbrojenia;
€y, ~ Srednie, jednostkowe wydiuzenie betonu;

£> - 4rednie odksztalcenie sprezyste;

25 - 4rednie odksztalcenie resztkowe;

eE - odksztatcenia sprezyste;

sR — odksztalcenia resztkowe;

sT — odksztatcenia catkowite;

¢ — kat rozwarcia rysy;

p1C§J,p2C§D - katy ugiecia ptyty;

[¢o] - wektor katdw rozwarcia rysy wywotanych przez obciaZzenie
zewnetrzne;
[pR] - wektor katdw rozwarcia rysy wywotanych przez obcigzenie

modelujace oddziatywanie pretdw zbrojenia;
¢ — funkcja Airego;
QkCF) - obciaZzenie uocgdlnione dziatajace na obszarze "F';
§kCSD - obciaZzenie uogdlniocne dziatajace wzdiuz krzywej "S";
QkCQ) - uogdlnione obciaZenie zewnetrzne ptyty;
# — krzywizna ptyty;
E = CEi,Ea) - wspdirzedne punktu przytoZenia obciagzenia;
My ~ wskaznik zbrojenia;
v — wspdiczynnik Poissona;

QQ - powierzchnia piyty;

Yy — wspdiczynnik usredniajacy napreZzenia w zbrojeniu;
5a — Srednie naprezZzenia w zbrojeniu;

o, ~ naprezenia w zbrojeniu;

oy T naprezenia sSciskajace w betonie;

Tp - naprezenia styczne.



1. Wstep.

Wiekszos¢ konstrukeji zZelbetowych, w tym takZze piyt, ulega w
trakcie pracy zZarysowaniu. Zwiazane Jest to z procesami
reclogicznymi zachodzacymi w betonie lub z wystapieniem odpowiednio
duzych obciazen eksploatacyjnych. W przypadku elementdw statycznie
niewyznaczalnych, jakimi sa z reguty piyty, zarysowanie w zasadniczy
sposéb moze zmienié¢ rozktad przemieszczen 1 sit wewnetrznych w
pordwnaniu do stanu sprezystego. Istotne jest rdéwniez ze wzgleddw
uzytkowych okredglenie szerokosci rozwarcia rys. Tymczasem w chwili
obecnej piyty Zelbetowe projektuje sie jako jednorodne, sprezyste,
uwzgledniajac zarysowanie dopiero przy wymiarowaniu przekroju =za
pomocsy metody standw granicznych. Naturalnym wobec tego wydaje sie
dazenie do okreglenia rzeczywistego rozktadu sit wewnetrznych i
przemieszczen po zarysowaniu. Dzieki bardzo szybkiemu rozwojowi
maszyn cyfrowych i technik komputerowych mozZna juz sie pokusi¢ o
zrealizowanie takiego zadania. Opisana nizej metoda wraz z
opracowanym na jej podstawie programem cyfrowym pozwalaja wiasnie na
analize zmian zachodzacych w piytach zelbetowych na skutek

Zarysowania.



2. Przeglad literatury.

Piyty sa jednymi z podstawowych 1 najczescie]j spotykanych
elementdéw konstrukeyjnych, dlatego metodami ich oblicznia zajmowalo
i zajmuje sie wielu autordw. Pierwsze, klasyczne rozwiagzania dla
ptyt sprezystych, przedstawiajace przemieszczenia i sity wewnetrzne
za pomocs szeregdéw Fouriera, zaprezentowane zostaty przez Naviera
juz w 1820 roku. Od tego czsu powstato szereg nowych, oryginalnych
metod obliczania tych konstrukcji. Mozna tu wymienié¢ prace A.Puchera
(1121, Z.Kaczkowskiego [71,72], W.Nowackiego [104], G.Nariboliego
[88], A.Kacnera [B7], Z.0Olesiaka [107] czy H.Zorskiego [135]. Rozwa—
Zania teoretyczne dla zarysowanych elementdw Zelbetowych zapoczatko-
wane zostaty przez Griffith’a. W swojej pracy z 1923 roku wyznaczyt
on rozktad naprezen wockdi szczeliny w tarczy nieograniczonej.
Analogicznym zagadnieniem zajmowat: sie I.Sneddon [122], ktéry
opracowal szereg przypadkdw szczegdlnych dla tarczy niecograniczonej
z jedna lub kilkoma rysami. W Polsce E.Kossecka i H.Zorski [74,1386]
przedstawili teorie defektdw w liniowym osrodku sprezystym, w ktdrej
defekt okreslono jako powierzchnie oscobliwa z mozliwymi nieciagtos-
ciami przemieszczen 1 naprezen. Prace te byly kontynuowane miedzy
innymi przez Matczynskiego [(83]. Analogicznymi problemami =zajmowail
sie J.Mossakowski [885]. Wykorzystanie tych rozwazan w obliczeniach
praktycznych byto jednak niezmiernie trudne. Powstalo wiec szereg
metod, ktére po przyjeciu pewnych zalozen upraszczajacych pozwalaty
na obliczanie zar ysowanych konstrukcji Zzel betowych. Jedna, z
pierwszych byta teoria linii zalomdw, zapoczatkowana przez K.W.Jo-
hansena [B5] a nastepnie rozwi jana w Polsce przez W.Olszaka [108] i
A. Sawczuka [(1161]. Pozwalata ona  jednak tylkoe na okreslenie
ekstremalnych sit i momentdédw w zawiasach plastycznych. W pracach
[76,77,78,73,80] W.Kuczynski przedstawiil swoja teorie kontynualnych
zmian sztywnosci dla belek zZelbetowych, w ktdérej wszystkie efekty
Zwigazane =z =zarysowaniem uwzglednia sie poprzez ciagta zmiane
sztywnosci przekroju. Metoda ta jest rozwijana obecnie przez
Goszezyhskiego 1 Muche [52,53,8541, ktérzy zastosowali ja do coblicza-
nia piyt Zzelbetowych. W swoich pracach A.Borcz [22,23,24,25,26,27,
28] przedstawil wyniki badan doswiadczalnych oraz oryginalna metode

obliczania zarysowanych belek, piyt 1 tarcz Zelbetowych =za pomoca



rachunku dystrybucyjnego. Prace te byty kontynuowane przez szereg
autoréw, miedzy innymi A.Baryte [6], M.Mincha [84], E.Scbocinhska [7]
czy M.Maja i A.Trochanowskiego [81]. E.Absi i M.Brandt [1] =zapropo-
nowali uproszczony sposdb obliczania zarysowanych piyt Zelbetowych
za pomoca, funkcji wpt ywu pomnozonych przez wspdtczynniki
doswiadczalne. Odrebna szkote uwzgledniania zarysowania stworzyli
badacze radzieccy. Miedzy innymi Karpienkeo [868,868,70] rozpatrzyt
szereg schematdw postaci zarysowan konstrukcji powierzchniowych,
uwzgledniajac Zarysowanie poprzez wprowadzenie odpowiednich
wspdiczynnikdédw anizotropii. Problemem wielkosci sterfy naruszonej
przyczepnosci miedzy betonem a zbrojeniem zajmowa: sie Muraszew
[S6]. Prace Karpienki rozwijali miedzy innymi W.M.Bondarienko 1
S. W.Bondarienko [21] czy Procenko i bkosin [111]. Badania dotyczace
rozstawu rys, ich propagacji, wielkosci strefy naruszone j
przyczepnosci oraz zaleznosci tych zjawisk od rodzaju, ksztaitu i
kierunku zbrojenia, a takzZe od innych parametrédw geometrycznych i
materiatowych charakterystycznych dla danych konstrukcji, prowadzone
byly takze w innych krajach. Czes¢ tych prac dotyczyta wylacznie
ptyt Zelbetowych. Nalezy tu wymienié¢ badania Nawy’ego [89,1001]1,ktéry
po przetestowaniu okoto 1850 pityt, przedstawil wzory pozwalajace na
okreslenie sredniego rozstawu i rozwarcia rys w tych konstrukcjach.
G.Franz [48] zajmowa: sie wpiywem zbrojenia skosnego na nosnosdé i
zarysowanie ptyt Zelbetowych. Muspratt [87] analizowai te wartosi w
zaleznosci od kierunku i ilosci zbrojenia. Lee 1 Mansur [82]
zajmowali sie wpiywem rozstawu i sSrednicy zbrojenia na rozktad rys w
ptytach Jjednokierunkowych. Wielokierunkowe badania dotyczace
nosnosci 1 stanu zarysowania piyt zZelbetowych prowadzili takze
Schubert [118] c¢zy Dhir 1 Munday [(40]. Zastosowanie do obliczenh
wiekszosci omédwionych wyzZzej metod i badan doswiadczlnych wigzato sie
juz z wprowadzeniem pierwszych maszyn cyfrowych i rozwojem technik
komputerowych, miedzy innymi opracowaniem Metody RéZnic Skonhczonych.
Dopiero jednak wprowadzenie do obliczen cyfrowych Metody Elementdw
Skonczonych =zapoczatkowato na poczatku lat siedemdziesiatych nowy
etap w rozwoju teorii zarysowanych elementdw zZelbetowych. Powstalo
bowiem narzedzie pozwalajace na w miare doktadna symulacje procesdw
zachodzacych w tych konstrukcjach. Punkt cigzkosci rozwazan

teoretycznych w 2zwiazku =z tym przesunat sie na tworzenie coraz

10



doktadniejszych modeli opisujacych rysy, ich propagacje, prace
betonu i zbrojenia oraz adaptowanie ich do wymagan Metody Elementdw
Skonczonych. 2Z opublikowanych opisdéw analitycznych =zachowania sie
betonu i stali zbrojeniowej moZna wyrdznié cztery podstawowe:
— modele hiposprezyste;
- modele zakltadajace liniowe lub nieliniowe ujgecia teorii
sprezystosci
- modele plastyczne;
- modele oparte na endochronicznej teorii lepkoplastycznosci.
Podstawy teorii hiposprezystej dla betonu opracowali Elwi i Murray
[485]. Zaklada sie w niej liniowe zwigzki pomiedzy przyrostami
naprezen i odksztatcen oraz zaleznosde wspditczynnikdw
proporc jonalnosci Cwspditczynnikdw materiatowychd od aktualnych
wartosci tensordéw naprezenia i odksztatcenia. Wartosci
wspdtczynnikdw ustala sie na podstawie wynikdw doswiadczalnych.
Model ten, przydatny w niektérych przypadkach do opisu badan,
posiada szereg ograniczeh, ktdére sformutowarl miedzy innymi BaZant
[121. Do drugiej grupy opisdw zachowania sie betonu i stali
zbrojeniowej mozna zaliczyéd tzw. liniowo sprezysty model z pekaniem,
opracowany specjalnie dla potrzeb Metody Elementdw Skonczonych.
Zaktada, on Ze przed jak i po zarysowaniu, materiat jest opisywany
Zza pomocy wspdiczynnikdw sprezystosci E i1 v, a zaleZnosci pomiedzy
naprezeniami 1 odksztatceniami sa liniowe. Ograniczeniu ulegaja
Jednak maksymalne wartosci naprezen lub odksztatcen wystepujacych w
poszczegdlnych elementach. Po ich przekroczeniu nastepuje zarysowa-
nie, ktére uwzglednia sie poprzez wprowadzenie modyfikacji w
macierzy sztywnosci. Metoda ta daje dosé dobry opis zachowania sie
konstrukcji zZelbetowych. Jej zastosowaniami zajmowali sie miedzy
innymi Chen i Suzuki [34], Wu [131], Baryta i Socbocinska [6,7] czy
Maj i Trochanowski [91]. Natomiast BazZant i Cedolin [14] wykazali,
Ze w stosunku do elementdw betonowych model ten nie daje dobrych
rezultatow. Kolejne =z omawianych, modele nieliniowo sprezyste,
zaktadaja Ze wspdiczynniki materiatowe nie sa statymi, lecz
funkcjami niezmiennikdéw tensora naprezenia lub odksztatcenia.
Materiat pozostaje sprezysty, a stan odksztatcenia odwracalny. Pewna
modyfikacja tego opisu jest tzw. metoda przyrostowa, ktdéra zakltada

powyzsze zwiazki miedzy predkosciami zmian odksztaicerh i naprezehn.
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Omawiany model nie odwzorowuje jednak dobrze zmian zachodzacych przy
odciaZzaniu elementu. Dlatego czesto wprowadza sie zmienne funkcje
wspdtczynnikdw sprezystosci dla obciaZzenia poczatkowego, odciagzenia
i ponownego obciaZzenia materiatu. Omawiane wyzej rozwiazania
stosowali miedzy innymi Kupfer i Gerstle [81] czy Cedolin, Crutzen i
Dei Peoli [31]. Metody te nie pozwalaja jednak na analize materiaiu
przy pojawieniu sie nieciagtosci wektora przemieszczen.

Tworzenie modeli sprezysto-plastycznych dla betonu poprzedzilty
doswiadczenia wykazujace, Zze przy tréjosiowym sSciskaniu beton
wykazuje ptyniecie, poprzedzajace zniszczenie. Zjawisko to opisywano
poczatkowo za pomocs modeli sprezysto-plastycznych ze wzmocnieniem
izotropowym, stosujac stowarzyszone prawo piyniecia. Przydatnosd
tych modeli byta jednak maita, gdyZz nie pasowaty one do rzeczywistego
opisu zachowania sie betonu. Nowe podejscie zaproponowat: Dougill
[44], wprowadzajac wzorowana na funkcji piyniecia tzw. funkcje
pekania. Na jej podstawie wyprowadzit on wzory, w ktdérych przyrosty
naprezen spowodowane pekaniem odpowiadaja okreslonym przyrostom
tensora odksztaicenia. W rezultacie powstat model uwzgledniajacy
specznienie, mikropekanie i tarcie wewnetrzne materiaiu, a takze
opisujacy Jjego zachowanie przy przyrostach tensora odksztaicenia
skierowanych réwnolegle do powierzchni zniszczenia.

Inne podejscie do opisu tych zjawisk zaproponowat Bazant [111, ktoéry
wykorzystazt przyrostows tecrie plastycznosci i przyjat
niestowarzyszone prawo ptyniecia. Wystepujace wspdiczynniki
materiatowe uzaleznit od niezmiennikdw tensordw odksztaicenia i
naprezenia. Wykonane przez niego obliczenia wykazaty dobra zgodnosc
z wynikami otrzymanymi z badan doswiadczalnych dla betonu. Rdéwniez
BaZant razem =ze swoimi wspdipracownikami [13,18] Zaproponowat
zsatosowanie endochronicznej teorii lepko-plastycznosci Valanisa w
stosunku do betonu. W modelu tym opis materialu jest ciagty, tzn nie
rozdziela sie jego zachowania na poszczegdlne fazy po osiagnieciu
pewnych powierzchni nieciggiosci. Obliczenia przeprowadzone za
pomoca tej teorii dla belki zZelbetowej wykazaty bardzo dobra
zgodnosé wynikdéw z danymi doswiadczalnymi.

Oprdécz wymienionych wyZzej zasadniczych opisdw zachowania sie betonu
i stali zbrojeniowe]j, istnieje caty szereg innych, korzystajacych

tylko czesciowo z tych teorii, lub je dostosowujacych do potrzeb
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konkretnych konstrukcji. Opisy te sa z reguty powiazane z modelami
rys proponowanymi przez poszczegdlnych autordw. W swojej pracy Link,
Elwi i Scanlon [88] przyjeli dla konstrukcji ptaskich model rysy
rozmazanej, obracajacej sie, uwzgledniajacy tzw. zasade
zesztywnienia zbrojenia miedzy rysami. Oddziaiywanie zbrojenia jest
przyjmowane w sposdb ciagiy =za pomocs zastepczego wspdiczynnika
okredlajacego jego gestodéd na jednostke diugosci. Wytrzymatosé piyt
i powiok Zelbetowych badali Harmon i Zhangyuan [S8]. Wprowadzili oni
model rysy wielokierunkowej, uwzgledniajacy zazebianie sie jej
krawedzi oraz deformacje jej powierzchni. Zararis [132] opracowal
metode obliczania piyt i Scian Zelbetowych, w ktérej beton i stal
zbrojeniowa podzielone sa na oscbne elementy skonczone, poiaczone ze
soba zwiazkami typu przemieszczeniowego. Cervenka [32] przedstawiil
model konstrukcji Zelbetowej, w ktérym wrtasnosci materiatowe s3
redukowane w zaleZznosci od stopnia zniszczenia spowodowanego przez
zarysowanie. Brebbia [(30], przyjmujac nieliniowe modele betonu 1
stali oraz uproszczone kryterium zniszczenia, zaprezentowal! sposoby
uwzgledniania zarysowania w praktyce inzynierskiej. Bazant i Lin
[15] opracowali model obracajacej sie, rozmazanej rysy, w ktdérym
efekty 2z nia zwiazane s3 opisywane w sposdb globalny poprzez
uwzglednienie ostabienia betonu zwiazanegoe =z maksymalnym, gidwnm
naprezeniem rozciagajacym. Model rysy rozmazanej, uwzgledniajacy
ostabienie betonu na skutek rozciggania i Scinania, a takze
umozliwiajacy obliczenia przy odciaZzeniu 1 ponownym obciaZzeniu
konstrukcji, przedstawili Rots i Borst [118]. Torrent, Dvorkin i
Alvaredo [126], postugujac sie teoria platycznosci, zaprezentowali
opis zachowania sie betonu poddanego dziataniu obcigzen
trdjosiowych. Divaker 1 Shah [41]1, a takze Hsu, Meu i Chen [80]
opracowali modele betonu uwzgledniajace przenoszenie przez ryse
szorstka naprezen sScinajacych. Schorn [118] Zaproponowai opis
kratownicowy betonu, w ktdérym materiat ten rozumiany jest jako zbidr
réwnoodlegtych od siebie punktédw (wezldwd, poraczonych ze soba
pretami, ulegajacymi degradacji na skutek zarysowania. Podobne
zatozenia przyjat takze w swojej pracy Mang [82]. Osobna grupe
stanowia modele przedstawiajace zachowanie sie elementdw betonowych
i zelbetowych przy pomocy mechaniki pekania. Mozna tu wymienid
przyktadowo prace Hillerborga [58], Johna, Shaha i Jenga [686],
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Roelfstra i Wittmanna [113] czy Shiha i Di Tomasso [120]. W latach
osiemdziesiatych powstato takze szereg model i opisujacych
zarysowanie sie konstrukecji za pomoca metod probabilistycznych czy
tez stochastycznych. Np. Spencer 1 Tang [123] zastosowali teorie

Markova do okreslenia losowego kierunku propagacji rysy. Tym

problemem zajmowali sie takze Tsurui i Ishikawa [128] czy Nobile

[(103]. Stochastyczne podejscie do analizy =zarysowanego betonu

zaproponowali miedzy innymi Rossi i Richer [114] czy Lin, Wu i Yang

(86].

Réwnoczesnie z tworzeniem coraz bardzie]j ztozonych zwi gzkdw

opisujacych zarysowanie oraz zachowanie sie betonu i stali.

zbrojeniowej w konstrukcjach Zelbetowych, udoskonalano sama Metode

Elementdw Skonczonych, wprowadza jac war st wowe i przestrzenne

elementy obliczeniowe. W swojej pracy Lewinski [83] wyrdézni

nastepujace metody analizy ptaskich konstrukcji za pomoca MES:

- metoda "klasyczna'", oparta na analizie elementdw ptaskich =z
uwzglednieniem zmian sztywnosci pod wpiywem obciaZenia. Stosowali
ja miedzy innymi Jofriet i Mc Neice [B64] czy Bashur i Darwin [8];

- metoda wykorzystujaca elementy ptaskie, podzielone na warstwy, w
ktéryceh zakiada sie ptaski stan napreZzenia. Stan kazdej z warstw
analizuje sie w sposdédb nieliniowy. Ten sposdb opisu konstrukcji za
pomoca MES zapoczatkowa: Fuji [48]1, wykorzystujac zatozenia teorii
ptyt warstwowych. Te metode, prosta w zastosowaniu a zarazem
pozwalajaca na w miare dokt adne odzwierciedlenie procesu
zarysowania, stosowato wielu autordw. Przy jej pomocy tarcze 1
piyty wspdipracujace z Zebrami analizowal OGrinberg [56]. Harmon i
Zhangyuan [858] stosowali ja do obliczania nosnosci piyt na
Scinanie, a Lin i Scordelis [84,85] analizowali w ten sposdb
powtoki Zelbetowe. Metode te rozwi jali takze Schafer i Link [117],
zajmujac sie miedzy innymi ptytami Zelbetowymi;

- metoda oparta na zastosowaniu przestrzennych elementdw skonhczo-
nych. Stosowali ja miedzy innymi Berg, Bergan i Holand [18], Cope
i Rao I[36] czy tez Mang [S82], ktéry uzytr jej do analizy
zelbetowych oston reaktordéw atomowych;

- metoda oparta na teorii A.Borcza, w ktdérej rysy uwzgledniane s3
jako linie nieciagtosci przemieszczen katowych. Stosowali ja Maj i

Trochanowski [S11].
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Wraz =z powstaniem Metody Elementdédw Brzegowych pojawiio sie nowe
narzedzie do analizy zarysowanych konstrukcji Zelbetowych. Pozwala
ona bowiem w odréznieniu od MES na dyskretne uwzglednianie
zarysowania oraz obliczanie przemieszczen i sit wewnetrznych w
dowolnym punkcie rozpatrywanego elementu. Jednym =z autordw tej
metody byt C. A.Brebbia. Pod jego kierunkiem ukazuja sie praktycznie
corocznie zbiorowe wydania wszystkich ciekawszych opracowanh
dotyczacych tego rodzaju obliczen. W zasadzie jednak wiegkszosd
publikowanych prac nie dotyczy konstrukcji zZelbetowych lecz zajmuje
sie w ogdlny sposdb ciatami sprezystymi, w ktdérych rysy uwzgledniane
sSa za pomoca mechaniki pekania. Problemom tym byta na przyklad
poswiecona konferencja we Freiburgu - International Conference on
Application of Fracture Mechanics to Materials, Freiberg 1984. Prace
na ten temaat publikowali miedzy innymi Nishimura i Kobayashi [101]
czy Smith i Mason [1211, ktérzy przedstawili metode okreslania
kierunku propagac ji rys przy uzyciu wskaznika intensywnosci
naprezen. Model rysy eliptycznej przy zastosowaniu model u
konstytutywnego materiatu uwzgledniajacegoe peilzanie opracowat
Banthia [8]. Cruse i Wilson [38] opisywali rysy za pomoca elementdw
o odpowiednich parametrach geometrycznych. Takie podejscie stosowali
tez Luchi i Poggialini [88], Ezawa i1 Okamoto [46] czy Tanaka i Itoh
[1251]. Baner jee 1 Watson [4] uzyli do tego celu elementdw
przestrzennych. Natomiast Tottenham [127] a takze Niwa, Kobayashi i
Fukui [1021 zaproponowali uwzglednienie Zzarysowania przez
wprowadzenie elementdéw brzegowych © wyzszych stopniach osobliwosci.
Niniejsza praca pokazuje sposdb zastosowania Posredniej Metody
Elementéw Brzegowych do obliczania zarysowanych pityt 2Zelbetowych
przy uzyciu odpowiednich funkcji wpiywowych modelujacych oddziatywa-

nie rysy i pretdw zbrojeniowych.
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3. Tezy rozprawy, zakres pracy, podstawowe zalozenia.

Gidwnym celem niniejszej pracy jest opracowanie metody obliczania
deformacji i napie¢ wewnetrznych w ptytach Zelbetowych, uwzglednia-
jacej =zarysowanie spowodowane obciaZzeniem. Metoda ta powinna byd
ocbiektywna, tzn. weryfikowalna eksperymentalnie na przyklad =za
pomoca, pomiaru ugied, odksztatcen pretdw zbrojeniowych czZy
szerockos$ci rozwarcia rys. Przy jej opracowywaniu skorzystano z badan
doswiadczalnych przeprowadzonych przez A.Borcza [24,28] dla piyt i
belek Zelbetowych. Badania te pozwolity na okreslenie zmian
zachodzacych w tych ustrojach na skutek zarysowania. Stwierdzono.
takie efekty jak =zatamanie powierzchni odksztatconej, nieciagtosc
kata obrotu i osobliwosé¢ krzywizny w miejscu wystepowania rysy.
Korzystajac z wynikéw ws/w badan wprowadzono model zarysowanej piyty
Zelbetowej, w ktérym ryse traktuje sie jako defekt w osrodku
materialnym, wywoiujacy skok pierwszej pochodnej funkcji ugiecia na
linii jego wystepowania. Wielkos¢ skoku jest rdéwna gestosci kata
rozwarcia rysy. PoniewaZz musza by¢ speinione warunki ciagtosci przy
przejsciu przez ryse, dJgestosé ta powinna by¢ tak dobrana, aby w
kazdym punkcie rysy speinione bylo prawo rzadzace jej rozwieraniem.
Pozostale warunki cigglosci spetnione sa toZzsamosciowo gdyZz zgodnie
z przyjetym modelem rysa powoduje skok tylko pierwszej pochodnej
funkcji ugiecia. Wszystkie efekty wynikajace z zarysowania sprowadza
sie do przekrojoéw, w ktérych wystepuja te defekty. Poza miejscem
nieciagtosci =zakltada sie, 2Ze ustrdj speitnia wszystkie =zatozenia
klasycznej teorii cienkich pityt izotropowych (dodatkowo przyjeto ze
prawo ptaskich przekrojow cbowigzuje réwniez w przekroju
zarysowanym). Tak wiec rozpatruje sie piyte w zakresie obciazZzen
uzytkowych. 2Zatozono sprezysto-plastyczne modele betonu 1 stali
zbrojeniowej pozwalajace na uwzglednienie stwierdzonych doswiadczal -
nie odksztaitcen trwatych. Przyjeto, Ze rozmieszczenie rys jest dane
lub mozna je wyznaczyé¢ na podstawie kierunkdw naprezen gidwnych i
warunkdéw wytrzymatosciowych. Rozpatruje sie wiec konstrukcje juz
zarysowana, w konkretnym stanie wyteZzenia. Proces obciazania mozna
by modelowa¢ w tym przypadku choéby przyrostowo ale wykracza to poza
zakres niniejszego opracowania. Nie uwzglednia sie rdéwniez wpilywodw

dynamicznych. Piyta moZze mie¢ dowolny ksztait, warunki podparcia
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oraz obciaZzenia. Przy tak okreslonych zatozeniach opracowano metode
oraz zwiazany Zz nia program cyfrowy do obliczania zarysowanych piyt
zel betowych przy zatozeniu dyskretnego model u rysy oraz
wykorzystaniu Posredniej Metody Elementdw Brzegowych (PMEBD. Dla
oszacowania wptywu stanu tarczowego na prace piyt przedstawiono
réwniez metode oraz program cyfrowy analizujacy te ustroje wg teorii
nieliniowej. W tym przypadku rozwiazanie zaprezentowano jedynie dla
stanu sprezystego i uzyskano je takZze przy pomocy PMEB. W chwili
obecnej trwaja prace nad wprowadzeniem do tego programu cziondw
umozliwiajacych obliczanie elementdéw zarysowanych. Dzieki temu mozna
bedzie rozpatrywaé¢ stany graniczne uzytkowania piyt. Wszystkie
przedstawione tutaj rozwazania dotycza ptyt pracujacych
dwuk i er unkowo.

W rozdziale 4 niniejszej pracy opisano podstawowe zatoZenia
Posredniej Metody Elementdéw Brzegowych oraz zwiazane z nia funkcje
wptywowe Green’a dla piyt. W rozdziale 5 zaprezentowano przyjety mo-
del rysy wykorzystujacy badania doswiadczalne Nawy’ego [89,100] i
prawo rzadzace rozwieraniem sie rys sformutowane przez Borcza [22].
W rozdziale B opisano sposdb uwzglednienia rys w piytach za pomoca
PMEB. Sa one przyjmowane w sposdb dyskretny 1 jest to w pewnym sen-—
sie przeniesienie statycznej metody sit do rozwiazywania dzwigardw
powierzchniowych, gdzie niewiadomymi sa wartosci naprezen w pretach
zbrojeniowych w miejscu zarysowania. W rozdziale 7 przedstawiono
autorski program cyfrowy wykorzystujacy w- w metode do obliczania
zarysowanych ptyt zZelbetowych. Zaprezentowano algorytm programu i
szereg obliczen testujacych. W rozdziale 8 opisanc metode obliczania
ptyt sprezystych za pomoca PMEB przy uwzglednieniu stanu ptytowo-
—-tarczowego. Wykonano obliczenia testujace oraz pordwnawcze do
analiz wg teorii klasycznej. W rozdziale 8 pokazano mozliwosd
zastosowania sprezystego modelu betonu oraz teorii samconaprezen do
obliczania piyt Zelbetowych pracujacych w stanach pokrytycznych.
W rozdziale 10 przedstawiono wnioski i uwagli kohcowe wynikajace =z

przeprowadzonych rozwazan teoretycznych i analiz numerycznych.
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4. Funkc je wpiywowe Green’a, Posrednia Metoda Elementdw Brzegowych
dla piyt.

4.1. Wprowadzenie.

Rozpatrywana jest izotropowa, sprezysta i nieograniczona ptyta,
obciazona  jednostkowa sita skupiona przytozona w  punkcie o
wspdirzednych E = Cfl,fa), dziatajaca prostopadle do ptaszczyzny
Srodkowej ptyty. Réwnanie rdézniczkowe powierzchni ugiecia mozZna w

tym przypadku zapisaé¢ nastepujaco [23]

DAAWC) = &Cx; I6Cx,) C4.1>
gdzie: D - sztywnosé¢ piyty;
x = Cxl,an - wspdirzedne rozpatrywanego punktu piyty;
E = Cfi,EaD - wspédirzedne punktu przytoZenia obcigZzenia;
X =X T8
% = HKrta

& - delta Dirac’a.

Réwnanie to w uktadzie wspdirzednych kartezjanskich speinia catka

szczegdlna

2
&R, F> = —> ralnEB c4. 2>
16nD R
gdzie: ra = ;12+§22
R - promien pordwnawczy.

W teorii sprezystosci Pucher [112] zastosowat ja do obliczania po-
wierzchni wpitywowych ptyt. Wyraza ona ugiecie piyty nieograniczonej
w odlegtosci r od punktu przytoZenia jednostkowej sity skupionej i

nazywana Jjest funkcja wpitywows Green’a.
4.2. ObciaZenie jednostkows silta skupiona.
W ukladzie wspdirzednych kartezjanskich wyrazenie na ugiecie

ptyty nieograniczonej, obciaZonej jednostkowa sita skupiona, zgodnie

z rédwnaniem C4.20 przyjmie postad
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Exs = c§12+§2831n—-1-—2——?—— C4.3
16rD R

Korzystajac z rdéwnania C4.32 craz relacji laczacych przemieszczenia
z sitami wewnetrznymi w ptytach, wartosci te w plycie nieocgraniczo-

nej obcigZzonej jednostkowa sita skupiona, mozna zapisad nastepujaco:

WO = — rB1ncr RS
16nD
P, OO = 1 §1t1+1nCr2/Ra>J
8nD
p.C = —L % r1+41ncrS R
2 2
8rD
%, S B
M1C§J = - & <C1+v3[1+lnCr2/Ra)]+2-—i——zréi—}
8n r
-2..=- 2
= 1 2 2 -
M2Cx3 = - {C1+w2[1+1nlr R )]+2-————§r———} C4. 45
8n r
S 1 T = 2
MlaCxD = Ccl v)xlxa/r
8n
%cb = - %Aﬁ
2
QX = - 4 >_<2/r2
a2n
ACD = - 1 % 1C3-d% S+t F1ort
1 1 1 2
4
ACD = - 1 % [c3-wIR ik, S1rt
2 2 2 1
4
gdzie: P~ katy ugiecia pityty;
Mi - momenty zginajace;
Cﬁ - sity tnace;
Ai - reakcje uogdlnione;
M18 - moment skrecajacy;
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v — wspdiczynnik Poissona;
i = 1,2;
¥ = %, T B

4.3. ObcigZenie jednostkowym momentem skupionym.

W przypadku obciaZzenia ptyty nieograniczonej Jednostkowym
momentem skupionym dziatajacym w kierunku a i przytozonym w punkcie

© wspdirzednych E = Cfl,faD, ugiecie piyty ma postad¢ [23]
wCxd) = G, (%, = G (x,¥£D 4.5

Rézniczkujac zalezZnosci (4.40 po zmiennych ¢ w dowolnym kierunku a«,
mozna wyznaczyd< przemieszczenia i sity wewnetrzne w ptycie
nieograniczonej od jednostkowego momentu skupionego dziatajacego w
tej ptaszczyznie. Poniewaz w programie cyfrowym obliczajacym
zarysowane piyty Zelbetowe wprowadzono lokalne ukiady wspdirzednych,
przeto wartosci przemieszczen i sit wewnetrznych wyznaczono jedynie
od momentu jednostkowego o wektorze skierowanym wzdiuz osi 2. Wyraza

sie one wzorami:

KD = —— PLHIRCE AR )
8D
0, (X = —L [1+1ncrE RS 2% Al
1 1
gD
.03 = —t _[1+1nCro R +3%. Sl
2 2
srD
= 1 -  —-—2..—-2 = =g =2 4
M1Cx) = [x1Cx1 4—3><8 )+vx1Cx1 x2 >1r
8
- _ _ 1 .- _-2.-2,,-.,-2-=-2 4
MaCx) = EXECXE +3x1 )+vxaCx2 x1 21T C4.86D
8
= . 1 = =8 =2 4
MiaCx) = . xaCxa x1 p P o
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1 = g = 2 4

Q&Cx) = - Cx2 —x1 BIPd o
an
Q0 = - Lok F-x Fort
1 2
=T
e 1 -4 - 2= 2_- 4_ _ -4 -2-2 - 4 5]
A1Cx3 = [3x2 6x2 x1 x1 =C2 vDCxa le x2 +x1 21T
4
e o 1 =4 _ -2z 2_- 4_ _ -4 ~2-2 .- 4 S}
AaCxJ = o [3x1 6xa x1 xa =22 v)Cxl Gxi xa +xa 21 r

gdzie wszystkie oznaczenia jak we wzorach (4.4
4.4. ObciaZenie sila i momentem rozioZonymi wzdiuzZ krzywej.

Jako §kCSD Cprzy k=1,2> oZnaczono obciaZzenie uogdl nione
dziatajace wzdiuz krzywej gtadkiej S = SCEl,faD. §1CSD odpowi ada
dziataniu sity roztozonej, §2CSD momentowli rozitoZzonemu. Zgodnie =z
réwnaniami (4.3 i (4.8) ugiecie piyty nieograniczonej wywolane
przez obciaZzenie sitg §1CS3 roztozona wzdiuz krzywej S wyrazi sie

wZorem

wlx) = jeci,fmicsms C4.7>
S

a przez moment $_(S) zapisze sie w postaci

2

wixd = j<51Cx,f>§acsads C4.8D
s

Dla jednostkowego obciaZenia uogdlnionego ékCSD o statej wartosci,
roztoZzonego na odecinku 1 = [C0,-¢c];C0,cd] i zorientowanego wzgledem

lokalnego uktadu wspdirzednych jak na rys. 4.1
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ﬁ X2’§52 ‘ X2/§;2

(05+c) 9 (O;+c)‘a
~— C
] - 8 —
— X151 C %5
— C
(0j-c) ¢ (Cj-c ) 4
SItA ROZEOZONA MOMENT ROZEOZONY

Rys.4.1. Usytuowanie obciaZzenn roztozonych wzdiuz odcinka wzgledem

lokalnego ukladu wspdirzednych.

otrzymano z réwnan (4.70 1 (4.8, po wykonaniu odpowiednich prze-
ksztatcen, nastepujace zaleZznosci dla ptyty nieograniczonej:
1> dla obcigZzenia sita jednostkowa, roztozong rédwnomiernie na odcin-

ku [CO,-cd;C0,cD]

wex = - -t [c3>_< B %, 1nCrE R +ax, Ex_+0. 666%_ >+
AS7D 1 "2 "2 1 "2 2
3 - ="
Xy arcthxa/xl)]
-
+c
= 1 5 2 .2 = = - 2 = =
e, (x> = - Bx, x 1nCr /R D+6x, x_—-12x%x, arctglx_- x, D
1 1" 2 1°2 1 2 1
48nD =c
+C
P30 = - L (c3>“<12+3x2231nc1~2/k23]
48nD <
= 1 - 2 2 = .= - - .7°c
M, (x> = Cl+wdx_ InCr /R D-Cl-wix_+4x%, arctglx_ %, O
il 2 2 1 2 "1
8n -
=T 1 = 2 .2 = = == e
M_(x> = Cl+wdx_1lnCr /R D+C1-wIx_+4vx, arctglx_-x,6 O
2 S 2 2 1 2 1 e
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kl—v)ilflnCra/R23+1]]
-G

+c
Earctg(x /% )]
=C

+C
[lnCr /R D]
-C

+C

El v)x x /r2+2arcthx2/x1)]
~c

+C
[F3—v)ln(r2/R23+2C1—v)§12/r2]
-

* =8y

5785

g =+c
- rdznica wyrazen w granicach ]

£ 5==

pozostate oznaczenia jak we wzorach (4.4D.

20 dla obciaZenia momentem jednostkowym,

odcinku [CO,-c2;C0,cd]

wixd = [

X1

8nD

8D

8nD

4m

+cC

- 2 2 -— - - -
[xalnCr /R7D 2x8+8x1arcthxa/x1)]}_c

+c

-~

x lnCra/Ra)—2§ +4% arcth§

2 2% /xl)]

a2

\ -
- +c
xllnCra/RED]

-C

.

- - - 2 _  _ 5*c
Cl—v)xlx /r —2arctglx_, X )]
-

a 2 "1

-
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+cC

M.C = —— [cvo-13%, %x./rE-2varctglx. /%, > C4.100
2 172 2 "1
4m -C
+c
M, (x> = - - Cl—v)lnCre/R2)+2C1—v)x 2/r2
12 1
8n —C
+C
Q1Cx3 = 2 Exa/ra]
2 -c
+c
QZCxD = - : Exi/ra]
2n EC
+c
=T 1 & ~—2. =2 .- 28 =2 4
A1Cx3 = Ex2[3x1 +x2 vi1 X 21/ ]
4n -
+C
-~ _ _ 1 (= a8 -2 _ ,-2,.-2 4
A2Cx3 = . [:x1[3x1 +5x2 vi1 +3x2 21/ ]_c

gdzie oznaczenia jak we wzorach (4.3).

4.5. ObciaZenie silta i momentem rozioZonymi powierzchniowo.

Jako §kCF) Cprzy k = 1,23 oznaczono obcigZenie uogdlnione
dziatajace na obszarze F = FCfl,Ea). §1CF) odpowiada dziataniu sity
roztozonej powierzchniowo, §2CF) momentowi roztozonemu

powierzchniowo. Zgodnie z réwnaniami (4.33 i (4.5 ugiecie piyty
nieocgraniczonej, wywoitane przez obciaZenie silg §1CFD roztozona na

obszarze F, wyrazi sie wzorem

wlx) = feci,f)@lcmdx: C4.11)
F

a wywoitane przez moment $_(F) zapisze sie w postaci

a

w(x) = jslci,fmacnd}r C4.12d
F

Dla jednostkowego obciaZenia siltsy roztoZonsg réwnomiernie na obszarze
F = FCEl,EZD, zorientowanego wzgledem lokalnego uktadu wspdirzednych
jak na rys. 4.2,
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155,

(“01;*‘(:2) (+C1i+02)

NN
1

Rys. 4.2. Usytuowanie cobciazenia rozitozZonego powierzchniowo wzgledem

lokalnego uktadu wspdirzednych.

po wykonaniu odpowiednich przeksztalcen otrzymano z rdéwnania (4.11D

nastepujace zaleZnosci dla ptyty nieograniczonej:

=~ 1 -3 - -3 2 2 B-3- -4 -4
wlxd = [in x2+x1xa O2InCr /R D 3xi xa+Cx1 xa PR
48nD
+c +c
*arctg(xa/xlb— 2 1 23] 1 =
_Cl —Ca
0.0 = 2 [cax, Zx +x H1ncrZ RD -4k, Ex_+ak, Sarctglx %, >+
1 1 X2 1 X2ty 27
48nD
-V B
e d e e
£ °z
p 0 = 2 fcx, Beax, x5 1ncrERF —ax Zarctglx sk, O+
= 1 1% = 27
48nD
I el B
1%2 T3 ) |,
1 2
MRy = — e (€1 +005% R IHCF /R +CoR, BB Caretaln. /2, 3+
1 o R 1 2 = %y
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+c +C
== 1 2
—C1+v)x1x2]_c . C4.135
1 2
= - 1 = 5 2 .2 =8 = 2 =P =
MZCXD = o [F1+v)x1xalnCr /R )+C8vx1 axa Darctg(xa/x1)+
+c +C
= = 1 2
C1+v3x1xa]_c .
1 2
+c +c
M Co = - S22 fex Zix SincrirS) 1] 2
Le 16n L = ¢, =c
1 2
+c, +c
Ca(i) = - - X lnCra/Ra)+8x arctglx_ %, 3 . =
A 2 1 2 "1 J_e l_¢
1 2
Ltc,  +c
QECQD = - . X lnCra/Ra)—ax arctglx_- %, > : &
4n 1 = st s L
1 2
= 1 = 2 -2 > - =
ACxS = - (3-Ix. Inl(r /R D+4x, arctglx_ - x, O+
1 = 1 2 1
8n
+c, ;+C
+C1—v3xa]_ L _ca
1 "%z
- 1 . 2 .2 > = =
ACxO = - (3-vix, InCr /R D-4x_arctglx_ x, >+
2 1 2 2 "1
8n
+cC +cC
+c1—v>§1] 1 e
%1 7%z
gdzie: fi il
Xg = %78
+c, ,+cC &, =+c, & =+c
[ ] t e réznica catek w granicach I 1 L=< =
¢ %2 §157% 8277

pozostate oznaczenia jak we wzorach (4. 4D

4.6. ZaloZenia PosSredniej Metody Elementéw Brzegowych.
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Na rys. 4.3 przedstawiono schemat doweolnej piyty bez rys.

X
- s

Rys. 4.3. Schemat ptyty niezarysowanej.

Powierzchnia piyty Q ograniczona jest 1linia zamknieta S. Na
krawedziach zatoZono dowolne, jednorodne warunki brzegowe. Wewnatrz
obszaru pilyty istnieje wuogdlnione obciazenie QkCQD. Réwnanie

rézniczkowe powierzchni ugigcia ma postacd

DAAWC XD = gCxD C4.14D

Réwnanie to mozZna rozwiazadé¢ przez odpowiednia kombinacje funkcji
podstawowych Ccatki szczegdlnej i jej pochodnychd rdéwnania rdéznicz-

kowego piyty nieograniczonej

DAAWCSO = 60, 260D 4.1

gdzie: & — delta Dirac’a.

W zwiazku z tym ptyte nieograniczona obciaZono nastepujaco:

- wewnatrz obszaru Q przytozono obcigZzenie uogélnionev§kCCD;

- wzdluz krzywej S przytozono taki uktad sit plS> i momentdw m(SD,
by wraz =z obciaZeniem ékCQD spetniaty na tej 1linii dowolne,
zaltozone warunki podparcia.

Przemieszczenia 1 sity wewnetrzne piyty nieograniczonej wewnatrz

a7



obszaru Q pokrywaja sie w tym przypadku z przemieszczeniami i sitami
wewnetrznymi piyty o dowolnym, przyjetym schemacie statycznym.
Jako u oznaczono wektor szukanych przemieszczen i sit wewnetrznych w

ptycie, jako u Cgdzie 1 = 1,103 jeden ze skitadnikdw tego wektora.

1

u = fw,Pl,Pa,Ml,Ma,Mia,Ql,Qe,Al,Aa] C4.1863

Niech G Ci,f) oznacz funkcje wptywowa dla l-tego elementu wektora u

1k
od dziatania obciaZzenia typu k — na przyklad od sity skupionej,sity
roztozonej na powierzchni czy krzywej itd. Oznaczajac jak w

rozdz. 4.4 przez & (5D obcigZenie uogdlnione roztozone wzdiuZz krzywej

k
S ¢ odpowiada ono sitom pCS) i momentom mCS> D5, przemieszczenia i
sity wewnetrzne w pitycie o zadanym schemacie statycznym wyraza sie

wZorem

U GO = 6, 06,38 DA + 6, (x,F>8 (SDdS C4.17>
Q S

Nieznane funkcje plS) i mlCS) nalezy wyznaczyéd =z rdéwnan caitkowych
wyrazajacych warunki ustalone dla brzegdw pilyty. Rozwigzanie anali-
tyczne takiego ukltadu réwnan za pomoca catek elementarnych jest w
ogdlnym przypadku niemozliwe. Mozna jednak uzyskaad rozwiazanie
przybliZzone za pomoca metod numerycznych. W tym celu nalezy dokonad

podziatu brzegu piyty na skohczona ilosé n'" odcinkdéw. Kazdemu =z
nich przyprzadkowuje sie obcigZzenia brzegowe §knCSD © nieznanej
wartosci lecz © zatoZonym z Jgéry przebiegu zmiennosci na diugosci
odcinka. Zaleznie od tego rozktadu przyjmuje sie punkty ;n =
X n%e
tak dobrane, aby po obliczeniu w nich wartosci §thSD, przebieg

n) charakterystyczne dla danego odcinka. Punkty te musza byd

zmiennosci tej funkcji na ditugosci odcinka byt jednoznacznie

okreslony C(np dla rénomiernego rozkitadu @ nCSD przyjmuje sie jeden

punkt ;n bedacy sSrodkiem danego odcinka, jla rozktadu liniowego dwa
punkty na koncach odcinka itd 2. W klasycznej teorii ptyt cienkich
dla jednoznacznego okredlenia rodzaju podparcia potrzebne sa dwa
warunki brzegowe. Zadajac ich speilnienia w punktach ;n otrzymujemy
ukitad n = 2%n réwnan o n = Z2%n niewiadomych, ktéry mozZna zapisad w

postaci
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ulen) = lekan,EbékCQDdQ + g flean,En)ékCSDdS C4.18)
Q n S

gdzie: En = Cgln’fan) - punkty brzegu piyty okreslone tak jak punktity
X .

n

Rozwiazaniem tego uktadu réwnan jest wektor uogdlnionych sit §knCSD.

Znajac jego wartosci mozZna korzystajac ze wzoru (4.173 wyznaczyd

przemieszczenia i sity wewnetrzne w kazdym punkcie piyty za pomoca

nastepujacego rdwnania

U, (xd = Jbﬁ

) LC%,828, COOda + § jclch,gn>§kncs3ds C4.19D

Q n S

Dokt adnosé¢ przedstawionego rozwiazania zalezy od liczby podziaiu
brzegu na odcinki. Osiaga sie Jjuz zadowalajace rezultaty przy
diugosci odcinkdw © rzad mniejszej od rozpietosci piyty.

Metoda Elementdéw Brzegowych zostala omdwiona w sposdb szczegdiowy w
szeregu opracowaniach, gdzie przedstawiono jej peiny opis matema-
tyczny oraz udowodniono jednoznacznosé otrzymanych rozwiazan. Nalezy
tu wymieni¢ publikacje Baner jee i Butterfielda [3] czy Brebbi [30],
a z polskich autordw Dabrowskiego [38]. W niniejszej pracy przedsta-
wiono jedynie zarys tej metody, niezbedny do opisania rozwiazan

przyjetych do obliczania zarysowanych piyt Zelbetowych.
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5. Model rysy.
5.1. Modele betonu i stali zbrojeniowej.

W obliczeniach przyjeto sprezysty model betonu pozwalajacy na
uwzglednienie stwierdzonych doswiadczalnie odksztaicen resztkowych
sR. Zatozono w nim, Ze odksztalcenia catkowite sT mozna przedstawid
w postaci odksztatcen sprezystych 5E wraz =z natozonymi na nie
odksztatceniami resztkowymi sR. Model ten przedstawiono na rys.5.1,
a Jjego uzasadnienie teoretyczne za pomoca teorii samonaprezen

Zzamieszczono w rozdziale 3.

Rys.B5.1. Sprezysty model betonu.
Przyjeto takZze sprezysty model stali zbrojeniowej jak na rys.S5.2

Czatozono Ze napreZzenia w stali zbrojeniowej nie osiagaja granicy

plastycznoscid oraz zatoZenie o wiotkosci zbrojenia.
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Re &1

Rys.5.2 Sprezysty model stali zbrojeniowej.
5.2. Prawo rzadzace rozwieraniem sie rysy.

Przed przystapieniem do obliczania zar ysowanych elementdw
zel betowych, konieczne Jjest przyjecie dodatkowego zatozenia
charakteryzujacego rozwieranie sie rysy. W chwili obecnej nie mozna
jeszcze dokiadnie sformutowad takiego prawa. Przyczyna Jest
zlozZonosd¢ parametréw, ktére maja wpiyw na ten proces. W ozwiazku z
tym przy jego opisie przyjmuje sie szereg zatoZzen upraszczajacych. W
niniejszej pracy wykorzystano model matematyczny przedstawiony po

raz pierwszy przez A.Borcza [25,268] w postaci

p = ro+r1Mn 5.1

gdzie: ¢ — kat rozwarcia rysy;

Mn - moment zginajacy w rysie o wektorze réwnolegtym do linii
rysy;

g ~ kat rozwarcia rysy zalezny od odksztalcen trwaitych;

ry - wspdtczynnik proporc jonal nosci pomiedzy dyslockacja

katowa a momentem zginajacym.
Model ten zostazl przyjety na podstawie sSzeregu badan
dosgwiadczalnych, prowadzonych miedzy innymi przez A.Borcza [24,28] i

R. Jankowiaka [61,682,83]. Przyjeto w nim, Ze nieliniowa zaleZnosé¢ dla
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betonu miedzy obciaZeniem a odksztatceniem mozna dla danego stanu
obciazenia aproksymowaé¢ za pomoca odksztalcen sprezystych oraz
naktadajacych sie na nie odksztaicen resztkowych. MoZzna to zilustro-
waé¢ na rysunku 5.3 prezentowanym w pracy Baryty (8], przedstawiaja-
cym zaleznosé¢ miedzy momentem zginajacym a krzywizna w miejscu rysy.
Po przekroczeniu momentu rysujacego pr zaleznosé¢ M—-» opisana jest
krzywa A’B’C’... . Po przeciazeniu konstrukcji do maksymalnej
wartosci momentu MD’ krzywizne przekroju mozna zapisad¢ nastgpujaco

»_—2n
% = 2, + —ll—i; M s.2>

Mo

Podobny opis zagadnienia przyjeto réwniez w pracach Baryity [86,7],
Mincha [894], Maja i Trochanowskiego [91] czy w pewnym zakresie u

Lewinskiego [(83].

faza IIL
//’
s g%LAlSTYCZNIENIE
T T T T T T T T T | faza Ib
-'r UPLASTYCZNIENIE
| BETONU
| : i faza Ta
| l
Meo 15 | - ZARYSOWANIE
// // l } : faza [
| L] =
0 ' B" "D x WK=K,
xt i
A
, Xu=H 4L

Rys.S5.3. Wykres M-» dla zmieniajacego sie obciaZenia w miejscu rysy.
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5.3. Okreslenie wspdiczynnika proporc jonalnosci ry miedzy momentem

Zzginajacym a dyslokacja katowa.

Do wyznaczenia wspdiczynnika proporcjonalnosci ry potrzebne jest
ockreslenie rozstawu rys lf oraz wielkosci rozwarcia rysy 2. Obie te
wartosci, zardéwno w polskiej normie zZelbetowej jak i w wigkszosci
zajmujacych sie ta tematyka publikacjach, okreslane sz na podstawie
badann dla belek Zelbetowych. Nie sa to wiec wartosci, ktére powinny
by¢ przyjmowane do obliczenn piyt Zelbetowych. W zwiazku =z tym
skorzystano z propozycji E.G.Nawy’ego [83,100], ktéry prowadzit ba-
dania doswiadczalne dla kilkudziesieciu ptyt Zelbetowych, © rdéznych
warunkach podparcia i rodzaju obcigZenia. Na podstawie tych badan
sformutowat wzér okreslajacy rozwarcie rysy, ktéry po przetransfor-

mowaniu wspdtczynnikdw do postaci bezwymiarowej mozZna zapisad naste-

pujaco

o
a, = k, k3 —— s 5.3
1%2
E
a

I
£
i}
T
O\
125
0
N
<
3
3
P.
A
N
W
’—-l
]
N
3
<
0
o
A
7]
N
pe
)
(23
o
c
T
(25
<

gdzie: k

=
Y
I
0
\Y
o

1 1
S, ~ rozstaw pretdw zbrojenia bliZzszych krawedzi rozciaganej;
Sy -~ rozstaw pretdéw zbrojenia w drugim kierunku;
a — grubosé¢ otuliny;
d1 — drednica pretdw zbrojenia blizZzszych krawedzi rozciaga-

nej;

{3 — stosunek glebokosci rysy do giebokosci rysy pomniejszo-
nej o grubosé otuliny;

5a — Srednie naprezZzenia w zbrojeniu;

Ea - modut Younga dla stali zbrojeniowej.

Badania byty robione dla pretdédw Zebrowanych. Wartosci wspdiczynnika
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k, zestawicno w tab.S.1.

1
Tab.S.1

Rodza j Warunki brzegowe EEEEQ gi;ty ::s:i;k

obc. prostok. B/L k1
A 4 krawedzie zamocowane 0.5 0. 288
A 4 krawedzie zamocowane 0.7 0.410
A 3 krawedzie zam.,l swobod. podparta 0.7 0. 428
A 2 krawedzie zam. ,2 swobod. podparte 0.7 0. 503
A 4 krawedzie zamocowane 1.0 0. 522
A 3 krawedzie zam. ,1 swobod. podparta 1.0 0. 540
A 2 krawedzie zam. ,2 swobod. podparte 1.0 0. 782
A 4 krawedzie swobodnie podparte 0.7 0.716
A 4 krawedzie swobodnie podparte 1.0 0.834
B 4 krawedzie zamocowane 1.0 0.391
B 4 krawedzie swobodnie podparte 1.0 0.577

Rodza je obcigZzen: A - réwnomiernie rozitozone

B - skupione

Poréwnanie otrzymanych w ten sposdéb wartosci rozwarcia rys =z
propozycjami polskiej normy Zzelbetowej PN-84/B-03264 przedstawiono w

rozdz.5.5 niniejszego opracowania.
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Ma jac wyznaczona szerokosé rozwarcia rysy a. mozna wyznaczyé¢ rozstaw

rys 1 Zgodnie bowiem z zaleceniami CEB sSrednia szerockos¢ rozwarcia

£
rys moze byé¢ traktowana jako iloczyn ich sSredniege rozstawu lf i
réznicy pomiedzy d$Srednim jednostkowym wydiuZeniem zbrojenia Ea a
$rednim jednostkowym wydiuZzeniem betonu Zb

a, = Csa—eb)lf 5. 4>
Srednie jednostkowe wydtuZzenie betonu jest na ogd: znacznie mniejsze
od wydtuzenia Jjednostkowego stali i moze by¢ w praktyce

pominiete

af = salf (5.5
stad
5a
af = lf (5.86>
E
a

Po pordéwnaniu rédwnan €(5.33 1 (5.8> stronami otrzymano
1. = klke(‘?s1 5.7>
Rozwazmy teraz przekrdj zarysowany jak na rys.S. 4.

Sy

|

[

[

of '
— U 1
i L |

3t

Rys.5.4. Schemat przekroju zarysowanego.

Przyjeto liniowy rozkitad naprezen w betonie. Zatozono réwniez, zZe
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hipoteza pitaskich przekrojéw jest situszna takZze dla przekrojdow
zar ysowanych, a w miejscu rysy beton nie przenosi naprezen
rozciagajacych. Stusznosdé tych ostatnich zaltozen zostata
potwierdzona miedzy innymi w pracach [83] czy [110].

Z hipotezy ptaskich przekrojéw otrzymujemy

o (24

_b - _a 5.8
EbCh—th EaChf—aD
Z warunku réwnowagi sit w przekroju zarysowanym
O.‘SObCh—ths1 = aaFa 5. 9>
gdzie: s, - rozstaw pretdw zbrojeniowych.

1
Po rozwiagzaniu rdéwnan 5.8 i (5.9 i wyeliminowaniu wartosci hf>h

otrzymano

s;h + F_n - /831Ch—aDFan + F‘aana
he = C5.100
Sq

Zapiszmy teraz warunek rdéwnowagi momentdw w przekroju zarysowanym.

Ma on postad

M =z o F (5.115

gdzie: z,. — ramie sit! wewnetrznych.

f
Z zaleZznosci geometrycznych wg rys.5.4 otrzymano

Z. = h - L Ch-h_ 2> - a = g h +

£ 3 £ h, - a (5.125

1
3°f

PoniewaZz réwnoczesnie wg rédwnania 5.3
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Pe

hf—a

gdzie: (3 =

a zarazem kat rozwarcia rysy ¢ zapisuje sie wzorem

a
p = —L ¢5. 13D
he
otrzymujemy
_ eCh_—adE
o, = g 2 €S.14D
kikaSq

Po przyjeciu wspdiczynnika usredniajacego y

o =y o (5.15)
a a
uzyskano
eCh_ —adE
o, = 3 s C5.16)
Y klkas1

Po wstawieniu réwnania (5.180 do wyrazenia (5.113 oraz uwzglednie-—

niu, zZze szukany wspdlczynnik proporcjonalnosci r, przy pierwszym

obciaZzeniu okreslony jest wzorem

©
Py = —— C5.17>

M

n

otrzymano

w k, ks

r, = 121 ¢5.18)
szaChf—a)Ea

Po wyliczeniu wysokosci zarysowania hf z réwnania (5.103 otrzymuje
sie wartosé¢ wspdiczynnika proporcjonalnosci ry-

Wartosd wspdiczynnika yw usredniajacego naprezZzenia, byla okreslana
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przez wielu autordéw. Wymienié¢ tu nalezy prace Muraszewa [86], Kar-
pienki [B8] czy z nowszych BaZanta i Oh’a [16] czy Floegla i Manga
[47]. W niniejszym opracowaniu przyjeto koncepcje opisana w monogra-—
fii Karpienki [68], gdzie dla pityt rozpatrywanych bez udziaitu sit
podiuznych przyjeto

M,
v, =1.88 -6 P €5.19
CM_+M  ctgoOAX
X ¥yX X
Me
w,, =1.88 -6 P C5. 200
Y CM_+M__ tgoOx
y Xy y
gdzie: M - moment rysujacy;

fp
Kx,ky - wspdtczynniki uwzgledniajace wptyw naprezen stycznych

w zbrojeniu oraz zazebianie sie krawedzi rys.
Akceptujac zatoZzenie o© wiotkosci zbrojenia oraz

pomi jajac te drugorzedne wpilywy przyjeto Kx = Ky =1;

We wzorach (5.18) i (5.20) wspdiczynnik & okresla wpiyw rodzaju
zbrojenia na wartosé wspdiczynnika w. Dla pretdéw grtadkich przyjsto
& =1 , dla pretdw Zebrowanych & = 1.1 . Oznaczenie kierunku rys wg

rys.S. 5.

L%
N RYSA

< —

Rys.5.5. Oznaczenie kierunku rys.

5.4. Okreslenie kata rozwarcia rys zaleZnego od odksztaicen

trwatych.

Do obliczania zarysowanych piyt Zelbetowych poddanych wielokrot-
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nie procesowi obciaZzania 1 odciaZzania, konieczne jest okreslenie
wielkosci odksztatcenn resztkowych w rysie, oznaczonych we wzorze

(8.1> jako r Analiza tych deformacji prowadzona byta miedzy innymi

o
przez Ubysza [129] i Koztowskiego [75]. Na podstawie badan
doswiadczalnych wtasnych i innych autordw stwierdzili oni, Ze w
przedziale obciagZzenn uzytkowych sSrednie odksztalcenia resztkowe stali

s; stanowia od 12 do 15% <$rednich odksztalcen catkowitych Za’ tak

jak zostalo to pokazane na rys 5.6.

W niniejszej pracy przyjeto wiec do obliczen nastepujace zaleZnosci

a = 0.13 sa C5.21>
- -
s = 0.87 €, (5.22
gdzie: ;z - $rednie odksztalcenie sprezyste;
Z; - drednie odksztaicenie resztkowe.
rsr
E(l o E
} &5 100% =
a -
(V]
[N
Z 2
. =|2
= ol @ w
w | > =
< |3 n =z
=12 j = N
o |&x =2 ; =
12415 + = < 5
PRZEDZIAY OBCIAZEN &
UZYTKOWYCH
OBCIAZENIE
ﬁ Fmb ﬁﬂs

Rys.B5.86. ZaleZnos¢ miedzy odksztalceniem resztkowym i catkowitym wg

Kozt owskiego.

Przy obliczaniu =zarysowanych konstrukcji zelbetowych poddanych
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procesowl obcigZania 1 odcigZzania nalezy wobec tego zgodnie ze

wzorem (5.22) skorygowad wzdér (5.180 do postaci

0.87 yw k,k.s
r, = L (8.23
szaChf_a)Ea

5.5. Pordéwnanie szerokosci rozwarcia rys obliczonych wedilug

PN-84/B-03264 i badan doswiadczalnych Nawy’ego.

Do obliczen porédwnawczych przyjeto przekrdj piyty zZelbetowej o
gr. h = 12cm, obciazony momentem M = 18 kNm, zbrojony krzyzowo
pretami @10 co 12 cm. CGrubos$d otuliny a = 2 cm. Zatozono beton B1S i
stal 34GS.

Charakterystyki materiatowe betonu:
- wytrzymatosé¢ charakterystyczna na sciskanie R = 11300 kPa ;

bk

- wytrzymatosé charakterystyczna na rozciaganie szk = 1130 kPa ;
- wspdtczynnik sprezystosci Eb = 23100 MPa.

Wspdtczynnik sprezystosci dla stali Ea = 210000 MPa.

Charakterystyki przekroju:

- ilos$¢ zbrojenia Fa = C100/120%0. 785

- wskaznik zbrojenia Myo= B5.54100%10 = O. 00854 ;
n = Ea/E = 21000023100 = Q.08

b
Wzdér normowy okreslajacy szerokosé rozwarcia rysy

8.54 cm/m ;

5. & 1 C5. 24D

rézni sie od propozycji Nawy’ego jedynie sposcbem okreslenia

odlegtosci miedzy rysami 1 Poréwnane zostanag wobec tego tylko te

f.
wartosci.

Obliczenie odleglosci miedzy rysami wg PN-84./B-03264.

Diugosd odcinka 1. dla elementdw zginanych okresla wzdr normowy

f
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1. =k.n — n (5. 25>
£ 1 F £
a
M
ko= 2P . _ 3 5. 263
1 z.nF R
' a bzk

gdzie: M p - moment rysujacy;
P u, — suma obwoddw pretdw zbrojenia rozciaganego;
ne - wspdiczynnik réwny 0.7 dla pretdw Zebrowanych;

z, -~ ramie dziatania sit w przekroju zarysowanym.

Moment rysujacy M oblicza sie wg wzoru

fp

pr = wprbzk C5.27>

gdzie dla przekroju prostokatnege jednostronnie zbrojonego wfp

zapisuje sie w postaci

W. = CO.202+1.5 -2 _F >bn° CS. 28>
bh 2

fp

Po podstawieniu do wzoru danych liczbowych otrzymano pr = 4.84 kNm.
Dla elementdw zginanych o przekroju prostokatnym ramie dziatania

sit? wewnetrznych otrzymuje sie z rdédwnania

Ef
z, = h {1 - —/—> (5. 285
f
2
gdzie:
£, = . 5. 30>
1.8 + _1_i-§1:‘._
10nu
L= MM = ¢5. 312
Rbkbho

Po podstawieniu danych liczbowych otrzymano:
L = 0.158
Ef = 0.207
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zf = 8.97 ¢cm
k1 = B6.20
lf = 3.8 cm

We wzorze normowym na odlegtosé miedzy rysami nie uwzglednia sie

wptywu ksztattu piyty, charakteru obciaZenia czy warunkdéw podparcia.

Obliczenie odlegito$ci miedzy rysami wg wzoru Nawy’ego.

Wg wzoru (5.103 wysckosé¢ rysy h. wyraza sig wzorem

f

s,h + F.n - f/és Ch—aDF_f + F.on°
1 a 1 a a
h =
L s
1
Po podstawieniu danych liczbowych otrzymano h. = 8.1 cm.

f
Wg wzoru (5.7) odlegtosé miedzy rysami lf wynosi

1. = k ks,

3= hf/Chf—a) = g.1(9.1-2> = 1.28
s1 = sa = 12 cm
d1 = 1.0 cm

=
n
I
N
n
(V]

]
™
n
X
n
|
'—l

.41
sy d1 12%1.0
Zatdzmy, 2e piyta jest kwadratowa, rédwnomiernie obcigZzZona i
zamocowana ha wszystkich  brzegach. Wg tab.5.1 k1 = 0. 5z22.
Podstawiajac do wzoru otrzymano
1. =11.3 cm

T
Wartosd ta rézni sie tylko ok. 12% od tej wyznaczonej wg wzoru

normowego. Jesli jednak przyjmiemy do obliczen ze ta sama piyta jest
swobodnie podparta na wszystkich krawedziach, wtedy wg tab.5.1

k1 = 0.834 oraz

lf = 18.1 cm

RézZnica miedzy obliczonymi wartosciami lf uzyskanymi ze wzoru

normowego i wzoru Nawy’ego wynosi wiec w tym przypadku prawie 100%.
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Wobec powyZzszych faktow wydaje sie, Ze do polskiej normy Zelbetowe]j
powinno sie jednak wprowadzié¢ wzory okreslajace diugosé strefy
zarysowanej osobno dla konstrukcji powierzchniowych, uwzgledniajace

ich ksztatt, sposdb obcigZzenia, zamocowania i zbrojenia.

43



6. Zastosowanie Posredniej Metody Elementdw Brzegowych do obliczania

zarysowanych piyt Zelbetowych.

RozwaZza sie pilyte z rysami jak na rys.86.1.

x2'52

Rys.B6.1. Schemat piyty z rysami.

Powierzchnia pityty Q ograniczona jest linia zamkniets S. Na
krawedziach zat oZzono dowol ne, Jjednorodne warunki brzegowe.

Wewnatrz obszaru ptyty istnieje uogdl nione cbciaZzenie §kCCD.
Zarysowanie nastapito wzdiuz krzywej LIed. Linia rysy traktowana
jest jako brzeg podwdjny-szczelina, w kitdrym momenty o wektorze
réwnolegtym do linii rysy sa rédwne zeru (zatoZono wiec, Ze w miejscu
rysy beton nie przenosi naprezen rozciggajacychd. Naprezenia
rozciagajace przenoszone s3a przez prety zbrojeniowe spinajace ryse.

W obliczeniach oddziatywanie tych pretow zastapione zostaje
niewiadomymi reakcjami obciaZajacymi konstrukcje betonows. Jest to
wigc w pewnym sensie pzeniesienie statycznej metody sit do
rozwiazywania dzwigardw powierzchniowych. W miejscu hiperstatycznych
podpdr Cwiezid ustawi ane sa obcigZzenia. Nalezy z réwnan
przemiesczeniowych obliczyé¢ ich wartosé¢, czyli szukana wielkosdé

hiperstatyczna.
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6.1. Obliczeniowy model rysy.

W przyjetej metodzie brzeg podwdjny obrazujacy linie rysy
modelowany jest obcigZeniem w postaci dipola momentdw rozitoZzonych
réwnomiernie wzdiuz rysy, o wektorze réwnolegiym do linii rysy.

Zostato to przedstawione w lokalnym ukladzie wspdirzednych na

rys. 6. 2.

X515, LINIA RYSY

X1, 51

My Mg
Rys.6.2. Dipol momentdw zginajacych modelujacy brzeg rysy.

Wartosci przemieszczen i sit wewnetrznych w piycie nieograniczonej,
wywolanych przez obcigZzenie Jednostkowym momentem roztoZzonym
réwnomiernie wzdiuz odcinka, przedstawiono w rozdziale 4.4. Zgodnie
z przyjeta konwencja oznaczmy te funkcje jako GlmCQ,ED. Wektor  uCx)
przemieszczen i sit wewnetrznych w pitycie nieograniczonej, wywoilany
przez dipol momentdw o© wartosci My » roztozonych réwnomiernie wzdiuz

odcinka, wyrazi sie wobec tego wzorem

u GO = my (6 C x, E)],El = mgy G Cx, 8] CB.1)

gdzie: u O - l-ty skitadnik wektora u :

§l= Cxl,an - wspdirzedne rozpatrywanego punktu;

£ = CEl,EaD - wspdirzedne obrazujace miejsce przytozenia
obciaZzenia;

my wartosc¢ dipola momentdw rozitozonych rédwnomiernie;

GlBCx,ED - funkcja wptywowa od obcigZenia dipolem momentdw

dla l-tego sktadnika wektora u
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Po wykonaniu odpowiednich przeksztatcen, przemieszczenia 1 sity
wewnetrzne w piycie nieograniczonej, obcigZonej jednostkowym dipolem
momentdw zginajacych, roztozonych réwnomiernie wzdl uz odcinka

[CO,-d>;C0,dd>], wyraza sie nastepujacymi wzorami:

1 (= 2 2. - ., - ~ *d
wixD) = - InCr /R J-2x_+4x%x, arctglx_-x, 2O
2 2 1 2™
8D -d
= 1 2 S
<p1CxD = - [—Exlxa/r +4arct,ng2/x1)]
sSnD -d
- 1 2 2. -2 =274
:pZCx) = - [lnCr‘ /R )+8x1 /r ]
8nD -d
1 - 2- - 3. ay*d
M C(xD = - [2C1l+vOx, x_+(B-vdx_ 1/T 6.2
1 1 2 2
8 -d
= 1 = 2= -z At
M_(xD = - [2C1+vIx, x_+(Br-10x% 177
2 1 72 2
8 -d
s 1 3 a2 . a4yte
M, _(xD = Cl1-vi(2x%x, +B6x,x. J/Tr
12 1 172
8 -d
+d
Q1c§3 PR R e el W R
1 "2 1 2 1%
877 -d
+d
QECxD = - —1 C4x 6+7>< 4x a—ax 2x 4-—5;c 6)/r‘8
1 1 72 1 "2 2
8 -d
+d
A CxD = - 1 FCAL-1235. —x HCB—d1D5%, Sn o —CA+BUD R, S Nl
1 1 "2 1 T2 172
877 -d
ALK = - % [CB—2uds, C+C el ~1 dvdse, Y5 Pacd-Bux, T b+
2 1 1 "2 1 "2
8n
+d
—CC11-Budx el/rs}
2
-d
gdzie: >—<1 = xl—fl
Xy = %578,
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+d §,=+d
[ ] - rdéznica wyrazen w granicach ]
-d fa=—d

pozostate oznaczenia jak we wzorach C4.4D.

Na rysunkach 6.3, 8. 4, 6.8 przedstawiono graficznie przebieg
zmiennosci funkcji wptywowych wix), ©Cx) i MCxD.

ObciaZzenie dipolem momentdw powoduje, zgodnie =z zatoZeniami
przyjetymi na poczatku ninejszego opracowania, skok wartosci katodow
ugiecia pityty na linii rysy (jest to dobrze widoczne na rys.6. 4D,
réwny katowi jej rozwarcia. Przy danych wartosciach obcigZzen modelu-
Jjacych My mozliwe jest obliczenie tych dyslokacji, potrzebnych do

wyznaczenia obcigZzenn od pretdw zbrojenia. Wyraza sie one wzorem

Ap = lim, [m_G _Cx,€2] — lim [m_G _Cx,&D] 6.3
+ B B -~ B B
Elao EI#O
gdzie: Ap - wartosé¢ dyslokacji katowej wywotranej przez obciagZzenie

dipolem momentdw;
GpBC—x'-ED - funkcja wpiywowa katdw ugiecia piyty od obciagze-—
nia dipolem momentdw.
Po wyliczeniu wartosci granicznych otrzymano
i

D

CB. 45

Ap =

gdzie: D - sztywnosé piyty.
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Rys.6.3. Funkcja wptywowa ugiecia wCx) od dziatania

bimomentu modelujacego linig rysy
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Rys. 6. 4.

Funkcja wplywowa kata ugiecia pCi) od dziatania

bimomentu modelujacego linig rysy
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Funkcja wplywowa momentu zgihajacego MCx> od

Rys. 6. 5.

dziatania bimomentu modelujacego linig rysy



6.2. Obliczeniowy model zbrojenia.

NapreZzenia rozciagajace normalne do kierunku rysy przenoszone s3
przez prety zbrojeniowe. Na odcinku naruszonej przyczepnosci pret
zbrojeniowy wspdipracuje =z betonem poprzez naprezenia styczne
rozlozone na Jjego obwodzie. Przyrost naprezen rozciagajacych i

stycznych w miejscu zarysowania ma charakter przedstawiony na

rys.s6.6

4_6’

s T T | [TTTrrmros Peem

lf/z '\ lf/2 X1

. 1
It \UNIA RYSY

fp max

08 PRETA

™ i - ! Lowes
X
LLp max L

l¢/2

Lt/

= 3

Rys.B8.86. Rozklad naprezerh rozciagajacych o, i stycznych Tp wok &1

miejsca zarysowania.

Wedtug Godyckiego-Cwirko [51] przebieg zmiennosci przyrostu naprezen

moZze byé w przyblizZeniu zaaproksymowany krzywa trzeciego stopnia

Ao (x,0 = Ao (1 - ——D C6.5D
a "1 a
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Wynika stad rozktad naprezen stycznych w postaci krzywej drugiego
stopnia
X

1 5= 6.6
0.51,

T (x, 0 =7 1 -
p 1 pmax

Dla piyty wygodniej jest zamodelowad sity wspdidziatania za pomoca
momentdw zginajacych dziatajacych wzdiuz osi preta, o wektorze
prostopadtym do jego osi, tak jak zostaio to przedstawicone na

rys.s.7.

LINIA RYSY

| 0S PRETA
1 LX1

Rys.6.7. Rozklad momentdw zginajacych modelujacych oddziatywanie

preta zbrojeniowego.

Zaleznos¢ miedzy tymi momentami zginajacymi a sitami stycznymi

wyraza sieg wzorem

mR = Ua Tpmax zf 8.7

gdzie: Tpmax - maksymalne naprezenie styczne wg rys.6.86 ;
u, - obwéd preta;
Zp - ramie dziatania sit w przekroju zarysowanym.

Wartosci sit i przemieszczen w ptycie niecograniczonej od tego rodaju

obcigZzenia mozZna wyznaczyé wg wZoru

0
- - = £ 2
u, (x> = f -G, (x,EdC1 + —— D>7Td¢, +
1 1M 0. 51 1
-0. 51 M
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0. 51
13 51

+ [ G X800 - o
o it

>ad51 6.8

gdzie: GlMCQ,E) - funkcje wptywowe dla l-tego sktadnika wektora u od
dziatania momentu zginajacego wg wzordw (4.86).

Ze wzgl edu na bardzo dtugie rozwiniecia tych funkcji nie
Zami eszczono ich w sposdb Jjawny w niniejszym opracowaniu.
Przykladowo przedstawiono natomiast na rys. 6.8, 6.8 1 6.10 w sposdb
graficzny przebieg zmiennosci tych funkcji dla ugieé—wC;D, katow

ugiecia—pC;D i momentdw zginajacych—MC;D.
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Rys.6.8. Funkcja wptywowa ugiecia wlx) od obciafenia model ujacego

oddziatlywanie pretdw zbrojeniowych.
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Rys.6.9. Funkcja wpiywowa katdw ugiecia p(i) od obcigzenia

model ujacego oddzialywanie pretdw zbrojeniowych.
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Rys.6.10. Funkcja wplywowa momentu zginajacego MC 3O od obcigZzenia

model ujacego oddziatywanie pretdw zbrojeniowych.



6. 3. Wyznaczenie przemieszczenn i sitl wewnetrznych w ptycie

Zzarysowane j.

Rozwazmy piyte z rysami. Zgodnie z przyjetymi zaloZeniami miejsce
rysy zadane jest w sposdb deterministyczny lub mozZna je wyznaczyd.
Linia rysy traktowana jest jako brzeg podwdjny modelowany dipolem
momentdéw wg rozdziatu 6.1. Prety zbrojeniowe sSpinajace ryse
zastapione zostaja niewiadomymi reakcjami obciaZzajacymi konstrukcje
betonowa - momentami rozitoZonymi krzywoliniowo wzdiuZz osi preta wg
rozdziatu 6.2. Nalezy =z rdéwnan zgodnosci przemieszczen wyliczyd
maksymalne wartosci my, tych momentdéw. W tym przypadku warunek ten
odnosi sie do wielkosci kata rozwarcia rysy 1 zapisany zostanie
jedynie dla czesci sprezystej odksztalcen. Sposdb uwzgledniania
oddziatlywania odksztatcen resztkowych pokazano w rozdziale B6.4.
Wobec tego zgodnie z wyrazeniem C5:. 10, réwnania zgodnosci
przemieszczen, przy =zatozeniu dyskretyzacji 1linii rysy na ilosd
odcinkdw réwna liczbie przecinanych przez nia pretdw zbrojenia, moz-

na zapisad¢ w nastepujacy sposdb
[po] + £pR] = [ril [11 [mR] (B6.38>

gdzie: [pol - wektor katdw rozwarcia rysy wywotranych przez obcigZze-—
nie zewnetrzne §kCQD w punktach przeciecia pretdow
zbrojenia z linia rysy;
[pRJ - wektor katdw rozwarcia rysy wywotranych przez obciaZze-
nie modelujace oddzialywanie pretdw zbrojenia w
punktach ich przeciecia z linia rysy;
[r,] - wektor wspdlczynnikdw proporcjonalnosci miedzy katem
rozwarcia rysy a momentem zginajacym w rysie;
[m. ] - wektor momentdw zginajacych modelujacych oddziatywanie
pretdédw zbrojeniowych;
[1] - macierz jednostkowa.
Wek tor [po] katdédw rozwarcia rysy wywotanych przez obcigZzenie

zewnetrzne mozna wyznaczyé¢ wg réwnania (6.43 ze wzoru

[pg) = —1—[mBQ] (6.10)
D
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gdzie: D - sztywnosd piyty;
[mBQ] - wektor dipoli momentdw modelujacych ryse wywolanych

obciagZzeniem zewnetrznym §kCQJ.

Wektor [mBQ] uzyskuje sie rozwiazujac piyte =z zamodelowanymi
szczelinami (brzegiem podwdjnymd od obcigZenia zewnetrznego.

Wektor [pRJ katdéw rozwarcia rysy wywotranych przez obcigZzenie
modelujace oddziatywanie pretdw zbrojenia, otrzymuje sie rodwniez

korzystajac z rdéwnania C6.43 wg wzoru

_ 1
[pRJ = -E:[mBR] [mR] (6.115
gdzie: [mBR] — macierz wptywu dipoli momentdw modelujacych linie
rysy wywotanych jednostkowymi wartosciami momentdw
zastepujacych oddziatywanie pretdw zbrojenia.
Macierz [mBR] uzyskuje sie rozwiazujac piyte =z zamodelowanymi

szczelinami C(brzegiem podwdjnymd kolejno od wszystkich jednostkowych
3il! modelujacych oddzialywanie pretdw zbrojeniowych.
Wstawiajac zaleznosci (6.103 i (6.113 do rdéwnania (6.83 otrzymano

Im...] Etm.] = [r.1 [1] [m.] 6.120

tmgnd BR R 1 R

1 1
D BQ D
stad

[m, .3 C6.133

[mR] = {[r13 (11 - -——[mBR]} 3

[mBQJ oraz macierzy wpiywu [mBR] wyzZnacza sig za

pomocs Posgredniej Metody Elementdw Brzegowych 1 funkcji wpiywu

Wartosci wektora

Green’a przedstawionych w rozdziatach 6.1 1 6.2, przy schemacie
ptyty =z brzegiem podwdjnym (szczelingd, modelujacym linie rysy.
Wek tor wspdtczynnikdw proporc jonal nosci Erll oblicza sie wg
rozdziatu 5.3 uwzgledniajac sposdb roziozenia momentu Iﬁﬁ oraz kat
przeciecia pretdw zbrojenia z rysa. Po otrzymaniu tych wartosci, =z
réwnania (6.13) wyznacza sie wektor [mR1 modelujacy oddziatywanie
pretdéw zbrojeniowych w miejscu rysy. Majac obliczone wartosci

wektora EmR] i  traktujac je jako pewnego rodzaju obciagZenie
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zewnetrzne, mozna juz wyliczyé¢, korzystajac z zaleznosci (4.18) i
C4.19), przemieszczenia, sily wewnetrzne, naprezenia w pretach
zbrojeniowych oraz katy rozwarcia rys w zarysowanej ptycie
Zelbetowej o dowolnym schemacie statycznym. Dla otrzymania peinego
opisu stanu wyteZzenia rozpatrywanego elementu, nalezy - zgodnie =z

zatoZzeniami przyjetymi w rozdziale 5.2, uwzgledni¢ wpiyw odksztaicen

resztkowych, sumujac wywotane przez nie przemieszczenia 1 sity
wewnetrzne z tymi obliczonymi powyzej. Sposdb obliczania
przemieszczen i sit wewnetrznych w ptytach zel betowych od

resztkowych katdw rozwarcia rys [rO] przedstawiono w rozdziale B. 4.

6. 4. Okreslenie przemieszczeni i silt wewnetrznych wywolanych w pitycie

przez wektor resztkowych katdéw rozwarcia rysy [ro].

Dla otrzymania przemieszczenn 1 sit wewnetrznych wywotanych w
pitycie Zelbetowej przez wektor resztkowych katdw rozwarcia rys [ro],

postuzono sie rachunkiem dystrybucyjnym. ¥ tym celu przyjeto

dystrybucje & - Dirac’a i Heaviside’a o nastepujacych wiasnosciach:
_ _ 0O dla x # &
AL = Sdla e = £
(6.14>
_ 0 dla x £ ¢
HCx2D = 4 dla x » .8

Przyjeto kartezjanski uklad wspdirzednych, w ktdérym osie =y i x5
wyznaczaja powierzchnie sSrodkowa piyty, a os X kierunek ugiecia.
Pod wpiywem obciaZenia dowolny punkt piyty doznaje przemieszczenia o
w. Rozwaza sie ryse prostoliniowa, usytuowana w

sktadowych u u

17 T2’
poczatku ukladu wspdirzednych, jak pokazano na rys. 6.11.
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| XZlgz

(O+c)

-X1IEH

(0,-c)

Rrs.6.11. Usytuowanie rysy wzgledem ukladu wspdirzednych.

Niech gesto$¢ kata rozwarcia rysy bedzie okreslona przez funkcje
p(an. Wielkos¢ skoku kata ugiecia ptyty na linii rysy mozna zapisacd

w postaci

de = p(anHCx13[HCx8+c) = HCxa—CDJ (6.150

Przyjmujac dla prostoty zapisu HCx2+c)—HCx2—c) = HCan otrzymano

de = pra)HCxlDHCxa) C6.16>

Przemieszczenia u, i u, dla doweolnego punktu piyty wyraza sie

wobec tego wzorami

_ w >
u, = -X [-52— + p(anHCxl)HCan

C6.172
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3u 2
2 3w
£ = = = X c6.18>
a= ax2 3 I P
2
du du 2
1 2 3w -
e = C + 3 = -x. (2 + ¢, HH +
12 axa axl 3 axlax8 X
+ ¢ HH,_ >
X2
Korzystajac =z zaleznosci miedzy odksztaiceniami a naprezeniami
otrzymano
Ex 2 2
_ E _ 3 d w w o
%1 z— C&1"VE? = = < z tv—z teH HO
1-v 1-v» Ix ax 1
1 2
(6.19>
Ex 2 2
E 3w w s
< = Cetve, ,J = — C + v + v ¢ H, H D
22 1_v2 a2 11 1_v2 ax 2 O 2 Xy
2 1
Ex 2
_ E _ 3 3w & 9
%12 = acTTd S12 T T T Caxoax, T 0% HH*O.Se HH D
1772 2 2
Momenty zginajace w ptycie wyraza sie wzorami
0. 5h
Mg = J %14 ¥g s
-0. Bh
0. 5h
MEE = J Oss Xg dx3 {B. 200
-0. Sh
0. 5h
Mg = J %z X3 9%
-0.Sh

gdzie:

h - stala na caly obszarze grubosé piyty.
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Podstawiajac do tych wyrazen wzory na naprezenia otrzymano

CB. 213

2

2 2 ~
M, = D¢ 9 s+ i ~ + e H,_ HD
6x1 axa 1
2 2 “
M. = D2 +ulfM L upH, H2
22 I 2 I 2 x4
2 1
w - -
= - _ A =
Mia D C1-»3 C axlaxa + O.op,xaH H +0.5 ¢ H H’x
gdzie: D - sztywnosé piyty;
Eh3
25 e
12C1-v D

Wykorzystujac réwnania réwnowagi dla piyty uzyskano

okreslajace sity tnace i zwigzki pomiedzy nimi w postaci

Ca ) amll . aMal
ax1 6xa
Qa ) aMaa . amla
%y %y
+a%+p=0
%y %y
gdzie: p - obcigzenie zewnetrzne.

Po wstawieniu do 2 pierwszych rdéwnan (6.22) wyrazen (6.210,

sity tnace przyjma postad

X

Q1 = -D [ + + H,x « H + O.SCl—vbp,x H H
Ix Ix, I 171 2 2

+ C1-vdp, HH, + 0.5CL-wdp HH, _ ]
22

V)
()

g2

wyrazenia

(6. 225

wZory na

(6.23D



63w 63w o 2
Q2 = -D [ + + O0.5C1+vdep, H, H + 0.5C1+vd¢ H, H,
x x b%d X

axa axaaxl 2 1 1 2

Wstawiajac do ostatniego z rdwnan (6.220 wzory (8.23) oraz dokonujac
odpowiednich przeksztaicen, otrzymano roéwnanie rézniczkowe piyty

Zarysowanej w postaci

. p
AMw + Al =2 Cp HEI = — €. 24D
axl D

gdzie: A - operator rdézniczkowy;

6.5. Okreslenie funkc ji wplywowych przemieszczenn i siit wewnetrznych
wywoltanych w piycie nieograniczonej przez zarysowanie o danym

kacie rozwarcia.

Przy zatoZeniu, Ze obcigZzenie zewnetrzne jest rdéwne zeru,

réwnanie CB.240 zapisze sie jako

a

AAw + A [ ox1

Ce HHY] =0 C(B. 253

Dokonujac odpowiednich przeksztaicen i oznaczajac

A _ a ~ _ _ _
éCxa) -= —a—xa[HCan] = éCx2+cD <5Cxa cD

otrzymano
AAw = p (6. 263

* A ~ ~
gdzie: p = —Cp &, H+ 2, & & + p, S H+ & &, D
% Xy Xy XXy X

Prawa strone réwnania (6.263 mozna traktowad jako pewnego rodzaju
obciagZzenie zewnetrzne. Oznaczajac poloZzenie rysy wspdirzednymi

Cfl,EaD, wyrazenie p* zapisze sie w postaci
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E 3 N N
P CE .80 = - [pCED é,flfifla HCE D + Zp,féfa) ECE.D SLED
CB.27)

CE 31

+pap (08 8D HCE >+ pCELD 8CE, D S,

25 E

Zapisujac funkcje wpiywowa CGreen’a w postaci

;—(24_;(-2
GCx,ED = 1 ch Iint —= S 5
1%z 2

gdzie:>_<1 = xl—fl;
- lhe- -1
X = Cxl,xa)
¥ =g, .80
R - promien pordéwnawczy;

otrzymano, przez analogie z rozwazaniami przedstawionymi w rozdziale

4.1, rozwiagzanie rdéwnania (6.260 w postaci

00]
wix, , %D = — Jéci,f; eCE_D &, CE,D ﬁcg > df, dE_ +
2 ¥ 5 2 192
00

[0 ¢]

ajécX,sa p,E;EED 8CE D> 6CE D dE dE, +

-
CB. 28>
®

- JécX,ED p’EaECEED 8Cg, > HCfa) dg, df, +

—00

(o o]

Jéci,f: pCELD 8CE,D s, Ecgaa dg, dg

(0 2]

Dystrybucje & - Dirac’a i Heaviside’a posiadaja nastepujace

wtasnosci:
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00
Jk(x) SCx—-§2 dx = KC&D
—00

(6 o]

]
|
~

JkaD é,xCx—ED dx XCZ)
-

s o]

Il
~
s
v
W

Jk(x) S, (x—¥d dx
ple’s
—00
(6. 29D
00 c
JkaJ H(x> dx = JkaD dx
—00 -c
Korzystajac 2z tych =zaleZnosci rdéwnanie (6.28) mozna zapisad w

postaci

c

C
wix) = lim {[G,Eigii,fz pCELD dE, - JG(Q,E) p,fEE;EED dr., +

leo
-c -c
6. 303
_ +c _ +c
+ GCx, &3 p,fCZaD — NG Ex,f) pCEED }
2 = 2 —C
gdzie: f = Cxl’XED;
E = &, £ 0;
+c Ea=+c
- rdznica wyrazen w granicach
—c Ea=—c
Wyrazenie to przedstawia ugigecie piyty nieograniczonej, wywotane

zarysowaniem o szeroksci kata rozwarcia rysy ¢(Ea). Funkcje wpiywowe
pozostatych przemieszczen 1 sil wewnetrznych moZna uzyskad analo-—
gicznie jak w rozdziale 4.2, korzystajac z zaleznosci (8.30). Ze
wzgledu na bardzo diugie rozwiniecia tych funkcji, nie przedstawiono

ich w sposdb jawny w niniejszym opracowaniu. Przykitadowo pokazano
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natomiast na rys.86.12, 6.13 i 6.14 w sposdb graficzny przebieg
zmiennosci funkcji wpiywowej ugied - wC D, katdédw ugiecia - p(gJ i
momentdw zginajacych - MC O , przy przyjeciu funkcji katdw rozwarcia

rysy p(fa) w postaci

er.D = & £ 5 B , CB.31)
2 2

gdzie: A,B - state.

Na rysunku 6.13 jest dobrze pokazany, zgodnie =z przyjetymi
zatoZzeniami, skok katdw ugiecia piyty w miejscu zarysowania.
Wyraznie widoczne Jjest takze podobienstwo tych wykresow do
analogicznych otrzymanych od oddziatywania bimomentu modelujacego
ryse i przedstawionych na rys.6.3, 6.4 i 6.5. Swiadczyé¢ to moze o
poprawnosci przeprowadzonych wyZej rozwazan.

Przemieszczenia i sity wewnetrzne w piycie zarysowanej o© zadanych
warunkach brzegowych, wywotane przez pole odksztaicen resztkowych,
oblicza sie w sposdb pokazany w rozdziale 6.3, przyjmujac w rdwnaniu
C(B.120 prawa strone rdéwna wektorowi [rOJ resztkowych katdw rozwarcia
rys. Zaktada sie, Ze wektor ten jest dany lub moZzna go wyznaczyd wg

rozdziatu 5. 4.
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Rys.6.12.

Fd .F"JJ-”
’ e ZC\_____\__—‘-
Funkcja wpilywowa ugiecia w(x) od oddzi at ywani a

rysy o okreslonym kacie rozwarcia.
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Rys.B6.13. Funkcja wplywowa kgtdw ugigcia ng) od oddziatywania

rysy o okreslonym kacie rozwarcia.
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7. Analiza numeryczna pilyt Zelbetowych.

Przy wykorzystaniu metody opisanej w rozdz. & oraz Posrednie]j
Metody Elementdw Brzegowych, autor niniejszego opracowania ulozyl
program cyfrowy, obliczajacy zarysowane piyty Zelbetowe. Program ten
napisano w jezyku FORTRAN 1 jest on przystosowany do komputéréw typu
PC IBM. Oblicza on zarysowane pilyty Zelbetowe © dowolnym schemacie
statycznym. Przyjeto w nim, Ze rozmieszczenie rys jest dane,
poniewaz rozwazania dotyczace dystrybucji i propagacji rys
wykraczaty poza zakres tego opracowania. Dla celdw inzZzynierskich
mozZna program po prostu uzupetnié o© jeden =z istniejacych juz
podprograméw okreslajacych potoZenie rys w zaleznosci np od
wielkosci naprezen gidwnych i okreslonego momentu rysujacego.

W obliczeniach dzieli sie brzeg piyty na '"n" odcinkdw, przyporzadko-
wujac kazdemu z nich moment i site roztoZone rdéwnomiernie na jego
diugosci. Linie rysy dzieli sie na "nR“ odcinkdw, ktérych liczba
jest réwna ilosci pretdw ja spinajacych. Kazdemu =z tych odcinkédw
przyporzadkowuje sie dipol réwnomiernie roztozonych momentow
modelujacych linie rysy. Oddziatywanie pretdw zbrojeniowych
zastapione jest za pomoca krzywoliniowo roztozonych wzdiuz osi preta
momentdw zginajacych. W obliczeniach wykorzystuje sie wigc funkcje
wplywowe podane we wzorach (4.42, (C4.8>, (4.3, (4.10>, <C4.13>,
(6.2 i (8.8). OCkresla sie warunki podparcia dla poszczegdlnych
odcinkdw brzegu oraz wprowadza dane obciaZzenia zewnetrzne.
Wspditczynnik proporcjonalnosci ry ustala sie poprzez wspdlczynnik
usredniajacy w w sSposdb iteracyjny, przyjmujac jako pierwsze
przybliZzenie stan spreZzysty. W wyniku otrzymuje sie przemieszczenia
i sity wewnetrzne w zarysowanej plycie Zelbetowej, w dowolnych
punktach o zadanych z géry wspdirzednych oraz katy rozwarcia rys i

naprezenia w pretach zbrojeniowych w miejscu przecigecia ich z linigs

rysy.
7.1. Algorytm programu cyfrowego.

Algorytm programu cyfrowegoe obliczjacego zarysowane piyty Zelbe-

towe zostat przedstawiony na rys.7.1.

70



Rys.7.1 Algorytm programu cyfrowego obliczjacego zarysowane piyty

zel betowe.

[ START |

WPROWADZENIE DANYCH GEOMETRYCZNYCH I MATERI ALOWYCH CHARAKTERYZU-
JACYCH PLYTE, OKRESLENIE WARUNKOW PODPARCIA

UTWORZENIE MACIERZY FUNKCJI WPLYWOWYCH OD OBCIAZEN ZEWNETRZNYCH
I OD JEDNOSTKOWYCH OBCIAZEN BRZEGOWYCH

ULOZENIE ROWNAN ZGODNOSCI SIE 1 PRZEMIESZCZEN NA BRZEGU PLYTY
Z ZADANYMI WARUNKAMI BRZEGOWYMI

[ ROZWIAZANIE UKELADOW ROWNAN I WYZNACZENIE OBCIAZEN BRZEGOWYCH l

OBLICZENIE PRZEMIESZCZEN I SIk WEWNETRZNYCH W WYBRANYCH
PUNKTACH PLYTY

TAK NIE

WPROWADZENIE DANYCH MATERI ALOWYCH I GEOMETRYCZNYCH
CHARAKREYZUJACYCH RYSY

5
>

OBLICZENIE WSPOLCZYNNIKOW PROPORCJONALNOSCI r

1

UTWORZENIE MACIERZY FUNKCJI WPLYWOWYCH OD OBCI AZEN
ZEWNETRZNYCH I JEDNOSTKOWYCH MOMENTOW my MODELUJA-
CYCH ODDZI ALYWANIE PRETOW ZBROJENIOWYCH

OKRESLENIE ZALEZNOSCI MIEDZY OBCIAZENIAMI ZEWNE-
TRZNYMI I JEDNOSTKOWYMI MOMENTAMI my A WARTOSCI A-
MI m_ DIPOLI MOMENTOW MODELUJACYCH RYSE
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ULOZENIE ROWNAN ZGODNOSCI PRZEMIESZCZEN DOTYCZA-

CYCH KATA ROZWARCIA RYSY I OBLICZENIE WARTOSCI

OBCI AZEN mg, MODELUJACYCH ODDZI ALYWANIE PRETOW
ZBROJENI OWYCH

OBLICZENIE OBCIAZEN BRZEGOWYCH OD MOMENTOW me,

OBLICZENIE MOMENTOW ZGINAJACYCH W MIEJSCACH

PRZECIECIA PRETOW ZBROJENIA Z RYSA I POROWNA-

NIE ICH Z MOMENTAMI ZGINAJACYMI PRZYJETYMI

DO OBLICZENIA WEKTORA WSPOLCZYNNIKOW PROPOR-
CJONALNOSCI [rll

ROZNICA MIEDZY

HLE TYMI MOMENTAMI JEST LA
DOSTATECZNIE MA-
LA
PRZYJECIE UZYSKANYCH MOMENTOW OBLICZENIE PRZEMIESZCZEN,
ZGINAJACYCH ZA PODSTAWE DO OB- STL WEWNETRZNYCH, NAPRE-
LICZENIA WSPOLCZYNNIKOW PRO- ZEN W PRETACH ZBROJENIO-
PORCJONALNOSCI r WYCH I KATOW ROZWARCI A

RYSY W ZARYSOWANEJ PLYCIE

ZELBETOWEJ OD ODDZI ALY -

WANIA POLA ODKSZTALCEN
RESZTKOWYCH
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OBLICZENIE PRZEMIESZCZEN,
SIE WEWNETRZNYCH, NAPRE-
ZEN W PRETACH ZBROJENIO-
WYCH I KATOW ROZWARCI A
RYSY W ZARYSOWANEJ PLYCIE
ZELBETOWEJ

&

€

[ WYDRUK WYNIKOW |

| KONIEC PROGRAMU |

STOP

7.2. Obliczenia testujace dla ptyt niezarysowanych.

W pierwszej fazie opisany wyZej program cyfrowy zostat urucho-
miony i przetestowany dla ptyt niezarysowanych, a wiec pracujacych w
fazie sprezystej. MoZna byto wobec tego otrzymane wyniki pordwnad =z
wielkosciami zamieszczonymi w tablicach inZzynierskich dla tego typu
konstrukcji. Przeprowadzone obliczenia wykazaty, Ze nawet przy dosd
rzadkim podziale brzegu ptyty na odcinki (brzeg dzielono na odcinki
odpowi ada jace % + % rozpietosci piytyd dokladnosé uzyskanych wynikdw
wynosita 4+8% w stosunku do rozwiazan analitycznych. Ze wzgledu na
mata wartosd¢ poznawecza tych analiz na rys.7.2+7.7 przedstawiono
jedynie w sposdéb graficzny przyktladowe wyniki obliczen. Obliczenia
te przeprowadzono przy bardzo gestym podziale brzegu piyty na
odeinki i gestej siatce punktdédw obliczeniowych wewnatrz piyty.
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Rys. 7. B.
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7.3. Obliczenia testujace dla piyt zarysowanych.

Przed wykonaniem przyktadow zaczerpnietych z danych
doswiadczalnych, przeprowadzono szereg obliczen testujacych dla piyt
z Jjedna, dwiema, trzema c¢zy czterema rysami. Sprawdzano w nich
poprawnos¢ przyjetych funkcji wpt ywowych modelujacych ryse i
zbrojenie oraz symetrie uzyskanych wynikdéw. Dopiero po wielokrotnym
sprawdzeniu programu w ten wtasnie sposdb przystapiono do obliczania

ptyt z rzeczywistymi schematami zarysowania.

7.3.1. Przykiad nr 1.

Obliczenia przeprowadzono dla pityty DAl badanej przez E. Absiego i
M. Brandta [1], przedstawionej na rys.7.8.
Byta to pityta kwadratowa, swobodnie podparta, o boku a = 2.5m,
krzyzowo zbrojona pretami @ 8 ze stali TENTOR, utoZonymi réwnolegle
do brzegdw. Rozstaw pretdw co 8 cm. GCrubosé piyty 10 cm. Moduil

sprezystosci stali Ea = 2.05x108 kN/ma, betonu Eb = 3.4x107 kN/ma.
Wytrzymatos¢ betonu na sSciskanie Rb = 33500 kPa. Wytrzymatosé stali
na rozciaganie i sSciskanie Ra = 8527000 kPa . Ptyta byta obciaZona

réwnomiernie za pomoca poduszki wodnej. Pomiary ugiecia piyty byty
prowadzone kolejno dla obcigZzen o wartosci 10.0, 20.0, 25.0, 27.5,
30.0, 32.5, 38.0 kN/m2 i dalej co 2.5 kN/m2 az do zniszczenia piyty.

Ag.r—

250

|
|
|
l
|
|
4
k-

Rys.7.8. Schemat obliczanej ptyty DA1l.
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Uktad zaobserwowanych rys odpowiada: kierunkom naprezen gidwnych.
Pordéwnanie ugie¢ otrzymanych z obliczen z ugieciami ptyty uzyskanymi
podczas doswiadczenia przeprowadzono dla punktdédw zaznaczonych na

rys.7.S.

N | |
=l B3

50
o
-

"2
+f
a
9

, 50

25 50 50

2
£ 1 7]

lZSL 50 50 l,50 LSU gsy
1T i
Rys.7.9. Rozmieszczenie punktdédw obliczeniowych na powierzchni piyty.

Dla punktéw 1+8 wynik uzyskany =z doswiadczenia jest wartoscia
$rednia z pomiardw dla punktdw usytuowanych symetrycznie na pitycie.
Poniewaz aZz do obcigZzenia 32.5 kN/m8 nie zaobserwowano pojawienia
sie znaczacych rys na powierzchni piyty, do tego momentu piyte
liczono jako sprezysta.i Uzyskane wyniki zestawiono w tab.l oraz
pokazano przyktadowo na rys.7.10. Jako A oznaczono wyniki uzyskane z
obliczen programem cyfrowym dla piyty sprezystej, jako B dane

uzyskane z doswiadczenia.

Tab.7.1
Numer Obciagzenie [kN/m2]l
10.0 20. 0 2%.0 27. 8 32.5
punktu L 1 ! L 1
Ugiecie [mml
A B A B A B A B A B
1 0.85| 0.81] 1.10| 1.07| 1.38| 1.47| 1.852| 1.68| 1.78| 2.31
2 0.23| 0.18| 0.46| 0.239| 0.88| 0.6858| 0.683| 0.768] 0.78| 0.89
3 0.65| 0.681] 1.30| 1.23| 1.83| 1.688| 1.78| 1.84| 2.12| 2.80
4 0.45| 0.43| 0.380| 0.80| 1.13| 1.18| 1.24| 1.37| 1.46( 1.99
5 0.20| 0.17] 0.40| 0.33| 0.80| 0.47| 0.55| 0.88| 0.8685( 0.83
B 0.30| O0.26| 0.80| 0.44| O0.78| O0.72| O0.81| 0.80| 0.88| 1.22
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Obc. [kN/m2]
Numer
punktu 5.0
Ugiecielmm]
A B
1 1.83( 2.397
2 o.81| 1.24
3 2.28| 3.57
4 1.58| 2.65
5 0.70| 1.00
B 1.05{ 1.50

Jak wida¢ =z przytoczonych wynikdw, do momentu pojawienia sie rys
Cobcigzenie g = 32.5 kN/ma > dane wuzyskane z obliczen pilyty
sprezystej dosd¢ dobrze przyblizZzaja rezultaty doswiadczenia.
Natomiast po pojawieniu sie pierwszych rys, réznice miedzy ugieciami
cbliczonymi dla ptyty sprezystej, a uzyskanymi z pomiardw siegnety
23%, a przy obciaZzeniu g = 35.0 kPa nawet B50% . PoniewaZz miejsca
powstania rys dla konkretnych obciagZzen byly udokumentowane,

wprowadzono je do programu cyfrowego zgodnie ze stanem faktycznym.

Umiejscowienie rys pokazano na rys.7.11 i 7.12.
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DANE DOSWIADCZALNE

qlkPa] ’
— — «= OBLICZENIA CYFROWE JAK DLA PLYTY SPREZYSTEJ
40 L
.r ¢7 }(/3' +
> /<\ //0“/
PUNKT NR S /‘{
J‘Z//ﬂr UNKT NR3
72
e
rd
’d
: ; i i i i =
1 2 3 W[mm]

Rys.7.10. Pordwnanie ugiec piyty zarysowanej otrzymanych z obliczen

cyfrowych Cobliczenia prowadzone jak dla piyty sprezystejd
i danych dosgwiadczalnych.

&Illlll,lii{

Rys.7.11.

| p=———== +
l\ |
H'JO I \ l
| a8
e g
N
| |
A
Umiejscowienie rys na powierzchni rozciaganej piyty dla
obciagzenia g = 32.8 kN/ma.
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Rys.7.12.

Uzyskane wyniki

rys.7.13.

LT rRITD
= A

Umiejscowienie rys na powierzchni

\s\\ *;////
P
VAR

250

290

obcigZzenia g =

35.0 kN/m.

2

Jako C oznaczono wyniki

cyfrowym dla piyty zarysowanej.

rozciaganej pilyty dla

zestawiono w tab.7.2 oraz pokazano przyktadowo na

uzyskane 2z obliczen programem

Tab. 7. 2.
ObciaZzenie [kN/ma]
;‘:’:‘:zu 32.5 35. 0
Ugiecie [mm]
c B G B
1 2. 42 2.31 3.11 2.897
a2 1.07 0.89 1.32 1.24
3 2.93 2. 80 3. 69 3.57
4 2.04 1.898 2.71 2.65
5 0.84 0. 83 1 .08 1.00
B 1.26 1.22 1.885 1.80
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1 DANE DOSWIADCZALNE
qlkra] 4 — — — OBLICZENIA CYFROWE
10
0 Va =
PUNKT NRS V.
/ N_PUNKTNR 3
7
7
7
Wmm]
t t t ] t ¥ -
1 2 3

Rys.7.13. Pordwnanie ugiec¢ pilyty zarysowanej otrzymanych z obliczen

cyfrowych i danych doswiadczalnych.

Jak wynika =z pordwnania, doktadnosé¢ przeprowadzonych obliczen po
uwzglednieniu zarysowania jest znowu zadowalajaca.

Podczas doswiadczenia mierzone byty takZze napreZzenia w pretach
zbrojeniowych w miejscach ich przeciecia z rysami oraz rozwarcia
rys. Pordwnanie tych wielkosci z danymi eksperymental nymi

przeprowadzono w tab.7.3.

Tab.7.3.

S L —— Obciagzenie [kN/m2]

32:5 38.0

Maksymalne rozwarcie rysy [mm]l| O.06 0.085 0. 0868 0. 08

Maksymalne naprezenia w pretach [kPal| 83000 51000 59000 69000

Réwniez i w tym przypadku zgodnosé¢ obliczern z danymi doswiadczalnymi
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jest dobra.
Na rysunkach 7.14 i 7.15 pokazano redystrybucje momentdw zginajacych
w ptycie spowodowana zarysowaniem. Jak wida¢ zmiany te maja

charakter nie tylko lokalny i moga mied wpiyw na nosnosé¢ piyty.
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Obciazenie q=35.0 kPa

S - Stan sprezysty
Z - Stan po zarysowaniu
4 LR~ Linia rysy

5 kNm
Momenty Mx2 —
PRZEKRGJ A-A xq=06m PRZEKROJ B-B x1=0.8m
X2 | [m] | X2 ‘[m]
1,25 —+
12 T J
RIS Z /I\———Z
10+ S |
3 / Ny .
08 -1+ —+ = — —
T e = T~ &
ST B LR
o4 +
01 -1
" Mx2 -

: Mx2
Rys. 714 Redystrybucja momentow Mx2 w plycie DA1 po zarysowaniu



Obcigzenie g=35 kPa

S - Stan sprezysty
Z -Stan po zarysowaniu
LR -Linia rysy
5KkNm

Momenty Mx?2 et

PRZEKROJ C-C x4=1.0m , PRZEKROJ D-D x4=1.17m

X2 ‘[m] x2 tIm

12 T 7 — ——

bt - &—z e mx‘\“z

1.0 i S==temmm—e———— A .

09 |+ _\_— LR LR

08 +

0.7 A S

06 - S

05 A

04

03

0.2

01 +
~—— :
Mx?2 Mx?2

Rys.7.15 Redystrybucja momentow Mx2 w plycie DA1 po zarysowaniu



7.3.2. Przykitad nr 2.

Obliczenia przeprowadzono dla ptyty DA2 badanej przez E. Absiego i

M.Brandta [1], przedstawionej na na rys.7.16.

S E— el
| | 10
[ g8co8 |
| |

2| | |

S |
| |

~ |
"L 250 —

Rys.7.186. Schemat obliczanej piyty DAZ2.

Ptyta ta rdéznita sie od opisanej w rozdz.7.3.1 jedynie zastosowaniem
zbrojenia rdéwnolegitego do przekatnych 1 w niewielkim zakresie

statymi materiailowymi. Pierwsze znaczace rysy pojawity sie dla piyty

DAZ2 pod obcigZzeniem g = 35.0 kN/ma, a schematy =zarysowania wg
rys.7.11 i 7.12 przyjeto odpowiednio dla obcigZzehn 35.0 kN/m2 i 40.0
kN/ma. W rezultacie przeprowadzonych obliczen uzyskano dobra

zgodnosé z danymi doswiadczalnymi, aczkolwiek réznice w otrzymanych
wynikach byty wieksze niZz w rozdziale poprzednim. Przyktadowe wyniki

analiz przedstawiono na rys. 7.17.
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-L DANE DO$WIADCZALNE
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Rys.7.17. Pordwnanie ugied¢ zarysowanej piyty DAZ wg danych dos-

wiadczalnych i obliczen cyfrowych.
7.3.3. Przykiad nr 3.

Obliczenia testujace przeprowadzono dla piyty prostokatne]j

badanej przez G.Franza, a przedstawionej w pracy Linka [87]. Piyta o
wymiarach 2.0x3.0 m, grubosci 0.08 m, podparta na obwodzie w sposdb
przegubowo—-przesuwny. ObcigZzenie rdéwnomiernie roztozone. Zbrojenie
dotem siatka 9 8 co Gcm w kierunku osi Y i co 20cm w kierunku osi X.
Otulina 10 mm. Stal Zebrowana o Re = 420 MPa. Beton o wytrzymalosci
na sSciskanie przy zginaniu Rb = 33.2 MPa, na rozciaganie sz = 3.6
MPa. Schemat piyty pokazano na rys.7.18.
Pordéwnanie obliczen wykonanych programem cyfrowym z danymi z badan
zostato przeprowadzone dla wartosci ugiecia piyty mierzonego w
punktach © wspdirzednych NR1 = (x/2;ys/2) oraz NR2 = (x2;ys4D.
Przyjete schematy zarysowan jak na rys.7.189, 7.20, 7.21.
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Rys.7.18. Przyjety uktad rys w obliczeniach cyfrowych dla obciaZenia

q= 15kN/m=.
N
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Rys.7.20. Przyjety uklad rys w obliczeniach cyfrowych dla obciazenia

q = 20 kN/ma.
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Rys.7.21. Przyjety uktad rys w obliczeniach cyfrowych dla obcigZzenia

q = 25 kN/m>.

Wyniki obliczen pokazano na rys.7.22. Do poziomu obcigZzenia g = 15.0

kN/m2 ptyta byta obliczana jako sprezysta.

}q@ml
30 DANE DOYWIADCZALNE
o e | — ——O0BLICZENIA CYFROWE
—1 = T
20 =
/’ L NR1
7,
i
10 /Vr
V/i
g
2 & 6 8 0 W[mm]

Rys.7.22. Pordwnanie ugiec¢ piyty =zarysowanej wg danych doswiad-
czalnych i obliczewn cyfrowych.

RézZnice miedzy wynikami uzyskanymi =z doswiadczenn a obliczeniami

cyfrowymi wynosza w tym przypadku ok. 14+15%. Na dok?ladnosé

przeprowadzonych analiz miai tu niewatpliwie wptyw fakt braku
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dokladnych danych dotyczacych korelacji miedzy poziomem obciaZzenia a

dystrybucja rys (dane takie byty dostepne w przykiadach nr 1 i nr 2J.

7.4. Obliczenia testujace dokitadnosc¢ obliczenn w zaleZnosci od ilosci

rys, ich rozstawu oraz sposobu zbrojenia.
7.4.1. Przykiad nr 4.

Obliczenia testujace przeprowadzono dla piyty kwadratowej,
swobodnie podpartej, o© rozpietosci 3.5m, gr. 10cm. Zbrojenie
krzyZowe pretami @ 6 co 12cm, stal 34GS. Otulina 1lcm. Beton B1S.
Schemat zarysowania wg rys.7.23. ObcigZzenia rdéwnomiernie roz:toZone o

wartosciach g = 185.0, 20.0, 28.0 kN/ma.

LY pd T

#£6 co12cm
L \><;

350 L

N
/

Ly

Rys.7.23. Schemat zarysowania pityty Zelbetowej przyjety do obliczen
cyfrowych.

Dla danego stanu zarysowania i kazdego schematu obcigzenia
przeprowadzono obliczenia cyfrowe przy przyjeciu nastepujacych
diugosci odcinka naruszonej przyczepnosci:

1 =1 1 = 1.2861 1 =1.81

leg = 0:8legr 1pp = 0-78lpg 1g3 £0° “fr4 £O’ "5 £0

gdzie lfO - diugosé¢ odcinka wyliczona dla danej piyty wg rozdz.S
niniejszego opracowania. Nie Zmieniano przy tym wartosci
wspdiczynnika proporc jonalnosci ry oraz rozstawu pretoéw

zbrojeniowych. Uzyskane wyniki obrazuje rys.7.24
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i 1 Q;~przemieszczenia i sity wewnetrzne

wyliczone dla ptyty przy réznych
dtugodciach odcinka l¢
106 L . . .
7 Q -przemieszczenia i sily wewnetrzne
0 T ‘/////////////7 ° wyliczone dla plyty przy dlugosci
097 T Gz odcinka L=l
\ : 4o

-5
05 10 15 g

T

Rys.7.24. Zaleznos¢ miedzy diugoscia odcinka naruszonej przyczep-
nosci lf przyjeta do obliczenn a otrzymanymi przemieszcze-

niami i sitami wewnetrznymi w pitycie zarysowanej.

Analogiczne obliczenia wykonano uzmienniajac wspdiczynnik podatnosci
ry przy zachowaniu statej diugosci odcinka naruszonej przyczepnosci

lf oraz statego rozstawu zbrojenia. Wyniki pokazanoc na rys.7.25.

(N §

Qo
gdzie: Q;,Q,, S Y analog@icznie

0.93T

05 10 15. Mo

Rys.7.285. ZaleZznos¢ miedzy wartoscia wspdiczynnika proprcjonalnosci
r, przyjeta do obliczen, a otrzymanymi przemieszczeniami i

1
sitami- wewnetrznymi w ptycie zarysowanej.
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Wg wzorow (5.18) i (B.7) wspdiczynnik proporcjonalnosci r, zalezy od

1

dtugosci odcinka lf. Wobec tego nastepne obliczenia wykonano

uzmienniajac diugosé tego odcinka 1 stosownie do niej obliczajac

war tosé ry- Uzyskane wyniki obrazuje rys.7.26.

@j

e gdzie: Q;, Gy, !4 Loyt o

11,%5 :_ ) 7///////////2 -analogicznie jak na
0:9 o 7., % rys. 724

—p—

1+

iy
o

0.5 10 105

Rys.7.26. Zaleznosé¢ migdzy wartosciami r i lf przyjetymi do obli-

1
czen a otrzymanymi przemieszczeniami i sitami wewnetrzny-

mi w ptycie zarysowanej.

Stwierdzono, 2Ze nawet duze zmiany diugosci odcinka naruszone]j
przyczepnosci lf oraz wspdiczynnika proporcjonalnosci ry przy statym
rozstawie pretdéw zbrojeniowych, nie powoduja istotnych zmian w

przemieszczeniach 1 sitach wewnetrznych w piycie zZelbetowej ( na

przyktad zmiana diugosci odcinka 1. o 100% powoduje ok. 10% zmiane w

przemieszczeniach 1 sitach wewneirznych w pitycied. Nalezy tutaj
jednak zwrdécié uwage na fakt, Ze wg wzoru (5.7 diugosc¢ odcinka 1f
zalezy od rozstawu pretdw zbrojeniowych. Polska norma zZelbetowa
PN-84./B-03264 uzaleZnia szerokosé rozwarcia rys bezposrednio od
wartosci lf. Jesli wiec przyjmiemy, ze diugosé tego odcinka jest
pochodna rozstawu pretdéw zbrojeniowych Ca rozstaw tych pretow
niewatpliwie wpiywa na wartosci sit 1 przemieszczen w piycie
zarysowanej), to w sensie rozumienia tej normy wartosd lf ma wpiyw
na szerokosdé rozwarcia rys, a tym samym na redystrybucje
przemieszczeh 1 sil! wewnetrznych w ptycie =zarysowanej. Wobec tego
powinna ona byé¢ wyznaczana w sposdb doktadny, przy uwzglednieniu

specyfiki konstrukcji powierzchniowych.
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BB co

7.4.2. Przykitad nr 5.

Obliczenia wykonano dla ptyty prostokatnej, swobodnie podpartej,
© wymiarze 2.0x3.0 m, gr.10 cm. Zbrojenie krzyzowe pretami @ B co
12cm, stal 34GS. Otulina 1 cm. BETON B135. Schemat zarysowania wg
rys.7.27. ObciaZzenie réwnomiernie rozitoZone o wartosciach g = 15.0,

20.0, 25.0 kN/ma.

SERIA A
10

12cm

Rys.7.27. Schemat zarysowania przyjety do obliczania piyty.

OCbliczenia przeprowadzono dla uktadu zbrojenia réwnolegtegoe do bokdw

ptyty - seria A oraz zbrojenia utozZonego pod katem 45° do bokéw
ptyty-seria B. Przykiladowe wyniki obliczen przedstawiono na
rys.7.28.
A alked]
2 ~ ZBROJENIE DIAGONALNE
/’ — — — ZBROJENIE ORTOGONALNE
7~
pAd
20 + :;/
/f;;§\MNNHG DLA
// $RODKA|PEY Ty
15 -+ -
— —
1 3 5 7 W{mm]
Rys. 7. 28. Pordéwnanie ugied ptyty prostokatnej ze zbrojeniem

ortogonalnym i diagonalnym.
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Badania doswiadczalne Absiego i Brandta [1], Muspratt’a [87] czy
Franza [48] wykazaty, Ze zbrojenie diagonalne opdznia pojawienie sie
rys a takze powedu je, ze przy danym poziomie cbciazenia
przemieszczenia 1 sitly wewnetrzne sa w takiej plycie mniejsze niz
przy zbrojeniu ortogonalnym. Przeprowadzone obliczenia cyfrowe mialty
za zadanie okreslenie wielkosci tej rdéznicy. W analizowanych

przypadkach wynosita ona od S+11%.
7.4.3. Przykiad nr 6.

Obliczenia wykonano dla piyty kwadratowej, swobodnie podpartej,
o wymiarze 3.0x3.0m, gr 10cm. Zbrojenie krzyzZowe pretami @ & co
12cm, stal 34GS. Otulina 1cm. Beton B1S. Schemat zarysowania wg
rys.7.28. Liczba rys réwnolegiych zmieniata sie od 1+3. Odlegitosc
miedzy rysami 12cm. ObciaZenie réwnomiernie roziozone © wartosciach

q = 15.0, 20.0 i 25.0 kN.m".

1osé RYS

LOSC RYS
RAWNOLEGLYCH
-3

10

300

gocot2cm -~

N

=D

Rys. 7.29. Schematy zarysowania piyty przyjete w obliczeniach

cyfrowych.

Obliczenia wykonano kolejno dla uktadu =z jedna, dwiema 1 trzema
rysami. Miaty one za zadanie cokreslenie wpiywu na dokladnosé wynikdw
zastepowania rys roéownolegtych rysami obliczeniowymi. Wyniki obliczen

pokazano w sposdb schematyczny na rys.7.30.
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Rys.7.30 Wpiyw ilosci rys obliczeniowych na dokiadnosé wynikdw.

Stwierdzono, 2Ze przy zastapieniu 3 rys réwnolegtych jedna rysa
obliczeniowa rodznica w wynikach wynosi ok. 12%, przy 2 rysach
obliczeniowych ok. 3%. Przy zastapieniu 2 rys rdéwnolegiych 1 rysa
obliczeniowa rdéznica ta wynosi ok. 8%. Nie wykonano analiz dla
wigkszej ilosci rys. Uzyskane wyniki sugeruja jednak, Ze uktad rys
réwnolegtych powinien byé zastepowany <o najmniej ukladem 2

réwnolegt ych rys obliczeniowych.

7.5. Kierunki dalszych badan.

W poprzednich rozdziatach przedstawiono sposdb obliczania
zarysowanych ptyt zelbetowych poddanych dziataniu obcigZzen
uzytkowych. W. dalszych badaniach =zaklada sie opracowanie metody
pozwalajacej na analize tych konstrukcji takze w stanach
pokrytycznych. W tym celu nalezy uwzglednid¢ odksztaicenia trwate
takze w przekrojach miedzy rysami oraz wzia¢ pod uwage stany
tarczowe pojawiajace sie przy duzych ugieciach piyt. W rozdziale 8
niniejszej pracy zaprezentowano sposdb zaadaptowania przedstawionej
juz metody do nieliniowej analizy piyt. Natomiast w rozdziale S
omdwiono zastosowanie teorii samonaprezern do budowy sprezystego

modelu betonu przydatnego do tego typu rozwazah.

328



8. Nieliniowa analiza piyt Zelbetowych przy wykorzystaniu Posredniej
Metody Elementdéw Brzegowych.

Matematyczne zasady obliczania pityt wg teorii nieliniowej
sformutowat w 1810 roku Karman w swojej pracy Encyklopadie der
Mathemamatischen Wiessenschaften. ZaleZznos¢ miedzy obcigZzeniem a
przemieszczeniem opisuja w tym przypadku dwa nieliniowe, sprzezZone
ze soba réwnania rézniczkowe. Przy wiekszych ugieciach piyty nalezy
bowiem uwzglednié¢ sity poziome powstajace w jej pltaszczyznie
drodkowej. Na rys.8.1 przedstawiono wg Lukasiewicza [80] =zaleznosd
pomiedzy obcigZzeniem a ugieciem dla piyty kotowej obcigZonej w

Srodku sita skupiona.

z
a
(Eh"ﬁ' )P

20 +

- !P
15 + a .a
0 +

WA —
Ak N
5 T 0 —
— - -
1 + 1

Rys.8.1. Zaleznos¢ pomiedzy obcigZeniem a ugieciem dla piyty kolowe]j

obciazonej w srodku silta skupiona (wg kukasiewicza [30]1D.

Wida¢ wyraznie, 2Z2e 1im wigksze obciazenie tym wigksza rdznica
pomiedzy teoria liniowa 1 nieliniowa. Zagadnienie to ma szczegdlne
Znaczenie w przemysle lotniczym, okretowym 1 maszynowym, gdzie
cienkie piyty stalowe czy aluminiowe poddawane sa duzym cisnieniom.
W budownictwie przyjmuje sie, 2Z2e w zakresie obcigZzen uzytkowych
rdéznica ta jest w zasadzie do pominiecia. Jednym z zadan niniejszej
pracy bedzie sprawdzenie tej tezy. Ponadto opracowana metoda, w
potaczeniu z rozwazaniami dotyczacymi zarysowania przedstawionymi w
poprzedniej czesci opracownia, ma situzyé¢ do analizy piyt Zelbetowych

w granicznych stanach uZzytkowania a wigc przy obciazZzeniach znacznie
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przekraczajacych wielkosci uzytkowe.

Scisle rozwiazanie rdwnan podanych przez Karmana jest na ogol
niemozliwe 3 uda je sie jedynie w nielicznych przypadkach
osiowo—-symetrycznych. Na przykitad obliczenia analityczne dla piyt
kot owych obciagZzonych w sSrodku sita skupiona przedstawit
Lukasiewicz [B0]. Boresi i Turner [28] oraz Berger [20] postugujac
sie =zasada minimum energii potencjalnej ukitadu oraz szeregami
Fouriera uzyskali wyniki dla pityt prostokatnych rdéwnomiernie
obcigZzonych Cobliczaniu w tych przypadku podlegato Jjedynie
maksymalne ugiecie w srodku rozpietoscid. Oczywiscie wraz z rozwojem
technik komputeroych stato sie mozliwe 1ich zastosowanie ~ do
analizowania bardziej skomplikowanych przypadkdw. Wystarczy tu
wymieni¢ fundamentalna prace Zienkiewicza [134], ktéry przedstawiil
w niej miedzy innymi zasady wykorzystania MES do tego typu obliczen.
Powstato potem szereg programéw cyfrowych wykorzystujacych te
zaloZzenia. Roéwniez Metoda Elementdw Brzegowych byta uzywana do
analizy ptyt o duzych ugieciach. Chandra [33] wykorzystat do tego
celu =zasade wza jemnosci prac Bettiego 1 teorie przyrostowa
uwzgledniajaca réwnania Lagrange’a. Zastosowanie Bezposredniej
Metody Elementdw Brzegowych do analizy piyt cienkich zaprezentowat
Tanaka [124]. Podobne analizy przeprowadzil! rodéwniez Costa [37].
W niniejszej pracy zaprezentowano metode obliczania ptyt sprezystych

wg teorii nieliniowej za pomoca Fosredniej Metody Elementdw Brze-

gowych.
8.1. Opis metody.
Zaktadajac, Ze zewnetrzne silty styczne do powierzchni piyty sa

réwne zeru, podstawowe réwnani a ptyty sprezyste]j w stanie

ptytowo—tarczowym mozna wg kukasiewicza [80] zapisad¢ wzorami

DAAw + Llw,¢> = g ¢8.1>
L oasg = LLcw,w 8. 2>
Eh 2

gdzie: D - sztywnosd piyty;

h — grubosé¢ piyty;
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E - modut Younga;

¢ — funkcja Airego;

2 2 2 2 2
LCw,pd =2 W0 @ 0w a9  Jw 0%
E ay® axdy oxdy g2 52
2 = 2 2
Lew,wy =22 ¥ 28w _ 5.2

W powyzZzszych réwnaniach pominieto efekty zwiazane 2z poprzecznymi
naprezeniami stycznymi i normalnymi.

Réwnania 8.1 i 8.2 zostaly rozwiagzane w sposdb numeryczny za pomocy
programu cyfrowego obliczajacego ptyty wg teorii liniowej,
przedstawionego w poprzedniej czesci pracy. Jako pierwsze
przybliZzenie przyjmuje sie wartosci obliczone jak dla piyty
sprezystej. Majac w ten sposdb okreslona powierzchnie ugiecia "w"

mozna obliczyé¢ operator Llw,wd. Traktujac teraz prawa strone
réwnania 8.2 jako pewnego rodzaju obcigZzenie zewnetrzne, mozna je
rozwiazad¢ przy pomocy Posredniej Metody Elementdw Brzegowych przez
analogie do teorii klasycznej, gdzie zaleZzno$é miedzy obciaZzeniem a

przemieszczeniami ma postacd

DAAw = g

Przez analogie mozZna réwniez przyjad podstawowa funkcje wplywowa

funkcji Airego w postaci

2 2
* = EL[CX—:38+Cy—:>2]-1nCX §2 Sy ts 8. 3
16n Ra
gdzie: X,y — wspdirzedne rozpatrywanego punktu;
£,0 — wspdirzedne przytoZzenia obciagZzenia;
R - promien pordwnawczy.
Wartosci funnkcji ¢ spowodowane przez '"obciaZzenie'" LOw,w) mozna

teraz wyrazid wzorem
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¢ = [LCw,wig dF 8. 4>
F
Uwzgledniajac odpowiednie warunki brzegowe, rdéwnanie 8.2 moze byd

teraz rozwiazane dla ptyty o dowolnym ksztaicie.

Dla piyty zamocowanej na brzegu przesuwnie w kierunku poziomym,

warunki brzegowe maja postad

2
Nxx --22 - 9
2
oy (8.5
2
Nyy=—a¢ =0
axa
gdzie: N__,N - napiecia poziome.

Y

Dla piyty zamocowanej na brzegu nieprzesuwnie w kierunku poziomym,

warunki te mozna zapisac¢ w postaci

=
e = | B g = 2R 5 F Cyd = O
-~ 2 ax
4 8.8
2
-
h-E-v = g & dy - v'gf— + F.(x> = O
J 2 ay <
ax
gdzie: u,v - przemieszczenia poziome piyly;

h - grubosé¢ piyty.
Dodatkowy warunek na funkcje FleD i FéCx) wyraza sig za pomocy

wZOoru

b4 = + €8.7>

gu_
ey

¥ |2

Podstawiajac do réwnania 8.7 zaleznosci ze wzoru 8.8 otrzymano
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3 3 dF, Cy> dF_C30 2
Ja¢-dx+Ja¢-dy+ . P =z 2% cs. 8
3 3

ay % dy dx axay

Po otrzymaniu funkcji Airego ¢, mozZzna wyliczyé¢ operator LCw,¢d.
Przenoszac go na prawa strone réwnania 8.1 i traktujac jako pewnego

£
rodzaju obciaZenie zewnetrzne g

g =g - LCw, @ 8.9

mozna obliczyé przemieszczenia i sily wewnetrzne w piycie o dowolnym
ksztalcie 1 obciaZzeniu. Rdéwnania 8.1 i 8.2 s3 rozwiazywane na
przemian az do uzyskania 2Zzadanej, odpowiednio matej rdéznicy miedzy

powierzchniami ugiecia w kroku "n" i "n-1" obliczen.
8.2. Algorytm programu cyfrowego.

Przy wykorzystaniu metody opisanej w rozdz.8.1 oraz Posrednie]j
Metody Elementdéw Brzegowych utoZony zostat przez autora niniejszego
opracowania program cyfrowy, obliczajacy piyty sprezyste wg teorii
nieliniowej. Program ten napisano w jezyku FORTRAN 1 jest on
przystosowany do komputréw typu PC IBM. Wykorzystano w nim zZnaczne
fragmenty programu opisanego w rozdz.7, dotyczace sprezystej pracy
konstrukeji. "ObcigZzenia'" zastepcze od operatordw LCw,wd 1 Llw, @D
przyjmowane sa jako rédwnomiernie roziozone na obszarze prostokatnym,
zadanym odpowil edni 3 siatka podziatu. W kolejnych krokach

" az
(o]

obliczeniowych pordwnaniu podlega maksymalne ugiecie piyty "w
do uzyskania odpowiednioc matej rdéznicy (w programie przyjeto Aw =
0.001lm >. Algorytm programu cyfrowego przedstawiono na rys.8.2. Po
rozbudowaniu o© podprogramy 2zwiazane =z zarysowaniem konstrukcji
Canalogicznie jak w rozdz.8) program ten ma w przysziosci situzyé¢ do

obliczania ptyt Zelbetowych w stanach granicznych uzytkowania.
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Rys. 8. 2.

nieliniowej.

START

WFROWADZENIE DANYCH GECOMETRYCZNYCH I MARERI ALOWYCH PLYTY,
OKRESLENIE WARUNKOW PODPARCIA

UTWORZENIE MACIERZY FUNKCJI WPLYWOWYCH OD JEDNOSTKO-
WYCH OBCIAZEN BRZEGOWYCH

UTWORZENIE MACIERZY FUNKCJI WPLYWOWYCH OD OBCIAZEN
ZEWNETRZNYCH

S
>

ULOZENIE ROWNAN ZGODNOSCI SIk I PRZEMIESZCZEN NA BRZEGU
Z ZADANYMI, PLYTOWYMI WARUNKAMI BREGOWYMI

Algorytm programu cyfrowego do obliczania piyt wg teorii

ROZWI AZANIE UKLADOW ROWNAN I WYZNACZENIE OBCI AZEN
BRZEGOWY CH

OBLICZENIE PRZEMIESZCZEN I SIE WEWNETRZNYCH
W WYBRANYCH PUNKTACH PLYTY

PRZEMIESZ-
CZENI A W KROKU
N i N-1 OBLICZEN
ROZNIA SIE DOS-
TATECZNIE MA-

TAK

NIE
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OBLICZENIE WARTOSCI OPERATORA LCW, WD KONIEC

W WYBRANYCH PUNKTACH PLYTY OBLICZEN
UTWORZENIE MACIERZY FUNKCJI WPLYWO- WYDRUK
WYCH OD OBCIAZENIA OPERATOREM LCW, WD WYNIKOW
ULOZENIE ROWNAN ZGODNOSCI SIL I PRZE- | STOP |

MIESZCZEN NA BRZEGU Z ZADANYMI WARUN-
KAMI JAK DLA TARCZY

ROZWI AZANIE UKLADU ROWNAN I WYZNA-
CZENIE OBCI AZEN BRZEGOWYCH

WYZNACZENIE WARTOSCI FUNKCJII ¢ W ZA-
DANYCH PUNKTACH I OBLICZENIE OPERA-
TORA LCW, @O

UTWORZENIE MACIERZY FUNKCJI WPLY-

WOWYCH OD OBCIAZENIA
*

Q = Q - LCW, o

8.3. Obliczenia testujace program cyfrowy.
8.3.1. Przykiad nr 1.

Obliczen dokonano dla koitowej plyty stalowej o srednicy D = 3.Om,
gr.2 c¢m, swocbodnie podpartej na brzegu bez mozliosSci przesuwu
poziomego. ObciaZenie centryczna sita skupiona. Dane materiatowe dla
ptyty: » = 0.3, Ea = 2.05x108 kPa. Wyniki uzyskane za pomocs progra-
mu cyfrowegoe pordwnano na rys.8.3 z danymi wg teorii liniowej i
nieliniowej, otrzymanymi na podstawie rozwazan analitycznych,

przedstawionych w pracy bLukasiewicza [30].
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Rys.8.3. Ugiecia piyty kotowej obciaZonej centrycznie siia skupiona.
Poréwnanie obliczen analitycznych z wynikami uzyskanymi za

pomoca programu cyfrowego.

Obliczenia wykonano aproksymujac brzeg piyty linia tamana przy
gestym podziale na odcinki. Otrzymano dobra zgodnosd¢ uzyskanych

wynikéw z danymi z rozwazZan analitycznych.
8.3.2. Przykiad nr 2.

Obliczen testujacych dokonano dla piyty stalowej o wymiarze

8 ftx8 ft, grubocdgci 0.285 in, réwnomiernie obciaZonej obciaZeniem
g = 0.100 psi. Dane materiatowe stali » = 0.3, E = 3Ox106 psi
gdzie: ft - 1 stopa = 30.5 cm;

in - 1 cal = 25.4 mm;

psi = lb/ina;

l1b - 1 funt = 0. 453 kg.
Obliczeh dokonano w anglosaskim systemie miar, poniewaz przykiad ten
jest cytowany przez kilku autordw zajmujacych sie obliczaniem piyt
wg stanu plytowo-tarczowego. Pordwnanie otrzymanych wynikdw byto
mozliwe tylko co do wartosci maksymalnego ugiecia w sSrodku piyty
Cbrak danych co do pozostalych wartoscid. Zestawienie uzyskanych

rezultatdw pokazano w tab.8.1.

106



Tab.8.1.

Warunki brzegowe Publikowane rezultaty Prezentowana metoda
Ugiecie w sSrodku rozpiegtosci [inl
Z1 C.20 [29] 0.21
Z2 0.21 [28] 0.23
S1 0.28 (28], 0.33 [101, 0. 28
0.28 [20]
S8 0.40 [28], 0.48 [10], 0. 41
0. 48 [20]
gdzie: 2 - ptyta zamocowana;
S - ptyta swobodnie podparta;
1 - bez mozliwosci przesuwu w kierunku poziomym;
2 - z mozliwoscia przesuwu w kierunku poziomym.

Otrzymane wyniki sa zbiezne z rezultatami uzyskanymi przez innych

autor dw.
8.3.3. Przykiad nr 3.

Obliczano ptyte kwadratowa o diugosci bokdéw 4.0 m, gr.12 cm,
swobodnie podparta na brzegu bez mozZzliwosci przesuwu. ObcigZzenie

rownomiernie roztozone. Dane materiatowe jak dla betonu Bl1S

v = 0.166, E = 2.3x107 kPa. Wyniki pokazano na rys.8.4 i 8.5.
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Rys.8.4. Zaleznosé¢ obciaZenie-ugiecie dla piyty wg teorii liniowej i

nieliniowej.

+ q]} POI

0 -+ ad

P

v

\os LICZ|CYER.

TEORATCINTOWA

OBLICZ. CYFR.
ORIA NIEL.IN.

=]
m

—14 | : ' { —
10 20 30 X0 0 MkNm]

Rys.8.5. ZaleZnos¢ obciaZzenie-moment zginajacy dla piyty wg teorii

liniowej i nieliniowej.
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Przyjmi jmy za umowna dJgranice obcigZzen uzytkowych obecigZzenie powodu-
powodujace ugiecie piyty nie wigksze niz 1400 jej rozpietosci. W
zaprezentowanym przykitadzie ma ono wielkoséd 30+38 kN/ma. Réznica
miedzy przemieszczeniami i1 sitami wewnetrznymi obliczonymi za pomoca
teorii liniowej i nieliniowej wynosi w tym przypadku juz ok. 10+11%
.Analogiczng rdznice w wynikach mozZna zaobserwowa¢ w przyktadzie
8.3.1 dla tak przyjetej, granicznej wartosci obciaZzenia uzytkowego,
wynoszacego w tym przypadku 10 kN. Poniewaz powyZzsze rozwaZzania
miakty ogdlny charakter, mozna zaryzykowad stwierdzenie, ze
obliczajac pityty poddane dziataniu duzych obcigzen uzytkowych, za
pomocs teorii nieliniowe]j uzyska sie przemieszczenia i sity

wewnetrzne o ok. 10% mniejsze niZz otrzymane z analiz liniowych.
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9. SamonapreZenia.

Z licznych badan doswiadczalnych, przeprowadzonych przez zespdi
prof.Borcza [23,24,26,61,62,63] na piytach 1 belkach 2zelbetowych,
wynika, 2Ze elementy te =zachowuja sie spreZyscie podczas procesu
wielokrotnego obciaZzania 1 odcigZzania konstrukcji. Taki charaker
pracy elementy te wykazuja nawet przy bardzo duzych obcigZeniach, w
stanach pokrytycznych. Zjawisko to mozna wytlumaczyé za pomoca
teorii samonapreZzen. RozwazZmy mianowicie przekrdj niezarysowane]j

belki Zzelbetowej. Gdyby jej poszczegdlne warstwy mogly wydiuzad sie

i skraca¢ niezaleznie, utworzytyby sie odksztalcenia jak na
£
rys.S.1.
L/
|
| 1
I |
I
! \
I N E
NN
AN
S \s\

Rys.9.1. Hipotetyczne odksztalcenia przekroju belki przy =zalozeniu

niezaleZnej pracy jej poszczegdlnych warstw.

Odksztatcenia te musza jednak speiniad warunek nierozdzielnosci

2 . 2 2
82 du - 62 v _ 8 c du & av 3 ¢S 19
az Ix Ix az %oz az Ix
gdzie: u,v — przemieszcznie poziome i1 pionowe punktu materialnego
belki.

*Rysunki 9.1, 8.2, 9.3, 9.4 1 8.7 zaczerpnieto z pracy [23].
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Odksztalcenia wyrazaja sie wzorami

du _ év _  8u av
Bee ™ i b %5n T BV B2, T T T P 8.2

Pomi jajac odksztalcenia £, oraz £, Jjako mate, otrzymuje sie

warunek nierozdzielnosci odksztatcen w postaci
—_— & =0 9. 3>

Z zaleZnosci tej wynika liniowy rozklad odksztalcen na wysokosci

belki, co mozZna zapisa¢ w postaci

P> = A + B z (3. 4>
KK
Zaleznosd¢ ta nazywana Jjest prawem ptaskich przekrojéw. Aby byta ona
spetniona, musza, powstad naprezenia = tzw. Samonaprezenia,
powodujace dodatkowe, tym razem sprezyste odksztaicenia sR betonu.

Zostalo to zilustrowane na rys.S. 2.

Z Z

"
T

Rys.8.2. Odksztalcenia spowodowane samonaprezZeniami.

Odksztatcenia te pozostaja w elemencie takze po zdjeciu obcigzenia i
stad nazywane s3 tez jak 1 towarzyszace im napreZenia - resztkowymi.
Rozktad tych naprezen ilustruje rys.8.3a, a sumaryczny wykres

naprezen w belce przed jej zarysowaniem rys.S.3b.
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Rys.3.3. Rozkiad naprezen w belce przed jej zarysowaniem.

Naprezenia resztkowe (samonaprezenial tworza ukiad samozrdwnowazony

C nie biora wudziaitu w rdéwnowazeniu obciazen zewnetrznych DJ.

Naktadaja sie one na naprezenia od obciagZzenia zewnetrznego - tzw.
naprezenia swobodne. Rozklad naprezen przedstawiony na rys.S8.3b
znany Jjest Jjuz od dawna. Przedstawiono tutaj tylko jego 1innag

interpretac je. Podobne rozumowanie mozZna przeprowadzié¢ dla przekroju

zar ysowanego. W wyniku otrzymuje sie wykres jak na rys S. 4.

| Z | Z

\
\FG
—— - AN
Rys. 8. 4. Odksztatcenia resztkowe i naprezenia sumar yczne w
zarysowanym przekroju belki.
Wartosci sSamonaprezen mozna wyliczyd¢ korzystajac Z danych

doswiadczalnych. Na rys. 9.5 1 8.6 przedstawiono niepublikowane dotad
wykresy samonaprezen i naprezen catkowitych, uzyskane na podstawie
badarhn doswiadczalnych dla =zginanej belki zZelbetowej. Badania te
prowadzone byty przez Bassama Abou Eissa w 1881 roku w Instytucie

Budownictwa PWr.
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Odksztaicenia resztkowe €7 z uwzglecnieniem relaksacli

betonu.
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Rys.9.5. Naprezenia resztkowe § calkowite w Db
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Rys.9.5. Naprgzenia resztkowe i calkowite w zarysowanym

przekroju velki Zzelbdetowe].



PowyZsze rozwazania prowadza do modelu, w ktérym odksztalcenia
catkowite eT mozna przedstawié¢ w postaci odksztaitcen sprezystych e

wraz z natozonymi na nie odksztaitceniami resztkowymi eR
e =g + & Q.50

Zaleznos¢ o-e& dla tego modelu zostala przedstawiona na rys.S.7, a

poprzednic prezentowana byta w rozdz.S.1 dotyczacym modelu betonu.

Rys.S8.7. Model betonu.

Znajac wigc rozktad odksztalcen resztkowych zwiazany =z maksymalng
wartoscia przytozonego obciaZenia, moZna zarysowana piyte obliczad

Jako sprezysta, przyjmujac zalezZnosé o-£ w postaci

R
e —&
e = eR + L o 6.2
D 152
D
gdzie: oy €p T naprgzenia i odksztalcenia odpowiadajace maksymalnemu

obciazeniu;
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5§ - odksztaicenia resztkowe odpowiadajace maksymalnemu ob-

ciazeniu.

Model ten obowiazuje takZze w stanach pokrytycznych. Trzeba jedynie
wtedy odksztalcenia resztkowe uwzglednié rdéwniez w przekrojach
migdzy rysami, traktujac te odksztaicenia jako pewnego rodzaju
cbciazenie zewnetrzne Cdla cbciazen uzytkowych odksztatcenia
resztkowe uwzgledniano jedynie w przekrojach z rysami J.Nalezy takze
w tym przypadku zmodyfikowaé przedstawione w rozdz.S prawo rzadzace
rozwieraniem sie rysy. Pole odksztaicen resztkowych moZna wyznaczyd

na podstawie badan doswiadczalnych.



10. Uwagi koricowe, wnioski.

W niniejszej pracy przedstawiono tecorige obliczania zarysowanych
ptyt zelbetowych poddanych dziataniu obciazZzen uzytkowych. Wykorzys-
tano w niej dyskretny model rysy oraz Posrednia Metode Elementodw
Brzegowych. Przy zastosowaniu tej teorii utoZono program cyfrowy do
obliczania tych elementdéw. Program napisano w jezyku FORTRAN 41 i
jest on przystosowany do mikrokomputeréw klasy PC IBM. Przy jego
pomocy o©oblicza sie przemieszczenia 1 sity wewnetrzne w tych
konstrukc jach a takze naprezenia w pretach zbrojeniowych
przecinajacych rysy oraz szerokosci rozwarcia rys. Pozwala on takze
na uwzglednienie w obliczeniach pola odksztalcern trwatych 1 tym
samym umozliwia analizowanie piyt po odciagZzeniu i ponownym
obciazeniu. Doktadnosé programu zostata przetestowana na szeregu
przyktadach uogdlnionych, a takZze na danych dostepnych =z badan
dos$wiadczalnych. Stwierdzono dobra zgodnosé obliczen cyfrowych =z
wynikami eksperymentalnymi. Gidwny cel pracy zostal wiec osiagniety.
Zgodnie =z przyjetymi zatoZeniami opracowano obiektywna (tzn.
weryfikowalna doswiadczalnie) metode obliczania piyt Zelbetowych =z
uwzglednieniem zarysowania. Na podstawie przeprowadzonych analiz
wyciagnieto takze kilka wnioskdw odnosnie pracy tych konstrukcji.
Miedzy innymi stwierdzono co nastegpuje:

b

- zarysowanie powoduje znaczne zwiekszenie ugiged oraz duza
redystrybucje si}t wewnetrznych w stosunku do sprezystej pracy
ptyty;

- w polskiej normie Zelbetowej odlegiosd miedzy rysami lf okreslana
Jjest na podstawie wzZoru, ktdéry nie uwzglednia specyfiki
konstrukcji powierzchniowych, tj. ich ksztattu, warunkdw podparcia
i obcigZenia oraz sposobu zbrojenia. Otrzymane wyniki moga wobec
tego znacznie réznié¢ sie od rzeczywistosci. Poniewaz w rozumieniu
tej normy szerockosd¢ rozwarcia rys zalezy bezposrednic od wielkosci
lf, moze to prowadzié¢ do duzych bileddw obliczeniowych;

- przy statym rozstawie pretdéw zbrojeniowych oraz uwzglednieniu w
obliczeniach rzeczywistego ich rozkitadu, dobdr wielkosci odcinka
strefy © naruszone]j przyczepnosci lf, ma maty wpiyw na wartosc

uzyskanych wynikdéw. W tym przypadku diugosé odcinka lf mozZze byd
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okreslana niezbyt precyzyjnie, np wg normy Zelbetowej;

- przy modelowaniu zarysowania, rysy roéownoclegte naleZzy zastepowad
uktladem co najmniej 2 réwnolegtych rys obliczeniowych. Przyjecie
tylkoe 1 rysy obliczeniowej powoduje btad w uzyskanych wynikach
rzedu 8+9% ;

— zbrojenie diagonalne w stosunku do zbrojenia ortogalnego opdznia
pojawienie sie rys oraz przy danym poziomie obcigZzenia powoduje
zmniejszenie sie ugied i sil wewnetrznych. RdZnica ta jednak nie
jest duza. W analizowanych przypadkach wynosita ona 10+11% .

Stworzone zostalo wiec juz narzedzie do analizy zarysowanych pityt

zelbetowych poddanych dziataniu obecigzen uzytkowych. W chwili

obecnej prezentowany program umoZzliwia obliczanie elementdw, w

ktérych znany jest rozkitad rys - a wiec moZe by¢ pomocny przy ocenie

nosnosci ptyt juz istniejacych. Aby dostosowad go do zadan projek-—
towych, wystarczy wyposazy¢ go w typowy podprogram okreslajacy
potoZzenie rys w zaleznosci od naprezen gidwnych.

W niniejszej pracy zaprezentowano rdwniez metode obliczania pilyt wg

teorii nieliniowej - tj. wg stanu piytowo - tarczowego. Na jej pod-

stawie opracowano odpowiedni program cobliczajacy pilyty niezarysowa-
ne, a wiec pracujace w fazie sprezystej. Przeprowadzone analizy
wykazaty, Ze w zakresie obcigzen uzytkowych rdéznice miedzy wynikami

uzyskanymi wg teorii liniowej i1 nieliniowej sa pomijalnie mate. W

przypadku bardzo duzych obiazen uZzytkowych (powodujacych ugiecie

réwne ok. 1400 rozpietosci piytyd wynosza one ok. 10% . W chwili
obecne j trwaja prace nad ut ozeniem programu cyfrowego
wykorzystujacego obie opisane wyzZzej metody, a wigc obliczajacego
zarysowane plyty Zelbetowe wg stanu plytowo-tarczowego. Zaklada sie,
Ze bedzie on umozliwial analize tych konstrukcji w stanach

pokrytycznych.

1) . . : : : : T .
* Wszystkie wuwagi 1 wnioski zamieszczone w niniejszej pracy

dotycza wylacznie piyt pracujacych dwukierunkowo.
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