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k(z) - kinematyka manipulatora
Lx - pochodna Liego wzgledem pola wektorowego X
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Rozdzial 1

Wprowadzenie

Zadanie sterowania robotem nalezy do podstawowych probleméw robotyki, [MK94]. Naj-
czesciej zadanie to sprowadza sie do zadania, aby robot osiagnal okreslone polozenie w
przestrzeni (sterowanie typu od punktu do punktu) lub poruszat sie wzdtuz zadanej $ciezki
albo trajektorii (Sledzenie Sciezki/trajektorii). W niniejszej rozprawie bedziemy sie zaj-
mowac analiza pewnej klasy zadan sledzenia trajektorii dla sztywnych manipulatoréw ro-
botycznych (nazywanych po prostu robotami lub manipulatorami) o nieruchomej podsta-
wie (bazie), zlozonych z nastepujacych po sobie sztywnych ogniw (ramion) polaczonych
sztywnymi przegubami o jednym stopniu swobody.

Zadania sledzenia trajektorii dla manipulatora robotycznego mozna podzieli¢ na dwie
zasadniczo rézne klasy: klase zadan sledzenia trajektorii zadanej w przestrzeni wewnetrz-
nej manipulatora i klase zadan sledzenia trajektorii korica ostatniego ogniwa manipulatora
zwanego efektorem, zadanej w przestrzeni roboczej. Podstawowa odmiennosé wymienio-
nych dwoch klas zadan sledzenia ma swoje zrédlo w istnieniu osobliwosci kinematycznych
manipulatoréw, na ktére po raz pierwszy zwrdécono uwage w pracy [Whi72]. Przyczyna
takiego stanu rzeczy jest fakt, ze w przypadku zadania sledzenia trajektorii zadanej w
przestrzeni roboczej niezbedne jest rozwiazanie odwrotnego zadania kinematyki, podczas
gdy dla trajektorii zadanej w przestrzeni wewnetrznej nie jest to konieczne. Z formalnego
punktu widzenia zadania §ledzenia trajektorii w przestrzeni wewnetrznej i roboczej mani-
pulatora pozostaja réwnowazne tak dlugo, dopdoki manipulator nie znajdzie sie w poblizu
konfiguracji osobliwej, gdzie zadanie sledzenia trajektorii zadanej w przestrzeni roboczej
komplikuje sie znacznie. Dotychczas opracowano wiele algorytméw pozwalajacych na
rozwigzanie zadania sledzenia trajektorii, zadanej zaréwno w przestrzeni wewnetrzej, jak
i roboczej. Jednakze niewiele z nich aspiruje do rozwiazania zadania sledzenia trajektorii
zadanej w przestrzeni roboczej, w poblizu konfiguracji osobliwych.

W niniejszym rozdziale dokonamy krétkiego przegladu literatury z zakresu sterowania
manipulatoréw z osobliwosciami kinematycznymi, przedstawimy cel i zakres rozprawy
oraz sformulujemy jej tezy.

1.1 Stan wiedzy
Zanim przejdziemy do przegladu algorytméw, ktore pozwalajg na rozwiazanie w poblizu
konfiguracji osobliwych zadania sledzenia trajektorii zadanej w przestrzeni roboczej za-

uwazmy, ze trudnosci zwiazane z rozwiazaniem tego zadania maja charakter zasadniczy,
poniewaz jak pokazano w [Got86], w przestrzeni wewnetrznej dowolnego manipulatora
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wyposazonego w przynajmuniej trzy przeguby obrotowe, ktérego przestrzen robocza za-
wiera specjalna grupe obrotéw SO(3), istnieja konfiguracje osobliwe. Dotyczy to zaréwno
manipulatoréw nieredundantnych, jak i redundantnych.

Istnieja cztery sposoby podejscia do zadania sledzenia Sciezki/trajektorii zadanej w
przestrzeni roboczej, w poblizu konfiguracji osobliwych. Pierwszy z nich polega na prébie
unikania konfiguracji osobliwych na etapie planowania ruchu. Jesli manipulator posiada
redundancje, czesto jest to mozliwe, [B*84, Sha90, LP92, TM95a]. Dlatego, w celu
unikniecia pewnych problemdéw zwiazanych z istnieniem osobliwosci kinematycznych, nie-
ktérzy autorzy, [MWS88, LP92, LMP93], proponuja zwiekszenie liczby stopni swobody
manipulatora, czyniac go tym samym redundantnym. Jednakze, jesli mamy do czynie-
nia z manipulatorem nieredundantnym o ustalonej strukturze, lub manipulatorem re-
dundantnym w poblizu konfiguracji osobliwych niemozliwych do unikniecia, jedynym
rozwiazaniem jest znalezienie algorytmdéw sterowania skutecznych w poblizu osobliwosci.
Standardowym zrédlem takich algorytméw jest metoda najmniejszych kwadratéw,
[Wam86, NH86, CSE94], reprezentujaca drugi sposéb podejscia do zadania sledzenia
trajektorii w poblizu osobliwosci. Najpopularniejszym algorytmem uzyskanym metoda
najmniejszych kwadratéw jest ,Singularity-Robust Inverse” zaproponowany w [NHS86,
Nak91]. Generalng wada algorytmoéw tego rodzaju jest wkomponowana w ich dzialanie za-
mienno$¢ doktadnosci i ptynnosci ruchu w poblizu osobliwosci (wzrost dokladnosci sledze-
nia prowadzi do szarpnie¢ w przegubach). Trzeci sposéb podejscia odnosi sie do opracowa-
nej w ostatnich latach grupy algorytméw sledzenia sciezki zadanej w przestrzeni roboczej,
wykorzystujacych nieliniowa aproksymacje sciezki, [Kie92, Kie94]. Nieco uproszczonym
wariantem podejscia Kieffera jest zaproponowany w [Nen93] algorytm sledzenia $ciezki
polegajacy na rozszerzeniu przestrzeni wewnetrznej manipulatora o wymiar zwiazany z
reparametryzacja $ciezki i wykorzystaniu wlasnosci rozmaitosci ruchu jalowego.

Czwarty typ podejscia do zadania sledzenia trajektorii w poblizu osobliwosci jest
przykladem zastosowania metody réwnowaznosci. Idea metody réwnowaznosci polega
na dokonaniu klasyfikacji manipulatoréw i zaproponowaniu algorytméw sterowania ,,do-
strojonych” do tzw. postaci normalnych modeli manipulatoréw. Metoda réwnowaznosci
systeméw znalazla zastosowanie przy badaniu réwnowaznosci systeméw ze wzgledu na
sprzezenie zwrotne, syntezie algorytméw sterowania ukladéw nieliniowych oraz lineary-
zacji ukladéw sterowania przez sprzezenie zwrotne, [Isi89, Jak90, NS90]. Stosownie do
tej metody, przy danym zadaniu sterowania sformulowanym dla ukladu U, najpierw prze-
ksztalcamy to zadanie do zadania dla ukladu U’ réwnowaznego ukladowi U, nastepnie
rozwiazujemy zadanie dla ukladu U’ i, w koncu, przeksztalcamy uzyskane rozwiazanie
z powrotem do ukladu wyjsciowego U. Uklad U’, nazywany zazwyczaj postacia nor-
malna ukladu U, powinien zosta¢ wybrany w taki sposéb, aby bylo mozliwe znalezienie
rozwiazania przeksztalconego zadania®. Do nurtu zwigzanego z metoda réwnowaznosci w
robotyce mozna zaliczyé prace [Bed91, Bur91, TA92, PL92, Kie%4, Kie95]. Najbardziej
konsekwentne zastosowanie metody réwnowaznosci znalazlo wyraz w pracach [Tch9l,
Tch93, Tch95a, Tch95b, TMI7], w ktérych klasyfikacje modeli manipulatoréw sprowa-
dzono do klasyfikacji osobliwosci kinematycznych. Jak pokazano w [Tch93], réwnowaznosé
modeli manipulatoréw robotycznych sprowadza sie do tak zwanej RL-réwnowaznosci od-
powiadajacych im kinematyk. Systematyczne wykorzystanie teorii osobliwosci odwzo-
rowan doprowadzito do okreslenia postaci normalnych kinematyk osobliwych, zaréwno dla

*jesli takie rozwiazanie istnieje
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manipulatoréw planarnych jak i przestrzennych, [Tch91, TU92, Tch93, TM97, Tch95a,
MT95]. Postacie normalne sa prostymi modelami matematycznymi kinematyk osobliwych,
ktére dostarczaja pelnej klasyfikacji osobliwosci kinematycznych, pozwalajac tym samym
na zrozumienie zachowania manipulatoréw w poblizu konfiguracji osobliwych, jak réwniez
na zaproponowanie algorytmoéw sterowania skutecznych w osobliwosciach kinematycznych.
Koncowym efektem zastosowania teorii osobliwosci do analizy zachowan manipulatoréw w
poblizu konfiguracji osobliwych jest opracowanie metody tworzenia algorytméw sterowa-
nia manipulatora zwanej metodq postact normalnych, [TM95b]. Metoda postaci normal-
nych pozwala na efektywne rozwigzanie osobliwego zadania sledzenia z wykorzystaniem
postaci normalnych kinematyki w otoczeniu konfiguracji osobliwych.

1.2 Cel i zakres pracy

Uzyskane dotad wyniki w zakresie zastosowania teorii osobliwosci do klasyfikacji kine-
matyk osobliwych i syntezy algorytméw sterowania kinematyk osobliwych wskazuja, ze
mozna ta droga uzyskaé algorytmy sledzenia trajektorii charakteryzujace sie dobrymi
wlasnosciami dynamicznymi, pozwalajace przeprowadzi¢ manipulator przez konfiguracje
osobliwg z zadanga predkoscia.

Powyzsza konstatacja stanowila punkt wyjscia do napisania niniejszej rozprawy. Ogdl-
nym celem rozprawy jest opracowanie narzedzi pozwalajacych na efektywne okreslenie po-
stact normalnej zadanej kinematyki w otoczeniu konfiguracji osobliwych oraz préba zasto-
sowania metody postaci normalnych do sterowania manipulatorami. W rozprawie podano
postacie normalne wybranych kinematyk nieredundantnych i objasniono szczegétowo spo-
séb ich wyznaczania. Przedstawiono przyklady wykorzystania postaci normalnych do
rozwiazania zadania sledzenia trajektorii zadanej w przestrzeni roboczej w obecnosci oso-
bliwosci kinematycznych. Jedno z rozwiazan zaimplementowano na manipulatorze prze-
myslowym AdeptOne.

Zawartos¢ rozprawy jest nastepujaca. W pozostalej czesci biezacego rozdziatu sfor-
mulowano tezy rozprawy oraz omoéwiono kilka podstawowych wlasnosci kinematyki i dy-
namiki manipulatora, osobliwosci kinematycznych, odwrotnego zadania kinematyki oraz
zadania Sledzenia trajektorii, wykorzystywanych w dalszej czesci pracy. Rozprawa jest
podzielona na dwie czesci. Czes¢ I dotyczy modeli manipulatoréw osobliwych, czesé II al-
gorytméw sterowania manipulatoréw z osobliwosciami kinematycznymi. W rozdziatach 2
i 3, stanowiacych pierwsza czes¢ pracy, wprowadzono narzedzia teoretyczne pozwalajace
na wyznaczenie postaci normalnych kinematyki nieredundantnej w otoczeniu konfigura-
cji osobliwych, a takze wyznaczono postacie normalne wybranych kinematyk osobliwych.
Wsréd nich znalazly sie postacie normalne kinematyki manipulatora typu ,,podwdjne wa-
hadlo”, postacie normalne kinematyk polozeniowych o 3 stopniach swobody i dowolnych
konstrukcjach poczynajac od PPP koriczac na RRR, i jako ostatnie, postacie normalne ma-
nipulatoréw typu PUMA. W rozdziale 4, otwierajacym druga czes¢ pracy, wprowadzono
metode postaci normalnych. Rozdzial 5 jest poswiecony ilustracji zastosowania metody
postaci normalnych do wybranych kinematyk osobliwych. Jako pierwsze przedstawiono
zastosowanie metody postaci normalnych do sterowania manipulatorem typu ,podwdjne
wahadlo”. Nastepnie pokazano przyklad uzycia metody postaci normalnych do sterowania
kinematyka potozeniowa typu RRR, a na koncu jej zastosownie do sterowania manipula-
torem przemyslowym AdeptOne. Porownanie wiasnosci rozwiazan otrzymanych metoda
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postaci normalnych z wlasnosciami rozwiazan uzyskiwanych innymi metodami przedsta-
wiono w rozdziale 6. Rozdzial 7 podsumowuje rozprawe. Rozprawe zamykaja trzy do-
datki. Dodatek A zawiera opis pakietu oprogramowania stuzacego do analizy osobliwosci
kinematycznych, dodatek B zawiera opis pakietu oprogramowania do syntezy algorytmow
sterowania kinematyk osobliwych. Podstawowe pojecia teorii osobliwosci przedstawia do-

datek C.

1.3 Tezy

Tezy rozprawy mozna sformulowaé nastepujaco:

1. Zadanie sledzenia trajektorii z osobliwosciami wymaga algorytméw stero-
wania dostrojonych do postaci normalnej kinematyki manipulatora;

2. Zastosowanie teorii osobliwosci do analizy osobliwosci kinematycznych ma-
nipulatoréw pozwala na opracowanie nowej metody rozwiazania osobliwego
zadania $ledzenia, zwanej metoda postaci normalnych;

3. Metoda postaci normalnych pozwala na opracowanie algorytmoéw
rozwigzania osobliwego zadania sledzenia przewyzszajacych znane algo-
rytmy i stosowalnych w praktyce.

1.4 Podstawowe pojecia

W niniejszej rozprawie bedziemy rozpatrywal kinematyke sztywnych manipulatoréw robo-
tycznych, wyposazonych w przeguby rotacyjne i translacyjne o nieograniczonym zakresie
ruchu. Kinematyka takich manipulatoréw moze by¢ utozsamiona z analitycznym odwzo-
rowaniem

k:X—Y (1.1)

z rozmaitosci wewnetrznej X w rozmaitosé zewnetrzng (roboczq) Y. W dalszej czedci
rozprawy bedziemy uzywaé pojecia rozmaitosci kinematycznych, majac na mysli zaréwno
rozmaitos¢ zewnetrzna jak i rozmaitos¢ wewnetrzna. W zwiazku z zalozeniem o nieogra-
niczonosci przegubéw, dziedzina zmiennych ruchu dla przegubéw rotacyjnych jest okrag
jednostkowy S!, a dla przegubdéw translacyjnych zbidr liczb rzeczywistych R!. Tak wiec,
dla manipulatora o n przegubach (n stopniach swobody), wsréd ktérych jest r przegubéw
rotacyjnych i n — r przegubdéw translacyjnych, rozmaitos¢ wewnetrzna jest zdefiniowana
jako

X~ T x R™, (1.2)

gdzie T" jest r-wymiarowym torusem (T" = S! x ... x §!). Rozmaitoé¢ zewnetrzna kine-

r razy
matyki manipulatora jest zazwyczaj utozsamiana ze specjalna grupa euklidesowa SFE(3)

sktadajaca sie z przesunieé¢ (R3) i obrotéw (SO(3)) ciala sztywnego w tréjwymiarowej
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przestrzeni euklidesowej E?, SE(3) = R?® x SO(3), albo tez z pewnymi podgrupami spe-
cjalnej grupy euklidesowej SE(3), jak na przykitad: SO(3) - specjalna grupa obrotéw w
E?, R3 - grupa przesunie¢ w E?, SE(2) = R? x S! - grupa ruchéw ciala sztywnego w
E? czy tez R? — grupa przesunie¢ w E?. Z definicji, rozmaitosci X i Y sa analityczne w
rozumieniu geometrii rézniczkowej, [War83]. W dalszej czesci przyjmiemy, ze dim X = n,
dimY =m.

Poza szczegdlnymi przypadkami (jak np. dla manipulatora wyposazonego tylko w prze-
guby translacyjne), rozmaitosci kinematyczne manipulatora nie moga by¢ reprezentowane
globalnie przez jakiekolwiek rzeczywiste przestrzenie wektorowe, tzn. nie mozna w nich
wprowadzi¢ globalnych ukladéw wspdlrzednych. Jednakze taka reprezentacja istnieje lo-
kalnie. Prowadzi ona do pojecia przestrzeni wewnetrznej R™ i przestrzeni zewnetrznej
(roboczej) R™. Przestrzen wewnetrzna przegubéw obrotowych jest wynikiem parame-
tryzacji kazdego z okregéw jednostkowych S!, wchodzacych w sklad torusa T", przez kat
obrotu w przegubie manipulatora (zobacz np. [Bur89, MLS94]). Elementy przestrzeni
wewnetrznej beda nazywane konfiguracjami (wektorami konfiguracji) manipulatora (kine-
matyki) lub krocej konfiguracjami. Przestrzen zewnetrzna zasadniczo moze zostaé zde-
finiowana na wiele sposobéw, w zaleznosci od tego jaki uklad wspdirzednych zostanie
wykorzystany. Najczescie] uzywane uklady wspéirzednych to wspdlrzedne kartezjanskie
w przestrzeni potozen R® wraz ze wspélrzednymi oé/kat, katami Eulera czy tez katami
roll-pitch-yaw w podgrupie obrotéw SO(3), a takze wspdirzedne wyktadnicze zastosowane
dla calej grupy SE(3), [MLS94, SV89, TD94]. W dalszej czesci niniejszej rozprawy czesto
bedziemy przyjmowac, ze kinematyka (1.1) jest reprezentowana wzgledem odpowiednich
3kladc’>w wspotrzednych jako odwzorowanie

@ J
!

k:R* = R™ (1.3)

]

“‘“',przy czym z kontekstu bedzie jasno wynikalo ktéra kinematyka, (1.1) czy (1.3), jest roz-
patrywana.

Jednym ze sposobéw opisu kinematyki manipulatora jest metoda Denavita—Harten-
berga, [DH55, SV89]. Pozwala ona, po przypisaniu uktadéw wspéirzednych do bazy ma-
nipulatora, do jego przegubdéw oraz do jego efektora, na opisanie w sposéb jednoznaczny
geometrii i-tego cztonu' manipulatora przy uzyciu 4 parametréw?:

0; — kata obrotu w przegubie,

d; — przesuniecia wzdluz osi z ukladu wspélrzednych zwiazanego z przegubem

i-tymS,

a; — przesuniecia wzdtuz osi z tegoz ukladu wspoélrzednych oraz

o; — katu wzajemnego skrecenia osi kolejnych przegubdw.
Dwa pierwsze z wymienionych parametréw charakteryzuja i-ty przegub manipulatora,
dwa pozostale jego i-te ramie. Na rysunku 1.1 przedstawiono geometryczna interpretacje
parametrow Denavita—Hartenberga uzywanych w niniejszej rozprawie. Jak widaé, metoda
Denavita-Hartenberga wymaga, aby kolejne uklady wspdlrzednych byly przypisane tak,
by o§ z ukladu nastepujacego (o§ z; na rysunku 1.1) byla prostopadta do osi z ukladu
poprzedzajacego (osi z;—1 na rysunku 1.1) oraz by osie te przecinaly sie.

tjako czlon manipulatora rozumiemy tutaj pare skladajaca sie¢ z przegubu i nastepujacego po nim
ramienia

ta co za tym idzie, geometrii calego manipulatora przy uzyciu 4n parametréw

Snalezy zwrdci¢ uwage, ze w przyjetej konwencji z przegubem i-tym zwiazany jest (i — 1)-wszy uklad
wspdlrzednych
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Rysunek 1.1: Geometryczna interpretacja parametréw Denavita-Hartenberga.

Zdefiniujmy macierze transformacji pomiedzy poszczegdlnymi ukladami wspéirzednych
w postaci

A;(z;) = Rot(zi-1,6;)Trans(zi-1,d;)Trans(z;_y, a;) Rot(zi1, ) (1.4)

dla: =1,...,n, gdzie Rot i Trans oznacza odpowiednio elementarna rotacje i translacje
wokdét/wzdhuz osi wskazanej jako pierwszy argument operatora o wartos¢ bedaca jego dru-
gim argumentem, a z; jest zmienna ruchu (polozenia) i-tego przegubu manipulatora réwna
6; dla przegubu rotacyjnego lub d; dla przegubu translacyjnego. Przy oznaczeniach (1.4)
kinematyke manipulatora okreslamy jako

R(z) T(=z)

N (1.5)

k(IL‘) = IiA,(x.) o= l:

W powyzszym wyrazeniu R(z) oznacza macierz rotacji okreslajaca orientacje efektora ma-
nipulatora w bazowym ukladzie wspdlrzednych, natomiast T'(z) jest wektorem polozenia
efektora w tymze ukladzie. Zaréwno skladowe macierzy R(z) jak i wektora T'(z) zaleza
analitycznie od wektora polozen w przegubach z. Oczywiscie, wektory polozerd w przegu-
bach sa elementami przestrzeni wewnetrznej manipulatora, czyli jego konfiguracjami.

Powyzsze rozwazania pozwolily na ustalenie zaleznosci miedzy potozeniem i orien-
tacja efektora manipulatora a jego konfiguracja. Poniewaz, w trakcie ruchu manipulatora,
zaréwno jego konfiguracja jak i polozenie i orientacja efektora sg funkcjami czasu, inte-
resujaca z praktycznego punktu widzenia jest zaleznos¢ pomiedzy predkosciami efektora
manipulatora a predkosciami ¢ w jego przegubach. W celu okreslenia tej zaleznosci zde-
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finiujmy wektor predkosci katowych efektora¥ w = (wy,ws,ws) jako, [SV89, MLS94],

0 —Ww3 Ws
ws 0 —wi| = RRT(z), (1.6)
—Ws W 0

oraz wektor predkosci liniowych efektora v = (vy,v,,v3) jako
v="T(z). (1.7)

Przedmiotem naszych zainteresowan jest zaleznosé typu

(”) = J(z)z, (1.8)

gdzie J(z) jest macierza 6 x n. Macierz J(z) nazywana jest jakobianem manipulatora.
Niestety, tak zdefiniowany jakobian, mimo istnienia efektywnych metod jego wyliczania,
[SV89], ma pewien defekt, a mianowicie zaleznosé (1.8) nie definiuje macierzy Jacobiego
kinematyki k(z) tzn. nie istnieja uklady wspdirzednych w X i Y, takie ze J(z) bylby
macierza Jacobiego kinematyki k(z) wyrazonej w tych ukladach wspéirzednych. Co za
tym idzie, elementy jakobianu J(z) nie sa pochodnymi czastkowymi kinematyki k(z),
[Lat93]. Macierz Jacobiego kinematyki manipulatora moze zosta¢ wyliczona po wprowa-
dzeniu ukladéw wspélrzednych w rozmaitosciach kinematycznych. Oznaczmy wspélrzedne
wybrane w X przez z = (z,...,%,), natomiast wspéirzedne wybrane w Y przez y =
(Y1,Y2,¥3,,3,7). We wspdirzednych (z,y) macierz Jacobiego kinematyki k(z) jest zde-
finiowana jako

y= (ylyyZ’y37a,/377)T = _a_:;(m)z (19)

Wada tak zdefiniowanej macierzy Jacobiego jest to, ze jest ona okreslona jedynie lokalniell.
Obliczeniowo, macierze wystepujace w (1.8), (1.9) sa sobie réwnowazne w tym sensie, ze
znajomos¢ macierzy Jacobiego kinematyki pozwala na wyliczenie jakobianu manipulatora
i vice versa. Przy zalozeniu, ze wspélrzedne polozenia i orientacji sa niezalezne, i ze jako
wspdirzedne potozenia efektora przyjeto wspélrzedne kartezjanskie, macierze (1.8), (1.9)
laczy zaleznosc¢**

E 0 |0k

J{z)= —— .
@=[7 iy o (110
z E oznaczajacym macierz jednostkowa wymiaru 3 x 31 M(y) = [ml(y),mg(y),mg(y)],

gdzie m;(y), ¢ = 1,2,3 sa odpowiednio wektorami jednostkowymi osi obrotéw wokét
ktérych mierzone sa katy o, 8 i+, [Nak91].

TMilczaco przyjelismy, ze rozmaitosé zewnetrzna manipulatora zostala utozsamiona ze specjalna grupa
euklidesowa SE(3); kazdy z pozostalych przypadkéw moze zostaé uzyskany przez odpowiednie ograni-
czenie przypadku rozpatrzonego tutaj.

Ibezposrednia konsekwencja nieistnienia globalnych ukladéw wspéirzednych w SE(3) 1 T"

**dla inaczej wybranych wspdlrzednych réwniez mozna wyprowadzié zaleznos$é pomiedzy macierza Ja-
cobiego a jakobianem
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W tym miejscu przyjmiemy zalozenie, ze rozpatrywane kinematyki sa nieredundantne
tzn., ze m = n. Dla kinematyki k(z) istnieja dwa rodzaje konfiguracji. Przyjmujac, ze
k(z) oznacza kinematyke nieredundantna, konfiguracja zo € R™ jest konfiguracjq regularng
jezeli

rank J(zo) = n. (1.11)

W przeciwnym przypadku konfiguracja zo nazywana jest konfiguracjq osobliwg. Kinema-
tyke przyjmujaca konfiguracje osobliwe nazywaé bedziemy kinematykq osobliwg. Konfigu-
racje manipulatora moga zostaé sklasyfikowane z uwagi na korzqd jakobianu manipulatora,
nazywany korzedem konfiguracji, zdefiniowany jako

corank r = corank J(z) = n — rank J(z). (1.12)

Oczywiscie, dla konfiguracji regularnych zo corank J(zo) = 0. Konfiguracje osobliwe o
réznych korzedach tworza zbidr

S = {z € R" det J(z) = 0} = | JS,, (1.13)

1=1
sktadajacy sie z n podzbioréw konfiguracji osobliwych korzedu i, Sy,..., Sy, gdzie
S; = {z € R"| corank z = i}.

Poniewaz kinematyka k(z) jest analityczna, z (1.13) wynika, ze zbidr konfiguracji osobli-
wych S jest domknietym, nigdzie gestym podzbiorem R”, a wiec, topologicznie, podzbio-
rem ,bardzo malym”. Jego najwieksza czes¢, Si, sklada sie z konfiguracji osobliwych
spetniajacych tylko jedno réwnanie analityczne. Mozna wiec ja traktowac jako hiperpo-
wierzchnie w R" (codim S; = 1). Pozostale elementy skladowe zbioru S sa okreslone przez
przynajmniej jedno dodatkowe réwnanie i, co za tym idzie, ich kowymiary sa wieksze od 1.
Jedli, dla przykladu, n = 3 wéwczas S; mozna sobie wyobrazié jako powierzchnie w R3,
S, jako krzywa w R2 a S jako zbiér pojedynczych punktéw w R3. W ogdlnosci, w przy-
padku, gdy réwnania definiujace S; sa niezalezne codimS; = 1%, a wiec wymiar zbioréw
S; szybko maleje ze wzrostem ich indeksu. Jasne jest wiec, ze, z punktu widzenia zada-
nia planowania trajektorii w przestrzeni roboczej manipulatora jak i zadania Sledzenia
trajektorii, sktadowa S; zbioru konfiguracji osobliwych jest skltadowa najwazniejsza, wy-
magajaca poswiecenia znacznie wiekszej uwagi niz sktadowe pozostale. S; moze rozgrani-
czal przestrzen wewnetrzna manipulatora na rozlaczne obszary konfiguracji regularnych
w taki sposéb, ze przejscie z jednego takiego obszaru do innego bedzie wymagalo wejscia
w konfiguracje osobliwa z S;, [Bur89]. Pozostale podrozmaitosci konfiguracji osobliwych
mozna latwo ominaé przy planowaniu trajektorii.

Dla manipulatora o kinematyce k(z) definiuje sie odwrotne zadanie kinematyki, po-
legajace na wyznaczeniu trajektorii manipulatora w przestrzeni wewnetrznej odpowia-
dajacej pozadanej trajektorii zadanej w przestrzeni roboczej. Formalnie, odwrotne zada-
nie kinematyki formutuje sie jako

Dany jest uktad (1.3) i trajektoria y4(t) w przestrzeni roboczej. Znale#é tra-
jektorie z4(t) okreslong w przestrzeni wewnetrznej, dla ktdrej

ya(t) = k(za(t)).
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Oczywiscie, odwrotne zadanie kinematyki powinno zostaé rozwiazane w taki sposdb, aby
gladkim trajektoriom'’ zadanym w przestrzeni roboczej odpowiadaly gladkie trajekto-
rie w przestrzeni wewnetrznej. Jednakze znalezienie takiego rozwiazania nie zawsze jest
mozliwe. W niniejszej rozprawie trajektorie w przestrzeni wewnetrznej bedace rozwiaza-
niem odwrotnego zadania kinematyki bedziemy uwazaé za akceptowalne, jesli ich drugie
pochodne wzgledem czasu sa ciagle.

Jak wiadomo, wsréd wielu metod rozwiazania odwrotnego zadania kinematyki, ist-
nieje metoda jakobianowa sprowadzajaca odwrotne zadanie kinematyki do rozwiazania
nastepujacego ukladu niestacjonarnych réwnan rézniczkowych

i = (g’fu) o) (1.14)

z warunkiem poczatkowym z(0) spelniajacym réwnanie k(z(0)) = y4(0). Problem wy-
znaczenia warunku poczatkowego z(0) mozna rozwiazal przy uzyciu algorytmu Newtona
opisanego rownaniem

e (?()) (4al0) - K(=), (1.15)

gdzie 2(0) € R”™ jest dowolnym warunkiem poczatkowym, a a > 0 wspélczynnikiem
zbieznosci algorytmu. Jak widaé, kluczowym elementem sktadowym metody jakobianowe;j
jest znalezienie macierzy odwrotnej do macierzy Jacobiego gf(:c). Zadanie to jest tatwo
wykonalne dopéty, dopdki manipulator nie znajdzie sie w poblizu konfiguracji osobliwe;j.
Odwrotne zadania kinematyki, ktére wymagaja wejscia w konfiguracje osobliwe okreslamy
mianem osobliwych zadari odwrotnych.

Dla nieredundantnego manipulatora o kinematyce (1.3) wprowadzimy pojecie dynamiki
wyrazonej w odpowiednich uktadach wspélrzednych, co w rezultacie daje uklad sterowania
opisany réwnaniami, [Cra81, SV89],

A(g)i+ B(g,9) = u }
y=k(q))

W powyzszym modelu ¢,¢,§ € R" oznacza odpowiednio wektor potozer, predkosci i
przyspieszen ruchu przegubéw, u € R” jest wektorem sit/momentéw sterujacych, y € R™
oznacza potozenie i orientacje efektora rozwazanego manipulatora. Macierz A(q) jest
macierza inercji, B(q,q) reprezentuje sily odsrodkowe, Coriolisa i grawitacji. Typowe
zadanie sterowania manipulatorem (1.16) polega na znalezieniu sterowan zapewniajacych
poruszanie si¢ efektora wzdluz zadanej trajektorii w przestrzeni roboczej. Takie zadanie
nazywa sie zadaniem sledzenia trajektorii i formuluje formalnie w nastepujacy sposéb.

(1.16)

Dany jest uktad (1.16) i trajektoria y4(t) w przestrzeni roboczej. Znale#é stero-
wante u(t), przy ktorym wyjscie uktadu y(t) dazy asymptotycznie do trajektorii
zadanej,

lim y(t) = ya(t).

t—+00

tfjako gladka rozumiemy trajektorie, ktérej wszystkie pochodne wzgledem czasu sg ciagle
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Dla potrzeb syntezy algorytméw sterowania model (1.16) czesto zapisuje sie w postaci
afinicznego uktadu sterowania z wyjsciem

(9) - (F(i)ﬁ)) T (G?ﬂ) “ (1.17)

y = k()

przy oznaczeniach r = q, § = ¢, G(z) = A™}(z), F(z,0) = —A~'(z)B(z, ). Oczywiscie,
zadanie $ledzenia trajektorii dla (1.17) sprowadza sie do znalezienia sterowania u(t) przy
ktérym wyjscie uktadu y(t) dazy asymptotycznie do trajektorii zadanej y,(t).
Zasadniczo istnieja dwa podejscia do rozwiazania zadania sledzenia trajektorii w prze-
strzeni zewnetrznej: podejscie posrednie i podejscie bezposrednie. W podejsciu posrednim
zasadnicza trudnosé polega na znalezieniu trajektorii (g4(t) w (1.16) czy tez z4(t) w (1.17))
w przestrzeni wewnetrznej manipulatora odpowiadajacej trajektorii pozadanej y4(t) za-
danej w przestrzeni roboczej, co wymaga rozwiazania odwrotnego zadania kinematyki
dla y4(t). Trajektoria znaleziona w przestrzeni wewnetrznej moze nastepnie zostac zre-
alizowana przy uzyciu jednego z wielu dostepnych algorytméw, [WB88], jak np. metody
obliczanego momentu dla trajektorii zadanej w przestrzeni wewnetrznej, [MLS94]. Algo-
rytm sterowania oparty na wspomniane] metodzie dla modelu (1.17) jest dany ukladem
rownan,
_ -1
u=G"(z)(v- F(z,0)) } , (1.18)

v = fid = Kd(:i: = i‘d) - Kp(z - :cd)
gdzie
K,, K; — dodatnio okreslone, diagonalne macierze wzmocniex.

W podejsciu bezposrednim sterowania wyznaczane sg bezposrednio na podstawie po-
zadanej trajektorii efektora y,(t). Podejscie to prowadzi, dla uktadu (1.17), do algorytmu
sterowania opisanego ukladem réwnar, [Fre82],

2
u=D"z)(v - %(:5)92)
v =ja— Kaly —4a) = Kp(y = v) (1.19)
y = k(z)

gdzie D(z) = %(x)G(z) i, jak poprzednio, K, i K; oznaczaja dodatnio okreslone, diago-
nalne macierze wzmocnien.

Podobnie jak w przypadku odwrotnego zadania kinematyki, zasadniczym zadaniem
zaréwno w podejsciu posrednim jak i bezposrednim do zadania sledzenia trajektorii jest
znalezienie macierzy odwrotnej do macierzy Jacobiego g—:(x). Jak poprzednio, ze wzgledu
na problemy z jej okresleniem w poblizu konfiguracji osobliwych, sposréd zadan sledzenia
trajektorii wyodrebnimy te, ktére wymagaja wejscia w konfiguracje osobliwe i okreslimy
mianem osobliwych zadan sledzenia trajektorii. Pojawia sie pytanie o to, na czym po-
lega réznica pomiedzy kinematyka w konfiguracji regularnej a kinematyka przyjmujaca
konfiguracje osobliwe, ze w przypadku tej drugiej pojawiaja sie problemy z rozwiazaniem
odwrotnego zadania kinematyki i zadania $ledzenia trajektorii.
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Zalézmy na moment, ze k(z) oznacza kinematyke w pewnym otoczeniu konfiguracji
regularnej zo € R™ Poniewaz w takiej konfiguracji det 2%(zo) # 0, zgodnie z twierdze-
niem o funkcji odwrotnej, [AR88], odwzorowanie y(z), zdefiniowane w pewnym otoczeniu
konfiguracji z¢ jako

§ = ¢(z) = k(z) — k(zo), (1.20)

jest lokalnym dyfeomorfizmem przeksztalcajacym pewne otoczenie konfiguracji zo na
pewne otoczenie 0 € R". Jak latwo zauwazy¢, dyfeomorfizm (1.20) wraz z przesunieciem

n=1v(y) =y — k(zo) (1.21)

przeksztalca kinematyke k(z) do postaci

n=Fko(§) =vpokop™(£) =¢. (1.22)

Jak widzimy, przy uzyciu dyfeomorfizméw (1.20), (1.21) jesteSmy w stanie sprowadzié
kinematyke do bardzo prostej postaci (w rozumieniu teorii osobliwosci kinematyka k(z)
jest lokalnie RL-réwnowazna postaci (1.22); w dalszej czesci niniejszej rozprawy bedziemy
mowic, ze kinematyka jest lokalnie réwnowazna pewnej postaci normalnej lub, ze mozna
ja przeksztatcié do pewnej postaci normalnej, majac na mysli RL-réwnowazosé zdefi-
niowana w Definicji 2 dodatku C). Takie proste modele matematyczne kinematyki na-
zywac bedziemy postaciami normalnymi kinematyki. Poniewaz powyzsza obserwacja jest
istotna z punktu widzenia odwrotnego zadania kinematyki i zadania sledzenia trajektorii,
sformutujemy jg formalnie.

Whiosek 1 Zaldimy, ze zq jest konfiguracjq regularng nieredundantnej kinematyki k(z)
o n stopniach swobody. Wowczas kinematyka ta jest lokalnie rdwnowazna liniowej postaci
normalnej

ko(dfl,...,mn) = (:cl,...,xn). (123)

Mozna wiec stwierdzi¢, ze algorytm (1.14), (1.15) rozwigzania odwrotnego zadania kinema-
tyki jak i podejscia posrednie (1.18) z (1.14), (1.15) i bezposrednie (1.19) do rozwiazania
zadania sledzenia trajektorii sa stosowalne tylko do manipulatoréw o kinematyce réwno-
waznej liniowej postaci normalne;j.






Czesc 1

Modele kinematyk osobliwych






Rozdzial 2

Podstawy teoretyczne

Poniewaz, zgodnie z rozwazaniami przeprowadzonymi w rozdziale 1.4, konfiguracje ze
zbioru S; sa najpowszechniej wystepujacymi konfiguracjami osobliwymi, czesto niemozli-
wymi do unikniecia podczas planowania i sledzenia trajektorii, w pierwszej czesci niniej-
sze] rozprawy zajmiemy sie analiza kinematyki manipulatorow w otoczeniu konfiguracji
z € S;. Naszym celem bedzie podanie warunkéw, ktére pozwola na znalezienie pro-
stych modeli matematycznych kinematyki w otoczeniu konfiguracji osobliwych korzedu 1.
Modele takie bedziemy nazywal postaciami normalnymi kinematyki osobliwej. Pod-
stawowym narzedziem stluzacym okresleniu postaci normalnych jest teoria osobliwosci
[AVGZ85, Arn93, GG73, Mar82], ktorej niezbedne fragmenty przytoczono w dodatku C.

Rozpatrzmy nieredundantna kinematyke (1.1) wyrazona w pewnych lokalnych ukta-
dach wspétrzednych jako odwzorowanie analityczne

k:R"—= R" (2.1)
Oznaczmy jako zo € S; konfiguracje osobliwg korzedu 1 kinematyki (2.1). Dla zo mamy
rank-gé;-(xo) =n-1 (2.2)

Kinematyke (2.1) rozpatrywana w otoczeniu konfiguracji zo bedziemy nazywac kinematykq
osobliwg korzedu 1.

Zauwazmy, ze dla kinematyki osobliwej y = k(z) korzedu 1 i konfiguracji osobliwej z¢ €
S1, po zastosowaniu odpowiedniej permutacji wspdilrzednych (zy,...,z,) 1 (Y1,.-.,Yn),
warunkowi (2.2) mozna nadaé postaé

Bkz Bky
Oz, ***  Ozn
rank | b (zo) =n—1. (2.3)
Okn Okn
6.1:2 317,,

Dzigki powyzsze] obserwacji, mozemy wymagaé, bez utraty ogdlnosci, aby rozpatrywana
kiematyka byla zdefiniowana tak, ze warunek (2.3) jest speliony. Przy tym warunku,
bezposrednia konsekwencja Twierdzenia 30 (dodatek C) jest nastepujacy wniosek.
Lemat 1 Niech k(z) bedzie kinematykq osobliwg korzedu 1. Wowczas, w pewnym otocze-
niu konfiguracji zo € Sy istnieje analityczny uklad wspétrzednych € = ¢(z), taki ze k(z)
jest rownowazna postact pre-normalnej

ko(€) = ko' () = (r(€), &2+ 6n), (2.4)
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gdzie r jest pewnq funkcjq analityczna speiniajacq warunek ki(z) = r o ¢(z).
Dowdd: Wystarczy zaobserwowaé, ze na mocy (2.3) ¢(z) moze zosta¢ zdefiniowane jako

() = (@1, ka(); - < o5 Kul)). (2.5)
O

Postaé pre-normalna ko(¢) jest okreslona lokalnie, w pewnym otoczeniu konfiguracji §, =
¢(zo) 1 zawiera funkcje r(£), ktérej zachowanie wokot konfiguracji & decyduje o trans-
formowalnosci kinematyki k(z) do postaci normalnej pre-Morina (C.2,C.4) czy tez po-
staci normalnej Morina (C.2,C.6). Jak wynika z (C.3), aby okresli¢ posta¢ normalna
réwnowazna danej kinematyce, musimy obliczy¢ kolejne pochodne czastkowe funkcji r(§)
ze wzgledu na §; w punkcie &. Jednakze funkcja r(€) nie jest dana jawnie lecz jest
okreslona poprzez lokalny dyfeomorfizm ¢(z) zaleznoscia ki(z) = r o ¢(z), co utrudnia
obliczanie odpowiednich pochodnych.

Jak wynika z Twierdzenia 31 (dodatek C), wystepujaca w warunku (C.3) liczba na-
turalna oznaczajaca najwyzszy rzad pochodnej funkcji r(¢) ze wzgledu na &; znikajacej
w konfiguracji osobliwej odgrywa szczegdlna role w poszukiwaniach postaci normalnych
kinematyk osobliwych. Z tego wzgledu wprowadzimy nastepujaca formalna definicje.

Definicja 1 Rozpatrzmy kinematyke osobliwg korzedu 1 w postaci pre-normalnej (2.4) w
pewnym otoczeniu konfiguracji osobliwej &y = ¢(zo). Wowczas, najmniejszq liczbe d € N,
takaq ze

@

I

;r(€0)=0 dlai=1,2)---,d_1,
d

é¢ (60) # 0

nazywamy stopniem réziniczkowym kinematyki w §o. Jesli nie istnieje taka liczba (tzn.

Yi g—;’.'—(fo) = 0), przyjmujemy, ze kinematyka ma w & stopien rdzniczkowy réwny oo.
1

D D@
5 -

Z definicji d jest wieksze od 1. W najprostszym przypadku kinematyki o stopniu rézniczko-
wym réwnym 2, z Definicji 1, na podstawie warunku (C.3) z Twierdzenia 32 wynika

Whniosek 2 W otoczeniu konfiguracji osobliwej zo € Sy korzedu 1 kinematyke osobliwg
k(z) o stopniu rézniczkowym réwnym 2 mozna przeksztatcié do kwadratowej postaci nor-
malnej

ko(xl,...,l'n) = (a:f,zg,...,zn). (26)

Traktujac rzecz ogdlniej, jesli w konfiguracji osobliwej korzedu 1 stopien rézniczkowy kine-
matyki jest skoriczony, na podstawie Definicji 1 i Twierdzenia 31, warunek (C.3) mozemy
stwierdzi¢ co nastepuje.

Whniosek 3 Zaldzmy, ze w konfiguracji osobliwej zo € Sy kinematyka k(z) ma stopien
rézniczkowy d < co. Wowczas k(z) mozna przeksztalcic w otoczeniu punktu zo do wielo-
mianowej postaci normalnej

ko(®1sxs5500) = (x‘f + ul(a_;)a;‘f'2 + .ot ug—2(2)zy, 20, . . ., xn) , (2.7)

gdzie uy,...,u4_y oznaczajq pewne analityczne funkcje zaleine od T = (z,...,z,) 1 2ni-
kajace w0 € R*1.



Zalézmy teraz, ze k(z) oznacza kinematyke osobliwg o stopniu rézniczkowym réwnym oo.
Oznacza to, z definicji, ze wszystkie pochodne ae—m(fo) =0, m > 1. Wykorzystujac te

wlasnosé i1 fakt, ze kinematyka jest funkcja anahtvcznq, mozna udowodnié¢ nastepujacy
rezultat, [TM97].

Twierdzenie 1 Niech zo € S bedzie konfiguracjq osobliwg kinematyki k(z). Zatdzmy,
ze stopien rézniczkowy kinematyki k(z) w konfiguracji zo jest réwny oo. Wowczas k(z)
mozna przeksztalci¢ wokot punktu zo do tzw. pre-hiperbolicznej postaci normalnej

Rol®150 5580 ) = (2902 ) Ba50 .+ 3 Tn) 5 (2.8)

zawierajgcej nieznang analityczng funkcje u, takq ze u(0) = 0. Jesli, dodatkowo, dla
pewnego 1 # 1

D(det X)(a >(Z‘;’(zo>)_ 40, (29)

i-ta kolumna

gdzie o(z) oznacza dyfeomorfizm transformujacy kinematyke k(z) do postaci pre-normal-
nej (2.4), wowczas (2.8) moze zostac zredukowane do tzw. hiperbolicznej postact normalnej

ko(2iyss+38n) = ($1$2 - lex,-u;(x), £35 5505 :v,,) . (2.10)

1=3
gdzie ua, ..., u, sq¢ pewnymi funkcjami analitycznymi znikajecymi w 0 € R™.

W ten sposéb okreslilismy wszystkie mozliwe postacie normalne kinematyk w otoczeniu
konfiguracji osobliwych korzedu 1. Nalezy jednak zauwazy¢, ze przytoczone postacie nor-
malne, za wyjatkiem postaci kwadratowej, zawieraja pewne nieznane funkcje. Wyznacze-
nie postaci tych funkcji powinno by¢ przedmiotem dalszych badan, gdyz ich nieznajomosé
utrudnia w znacznym stopniu wykorzystanie postaci normalnych przy rozwigzywaniu oso-
bliwego zadania odwrotnego.

Aby dopeinié nasze rozwazania, podamy teraz obliczalne warunki pozwalajace na
okreslenie stopnia rézniczkowego kinematyki osobliwej, co wobec Wnioskéw 2, 3 i Twier-
dzenia 1 jest rownoznaczne z wyznaczeniem postaci normalnych kinematyki osobliwe;j.
Wymagane warunki sa zawarte w ponizszym twierdzeniu, [TM97].

Twierdzenie 2 Zaldzmy, ze k(z) jest kinematykq osobliwg w postaci pre-normalnej (2.4).
Niech zo € Sy oznacza konfiguracje osobliwg kinematyki k(z). Wowczas kinematyka k(z)
ma w To stopien rdzniczkowy rowny d wtedy i tylko wtedy, gdy d jest najmniejszq liczbg
naturalng, dla ktdrej

d-2
D (det %) (l‘o)vd—l + l)2 (det g—:) (1‘0) Z Afl_l 2d—lvd__1_,.1v,.1 + ...

7‘1_1
o T 2—1

+ D' (det ak) To Z Y Afl"lrr‘:i YWdetmry e Uy F e (2.11)

7‘1—1 r._1—1
+Dd_l (det g—i) (Io) PV1...M F/ 0

d—1 razy
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Wektory vy, ..., vi—1 wystepujace w (2.11) sq rozwigzaniem nastepujqcego uktadu rownan:

:(:Eo)vl = 0, b

2 —
8 (zo)va—1 + TH(20)Y (dq2)qud_1_q +... » (2.12)
=1
i+ d-2 g-1 qr.‘..z—l J -
+—:"—gz“ £(z0) - . z Arif;‘zlvq_,l Ypyiop ot By Ui 5 o5

g=t ri=1 ri—-1=1

au
|

[
a
™N
<

.

Dla zwigzlosci zapisu w powyzszych wyrazeniach przyjeto oznaczenia A7 = (’;‘) (":11)
z)vy...

(”_1) (’P""l) gdziem >qg>r; >ry>...>rpyoraz D = 8""—1 wraz z D* f(z)v; ... v

r2 Tp—1

zdefiniowanym indukcyjnie jako, [AR88],

Df(z)v= dfv= i%(z)v;,
i=1 '
DM f(z)vy ... vp41 = D(D* f(z)vy ... vk )Vks1,

dla gladkiej funkeji f : R® — R i wektoréow vy,...,vk+1 € R™ Dla funkeji f: R* - R™ i
, . . Bk o« . .
wektoréw vy,...,vr € R™ wyrazenie #(z)vl ... Vg definiujemy jako

(a'k—f(z)ul o vk> = D*fiz)vr... v

oz* :

Skladowe wektoréw v; wystepujacych w powyzszych wyrazeniach oznacza¢ bedziemy przy
uzyciu indekséw gérnych, tak wiec v} oznacza j-ta skltadowa wektora v;.

Spostrzezenie 1 Nietrudno zauwazyé, ze macierz Jacobiego %(z) wystepujgca w warun-
ku (2.11) moze byé zastgpiona jakobianem manipulatora J(z), zdefiniowanym przez (1.8).
Podstawienie takie nie jest mozliwe w réwnaniach (2.12), pozwalajacych na wyliczente

wektorow vy,...,V4-1, eom’ewaz' jakobian manipulatora nie pozwala na obliczenie pochod-
nych wyzszego rzedu g;’}(x), itp. Do wyznaczenia wektordw vy,...,v4—; mozna wyko-

rzystaé, zamiast réwnan (2.12), bezposrednio definicje tych wektordw, [TMI7], jednak
réwnania (2.12) wydajq sie prostsze obliczeniowo.

Twierdzenie 2 dostarcza nam weryfikowalnych warunkéw pozwalajacych okresli¢ stopien
rézniczkowy kinematyki osobliwej i tym samym wyznaczy¢ posta¢ normalna badanej ki-
nematyki.

Poniewaz, jak sie okaze, najczesciej spotykamy sie z problemem okreslenia czy stopien
rézniczkowy d kinematyki jest réwny 2, 3 czy 4, ponizej przedstawimy explicite postaé
wyrazen (2.11), (2.12) dla wymienionych wartosci d.

Aby pokazad, ze stopien rézniczkowy kinematyki k(z) w konfiguracji osobliwej zg € S,
jest rowny 2, wystarczy stwierdzié, ze spelniony jest warunek

Z (det 25) (zo)v1 #0, (2.13)
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z wektorem v, spelniajacym réwnanie
%5 (zo)vy = 0. (2.14)

Analogicznie, kinematyka k(z) ma w konfiguracji osobliwej zo € S; stopien rézniczko-
wy rowny 3 wtedy 1 tylko wtedy, gdy

% (det %) (.’L‘o)vg + ai::f (det -g—g—) (zo)v1v1 # 0, (215)

oraz 565 (det %) (zo)v1 = 0, gdzie wektory vy, v stanowia rozwiazanie ukladu réwnan

ea(30)u1 =0 } (2.16)
%(20)02 + %(ﬂlo)vlm = . '

W koricu, stopied rézniczkowy kinematyki k(z) w konfiguracji osbliwej o € S; jest
réowny 4 wtedy i tylko wtedy, gdy lewe strony nieréwnosci (2.13) i (2.15) réwne sa zeru i
réwnoczesnie jest spelniony warunek

a% (det %) (:CQ)U;«; + 3%}' (det %) V1V2 + %33- (det %) (:z:o)vlvlm 7é 0, (217)

dla wektoréw vy, vq, v3 bedacych rozwigzaniem nastepujacego ukladu réwnan:

E(zo)vr =0
28 (zo)v2 + T (z0)vrvr =0 . (2.18)
ok

(270)’03 + 3%’;(.’20)'01‘02 + %(wo)vlvlvl == )

o]

z

Zauwazmy, ze zgodnie ze Spostrzezeniem 1, macierz Jacobiego %(x) wystepujaca w
wyrazeniach (2.13), (2.14), (2.15), (2.17) moze zostaé zastapiona jakobianem J(z).






Rozdziat 3

Modele wybranych kinematyk
osobliwych

Biezacy rozdzial niniejszej rozprawy poswiecimy okresleniu postaci normalnych wybranych
kinematyk manipulatoréw. Rozwazania rozpoczniemy od znalezienia postaci normalnych
kinematyki prostego manipulatora planarnego o 2 stopniach swobody. Przypadek ten
postuzy szczegélowemu zilustrowaniu sposobu okreslania postaci normalnych kinematyki
manipulatora. Nastepnie przystapimy do wyznaczenia postaci normalnych pewnych kine-
matyk manipulatoréw o strukturze waznej z praktycznego punktu widzenia. Jako pierw-
sze przeanalizujemy kinematyki potozeniowe manipulatoréw przestrzennych o 3 stopniach
swobody. Rozdzial zakonczymy wyznaczeniem postaci normalnych kinematyki manipula-
tora typu PUMA. Analiza kazdego z pokazanych przypadkéw zostala wykonana z duzym
udzialem komputerowych obliczeri symbolicznych w systemie MATHEMATICA, [Wol88]),
z wykorzystaniem pakietu oprogramowania do analizy postaci osobliwosci kinematycznych
opisanego w dodatku A.

3.1 Manipulatory o 2 stopniach swobody

Aczkolwiek wsréd manipulatoréw o 2 stopniach swobody kilka typéw przyjmuje konfigu-
racje osobliwe, manipulatory te nie maja wiekszego znaczenia praktycznego. Jedynym,
godnym analizy przypadkiem, i to zaréwno ze wzgledow ilustracyjnych, poréwnawczych
jak 1 po czesci praktycznych* jest manipulator planarny o kinematyce typu RR. Ponizej
przedstawimy szczegdlowa analize wspomnianego przypadku, ktéry postuzy do ilustracji
sposobu okreslania postaci normalnych kinematyk.

3.1.1 Postacie normalne kinematyki typu RR

Kinematyka RR charakteryzuje manipulatory wyposazone w dwa przeguby rotacyjne. Pa-
rametry Denavita—Hartenberga planarnego manipulatora typu RR podane sa w tabeli 3.1.
Przyjmujac jako wspdirzedne robocze manipulatora wspélrzedne kartezjanskie polozenia
efektora otrzymujemy kinematyke postaci

y= (yl) — k(z) = (a1 cos z; + az cos(z; +:z:2)) , (3.1)

Y2 aysinz; + azsin(z; + z3)

*wymieniona kinematyka opisuje dwa pierwsze czlony manipulatoréw typu SCARA
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przegub | 6; | a; | di | a;

1 T 0 0 ay
) 0 0 asz

Tabela 3.1: Parametry Denavita-Hartenberga planarnego manipulatora typu RR.

gdzie z = (z, ). Jakobian rozpatrywanego manipulatora jest dany réwnaniem

—aysinz; — agsin(z; + z3) —agsin(z; + z3)
ay coszy + azcos(zy + z2)  azcos(zy + z2)

J(z) = (3.2)
Nalezy zauwazy¢, ze w rozpatrywanym przypadku jakobian (3.2) jest macierza Jacobiego
kinematyki manipulatora. Wyznacznik macierzy (3.2) przyjmuje postac

det J(z) = aja; sin z,. (3.3)

Dla nietrywialnej kinematyki z parametrami a; # 0, a; # 0 zbidr konfiguracji osobliwych
dany jest jako

S={zeT? sinz,=0}. (3.4)

Widaé stad, ze manipulator przyjmuje konfiguracje osobliwa, gdy jego drugie ramie jest
w pelni wyprostowane (z; = 0) lub calkowicie zlozone (z; = £7). Na podstawie analizy
jakobianu manipulatora latwo zauwazyé, ze wszystkie konfiguracje osobliwe kinematyki
sa korzedu 1. Prowadzi to do konkluzji, ze rozpatrywana kinematyka moze zostac prze-
ksztalcona do postaci pre-normalnej (2.4).

Obecnie przystapimy do okreslenia stopnia rézniczkowego badanej kinematyki korzy-
stajac z wynikdéw przedstawionych w rozdziale 2. Pochodna wyznacznika jakobianu dla
zo = (Zo1,Z02) € S ma postac

(0, alag) dla To2 = 0,

3.5
(0,—aya;) dla zg; = £7. (3:8)

0
32 (det J) (zo) = {

Wektor v; € kerZ¥(zo) = kerJ(zo), spelniajacy réwnanie (2.14), mozna wybraé postaci

o= (—-ag,al + GQ)T dla To = 0,
! (—az,a1 — ag)T dla zg; = £

Stad, lewa strona nieréwnosci (2.13) sprowadza sie do wyrazenia

a1az(az — ay) dla zg; = £,

{alag(al + 0,2) dla ZTog = 0,

co jest niezerowe dla kinematyki nietrywialnej, wtedy i tylko wtedy, gdy a; # —a, dla
zo2 = 01 ay # a; dla zo; = 7. Prowadzi to do wniosku, ze rozpatrywna kinematyka
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ma w konfiguracji osobliwej zq € S stopied rézniczkowy d = 2, jezeli a; # —a, dla
To; = 01 a; # ap dla g2 = £7. Widal wiec, ze jedyna konfiguracja osobliwa o stopniu
rézniczkowym réznym od 2 jest konfiguracja manipulatora o réwnych dlugosciach ramion
ai, ay, dla ktdrej efektor manipulatora pokrywa sie z jego baza. Sprébujmy okresli¢ stopier
rézniczkowy dla takiego manipulatora. Rozpocznijmy nasza analize od okreslenia postaci
wektoréw v; wystepujacych w réwnaniach (2.12) dla zo = (01, 02) € S przy a; +a; =0
dla zgs = 0ia; —a; =0dla zg; = 7. Z pierwszego réwnania na liscie (2.12) wynika
natychmiast, ze w rozpatrywanym przypadku v; € ker—(xo) mozna wybraé jako

o = (v},03) = (1,0)7. (3.6)
Ostatni skltadnik w pozostalych réwnaniach listy (2.12) ma postaé
m ml 0™k 2
Tn(zo)vi...u= Y Fataan(®0) () (),

m razy J1tiz=m

i = 1,2, m > 2. Dzieki temu, ze v? = 0, powyzsze wyrazenie redukuje sie do

%:,’f‘ (zo)vy...v1 = %x—k‘(xo) (v})™.
m razy

Krétka analiza postaci kinematyki w rozpatrywanym przypadku prowadzi do wniosku, ze

aa ,’f,(:co) = 0 i, co za tym idzie, ze %g—,’f,i(xo)vl ...v; = 0. Prowadzi to do konkluzji, ze

m razy
wszystkie wektory v;, i > 2 wystepujace w (2.12) sa wspdlliniowe z wektorem v;. Po tym
spostrzezeniu przystapmy do analizy warunku (2.11). Poniewaz wyznacznik jakobianu
manipulatora nie zalezy od z,, ostatni skladnik wspomnianego warunku ma postaé

D™ (det ) (zo) vy ...vy = 3x5n (det Z)(zo)(vD)™,
m razy

co oczywiscie jest réwne zero ze wzgledu na v? = 0. Poniewaz kazdy wektor v;, 1 > 2
w warunku (2.11) jest wspdlliniowy z wektorem v;, nastepstwem powyzszej wlasnosci
jest to, ze stopien rézniczkowy kinematyki planarnego manipulatora typu RR w zo =
(zo1,Z02) € S przy a; + a; =0 dla o2 = 01 a; — a; = 0 dla zo; = +7 jest nieskoriczony.
Pozwala nam to zastosowac Twierdzenie 1 do rozstrzygniecia czy badana kinematyka jest
réwnowazna pre-hiperbolicznej postaci normalnej. Przed sformulowaniem ostatecznego
twierdzenia okreslajacego postacie normalne kinematyki manipulatora planarnego typu
RR sprawdzmy, czy uzywajac drugiej czesci Twierdzenia 1 jesteSmy w stanie doklad-
niej wyznaczy¢ postal normalng kinematyki w badanym przypadku. Postaé jakobianu
manipulatora pozwala nam stwierdzi¢, ze dyfeomorfizm przeksztalcajacy rozpatrywana
kinematyke do postaci pre-normalnej wyrazony jest przez

k dl 0,

o(z) = (z1,k2(z)) dla cosxlf (3.7)
(z1,k1(z)) dla cosz, =0.

Macierz Jacobiego dyfeomorfizmu ¢(z) dla 2o = (zo1,Zo2) € S dana jest jako

/f I°

1
0 dla coszg; # 0,
.(al + a2)coszg; =ajcoszo
F(zo) = § (8:8)
! g dla coszg; = 0.
{ _?(01 +az) Fa
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Analiza wyrazenia (2.9) z wykorzystaniem macierzy okreslonej powyzej, przy pochodne;
wyznacznika danej przez (3.3), pokazuje, ze lewa strona wyrazenia (2.9) jest rézna od
zera. Reasumujac stwierdzamy co nastepuje. .

Twierdzenie 3 Rozpatrzmy planarng kinematyke k(z) typu RR. Wowczas, w pewnym
otoczeniu dowolnej konfiguracji osobliwej zo = (zo1,Z02) € S, rozpatrywana kinematyka
jest réwnowazna jednej z ponizszych postaci normalnych, [Tch93]:

o dla xo; = 0 przy a; # —aq i@ dla zo; = £7 przy a1 # az, kwadratowej
postaci normalnej
ko(z1, 22) = (2, 22);
o dlazg; =0 przya;+a, =0idlaze, = £7 przyay—aq = 0, hiperbolicznej
postact normalnej

ko(z1,z2) = (2122, 22).

Nalezy zauwazyé, ze do rozpoznania postaci normalnych kinematyki nie jest wymagana
znajomosé jej postaci pre-normalnej a takze, w wigkszosci przypadkéw, znajomosé po-
szczegdlnych dyfeomorfizméw przeksztalcajacych'.

3.2 Manipulatory o 3 stopniach swobody

Po przeanalizowaniu prostego przypadku manipulatora o dwéch stopniach swobody przy-
stapimy do znalezienia postaci normalnych kinematyk o trzech stopniach swobody. Pro-
blem potraktujemy tutaj systematycznie, starajac si¢ uzyska¢ w miare kompletna liste
postaci normalnych dla wszystkich typéw kinematyk nieredundantnych o trzech stopniach
swobody. Postepujac w ten sposéb, wyznaczymy zestaw postaci normalnych wiekszosci
kinematyk realizujacych makroruchy w typowych manipulatorach przemystowych. Po-
niewaz interesuja nas jedynie kinematyki nieredundantne, jako wspdirzedne robocze ma-
nipulatoréw przyjmiemy wspéirzedne kartezjanskie polozenia efektora. Nalezy zauwazy¢,
ze przyjete wspoélrzedne sg globalne, zatem wsréd rozwazanych konfiguracji osobliwych
nie pojawiaja sie konfiguracje, ktérych osobliwos¢ jest rezultatem przyjetego sposobu re-
prezentacji kinematyki. Jak poprzednio zalozymy, ze nie ma ograniczen na polozenie w
przegubach manipulatoréw. Dodatkowo przyjmiemy, ze wszystkie rozpatrywane kinema-
tyki sa przestrzenne. Przedstawione tu rezultaty zawiera raport [MT95].

Po przypisaniu w standardowy sposéb ukladéw wspodlrzednych do bazy manipulatora,
do jego przegubéw oraz do jego efektora, opiszemy kinematyke manipulatora uzywajac
parametréw Denavita—Hartenberga zebranych w tabeli 3.2.

Zmienna ruchu i-tego przegubu jest przesuniecie d; dla przegubow translacyjnych i kat
6; dla przegubéw rotacyjnych. W ponizszych rozwazaniach ograniczymy sie jedynie do
wspdlrzednych polozenia T'(z) kinematyk manipulatoréw. Zgodnie z wyrazeniami (1.4) i
(1.5), wektor wspdtrzednych potozenia T'(z) kinematyki o trzech stopniach swobody jest
okreslony wyrazeniem

t;cosf; + tysinb,
T(z) = |t1sinf, — t;cosb, (3.9)
i3

tjedynie w przypadku hiperbolicznej postaci normalnej musimy znaé dyfeomorfizm przeksztalcajacy
kinematyke do postaci pre-normalnej
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przegub | 6; | o; | d; | a;

1 61 (s3] d1 ay
2 92 (87) d2 ag
3 03| o3| ds|as

Tabela 3.2: Parametry Denavita-~Hartenberga dla manipulatoréw o trzech stopniach swo-
body.

gdzie

t1 =a; + b1 COS8 02 = bg sin 02,
to = bysin a; — by cos a; sin 8, — b, cos a; cos b,,
t3 = dy + b3 cos a; + by sin @ sin 6, + by sin @ cos 8,

b, = ay + az cosfa,
by = a3 cos ag sinf3 — d3 sin ag,
bs = dy + d3 cos ay + a3z sin a3 sin 6.

W dalszym ciagu biezacego podrozdzialu bedziemy utozsamiac kinematyke manipulatora
z analitycznym odwzorowaniem (3.9). Nalezy zauwazy¢, ze réwnania kinematyki (3.9)
opisuja cala klase manipulatoréw o trzech stopniach swobody. Jedyna rzecza wymagajaca
dodatkowego okreslenia dla danego typu kinematyki sa jej zmienne ruchu ktérymi sa obroty
dla przegubéw rotacyjnych i przesuniecia dla przegubéw translacyjnych.

Przed przystapieniem do analizy poszczegdlnych typéw kinematyk zauwazmy, ze zgo-
dnie z rozwazaniami przeprowadzonymi w rozdziale 1.4, dowolna kinematyka nieredun-
dantna poza konfiguracjami osobliwymi jest réwnowazna liniowej postaci normalnej (1.23).
Z kolei zajmiemy sie wyznaczeniem postaci normalnych kinematyki dla konfiguracji oso-
bliwych korzedu 1, ktdre, jak pokazalismy w rozdziale 1.4, sa najczesciej spotykanymi kon-
figuracjami osobliwymi kinematyki manipulatorow. W celu systematycznego ujecia pro-
blemu, w kazdym z rozpatrywanych przypadkéw bedziemy wyraZznie zaznacza¢ zmienne
ruchu manipulatora. Réwniez, ze wzgledu na zalozenie o przestrzennosci kinematyk,
przytoczymy warunki, ktére musi spetniaé¢ rozwazana kinematyka, aby pozostawaé prze-
strzenng. Dodatkowo, po kazdorazowym zdefiniowaniu zbioru konfiguracji osobliwych,
podamy przejrzyste interpretacje geometryczne tych konfiguracji. W kilku przypadkach
zilustrujemy je na rysunkach. Zaproponowane interpretacje, ktére z pewnoscia nie sa
jedynymi mozliwymi, zostaly uzyskane przez analize wyrazen na wyznaczniki macierzy
Jacobiego kinematyk manipulatoréw wsparta animacjami komputerowymi. Animacje te
wykonano przy uzyciu pakietu oprogramowania stuzacego do analizy osobliwosci kinema-
tycznych opisanego w dodatku A. Giéwna czes¢ kazdego z rozpatrywanych przypadkéw
zajmuje przedstawienie warunkéw na korzad kinematyki i wyznaczenie jej postaci normal-
nych. Bedziemy zakladaé, ze rozpatrywane kinematyki sa przestrzenne.
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3.2.1 Postacie normalne kinematyki typu PPP

Kinematyka PPP jest realizowana przez manipulator o trzech przegubach translacyjnych.
Zmienne ruchu manipulatora sa w tym przypadku dane jako z; = dy, 22 = dy 1 z3 =
ds. Przykladem manipulatora przemyslowego o takiej konstrukcji jest robot portalowy
Cincinnati Milacron T® 886, robot Olivetti Sigma oraz robot Renault P80. Dla kinematyki
PPP macierz Jacobiego

5T 0 sina;sinf, jycosf; + jzsinb,
5 —(z)=| 0 —sinajcosfy jysinf — jpcosby |, (3.10)
# 1 cos J3

gdzie
J1 = sin ag sin By,
J2 = sin ¢ cos a3 + cos a; sin a; cos b,
J3 = COS @1 COS a3 — sin a; sin a; cos 6.

Wyznacznik macierzy Jacobiego (3.10) jest réwny

det g%(:v) = sin o sin a; sin 6;. (3.11)
Latwo zauwazy¢, ze rozpatrywana kinematyka albo jest zawsze osobliwa (w przypadku
gdy sina; = 0Vsina; = 0Vsinf; = 0), albo nie posiada w ogdle konfiguracji osobliwych
(w przeciwnym przypadku). Poniewaz osobliwa kinematyka PPP nie jest kinematyka
przestrzenna, stwierdzamy, ze kazda kinematyka przestrzenna PPP posiada liniowa postaé
normalng podang w Twierdzeniu 1.

3.2.2 Postacie normalne kinematyki typu PPR

Kinematyka PPR odpowiada manipulatorowi wyposazonemu w dwa przeguby transla-
cyjne, po ktorych nastepuje przegub rotacyjny. Zmiennymi ruchu manipulatora sa z; =
di, o = d3 i 3 = 03. Obliczajac macierz Jacobiego kinematyki T'(z) otrzymujemy

oT 0 sinepysinf; j;cosb; + jpsinb,
3 —(z)=| 0 —sinajcosf; jysinb; — jpcosb; |, (3.12)
& 1 cos o J3
gdzie
Jj1 = —azcos ;83 — ag cos a; sin Oa¢s,

J2 = a3z cos a; sinf;83 — a3 cos a; cos o cos f2¢3 + azsin ¢ sin azcs,
Ja = aszsin a; cos a; cos fy¢3 — azsin a; sin 683 + a3 cos ¢ sin ascs.

Wyrazenie na wyznacznik macierzy Jacobiego (3.12) mozna uprosci¢ do postaci

oT
det —(z) = —a3sin a;(cos 6,33 + cos az sin fz¢3). (3.13)

Oz

Rozpatrywana kinematyka pozostaje przestrzenna pod warunkiem, ze az # 0 A sino; #
0 A (cosfz # 0V cosaz # 0). Dla kinematyk przestrzennych zbiér konfiguracji osobliwych

S={z€R?*xS! cosb;sinz;+ cosaysinb;coszs = 0}. (3.14)
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Gdy manipulator typu PPR znajdzie sie¢ w konfiguracji osobliwej ze zbioru (3.14), kieru-
nek ruchu jego efektora powodowany ruchem przegubu rotacyjnego staje sie réwnolegty
do plaszczyzny zdefiniowane] przez osie przegubéw translacyjnych. W szczegdlnych przy-
padkach, gdy a; = 0, 7, konfiguracja manipulatora jest osobliwa dla 8; + z3 = 0,7 (plus
przy a; = 0, minus przy a; = ), co czyni a3 réwnolegtym do a;. Dla a; = £7 lub
6, = 0,7, w konfiguracji osobliwej a3 staje sie réwnolegle do a;. I wreszcie, dla manipu-
latoréw scharakteryzowanych przez 6; = £7, w konfiguracji osobliwej a3 jest prostopadie
do as.

Proste obliczenia pozwalaja na pokazanie nastepujacej wlasnosci badanej kinematyki.

Twierdzenie 4 Dla przestrzennej kinematyki (3.9) typu PPR kazda konfiguracja oso-
bliwa zo € S ma korzad réwny 1.

Po zrézniczkowaniu wyznacznika (3.13) w konfiguracji o = (o1, Zo2, Zo3) € S otrzy-
mujemy
0 oT

—_— (det —) (zo) = (0,0, as sin a (cos a sin 8 sin g3 — cos b, cos Tp3)) .

oz Oz

Poniewaz, zgodnie z réwnaniami (2.14), trzecia wspdirzedna wektora vy € kerdL(zo)
moze byé wybrana jako réwna 1, lewa strona nieréwnosci (2.13) jest réwna ostatniemu
sktadnikowi obliczonej pochodnej. Na tej podstawie mozemy stwierdzié, ze rozpatrywana
kinematyka ma w konfiguracjach osobliwych zo € S stopien rézniczkowy réwny 2, jesli
a3 # 0isine; # 01 albo cosf; # 0, albo cosa; # 0. Poniewaz dla a3 = 0 lub sina; =0
oraz dla cos ; = 01 cos a; = 0 kinematyka PPR przestaje by¢ przestrzenna, na podstawie

Whniosku 2 otrzymujemy nastepujacy wynik.

Twierdzenie 5 Rozpatrzmy przestrzenng kinematyke (3.9) typu PPR. Wéwczas, w pew-
nym otoczeniu dowolnej konfiguracji osobliwej zo € S, rozpatrywana kinematyka jest
rownowazna kwadratowej postaci normalnej

ko(z1, 2, 3) = (23, T2, T3).

3.2.3 Postacie normalne kinematyki typu PRP

Kinematyka PRP reprezentuje manipulator z pierwszym i ostatnim przegubem typu trans-
lacyjnego i srodkowym przegubem typu rotacyjnego. Zmienne ruchu manipulatora sa
zdefiniowane jako z, = dy, z; = 6, i z3 = d3. Macierz Jacobiego kinematyki PRP

aT 0 _7:1 c.os 0, + jg sin 6, ]:4 cos 0, + js sin 6,
B_a:(m) =1|0 jysinb, — Jz2cos 0, J4sinb, — Js cos 0, |, (3.15)
1 J3 Je
gdzie

J1 = —bis; — by,
jg = —b1 COS 1C2 + bg Cos 1 82,
J3 = by sinayc; — by sin ;g 89,
j4 = sin Q282,
J5 = sin a; cos @ + cos a; sin ascy,
J6 = — sin g sin a;¢; + €os @y oS ay,

b1 = ag + a3 cos 93,
b, = azcos apsinfs — r3sinas.
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Wyrazenie na wyznacznik powyzszej macierzy ma postac

det %—E(:c) = (a3 cos @, sin f3 — z3 sin az)(cos a; sin a; + sin a; cos azcz)+

+ sin a; cos a,3;(az + az cos 03), (3.16)
co po odpowiednich podstawieniach z (3.15) moze by¢ zapisane jako
oT . .
det —a-;(z) = (by182 + bacy) sin o cos ay + b cos ¢y sin a. (3.17)

Na podstawie (3.17) stwierdzamy, ze kinematyka PRP jest przestrzenna, jezeli (cos a; #
OVcosas # 0)A(sina; #0V (sinay # 0A (az # 0Vasz # 0)A(sinfz # 0V az £ az # 0))).
Dla kinematyki z macierza Jacobiego (3.15) zbidr konfiguracji osobliwych

S ={z € R? xS sina; cos az(bys; + bycy) + cos a; sin ey = 0}. (3.18)

Dla konfiguracji osobliwych kinematyki PRP, albo kierunki ruchu efektora manipulatora
powodowane ruchami jego przegubéw translacyjnych sa wzajemnie réwnolegte, albo kie-
runek ruchu efektora bedacy skutkiem obrotu przegubu rotacyjnego jest réwnolegly do
plaszczyzny zdefiniowanej przez kierunki ruchu przegubdéw translacyjnych. Pierwszy z
wymienionych warunkéw oznacza, ze osie ruchu pierwszego i trzeciego przegubu mani-
pulatora sa do siebie réwnolegle. W szczegélnym przypadku warunku drugiego, kiedy
sinay = 0 i sin f3 = 0, kinematyka staje sie osobliwa, gdy a; (lub a3) jest prostopadle do
osi pierwszego przegubu. Nietrudno udowodni¢ nastepujace

Twierdzenie 6 Dla przestrzennej kinematyki (3.9) typu PRP konfiguracja osobliwa z¢ =
(zo1, To2, To3) € S, taka ze sin(aytaz) = 0, az+azcosfz = 0, sinzoz = 0 i azcos az sin f3—
Tozsinag = 0, ma korzqd 2. W przeciwnym przypadku zo ma korzqd 1.

Zalézmy, ze zo ma korzad 1. Wéwczas, w celu obliczenia stopnia rézniczkowego kine-
matyki w konfiguracji zo = (zo1, Zo2, Zo3), po zrézniczkowaniu wyznacznika (3.16) otrzy-
mujemy

—;—z (det g—f) (zo) = (0,sin @ cos az((az + az cos b3) cos zg2 — (a3 cos o, sin O3+

—Zo3sin @) sin Zgz), — sin az(cos a; sin ap + sin a; cos a; cos zgz)) -

Na podstawie réwnan (2.14) druga i trzecia wspéirzedna wektora v, € ker4Z(zo) wynosi
odpowiednio

v? = (sin oy cos @z + cos @ sin @ cos Zgz),

v? = cos a;((az + a3 cos 83) cos zg; — (a3 cos oz sin 3 — To3sin ) sin zgz).

Na podstawie warunku na korzad mozna wywnioskowad, ze w konfiguracjach osobliwych
korzedu 1 przynajmniej jedno z wyrazed na v?, v} jest niezerowe. Wykorzystujac ta
obserwacje otrzymujemy réwnosé

0 oT
3 (det 5?) (zo)v1 = ((az + a3 cos 83) cos zo2 — (a3 cos ap sin b3 +

— To3sin ay) sin zgz) sin(ay + a)sin(a; — az). (3.19)

Ostatecznie, korzystajac z Wniosku 2, na podstawie (3.19), mozemy stwierdzi¢ co
nastepuje.
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Twierdzenie 7 Rozpatrzmy przestrzenng kinematyke (8.9) typu PRP zsin(a;+a3) # 0 i

taka, ze jezeli sinay # 0, wowczas zo3 #F cot az(azsin b3 — \/sin(a::i’)‘:;(az = )). Wtedy, w
Qa1

pewnym otoczeniu konfiguracji osobliwej zo = (zo1, Zo2, To3) € S korzedu 1, rozpatrywana
kinematyka jest réwnowazna kwadratowej postaci normalnej

ko(z1, z2,23) = (22, 22, 23).

Na podstawie powyzszego twierdzenia mozna przypuszczaé, ze kinematyka PRP moze
przyjmowac ,niekwadratowe” konfiguracje osobliwe zo € S charakteryzujace sie zalezno-

$cig To3 = cot az(azsin bz — \/sin(aﬁ:;")‘:‘i*n(a?_m)). Wyznaczenie odpowiedniej postaci nor-

malnej wymagaé bedzie osobnych badan.

3.2.4 Postacie normalne kinematyki typu PRR

Kinematyka PRR charakteryzuje manipulatory z pierwszym przegubem typu translacyj-
nego, po ktérym nastepuja dwa przeguby rotacyjne. Zmiennymiruchu sa w tym przypadku
ty = dy, 22 = 0 1 z3 = 03. Dla kinematyki PRR macierz Jacobiego

oT 0 _7:1 cos 0, + jgsin 0, .7:4 cos 0, + -?.5 sin 6,
%(z) =|0 7 sinf, — Jacos 6, Jjssinf, — Js cos 0, |, (3.20)
1 J3 Je
gdzie
J1 = —bi1s3 — bacy,
J2 = —by cos ajcz + by cos @89,
j3 = b]_ sin Q1€ — b2 sin Qa;82,
J4 = —@3COS 0282C3 — A3C283,
Js5 = —a3 COS (Y] COS (xaC2C3 + A3 SiN (g SN @2C3 + a3 COS @1 8983,

Je = +a3zsin a; cos agcycs + a3 cos @ sin apc3 — az sin @ 8283,
by = az + aacs,
by = a3 cos azs3 — diz sin as.

Wyznacznik macierzy Jacobiego wynosi

or

det —(z) = as(cos a;(d3 sin a; cos azcs + a8 + azsin® agsacs) +
0z X . _
+ sin o sin azes((az + azes)sz + (as cos azsz — dysinay)cp)). (3.21)

Dla zachowania przestrzennosci kinematyki konieczne jest, aby a3 # 0 A (sina; # 0V
cosa; # 0 A az # 0). Ponizej rozpatrzymy dwa szczegélne przypadki kinematyki PRR.

Przypadek oy = 0. W tym przypadku osie dwdch pierwszych przegubéw manipulatora
sa réwnoleglte. Wyznacznik (3.21) upraszcza sie do postaci
aT

det — () = a3(ass3 + assin® azszcs + d sin o, cos azcs). (3.22)

oz
Zbiér konfiguracji osobliwych

S ={z € R' x T? d3sin a;cosa;coszs + a;sin 3+
+agsin? ay sin z3 cos z3 = 0}.

(3.23)
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Dla przedstawienia interpretacji geometrycznej konfiguracji osobliwych (3.23) skoncen-
trujemy uwage na dwéch przypadkach szczegdlnych. Gdy kinematyka speinia waru-
nek sina; = 0, w konfiguracji osobliwe] a; staje si¢ réwnolegle do as. Dla kinematyki
spelniajacej warunek cos a; = 0, wejscie w konfiguracje osobliwa oznacza, ze albo a; staje
sie réwnolegle do a3, albo efektor manipulatura znajduje sie na plaszczyznie y0z ukladu
wspélrzednych zwiazanego z drugim przegubem manipulatora (co jest réwnowazne temu,
ze linia prostopadla do osi drugiego przegubu przechodzaca przez efektor manipulatora,
jest prostopadia do a3).
Analiza rzedu macierzy Jacobiego (3.20) prowadzi do nastepujacego stwierdzenia.

Twierdzenie 8 Dla przestrzennej kinematyki (3.9) typu PRR, takiej ze oy = 0 konfigu-
racja osobliwa zo = (Zo1, To2,Z03) € S ma korzqd 1 wtedy i tylko wtedy, gdy albo d3 # 0
albo cosay # 0 albo a; = a3 # 0 albo sin zg3 # 0.

Wyznaczenie stopnia rézniczkowego badanej kinematyki w otoczeniu konfiguracji oso-
bliwej zo = (o1, Zo2, To3) korzedu 1 rozpoczniemy, jak i w poprzednich przypadkach, od
zrézniczkowania wyznacznika macierzy Jacobiego. Dla (3.22) otrzymujemy

0 oT
% (det b;) (:Eg) =

(0, 0, a3 cos @y (a; cos zo3 + a3 sin? a, cos 2293 — d3 sin a; cos a3 sin 5L'o3)) .

Poniewaz w tym wypadku réwnania (2.14) nie nakladaja zadnych ograniczen na trzecia
wspoéirzedng wektora vy € ker%(zo), nadamy jej arbitralnie wartos¢ 1. Powoduje to, ze
iloczyn a% (det ‘Z—D (zo)v; jest réwny ostatniej sktadowej policzonej pochodne;j.

Powyzsza obserwacja prowadzi nas do nastepujacego wniosku.

Twierdzenie 9 Rozpatrzmy przestrzenng kinematyke (3.9) typu PRR speiniajacq waru-
nek a; = 0. Wéwczas, w pewnym otoczeniu konfiguracji osobliwej xo = (o1, Zoz2, Zoz) € S
korzedu 1, kinematyka jest rownowazna kwadratowej postaci normalnej

ko(z1,z2,23) = (33,32, T3)

g/ agds sin g cos oz

a3 sin ag

pod warunkiem, ze jezeli sina,; # 0, to wowczas sinzoz # —

Przypadek a; = 0. Warunek a; = 0 wymaga, by osie dwéch ostatnich przegubéw
manipulatora byly do siebie réwnolegle. Wyznacznik (3.21) upraszcza sie wéwczas do
postaci

det 6—T(x) = a,a3 COS (1 83. (3.24)

Oz

Jak latwo zauwazy¢, konfiguracje osobliwe manipulatora naleza w tym przypadku do
zbioru

S={zeR'xT? sinzz=0}, (3.25)

a konfiguracja osobliwa zostaje osiagnieta, gdy a; jest rownolegle do as.
Mozna pokazaé, ze badana kinematyka ma nastepujaca wlasnosc.
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Twierdzenie 10 Dla przestrzennej kinematyk: (3.9) typu PRR, takiej ze a; = 0, kazda
konfiguracja osobliwa zo € S ma korzad 1.

Wyznacznik (3.24) macierzy Jacobiego badanej kinematyki po zrézniczkowaniu daje

5} oT
32 (det 5;) (zo) = (0,0, azas cos & cos zo3) .

Tak jak poprzednio réwnania (2.14) pozwalaja na nadanie trzeciej wspolrzednej wektora

v € ker%%(a:o) wartosci 1, co czyni lewa strone nieréwnosci (2.13) réwna aa3 cos ¢ cos zo3.

Bezposrednim nastepstwem powyzszego faktu i Wniosku 2 jest nastepujace

Twierdzenie 11 Rozpatrzmy przestrzenng kinematyke (3.9) typu PRR speiniajacq wa-
runek a; = 0. Wowczas, w pewnym otoczeniu dowolnej konfiguracji osobliwej zo € S,
kinematyka jest réwnowazna kwadratowej postaci normalnej

ko(il?l, T2, 33) = (137 T2, 233)-

3.2.5 Postacie normalne kinematyki typu RPP

Kinematyka RPP jest realizowana przez manipulator wyposazony w przegub rotacyjny
poprzedzajacy dwa przeguby translacyjne. Zmiennymi ruchu w tym przypadku sg z; =
6,, 2o = dy 1 z3 = d3. Przykladem manipulatora przemyslowego posiadajaca taka struk-

ture sa roboty GMF M-1001 RNUR THS. Macierz Jacobiego kinematyki RPP

oT bicy + b2sy +sinaysy  bacy + bysy
-a—z(a:) = | bysy —bye; —sinaje; bas; —bycy |, (3.26)
0 cos bs

gdzie

by = siney(z2 + z3cos a; + azsinay sinfz)+
+ cos a;(z3sin az cos §; — azsin b, — az cos az cos f; sin O3 — az sin 6, cos f3),
b, = —z3sinagsinf,; — a; — ag cos By + az cos ay sin B3 sin 3 — az cos 6, cos b3,
bz = sin ay sin 8,
by = sin a; cos ay + cos a; sin a; cos 0,
bs = cos a; cos ag — sin a; sin ag cos §,.

Wyznacznik macierzy (3.26) jest réwny

oT

det —(z) = sin o sin o, cos f2(z2 + z3 cos @z + azsin a; sin f3) +
oz . . . )
+ cos a; sin az(z3sin @, + ay sinf; — az cos azsinfz). (3.27)

Blizsza analiza powyzszego wyznacznika pozwala stwierdzi¢, ze dla sina; = 0V cos oy =
0Acos 8, = 0, wszystkie konfiguracje kinematyki RPP sa osobliwe, zatem kinematyka prze-
staje by¢ przestrzenna. Przy zalozeniu, ze mamy do czynienia z kinematyka przestrzenna,
zbidr konfiguracji osobliwych

S ={z € R?x S! sine;cosbz(z; + z3cosay + azsin oz sin b3)
+ cos a1 (z3sinaz + ay sinf; — azcos a; sinf;) = 0}.

(3.28)
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Dla konfiguracji osobliwych okreslonych wzorem (3.28) kierunek ruchu efektora manipu-
latora powodowany ruchem przegubu rotacyjnego jest réwnolegly do plaszczyzny zdefi-
niowanej przez osie przegubdw translacyjnych. W szczegdlnosci, kinematyka, dla ktdre;
sin ¢y = 0, przyjmuje konfiguracje osobliwa, gdy linia prostopadla do osi pierwszego prze-
gubu, przechodzaca przez efektor manipulatora, jest réwnolegta do a,. Kinematyka, dla
ktorej cos a; = 0, przyjmuje konfiguracje osobliwa, gdy linia prostopadia do osi pierwszego
przegubu, przechodzaca przez efektor manipulatora, jest rownolegla do a;. Dla kinema-
tyki speiniajacej warunek cos §; = 0, konfiguracja osobliwa oznacza, ze linia zdefiniowana
jak poprzednio jest prostopadia do a;.

Sprawdzenie warunkéw dotyczacych rzedu macierzy Jacobiego w konfiguracjach oso-
bliwych zo € S prowadzi do nastepujacego wniosku.

Twierdzenie 12 Dla przestrzennej kinematyki (8.9) typu RPP kazda konfiguracja oso-
bliwa o € S ma korzqd rowny 1.

Postepujac analogicznie do poprzednich przypadkéw, po zrézniczkowaniu wyznacz-
nika (3.27), otrzymujemy

0 oT
Oz

det 5;) (30) = (0, bﬁv b7) )

gdzie
be = sin a; sin a; cos 3,
b; = sin a; sin a; cos a; cos 8, + cos a; sin? a,.

Na podstawie réwnan (2.14) wyliczamy druga i trzeciag wspéirzedna wektora v, € ker%qz-w (zo)

v? = sin @; sin a3 cos f; — cos a; cos as,

v? = cos ;.

W efekcie, w konfiguracji zo € S,
9 (det -(?Z) (zo)v; = sin® a3(1 — sin® e sin® 6,).

Oz

oz

Na podstawie Wniosku 2, powyzsze obliczenia prowadza do nastepujacego stwierdze-
nia.

Twierdzenie 13 Rozpatrzmy przestrzenng kinematyke (3.9) typu RPP. Wéwczas, w pe-
wnym otoczeniu dowolnej konfiguracji osobliwej zo € S, rozpatrywana kinematyka jest
rownowazna kwadratowej postaci normalnej

ko(.’L‘l, T2, $3) = (337 2, 1‘3)'

3.2.6 Postacie normalne kinematyki typu RPR

Manipulator typu RPR posiada dwa przeguby rotacyjne rozdzielone przegubem transla-
cyjnym. W tym wypadku zmiennymi ruchu sa z, = 61, z; = d2 i z3 = 6;. Ponizej
rozpatrzymy dwa szczegdlne przypadki kinematyki typu RPR.
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Przypadek a; = . Przypadek ten dotyczy manipulatora, w ktérym os przegubu trans-
lacyjnego jest prostopadla do osi pierwszego przegubu rotacyjnego. Macierz Jacobiego

manipulatora tego typu

bici + basy +s1 bacr + basy

oT
o (z)=| bisi —baer —c1 b3sy —bscy |, (3.29)
Oz
0 0 bs
gdzie

by = azsin @83 + d3 cos ay + z7,

by = —dssinagsinf; — a; — a; cos b, + a3 cos ag sin f383 — ag cos Ha¢3,

bs = —agz cos aysin fyc3 — ag cos f;s3,

by = azsin ayca,
b5 = a3 COS (¥ COS 0263 — a3 sin 0233.

Wyznacznik macierzy (3.29)
oT

det —(z) = —as(cos a; cos fyc3 — sin B,83)(as sin azs3 + dz cos az + ;). (3.30)

oz

7Z postaci wyrazenia (3.30) wynika, ze dla kinematyk przestrzennych musi by¢ spelniony
warunek az # 0 A (cos ez # 0Vsin 6, # 0). Wéwczas zbidr konfiguracji osobliwych skiada
sie z dwoch podzbioréw,

S =051U082, (3.31)

gdzie
0S1 = {r € R* x T?| cosa;cosb;cosz; —sinb,sinzs = 0}, (3.32)
082 ={z € R! x T? azsina,sinz; + d3cosay + z2 = 0}. (3.33)

Przyjecie przez manipulator konfiguracji osobliwej zo € OS1 oznacza, ze efektor ma-
nipulatora osiaga swoja najwyzsza lub najnizsza pozycje ze wzgledu na o§ 2z ukiadu
wspdélrzednych zwiazanego z pierwszym przegubem, podczas gdy w konfiguracji zo € 052
linia prostopadta do osi ruchu pierwszego przegubu, przechodzaca przez efektor manipu-
latora, staje sie rownolegta do a;.

Dla rozpatrywanej kinematyki mozna wyprowadzi¢ nastepujace warunki okreslajace
korzad jej macierzy Jacobiego.

Twierdzenie 14 Dla przestrzennej kinematyki (3.9) typu RPR, takiej ze ay = %, konfi-
guracja osobliwa zo = (o1, o2, Zo3) € S jest korzedu 1 wtedy i tylko wtedy, gdy zo & OS2
lub cosaz # 0 isinzoz # 0.

Nalezy zauwazy¢, ze jesli cosas = 0, wéwczas o§ ruchu przegubu translacyjnego jest
prostopadia do osi ruchu ostatniego przegubu rotacyjnego co, dla pewnych konfiguracji,
powoduje, ze poruszanie dowolnym z przegubéw manipulatora wywoluje ruch efektora w
jednym i tym samym kierunku. Ponizsza analiza konfiguracji osobliwych zq € S zostanie
przeprowadzona przy zalozeniu, ze warunki podane w Twierdzeniu 14 sa spelnione.
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Pochodna wyznacznika (3.30) dla zo = (Zo1, Zo2, Tos) € OS1

-4 (det Qz) (zo) = (0,0, —as(assin a3 sin s+

+d3 cos az + Zo2)(cos ag cos 8 sin zg3 + sin B cos z03)) .

Co wiecej, przy braku ograniczer nakladanych przez réwnania (2.14) na postaé trzecie]
wspéirzednej wektora vy € kerdL(zo), tatwo wykazaé, ze lewa strona nieréwnosci (2.13)
jest niezerowa, jesli zo € OS1\ 0S2. Tym samym stopienl rézniczkowy kinematyki jest
rowny 2.

Postepujac analogicznie, obliczamy pochodna wyznacznika (3.30) dla konfiguracji oso-
bliwej zo = (Zo1, Toz, Zoz) € 052

0 oT
Oz

det —-) (z0) = (0, az(cos a3 cos 83 cos 2oz — sin b sin ze3),

oz

a3 sin @z cos Tg3(cos o cos f cos T3 — sin b sin z03)) ,

zauwazamy, ze trzecia wspélrzedna wektora v, € ker%(:vo) znika i dochodzimy do wnio-
sku, ze lewa strona nieréwnosci (2.13) jest niezerowa jesli zo € OS2\ OS1.
Powyzsze rozwazania prowadza do nastepujacego stwierdzenia.

Twierdzenie 15 Rozpatrzmy przestrzenng kinematyke (8.9) typu RPR spelniajacq wa-
runek oy = §. Wowczas, w pewnym otoczeniu konfiguracji osobliwej zo € S\ (0S1N0S2)
korzedu 1, rozpatrywana kinematyka jest rownowazna kwadratowej postaci normalnej

kO(zla T2, (L‘3) = (CE%, T2, 1273).

Nalezy zaznaczy¢, ze w rozpatrywanym przypadku istnieja konfiguracje korzedu 1, dla
ktérych kinematyka nie jest rownowazna kwadratowe]j postaci normalnej.
Przypadek a; = 7. Manipulator spelniajacy warunek a; = 7 ma przegub translacyjny,
ktérego o§ jest prostopadia do osi trzeciego przegubu rotacyjnego. W tym wypadku
macierz Jacobiego manipulatora przyjmuje postac

oT bici +bys; +sinays; bacy + bysy
2=(z) = | bisy —byer —sineqer basy —bscy |, (3.34)
Oz
0 cos o bs
gdzie

by = sina; (3 + a3s3) + cos o (d3 cos §; — ay sin B, — azsinfacs),

b, = —d3sin@; — ay cos by — a3 cos B¢z — ay,

bs = —a3 cos 8,33,

b4 = as sin aic3 + a3 Cos (1 sin 0253,
bs = a3 cos @;c3 — a3 sin a; sin #333.

W celu znalezienia zbioru konfiguracji osobliwych rozpatrywanego manipulatora, musimy
wyliczy¢ wyznacznik jego macierzy Jacobiego

T
det a—(a:) = a383(sin a; sinBy(z7 + azs3) — cos ay(ay cos b, + az + aszes)). (3.35)

oz
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Dla manipulatoréw przestrzennych konieczne jest, aby az # 0 A (sinf; # 0V cosa; # 0).
Wéwczas, w sklad zbioru konfiguracji osobliwych wchodza dwa podzbiory

S =081U082, (3.36)

dane przey 0S1={z € R x T sins = 0}, (3.37)
082 = {z € R' x T? sina;sinfy(z; + azsinzs)+
— cos a1 (ay cos b3 + az + azcoszz) = 0}.

(3.38)

Rysunki 3.1 a)-c) podaja geometryczna interpretacje konfiguracji osobliwych omawianego
manipulatora. Jak wida¢, dla kinematyki znajdujacej sie w konfiguracji osobliwej ze zbioru
OS1, a3 jest réwnolegle do a;. Réwnoczesnie, gdy kinematyka ta osiaga konfiguracje ze
zbioru OS2, linia przechodzaca przez efektor manipulatora i o§ pierwszego przegubu,
prostopadia do osi drugiego przegubu, jest réwnolegla do osi ruchu przegubu trzeciego.
Ponizsze stwierdzenie charakteryzuje konfiguracje osobliwe kinematyki korzedu 1.

Twierdzenie 16 Dla przesirzennej kinematyki (3.9) typu RPR, takiej ze oz = § kazda
konfiguracja osobliwa zo ¢ OS1 jest korzedu 1. Konfiguracja osobliwa o = (o1, Toz, To3) €
OS1 jest korzedu 1, jezeli cosay # 0 ¢ d3sinf, + (a2 £ a3) cos 0, + a; # 0 lub sin ayzo; +
cos ay(d3 cos b + (az £ a3)sin b, # 0.

Wyliczmy stopien rézniczkowy konfiguracji zo € S korzedu 1. Dla 2o = (o1, Zo2, Zo3) €
OS1 pochodna wyznacznika macierzy Jacobiego ma postaé
a oT . . .
det — | (z0) = (0,0, a3 cos zo3(sin a4 sin 2(zo2 + a3 sin zo3)+

Oz

Oz

—cos ay(ay cos by + az + azcos ze3))) .

Po przeanalizowaniu réwnan (2.14) dochodzimy do wniosku, Ze trzecia wspdlrzedna we-
ktora v; € ker%’f—(zg) moze zostaé wybrana dowolnie i w zwiazku z tym lewa strona
nieréwnosci (2.13) sprowadza si¢ do

a3 €os Toaz(sin o sin 83(Toz + a3 sin zo3) — cos oy (a; cos by + az + a3 cos ze3)),

co dla kinematyk przestrzennych réwna sie 0 wtedy i tylko wtedy, gdy zo € OS2.
Dla z¢ = (o1, o2, Zo3) € OS2 pochodna wyznacznika macierzy Jacobiego

0 oT
— | det — | (z0) =
oz oz (<o) \
(0, a3 sin a; sin 03 sin o3, a3 sin zo3(cos a; sin zg3 + sin oy sin B, cos zo3)) .

Po rozwiazaniu ukladu réwnan (2.14) dostajemy warunek na wspélrzedne wektora v; €
kerZL(zo) postaci

cos alvf = a3(cos a; cos Tg3 — sin ¢ sin B, sin zog)vf.

W rezultacie, lewa strona nieréwnosci (2.13) jest réwna

2! 2 cos? oy +sin? oy sin? 6,
a3sin zg, y dla  cosa; # 0,

a3 sin a; sin 0, sin zg3 dla cosa; =0.
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Geometria manipulatora

w konfiguracyi osobliwey:
§ - rownolegte.
X

Rysunek 3.1: a) Konfiguracja osobliwa zo € OS1 manipulatora typu RPR przy o; = 7.
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Geometria manipulatora
w konfiguracyi osobliwes:

7 - rownolegle;
1 — prosotopadte.

Rysunek 3.1: b) Konfiguracja osobliwa zo € OS2 manipulatora typu RPR przy a; = 7.
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Geometria manipulatora

w konfiguracsi osobliwey:
< - rownolegte;

§§ — rownolegte;

| — prosotopadie.

Rysunek 3.1: c¢) Konfiguracja osobliwa zo € OS1 N OS2 manipulatora typu RPR przy
Qo = ';I
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Nietrudno zauwazyc¢, ze przy zalozeniu o przestrzennosci kinematyki, powyzsze wyrazenie
réwna sie 0 wtedy 1 tylko wtedy, gdy zo € OS1.

Jak wynika z przedstawionych rozwazan, jedyne konfiguracje osobliwe dla ktdérych
stopiel rézniczkowy nie jest réwny 2 leza na przecieciu zbioréw OS1 N 0S2. Dla tych
konfiguracji lewa strona nieréwnosci (2.15) przyjmuje warto$¢ 0. Rdéwnoczesnie, lewa
strona nieréwnosci (2.17)

,c0s% ) + sin® a; sin? 4,
3as ,
cos a;
jest dobrze okreslona i rézna od zera dla kinematyk przestrzennych pod warunkiem, ze
cos a; # 0.

Ostatecznie, analiza przypadku a; = % prowadzi do wniosku sformutowanego ponize;.

Twierdzenie 17 Rozpatrzmy przestrzenng kinematyke (3.9) typu RPR spelniajgca wa-
runek a; = §. Wowczas, w pewnym otoczeniu dowolnej konfiguracji osobliwej korzedu 1,
rozpatrywana kinematyka jest rownowazna jednej z ponizszych postact normalnych:

o dla zq € S\ (0S1N0OS2) kwadratowej postaci normalnej
kO(zh T2, $3) — (2??, T2, $3)1

o dla zo € OS1 N OS2, przy cosay # 0, wielomianowej postaci normalnej
rzedu 4-ego ze wzgledu na z,

ko(zy, 23, 23) = (3?? + u1(5)$f + u2(Z)zy, T2, z3)

z funkcjami uy, uqp zaleznymi od T = (z,z3), znikajacymi dla T = 0.

3.2.7 Postacie normalne kinematyki typu RRP

Kinematyka RRP odpowiada manipulatorowi z dwoma przegubami rotacyjnymi, po kté-
rych nastepuje przegub translacyjny. Zmienne ruchu sa zdefiniowane jako z; = 0;, z, =
6, 1 z3 = 63. Ponizej rozpatrzymy dwa szczegolne przypadki kinematyki RRP, wazne z
praktycznego punktu widzenia.

Przypadek a; = 0. Osie pierwszego i drugiego przegubu manipulatora przecinaja sie.
Przykladami manipulatoréw spetniajacych ten warunek sa Stanford Arm, Unimation Uni-
mate 1000, 2000,... i robot POLAR 6000. Dla takich manipulatoréw macierz Jacobiego

oT bicy + besy  bacy + basy bscy + besy
5——(1‘) = b131 -— bgC]_ b331 - b461 6531 == bscl y (339)
e 0 by bs

gdzie
b; = sina;(+dz + azsin a; sin 03 + z3 cos az)+
+ cos a;(—azss — az cos ag sin f3c; — agz cos 382 + z3sin azcy),
b2 = —agC2 + a3z COoS (g sin 9382 — a3 Cos 03c2 — T3 sin Q82,
by = —ag8y — a3 cos ay sin f3c; — as cos Bz3s; + z3sin agcy,
by = cos a1(—azcy + az cos a; sin #3382 — a3 cos 3¢, — z3sin azsz),
bs = sin ay 82,
be = sin o cos @y + cos a; sin a;cy,
by = sinay(+azc; — a3 cos a; sinfssy + az cos 3¢, + T3sin ags,),
bs = cos @ cos a; — sin a; sin ayc;.
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Wyznacznik macierzy wystepujacej w powyzszym réwnaniu mozna przedstawi¢ w postaci
oT
det a—(:v) = sina;(d; cos az + :::3)(a202 +
— a3 cos ag sin #3s; + a3 cos O3¢; + T3 sin azs?). (3.40)

W rezultacie, zbidr konfiguracji osobliwych dla kinematyk przestrzennych spelniajacych
warunek sina; # 0 A (sina; #0V (a; # 0V az # 0) A (sinf3 # 0V a; + a3z # 0)) sklada
sie z dwéch podzbioréw OS1, OS2

S=081U08S2, (3.41)

zdefiniowanych jako
0S1 = {z € R x T} djcosay + z3 = 0}, (3.42)

0852 = {z € R! x T? azcosz; — azcos aysinb3sinzo+

+azcosf3coszy + r3sinagsinzy; = 0}, (3'43)

Dla kinematyki przyjmujacej konfiguracje ze zbioru OS1, linia laczaca efektor manipula-
tora z jego drugim przegubem jest prostopadla do osi przegubu trzeciego. Gdy kinematyka
znajduje sie w konfiguracji ze zbioru 052, linia prostopadla do osi pierwszego przegubu,
przechodzaca przez efektor lezy w plaszczyZnie wyznaczonej przez osie pierwszego i dru-
giego przegubu.

Przy zastosowaniu obliczen symbolicznych mozna pokazac nastepujaca wlasnos¢ roz-
patrywanej kinematyki.

Twierdzenie 18 Dla przestrzennej kinematyki (3.9) typu RRP, takiej ze a; = 0, konfi-
guracja osobliwa zo € S jest korzedu 1, jezeli zo & OS2 lub cosaz # 0 lub a; # —a3 cos 6.

W celu okreslenia stopnia rézniczkowego kinematyki w konfiguracji osobliwej zo =
(zo1, oz, Zo3) € OS1 korzedu 1, zrézniczkujmy wyznacznik (3.40)
86:1: (det %Z) (zo) = (0,0, sin a;(az cos 2o+

—a3 cos a sin f38in oz + a3 cos B3 cos o2 + 3 sin az sin zgz)) .

Nastepnie, poniewaz réwnania (2.14) nie wnosza ograniczen na postaé trzeciej wspotrze-
dnej wektora v; € ker%f (zo), mozemy przyjaé v} = 1. Po tym podstawieniu, lewa strona
nieréwnosci (2.13) sprowadza sie do wyrazenia

sin oy (ay cos Tgz — a3 cos g sin B3 sin 2oz + a3 cos 3 cos Toz + Toz sin az sin zg2),

ktére dla kinematyk przestrzennych réwna sie 0 wtedy i tylko wtedy, gdy zo € OS2.
Podobnie, dla zo = (zo1,Z02,%03) € OS2, pochodna wyznacznika (3.40) przybiera

postac

0 oT ) . .

3 det — | (zo) = (0, sin e (d; cos ag + To3)(—az sin g2 — a3 cos a3 sin 5 cos zgy+

Oz

—ag cos 03 sin Toy + Tog Sin a2 COS To2), sin @y sin a; sin zgz(d; cos a; + zo3)) .

Z (2.14) otrzymujemy v} = 0, zatem lewa strona nieréwnosci (2.13) jest réwna drugiej
skltadowej wyliczonej pochodnej, ktéra przyjmuje wartos¢ 0 wtedy i tylko wtedy, gdy
Zo € OS].

Powyzsze rozwazania prowadza bezposrednio do nastepujacego stwierdzenia.
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Twierdzenie 19 Rozpatrzmy przestrzenng kinematyke (3.9) typu RRP speiniajaca wa-
runek a; = 0. Wowczas, w pewnym otoczeniu konfiguracji osobliwej zo € S\ (0S1N0S2)
korzedu 1, rozpatrywana kinematyka jest réwnowazna kwadratowej postaci normalnej

kO(xla T2, 1:3) = (27%- z2, "EB)-

Nalezy zaznaczyc¢, ze i w tym wypadku istnieja konfiguracje osobliwe (zo € OS1N0S2)
o ,niekwadratowe]” postaci normalne;j.

Przypadek o; = 0. W manipulatorze spelniajacym ten warunek osie dwéch pierwszych
przegubdéw sa do siebie réwnolegte. Robot montazowy Adept wraz z innymi manipula-
torami typu SCARA stanowi przyklad manipulatora przemyslowego tego rodzaju. Dla
takiego manipulatora macierz Jacobiego ma postaé

oT bici + bysy bycy + bzsy  bser + bssy
E(.’E) = b131 = bgcl b181 = b301 b4Sl - bscl y (344)
0 0 COS O/g
gdzie
by = ca(z3sina; — azcos oy sinB3) — s3(a; + azcos b3),
by = —sy(z3sina; — azcos agsinbz) — cx(az + azcosb3) — ay,
b3 = b2 + a,

b4 = sin Q282,
bs = sin asc,.

Po obliczeniu wyznacznika otrzymujemy

/4 . .
det g—(a:) = a; cos az(—Z38in @2¢; + a2, + a3 cos f332 + as cos oz sin Bacs). (3.45)
e
Wida¢ ze, dla kinematyk przestrzennych, a; # 0Acosaz # 0A(sinaz # 0V (a2 # 0Vas #
0) A (sinf3 # 0V az £ a3 # 0)). Zbiér konfiguracji osobliwych w tym przypadku jest
zdefiniowany jako

S={z € R'xT? - z3sinaycosz;+ azsinz; + azcosfssinzy+
+a3 cos a, sin 05 cos z, = 0}.

(3.46)

Konfiguracjom osobliwym nalezacym do S mozna nadal nastepujaca interpretacje geo-
metryczna: kinematyka przyjmuje konfiguracje osobliwa, gdy linia prostopadia do osi
pierwszego przegubu manipulatora, przechodzaca przez jego efektor, staje sie réwnolegta
do a;.

Proste obliczenia prowadza do pokazania nastepujacej wlasnosci macierzy Jacobiego
manipulatora.

Twierdzenie 20 Dla przestrzennej kinematyki (3.9) typu RRP, takiej ze oy = 0, kon-
figuracja osobliwa zo = (Zo1,To2,Z03) € S jest korzedu 1 wtedy i tylko wtedy, gdy a; +
azcos b3 # 0 lub zo3sinas # azcos a; sin 3.

Po policzeniu pochodnej wyznacznika (3.45)
0 oT . :
det — | (z0) = (0, a; cos az(zo3 sin ag sin zg2 + a2 cos Toz + a3 cos B3 cos T+

oz

Oz

—a3 cos ay sin B3 sin zg3), —ay cos a; sin a; cos To;)
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i zauwazeniu, ze réwnania (2.14) wymagaja, by v} = 0 (v, € ker%g(a:o)), dochodzimy
do wniosku, ze lewa strona nieréwnosci (2.13) jest réwna drugiej skladowej pochodne;
wyznacznika. W zwiazku z tym mamy nastepujace

Twierdzenie 21 Rozpatrzmy przestrzenng kinematyke (3.9) typu RRP spetniajaca wa-
runek a; = 0. Wdwczas, w pewnym otoczeniu konfiguracji osobliwej zo € S korzedu 1,
rozpatrywana kinematyka jest réwnowazna kwadratowej postaci normalnej

kO(xla Z2, 2:3) = (1:?7 T2, 133).

3.2.8 Postacie normalne kinematyki typu RRR

Kinematyka RRR jest realizowana przez manipulator o trzech przegubach rotacyjnych.
Konstrukcja ta jest najpopularniejsza wsréd manipulatoréw o trzech stopniach swobody
i zarazem najtrudniejsza do analizy. Zmienne ruchu w tym przypadku sa okreslone jako
T, = 6, T, = 0, 1 z3 = 63. Ponizej rozpatrzymy trzy szczegdlne przypadki kinematyk
RRR, sposréd ktérych dwa maja duze znaczenie praktyczne.

Przypadek a; = 0. Manipulator speiniajacy warunek a; = 0 charakteryzuje sie tym, ze
osie obrotu jego dwéch pierwszych przegubéw przecinaja sie. Przykilady manipulatoréw
o takiej geometrii to Unimation PUMA, ASEA TRb6, IRb60, Cincinnati Milacron T° 785,
Renalut V80, Microbot TeachMover, Rhino XR-3, a takze GE P50 oraz GMF S-400.

Macierz Jacobiego manipulatora przyjmuje postac

oT bicy +basy bacy + bssy bscy + bgsy
a—(x) = b131 — bgCl b331 — b4Cl b581 ol bsCl ’ (347)
& 0 br bs

gdzie
by = sina;(+d; + d3 cos a; + azsin azs3) + cos a; bs,
by = —d3sin ag8y — azc; — azcaca + a3 Cos 8233,
b3 = d3 sin QCy — Q9282 — A382C3 — A3 COS (X3C283,
b4 = COs albz,

bs = —azc83 — a3 COS @287C3,
be = —a3 cos @y cos apCyC3 + a3 COS 18283 + a3 sin @ sin apca,
b7 = —sina; by,

bg = a3sin @y COS ayCyC3 — a3 SiN (18283 + @3 COS ; SiN QyC3.
Wyznacznik macierzy Jacobiego

8T . )
det '5;(-"’) = aasin a;(az83 — dzsin azc3)
((13 COS (128283 — A3C2C3 — d3 Sin a8y — a2c2)'

(3.48)

Wykorzystujac fakt, ze dla kinematyk przestrzennych az # 0 Asina; # 0A (a2 # 0V
sinaz # 0 A dy # 0), zbidr konfiguracji osobliwych zapiszemy jako sume mnogosciowa
dwéch zbioréw

S=081U08S2, (3.49)

okreslonych przez
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0S1 = {z € T} a;sinz3 — d;sinaycoszs = 0}, (3.50)
0S2={z¢ Tsl a3 COS Qg SIN T SIN T3 — A3 COS Ty COS T3+ (3.51)
—d3sina;sinz, — azcosz; = 0}. 9

Tak zdefiniowane konfiguracje osobliwe zostaly zilustrowane na rysunkach 3.2 a)-c)*. Wa-
runki geometryczne charakteryzujace konfiguracje osobliwe sa nastepujace. Konfiguracja
manipulatora jest osobliwa, jezeli albo aj; lezy na plaszczyznie zdefiniowanej przez os
obrotu pierwszego przegubu manipulatora i linie prostopadla do tej osi, przechodzaca
przez efektor (konfiguracja osobliwa ze zbioru OS1) albo linia prostopadta do osi pierw-
szego przegubu, przechodzaca przez efektor manipulatora, lezy na plaszczyznie zdefiniowa-
nej przez osie obrotu pierwszego i drugiego przegubu manipulatora (konfiguracja osobliwa
nalezaca do 052).

Latwo pokazaé, ze badana kinematyka posiada nastepujaca wlasnosc.

Twierdzenie 22 Dla przestrzennej kinematyki (3.9) typu RRR, takiej ze a; = 0 konfi-
guracja osobliwa zo € S, dla ktdrej sinag # 0 lub a2 + d% tan® oy # a2, jest korzedu 1.

Podobnie jak i w poprzednich przypadkach, gdy wyznacznik macierzy Jacobiego mozna
bylo sfaktoryzowad, i teraz latwo zauwazy¢, ze wszystkie konfiguracje osobliwe zq € S\
(OS1N0S2) korzedu 1 maja stopien rézniczkowy réwny 2. I tak, dla zo = (zo1, Zoz2, Zo3) €
0S1, pochodna wyznacznika macierzy Jacobiego wynosi

T
36_:5 (det %;) (z0) = (0,0, a sin (a3 cos oz + d sin e sin zo3) (a3 cos az sin oz sin Tez+

—a3 COS Tz COS Toz — d3 8in ag Sin Toz — a2 COS Zoz)) .

Biorac pod uwage postaé wektora vy € ker3Z(zo) spetniajacego réwnania (2.14) wniosku-
jemy, ze lewa strona nieréwnosci (2.13) jest réwna 0 wtedy i tylko wtedy, gdy zo € 0S2.
Analogiczne rozumowanie zastosowane dla zo = (zo1, o2, Zo3) € OS2, przy pochodne;j
wyznacznika (3.48)
a oT . . . :
— [ det — ) (zo) = (0, az sin (a2 sin T3 — d3 sin a3 cos zg3)(as cos a; cos Toz sin o3+

oz Oz

+a3'sin gz €OS Toz — d3 Sin @z COS Toz + a2 Sin Toz), a3 sin a; (az sin zo3+

—dj sin o cos Zo3)(as cos g sin Tog COS Toz + a3 COS Toz Sin Zo3))

i przy uwzglednieniu postaci wektora v, € ker%(zo) wynikajacej z (2.14), prowadzi do
stwierdzenia, ze lewa strona nieréwnosci (2.13) jest réwna drugiej sktadowej powyzszej po-
chodnej. Tym samym, staje sie réwna zeru wtedy i tylko wtedy, gdy zo € OS1 oczywiscie
przy zalozeniu o przestrzennosci kinematyki.

Przeprowadzone powyzej rozwazania odnosnie do Wniosku 2 prowadza do stwierdzenia

Twierdzenie 23 Rozpatrzmy przestrzenng kinematyke (3.9) typu RRR spelniajacq wa-
runek a; = 0. Wowczas, w pewnym otoczeniu konfiguracji osobliwej zo € S\ (0S1N0OS2)
korzedu 1, rozpatrywana kinematyka jest rownowazna kwadratowej postact normalnej

kO(xh T2, 13) = ((L'f, T2, $3)-

Mozna pokazaé, ze istnieja konfiguracje osobliwe korzedu 1 o stopniu rézniczkowym
wiekszym od 2.

‘w niniejszej rozprawie uzywamy pojecia wspélplaszczyznowe majac na mysli proste, z ktérych przy-
najmniej dwie leza na tej samej plaszczyznie, zas pozostale sg do tej plaszczyzny réwnolegle
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Geometria manipulatora
w konfiguracyi osobliwe;y:

K - wspolplaszczyznowe.

Rysunek 3.2: a) Konfiguracja osobliwa zo € OS1 manipulatora typu RRR przy a; = 0.
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“ Geometria manipulatora
w konfiguracyi osobliwes:
d 3K — wspolplaszezyznowe.
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Rysunek 3.2: b) Konfiguracja osobliwa o € OS2 manipulatora typu RRR przy a; = 0.
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V

Geometria manipulatora
w konfiguracyi osobliwes:

3K — wspolplaszczyznowe.

X

Rysunek 3.2: c¢) Konfiguracja osobliwa zo € OS1 N OS2 manipulatora typu RRR przy

a1=0.
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Przypadek a; = 0. Przypadek ten odnosi sie do manipulatora z réwnoleglymi osiami
dwéch pierwszych przegubdw. Macierz Jacobiego manipulatora

oT bici + b2s1 bicy + basy  bscy + bssy
%(I) = b131 = b2C1 6151 = b361 b451 — b561 , (352)
L 0 0 a3C3 Sin Qg
gdzie
by = c2(d3sin @y — aj cos azs3) — s2(ag + ascs),
by = —s2(d3sinap — azcos az83) — ca(az + ascs) — ay,
bz = by + ay,
b4 = —Qa3 COS (x282C3 — A3C32383,
bs = —az cos ayc¢3 + a38283.

Wyznacznik macierzy (3.52) przyjmuje postaé

det =—(z) = ajassin azcs(—dssinaze; + azs + assacs + azcos azcyss).  (3.53)

Oz

Dla kinematyk przestrzennych spelniajacych warunek a; # 0 A ag # 0 A sinas # 0, zbiér
konfiguracji osobliwych sklada sie z dwéch czesci

S =081U08S2, (3.54)

zdefiniowanych w nastepujacy sposéb:
0S1 ={z € T? cosz3 =0}, (3.55)

052 ={z € T3 —d;sinaycosz;+ azsinzy+
+a3sin 23 cos 3 + a3 cos az cos zz sinzz = 0}.

Powyzsze konfiguracje sa zilustrowane na rysunkach 3.3 a)-c). W konfiguracjach osobli-
wych ze zbioru OS1 efektor manipulatora osiaga swoje najwyzsze lub najnizsze polozenie
z uwagi na o§ z ukladu wspéirzednych zwiazanego z pierwszym przegubem manipulatora
(co jest réwnowazne temu, ze oS drugiego przegubu jest rownolegta do plaszczyzny zde-
finiowanej przez as i 0§ przegubu trzeciego). W konfiguracjach nalezacych do OS2 linia
prostopadta do osi pierwszego przegubu, przechodzaca przez efektor, jest réwnolegla do a;.

Analiza rzedu macierzy Jacobiego (3.52) prowadzi do nastepujacego wniosku.

Twierdzenie 24 Dla przestrzennej kinematyki (3.9) typu RRR, takiej ze a; = 0 kazda
konfiguracja osobliwa zo € S jest korzedu 1.

Obliczajac pochodna wyznacznika macierzy Jacobiego dla zo = (o1, Zoz2, ZToz) € OS1

otrzymujemy

0 T .
32 (det g—) (z0) = (0,0, —a, sin a3 sin zo3(—d3 sin oz cos Toz + a3 sin zos+
T

+a3 sin Tz COS Toz + a3 COS (g COS Toz SIN Zo3)) -

Na podstawie réwnan (2.14) dochodzimy do wniosku, ze lewa strona nieréwnosci (2.13)
w rozpatrywanym przypadku sprowadza sie do

—ay sin v sin zo3(—d3 sin a; €os o2 +a; sin Toy + a3 Sin Toz COS Toz +a3 COS Cry COS Tog Sin To3),
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Geometria manipulatora
w konfiguracyi osobliwey:
3K — wspolplaszczyznowe;
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Rysunek 3.3: a) Konfiguracja osobliwa zo € OS1 manipulatora typu RRR przy o; = 0.
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w konfiguracyi osobliwes:

§ - rownolege.

Rysunek 3.3: b) Konfiguracja osobliwa zo € OS2 manipulatora typu RRR przy a; = 0.
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Geometria manipulatora “J
w konfiguracys osobliwes:
3K — wspolplaszczyznowe; d

§ - rownolegte

= - rownolegle.

Rysunek 3.3: c) Konfiguracja osobliwa zg € OS1 N OS2 manipulatora typu RRR przy
Q) = 0.
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co dla manipulatoréw przestrzennych réwna sie zeru wtedy i tylko wtedy, gdy zo € 0S2.
Po obliczeniu pochodnej wyznacznika (3.33) w punkcie zo = (zo1, Zo2,Z03) € OS2
rownej
0 oT . . '
— (det — | (z0) = (0, a; sin a3 cos zo3(d3 sin az sin zga+

Oz oz

+a9 COS Tog + a3 COS T COS Tpz — A3 COS Qg sin Zo2 sin 1203),

a1 sin a3 cos To3(—as sin Toz sin Zoz + a3 Cos a3 €Os Toz COS Toz) ) -

i wyciagnieciu na podstawie réwnad (2.14) wniosku, ze v} = 0, rozumowanie analogiczne
do przeprowadzonego poprzednio wskazuje, ze w rozpatrywanym przypadku lewa strona
nieréwnosci (2.13),

a; sin a3 cos To3(d3 sin o sin Toz + a2 COS Toz + a3 COS Tog COS Toz — A3 COS Q2 SIN Toz Sin Zo3),

dla manipulatoréw przestrzennych jest rowna zeru, gdy zo € OS1. )
Przeprowadzone rozwazania pozwalajg na sformulowanie nastepujacego stwierdzenia.

Twierdzenie 25 Rozpatrzmy przestrzenng kinematyke (3.9) typu RRR spelniajgcq wa-
runek oy = 0. Wowczas, w pewnym otoczeniu dowolnej konfiguracji osobliwej zo €
S\ (0S1 N 0S2), rozpatrywana kinematyka jest réwnowazna kwadratowej postaci nor-
malnej

kO(mly z2, CL'3) = (IE%, Iz, 2:3).

Przypadek o; = 0. W tym przypadku osie dwdch ostatnich przegubéw manipulatora
sa réwnolegle. Podobnie jak w przypadku, gdy a; = 0, kinematyke tego typu posia-
daja manipulatory przemyslowe Unimation PUMA, ASEA IRb6, IRb60, Cincinnati Mila-
cron T2 735, Microbot TeachMover, Rhino XR-3, GE P50 oraz GMF S400. Wyznaczenie
macierzy Jacobiego manipulatora daje macierz

oT bscy + besy  bacy + bgsy  bicy + basy
'6—(.’13) = b581 — bsCl b331 - b4Cl b131 -— b2C1 y (357)
T 0 bs br
gdzie
by = —a3szs, by = —a3 cos a;ca3,
b3 = —azs; + by, by = —azcosajcy + by,
bs = (d2 + ds) sin ay — ((1252 + (13323) Ccos g, bs = —aj — a2€9 — azCz3,
br = azsina;cs, bg = agsina;cy + b.

Wyznacznik macierzy Jacobiego jest réwny

oT )
det —(z) = —azazsinasz(a; + azc; + azeas). (3.38)

oz

Latwo widaé, ze dla kinematyk przestrzennych zachodzi warunek a; # 0 Aaz # 0 A
sina; # 0. Na podstawie (3.38) wnioskujemy, ze w badanym przypadku istnieja dwa
zbiory konfiguracji osobliwych

S =051U 082, (3.59)
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zdefiniowane jako

0S1 = {z € T} sinz3 =0}, (3.60)
052 = {z € T3} a; + azcoszy + azcos(z; + z3) = 0}. (3.61)

Geometryczna interpretacja konfiguracji osobliwych OS1, OS2 jest przedstawiona na ry-
sunkach 3.4 a)-c). Wprowadzenie kinematyki w osobliwos¢ ze zbioru OS1 powoduje, ze
a; staje sie réwnolegte do a3. Dla konfiguracji ze zbioru OS2, linia prostopadta do osi
pierwszego przegubu manipulatora, przechodzaca przez jego efektor, lezy na plaszczyznie
zdefiniowane]j przez osie pierwszego i drugiego przegubu manipulatora (tzn. jest prosto-
padla do a;).

Weryfikacja warunkéw na korzad macierzy Jacobiego w konfiguracjach osobliwych
prowadzi nas do nastepujacego wniosku.

Twierdzenie 26 Dla przestrzennej kinematyki (3.9) typu RRR, takiej ze az = 0 konfi-
guracja osobliwa xzo € S jest korzedu 1, o ile d3 + d3 # 0 lub cosy # 0.

W dalszym ciagu analizy zalozymy, ze warunki przedstawione w Twierdzeniu 26 sa spel-
nione.

Zajmijmy sie teraz znalezieniem konfiguracji manipulatora dla ktérych stopien rézni-
czkowy jest réwny 2. W punkcie zo = (zo1, Zo2,Z03) € OS1 pochodna wyznacznika
macierzy Jacobiego jest dana przez

d oT .

32 (det %) (zo) = (0,0, aza3 sin a; cos ze3(ay + a2 cos o2 + a3 cos(zo2 + Zo3))) .
Latwo zauwazy¢, ze w biezacym przypadku réwnania (2.14) pozwalaja na przyjecie trzeciej
wspdlrzednej wektora v, € ker%(xo) réwnej 1. Dlatego, lewa strona nieréwnosci (2.13)
sprowadza sie do wyrazenia

azazsin oy cos zo3(a; + az cos zoz + az cos(zoz + Zo3)),

ktére dla manipulatoréw przestrzennych réwna sie 0 wtedy i tylko wtedy, gdy zo € OS2.
Dla z¢ = (zo1, Zo2, Zo3) € OS2 pochodna wyznacznika macierzy Jacobiego ma postaé
0 oT . . . .
det — ) (z0) = (0, aza3sin o sin zo3(az sin 2oz + a3 sin(zoz + Zo3)),

Oz

Oz

a2a§ sin a; sin zgz sin(zgg + :1:03)) .
Z réwnari (2.14) otrzymujemy warunek na wspoirzedne wektora v; € ker%g(:co):
2 3
a1v; = a3 cos(Zoz + To3)vy,

co nadaje lewej stronie nieréwnosci (2.13) postaé: a2a?sineo;sinz?,. Jasne jest, ze dla
kinematyk przestrzennych ostatnie wyrazenie pozostaje niezerowe wtedy i tylko wtedy,
gdy zo & OS1.

Jak wynika z powyzszych rozwazan, jedyne konfiguracje badanej kinematyki, dla
ktorych stopien rézniczkowy jest wiekszy od 2 nalezg do zbioru OS1 N 0S2. Latwo
pokazac, ze dla tych konfiguracji lewa strona nieréwnosci (2.15) jest réwniez stale réwna

zeru, podczas gdy lewa strona nieréwnosci (2.17) jest réwna g%gg:lm;n i dla kinematyk
przestrzennych jest niezerowa i dobrze okreslona, o ile a; # 0.

Analize postaci normalnych kinematyk nieredundantnych o trzech stopniach swobody
zakoniczymy nastepujacym wynikiem (cf. [Tch95b)).



61

3.2 Manipulatory o 3 stopniach swobody

. ‘\\
G—-—-—---—-___\\ ~, ‘
a, N
\
AN

X; :.’:,-- ".

L = "";,." |

X ¥ X, ¥
Geometria manipulatora
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Rysunek 3.4: a) Konfiguracja osobliwa zo € OS1 manipulatora typu RRR przy a; = 0.
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Ax,

Geometria manipulatora
w konfiguracyi osobliwej:

XK — wspolplaszczyznowe.

Rysunek 3.4: b) Konfiguracja osobliwa zo € OS2 manipulatora typu RRR przy a; = 0.
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Geometria manipulatora
w konfrguracys osobliwey:

3 — wspotptaszczyznowe;
7 —rownolegle.

Rysunek 3.4: c) Konfiguracja osobliwa zo € OS1 N OS2 manipulatora typu RRR przy
Qg9 = 0.
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Twierdzenie 27 Rozpatrzmy przestrzenng kinematyke (3.9) typu RRR spelniajaca wa-
runek ap = 0. Wiwczas, w pewnym otoczeniu dowolnej konfiguracji osobliwej korzedu I,
rozpatrywana kinematyka jest réwnowazna jednej z ponizszych postaci normalnych:

o dla zo € S\ (0OS1N0OS2) kwadratowej postaci normalnej
kO(zla T2, :1:3) = (xfa T2, .’123),

o dla zo € 0S1 N OS2, przy a; # 0, wielomianowej postaci normalnej
rzedu 4-ego ze wzgledu na z,

ko(z1, 2, 23) = (10‘11 + u1(f)$f + ug(Z)zy, 22, 73)

z funkcjami uy, u, zaleznymi od T = (z4,z3) znikajgcymi dla T = 0.

3.2.9 Zestawienie postaci normalnych kinematyk manipulatoréw
o trzech stopniach swobody

Po wyznaczeniu postaci normalnych wiekszosci przestrzennych kinematyk polozeniowych
o trzech stopniach swobody, przedstawimy zestawienie otrzymanych postaci normalnych.
Zestawienie to zawarte jest w tabeli 3.3. Pierwsza kolumna tabeli okresla typ kinematyki
manipulatora, dla ktérego podana jest posta¢ normalna. Kolumna druga zawiera warunki,
jakie spelniaé¢ musi kinematyka, aby mogla by¢ réwnowazna danej postaci normalne;j.
Kolumny trzecia i czwarta okreslaja odpowiednio korzad i stopien rézniczkowy kinematyki
dla konfiguracji osobliwych. Ostatnia kolumna przedstawia wlasciwe postacie normalne.

3.3 Manipulatory typu Puma

Na zakoriczenie biezacego rozdzialu wyznaczymy postacie noramalne kinematyki manipu-
latora przemystowego Unimation PUMA. Wiekszos¢ przedstawionych tu rezultatéw uzy-
skano w pracy [TM97]. W odréznieniu od poprzednich podrozdzialéw uwzglednimy tu
zaréwno polozenie efektora manipulatora, jak i jego orientacje. PUMA jest manipulatorem
o 6-ciu przegubach obrotowych. Przy zalozeniu, ze przeguby manipulatora sa nieograni-
czone, kinematyka PUMY jest opisana odwzorowaniem

k: TS — SE(3), (3.62)

ktérego posta¢ mozna uzyskal na podstawie parametréw Denavita—Hartenberga zebra-
nych w tabeli 3.4, [BGA84]. Poniewaz wartosci liczbowe przesunieé d; i a; podanych w
tabeli zaleza od modelu manipulatora PUMA, w dalszym ciagu rozwazan bedziemy sie
do nich odnosié uzywajac odpowiednich oznaczen symbolicznych. Schemat kinematyczny
manipulatora PUMA wynikajacy z notacji Denavita-Hartenberga zostal przedstawiony na
rysunku 3.5.

Kinematyke manipulatora PUMA mozna wyrazi¢ w formie macierzy 4 x 4

k() = [Réx) T(lz)J : (3.63)
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kinematyka warunki korzad | seop fen postac normalna
rézniczkowy ko(zy1,z2,23)
PPP brak 0 - (21, Z2, z3)
PPR brak (Twierdzenie 5) 1 2 (z2, 29, 73)
PRP Twierdzenie 7 1 2 (22, 24, 73)
PRR oy = 0 & Twierdzenie 9 1 2 (22, 29, 73)
ay = 0 & Twierdzenie 11 1 2 (22, 29, 73)
RPP brak (Twierdzenie 13) 1 2 (22, 23, 23)
RPR oy = £ & Twierdzenie 15 1 2 (22, x4, 23)
oy = I &Twierdzenie 17 1 2 (22, 24, 23)
oy = § & Twierdzenie 17 1 4 uzz% 5;11,%):[5:
RRP a; = 0 & Twierdzenie 19 1 2 (z2, 24, T3)
a; = 0 & Twierdzenie 21 1 2 (22, z2, z3)
RRR a; = 0 & Twierdzenie 23 1 2 (22, 29, z3)
a; = 0 & Twierdzenie 25 1 2 (z2, z2,23)
ay = 0 & Twierdzenie 27 1 2 (22, 22, z3)
ay = 0 & Twierdzenie 27 1 4 :z:‘f_+ ui(2)zi+
ug(Z)zy, T2, 23)

Tabela 3.3: Zestawienie postaci normalnych kinematyk manipulatoréw o trzech stopniach

swobody.

gdzie z = (z1,...,z¢) oznacza wektor polozen w przegubach (konfiguracje wewnetrzna
manipulatora) okreslony w tym przypadku katami obrotu przegubéw manipulatora. Wy-

korzystujac obliczenia symboliczne wyznaczamy macierz R(z)

bicy — bgsy bacy + bssy bacr — bgsy
R(z) = |bisi +bser bys1 —bscr basy +bger | (3.64)
bz bg bo

przy oznaczeniach

by = ca3(cacsce — S486) — S2385C6, b2 = —c23(caC586 + S4C5) + $238536,

b3 = ca3¢485 + $23Cs, by = c4S6 + s4¢5¢6,

bs = —c4ce + S4C536, bg = 545,

by = —s23(caCsC6 — S456) — C2355Cs, bs = S23(cacsSe + 54Cs) + €235538,

by = —s23C4S5 + C23Cs
oraz wektor

(ca3bio + S23b11 + azc2)c1 — by2s;
T(z) = | (casbio + s23b11 + azcz)s1 + bizey | (3.6

(—s23b10 + c23bi1 — a2s2)



66

Modele wybranych kinematyk osobliwych

przegub &
[
1 [

2 0

3 2
+ |3

5 7

6 0

d; a;
[dm] | [dm]
0 0

0 4.318
1.491 | -0.201
4.318 0

0 0
0.564 0

Tabela 3.4: Parametry Denavita—Hartenberga manipulatora PUMA 600.

gdzie

bio = decass + a3, by = dgcs + ds, b1z = dgssss + da.

W celu okreslenia zbioru konfiguracji osobliwych manipulatora PUMA, wyznaczymy
jakobian manipulatora wyrazajacy zaleznos¢ miedzy liniowa i katowa predkoscia efektora

manipulatora (v,w)T a predkoécia w przegubach & = (&1, ...,2¢)7 w danej konfiguracji z,
Y) = J(2)2 (3.66)
o) = . ;
Dla PUMY jakobian J(z) ma postaé
(J1n Jiz Ji3 Juu Jis 0]
Jan Ja2 J23 Jua Jas O
0 Js2 Jsza Jaa Jas O
J(z) = . . 3.67
( ) 0 —s1 —s1 ci1823 Jas  Jas|’ ( )
0 ¢ ¢ 81823 Jss Jse
[ 1 0 0 C23 823384 jse.
gdzie
ju = —(Czabm + 323511)81 - b1201, j21 = (Czabxo + 823511)61 - 51231,
J12 = (—823b10 + Cc23b11 — azs3)cy, J22 = (—823b10 + c23b11 — az82)sy,
j32 = —cg3b1o — S23b11 — a2C, J13 = (—323510 . Czsbn)cl,
J23 = (—s23b1o + c23b11)sy, Jaz = —Ca3b1o — S23b1y,
J1a = —dgss(caasscy + c481), J24 = —dgSs5(c238481 — csc1),
J34 = dgS23843s5, Jis = ds((0236405 - 32335)01 - 840531),
jzs = ds((0230465 - 32335)31 e 340561), j35 == —d6(3230465 =k 02335),
Jas = —C4S1 — C2384C1, '
Jas = —bssy + bacy,
Jee = —C23C5 — $23C43s,

J55 = C4C1 — C2384381,
Jse = bgcy + b3sy,

a by + by, sa zdefiniowane w (3.64) i (3.65). Jak wspomniano we wprowadzeniu do niniej-
szej rozprawy, zaleznos¢ (3.66) nie definiuje macierzy Jacobiego kinematyki (3.62). Co
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Nys

Rysunek 3.5: Schemat kinematyczny manipulatora PUMA.

za tym idzie, elementy macierzy J(z) nie s3 pochodnymi czastkowymi kinematyki (3.62)
w jakichkolwiek ukladach wspétrzednych w T® i SE(3). Macierz Jacobiego kinematyki
manipulatora moze zosta¢ wyliczona po wprowadzeniu ukladéw wspélrzednych na rozma-
itosciach T® i SE(3). Naturalnym wyborem dla T* jest uklad wspétrzednych zdefiniowany
przez katy w przegubach z = (z4,...,2¢), z; € [-7,7), ¢t = 1,...,6. Dla specjalnej grupy
euklidesowej SE(3), sposréd mozliwych uktadéw wspéirzednych wybierzemy wspéirzedne
kartezjanskie dla czeici potozeniowej i katy Eulera® dla czesci obrotowej kinematyki (3.63).
Oznaczmy tak wybrane wspéirzedne przez y = (p1, p2, ps, ¢, 0,%). We wspdlrzednych z, y
macierz Jacobiego kinematyki (3.62) jest zdefiniowana wyrazeniem

. e e .o ok, ..

y= (plap2’p3, 80,07 Ip)T = 'a_z(z)x (368)
Jak wspomniano w rozdziale 1.4, macierze w (3.66), (3.68) sa sobie réwnowazne. Przy
wyborze jako uktadu wspdlrzednych w S E(3) wspéirzednych kartezjariskich i katéw Eulera
otrzymujemy zaleznosc¢

ok E 0

$Poniewaz niektérzy autorzy wyrdzniaja kilka rodzajéw katéw Eulera, dla scislosci dodajmy, ze
uzyliSmy tutaj katéw Eulera typu Z — Y — Z, [SV89, Nak91].
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gdzie macierz

—cospcotf —singpcotd 1

Mg(y)=| -—sing c:i):‘cp 0 (3.70)
rj smg O

jest dobrze okreslona dla 0 < 6 < m, [Lat93, SV89]. W rezultacie, macierz Jacobiego
kinematyki PUMY ma postac

-Jll J12 J13 J14 J15 JlS-

Jou Jauo Jaz Jas Jos Jae
6"7(:“)_ Jan Jaz Jaz Jas J3s Jae

= 3.71
Oz 1 Jo Jaa Jas Jas Jssl|’ 371
0 Js2 Jsz Jsa Jss Jse
L0 Je2 Jez Jes Jes Jes,
gdzie
Jaz = Jyz = sin(z; — ) cot 6,
Jas = €23 — Sa3 cos(zy — ) cot b,
Jus = 84823 + cysin(zy — @) cot 8 + s4ca3 cos(zy — @) cot b,
Jie = Ca3Cs — S23C485 + bg sin(z; — @) cot § — by cos(zy — @) cot 8,
Js2 = Jsa = cos(z1 — @), Js4 = sa3sin(z; — ),
Jss = ¢4 cos(afl — @) + ca3sysin(zy — ), Jse = bgcos(zy — @) + basin(z; — @),
Jo2 = Jez = '—(——Hn,f,:—w y Jos = 823—(‘—”0_':1;" )
Jas = ey Sl e e, g = el 4 ot
a Jij(z), 1=1,2,3, j =1,...,6 oznaczaja elementy czesci polozeniowe]j jakobianu mani-

pulatora (3.67). Okreslmy teraz zbiér konfiguracji osobliwych rozpatrywanego manipula-
tora. Wyznacznik macierzy (3.67) ma postac

det J(z) = azss(azcs + ascas + dysas)(dscs — azss). (3.72)
Jak widaé, zbidr konfiguracji osobliwych jest dany przez
S=0S1U0S52U 083, (3.73)
gdzie
0S1 = {z € R¥| sinzs =0}, (3.74)
082 = {z € R® ajcosz; + azcos(zz + z3) + dysin(zy + z3) = 0}, (3.75)
0853 = {z € R®| d4coszs — azsinzz = 0}. (3.76)

Osobliwosci ze zbioréow OS1, 052, OS3 bedziemy nazywaé odpowiednio osobliwosciami
nadgarstka, ramienia i przedramienia, [CSE94]. Interpretacja geometyczna osobliwosci
kinematycznych PUMY jest przedstawiona na rysunku 3.6. W osobliwosci nadgarstka o$
przegubu czwartego jest réwnolegla do osi przegubu széstego. Gdy manipulator przyj-
muje konfiguracje osobliwg ze zbioru OS2 (osobliwosé ramienia), linia prostopadta do osi
pierwszego przegubu manipulatora, przechodzaca przez jego piaty przegub jest réwnolegla
do d3. I w korficu, w osobliwosci przedramienia linia przechodzaca przez przegub piaty
manipulatora, przecinajaca o§ przegubu trzeciego i prostopadia do tej osi jest rownolegla
do a;. Dla kinematyki rozpatrywanego manipulatora weryfikacja warunkéw na korzad
jakobianu w konfiguracjach osobliwych prowadzi do nastepujacego wniosku.
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Geometria manipulatora
w konfiguracyi osobliwes:

S - rownolegle;
L - prosotopadle.

Rysunek 3.6: Konfiguracja osobliwa a) nadgarstka (OS1), b) ramienia (0S2), c) przedra-
mienia (OS3) manipulatora PUMA.
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Twierdzenie 28 Dla kinematyki manipulatora PUMA (3.63)-(3.65) kazda konfiguracja
osobliwa o € S* = OS1* U0S2* U 0S3*, gdzie OS1* = OS1\ (0OS2U 0S3), 052" =
052\ (0S1U 0S83), 053" = 053\ (0S1U 0OS2) jest korzedu 1.

Po wyznaczeniu zbioru konfiguracji osobliwych manipulatora PUMA przystapimy do
znalezienia postaci normalnych jego kinematyki. Jest oczywiste, ze w otoczeniu konfigu-
racji regularnych kinematyka PUMY jest rownowazna liniowej postaci normalnej podane;
w Twierdzeniu 1. Ponize] przedstawimy rozwazania prowadzace do okreslenia postaci
normalnych kinematyki PUMY w otoczeniu konfiguracji osobliwych zo € S*. Poniewaz
zadanie to jest prostsze dla konfiguracji ze zbioréw 0S2*, OS3™ niz dla konfiguracji ze
zbioru OS1*, nasze rozwazania rozpoczniemy od przeanalizowania konfiguracji nalezacych
do 0S2* 1 0S3~.

Zgodnie ze Spostrzezeniem 1, jesli stopien rézniczkowy kinematyki jest réwny 2, wa-
runki (2.13)-(2.14) moga by¢ sprawdzone z wykorzystaniem jakobianu manipulatora (3.67)
w miejsce macierzy Jacobiego (3.71), co uczynimy w biezacym przypadku. Stwierdzamy
zatem, ze stopien rézniczkowy kinematyki PUMY w otoczeniu konfiguracji osobliwej zq €
S* jest réwny 2 wtedy i tylko wtedy, gdy

a !
32 (det J) (zo)v1 # 0, (3.77")
J(zo)vy = 0. (3.77")

Dla zg = (zo1, .. -, Z0s) € OS2 pochodna wyznacznika jakobianu (3.72) dana jest przez
0

o (det J) (zo) = (0, a2 sin zgs(ds cos(zoz + Zos) — azsinzoz +
— azsin(zoz + Z03))(ds cos zo3 — a3 sin zo3), az sin zos(dg cos(zoz + z03) +

— a3 sin(zoz + To3))(ds cos 2oz — azsin ze3),0,0,0).

Z réwnania (3.77") dostajemy zaleznosé¢ na wspéirzedne wektora v; € ker J(zo) postaci

_ _ a3 cos(zo2+203)+d4 sin(zg2+z03) T
U1 =9 ( 1’d3 : a;(:: sino::os—:l; co:;:a) = ’0’ *5 %, *)
z ¥ € R wybranym dowolnie. Symbol ,*” uzyty w powyzszym wyrazeniu oznacza ele-
menty niezerowe, ale nieistotne dla przeprowadzanych rozwazan. W efekcie, lewa strona
nieréwnosci (3.77") sprowadza sie do wyrazenia

yazds sin zos(dy cos Toz+
—a3 sin Zo3) (a3 cos(zoa+203) +d4 sin(z0a+203))(d4 co8(2oz+703) a3 sin Toz —as sin(oz +203))
a2(a3 sinzg3 —d4 cos zo3) ’

ktdre jest niezerowe wtedy i tylko wtedy, gdy zo € 0S2*.
W konfiguracji o = (Zo1,. .., Zes) € OS3 obliczamy pochodna wyznacznika (3.72)

5% (det J) (zo) = (0,0, —a, sin zos(a; cos gy +

+ a3 cos(Toz + Zo3) + d4 sin(zoz2 + Zo3))(ds sin zes + a3 cos zg3), 0, 0,0),

nastepnie sktadowe wektora v, € ker J(zo)

. T
v=7y(0,1,-dtudinmm o ) 4 eR
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i dochodzimy do wniosku, ze lewa strona nieréwnosci (3.77') da sie wyrazié jako

. . d4+aysinz d4 sin Tp3+a3 cos T,
yaszsin zos(ag cos Toz + a3 cos(ZToz + Zoz) + da sin(zoz + :z:o3))L‘ 2 8in Zo3 )( ‘dq o3+as coszos)

Latwo widac, ze powyzsze wyrazenie jest niezerowe wtedy i tylko wtedy, gdy zo € 0S3~.
Powyzsze rozwazania pozwalaja sformulowac nastepujacy

Lemat 2 Zafdzmy, ze zq jest konfiguracja osobliwg kinematyki PUMY nalezqcq do zbioru
082* U 083*. Wowczas, stopien rdzniczkowy badanej kinematyki w konfiguracji zo jest
rowny 2.

Przystapmy teraz do okreslenia postaci normalnych kinematyki dla konfiguracji zo =
(zo1y-..,%0s) € OS1*. Poniewaz, jak sie okaze, stopien rézniczkowy kinematyki PUMY
jest w tym przypadku wiekszy niz 2, ponownie musimy rozpatrywac¢ kinematyke wyrazona
we wspélrzednych z = katy obrotu w przegubach, y = polozenie efektora w przestrzeni
kartezjaniskiej + katy Eulera. Oczywiscie, tak przyjetej reprezentacji odpowiada macierz
Jacobiego (3.68) dana jawnie wyrazeniami (3.71). Ze wzgledu na fakt; ze macierz Ja-
cobiego (3.71) jest dobrze okreslona dla 0 < § < 7, a w konfiguracjach zo € 0S1 kat
6 = zo2 + zo3, zalozymy dodatkowo, ze konfiguracje osobliwe spelniaja warunek 0 <
Toz + oz < 7. Rozpatrzmy kinematyke manipulatora PUMA wyrazona we wspétrzednych

y = (p1,P2,03,%,0,%)T = k(). (3.78)

Analiza rzedu macierzy Jacobiego (3.71) pozwala stwierdzié, ze jezeli 0 < zoq4 < 7 1
tanzoz # (ds £ dg)/as dla zo = (zo1,...,206) € OS1*, wéwczas podmacierz macie-
rzy (3.71) utworzona przez usuniecie piatego wiersza i szdéstej kolumny jest nieosobliwa z
wyznacznikiem réwnym

s ag sin o4 ((dgtde) cos x93 —a3 sin xo3)(az cos zo2+a3 cos(ro2+z03)+d4 sin(zoz +z03))
sin(zo2+z03)

Dzieki temu, po zamianie miejscami wspdlrzednych p; z 6 oraz z; z zg, otrzymujemy
nowa kinematyke, ktérej macierz Jacobiego spelnia warunek (2.3). W efekcie, jestesmy
w stanie zdefinowal przeksztalcenie (2.5) transformujace kinematyke PUMY do postaci
pre-normalnej (2.4). Dla scislosci i kompletnosci prezentacji ponizej przedstawimy jaw-
nie przeksztalcenie kinematyki PUMY do postaci pre-normalnej. Zdefiniujmy zmiane
wspélrzednych kinematyki (3.78) w postaci

Z =alz),

zgodnie z zaleznosciami (przenumerowanie wspéirzednych)
)= 2, Ti =iy += 2,...,9, Tg =Ty}
1=Ys Yi=Yi, 1 =2,3,4, Us = Y1, Js = Ye-
Otrzymujemy wéwczas reprezentacje
j=k(Z)=Bokoa(z) =

(ks(Za, 3a5- + « 85 F1 )5 Kol Tey Egy -5 -

ki(Ze,Z2,...,%1), k1(Z6, T2,...,Z1), ke(Z6, Z2, - .., Z1)), (3.79)
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taka ze dla Zo = (zoe, Zo2, - - - , Zoss Zo1), §dzie Zo = (Zo1,...,Zos) € OS1*, 0 < Toz + Toz <
T, 0 < zgs < ™, _ _
kg kg
P E2) e O%g
rank | : | (Zo) = 5.
Okg Bkg
8z, "' OTg

Tak wiec, po zastosowaniu do kinematyki (3.79) lokalnego dyfeomorfizmu € = (Z) zdefi-
niowanego jako

90(5) = (jlak2(j)a-'-’k6(i))’ (380)
otrzymujemy postaé pre-normalng (2.4) kinematyki manipulatora PUMA
Fo o™ (€) = (r(€), &nr- o Es). (3.81)

Powyzsze rozwazania pokazuja, ze wszystkie pochodne czastkowe funkcji r(¢) wystepuja-
cej w (3.81) moga zostaé znalezione z wykorzystaniem macierzy Jacobiego (3.71). Dzieki
temu mozemy dowies¢ nastepujacy rezultat.

Lemat 3 Rozpatrzmy kinematyke PUMY w pewnym otoczeniu konfiguracji osobliwej zo =
(Zo1,- .., zos) € OS1*. Zalézmy, ze 0 < Toz + Toz < 7, 0 < Tos < m,z05s = 0. Wowczas
stopieri rézniczkowy kinematyki w konfiguracji zo jest rowny oo.

Dowdd: Dowdd zasadza sie na obserwacji, ze wektory v; spelniajace ukiad réwnan (2.12)
sa wspodlliniowe z wektorem v; € ker J(zo). Poniewaz corank zo = 1 wystarczy dowies¢,
zedla:=1,2,...,6 i dowolnego m > 2 rézniczki

0™ki(zo)
—_— V... 01 = 0.
dz™  ~———
m razy

Ostatecznie lematu dowiedziemy wykorzystujac posta¢ wektora v; i wyznacznika macierzy
Jacobiego det %(zo).

Zgodnie ze strategia nakreslong powyzej, w pierwszej kolejnosci musimy znalezé wyra-
zeme opisujace wektor v;. Jak wiadomo, wektor ten jest rozwiazaniem ukladu réwnan

(a:o)vl = 0 z k(Z) danym przez (3. 79) Jednakze latwo zauwaiyc ze mozemy go znalezé
wykorzystuja,c fakt, ze ker J(zo) = ker2%(zo). Poniewaz réwnanie

J(xo)w1 =0
ma rozwiazanie w; = ¥(0,0,0,-1,0,1)7, v € R, wiec wektor v; = ¥(1,0,0,—1,0,0)7.
Dlat=1,2,...,6, m > 2, rozmczka.
mEk. /- m! 3mE‘. - . &
Fr@un= ¥ sEiam smesp @) (). ().

m razy jl +j2+-n+j6=m

Po podstawieniu wspéirzednych wektora vy, otrzymujemy

S u= 1" (7) s @)D, (3.52)
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Analiza postaci macierzy Jacobiego (3.71) w konfiguracjach osobliwych z, speiniajacych
zalozenia dowodzonego lematu pozwala zauwazy¢, ze dla kazdego 1 = 1,2,...,6im > 2,

4=10,1,...,m mamy
amk; _
a9z (z0) =0,

co jest rGwnowazne
sevae= (To) = 0. (3.83)

Podstawiajac (3.83) do (3.82) stwierdzamy ostatecznie, ze
aa:rﬁ (Zoj1...v1=0. (3.84)

m razy

Nastepstwem zaleznosci (3.84) i (2.12) jest fakt, ze kazdy wektor v;, i > 1 pojawiajacy
sie w (2.12) ma postaé

Vi = 7V, (385)

dla pewnych v; € R.

Jestesmy teraz gotowi do analizy warunku (2.11). Zgodnie ze Spostrzezeniem 1, wa-
runek (2.11) nie ulegnie zmianie, jesli wystepujaca w nim macierz Jacobiego zostanie
zastapiona jakobianem manipulatora, ktérego wyznacznik jest dany wyrazeniem (3.72).
Latwo zauwazy¢, ze wyznacznik ten nie zalezy od z4 i 6. We wspdlrzednych wprowadzo-
nych przez (3.79) oznacza to, ze dla kazdego m > 2 rézniczka

D" (det )(20) i () e oy etytmi=0. g

m razy

Poniewaz kazdy wektor v; w warunku (2.11) ma postaé¢ (3.85), nastepstwem wlasno-
sci (3.86) jest fakt, ze stopien rézniczkowy kinematyki PUMY w zq jest nieskoriczony
a
Dotychczas wykorzystaliSmy jedynie czes¢ Twierdzenia 1 pozwalajacy stwierdzié, kie-
dy kinematyka PUMY jest réwnowazna pre-hiperbolicznej postaci normalnej. Jak wynika
z dalszej czesci Twierdzenia 1, postac ta moze zosta¢ uscislona, jezeli kinematyka (3.79)
z dyfeomorfizmem ¢(Z) danym przez (3.80) speinia warunek (2.9). Do sprawdzenia tego
warunku ponownie mozemy uzy¢ jakobianu J(z) zamiast macierzy Jacoblego (x) Dla
zo € OS1* pochodna %(det J)(zo) = (0,0,0,0,%,0) gdzie * oznacza pewien element
niezerowy. Dla macierzy

1 0 0
ok Bky oky
Ozeg Ozq 9z,
, oky 9k ks
= — oz or oz =
55(Z0) = | 7 o | (Zo),
ki Bk kg
drg Jdz3 3z,
oky ok k3
L Ozg Oz; dr; J

—1 /’ . . . .
mozna pokazac, ze piaty wiersz macierzy (3 (xo)) rowniez zawiera elementy niezerowe

pod warunkiem, ze 0 < zg2 < 7, To3 # arctan —*a—’tfﬂ, zos = 0. Stwierdzamy, ze waru-
nek (2.9) Twierdzenia 1 jest spelniony.
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Na podstawie Twierdzenia 28, Lematu 2 wraz z Twierdzeniem 32 i Wnioskiem 2,
Lematu 3 wraz z Twierdzeniem 1 oraz powyzszych rozwazan jesteSmy w stanie wykazac
nastepujace :

Twierdzenie 29 Rozpatrzmy kinematyke manipulatora PUMA (3.63)-(3.65). Wowczas,
w pewnym otoczeniu dowolnej konfiguracji osobliwej korzedu 1, rozpatrywana kinematyka
jest réwnowazna jednej z ponizszych postaci normalnych:

o dla zq € 0S2" U 0OS3" kwadratowej postaci normalnej
ko(ml,---,ws) = (If,xz,---,xs);

e dla zo = (1301,...,:2106) € 0S1* 20 < Toa+Toa<m, 0 < 2oy <m,z05 =0
pre-hiperbolicznej postaci normalnej

ko1, ., 26) = (214(2), 22, - - T6),

z pewngq analityczng funkcjq u(z) znikajacq w zerze; jesli dodatkowo spel-
nione sq warunki 0 < zoy < T, To3 # arctan in — hiperbolicznej postaci
normalnej

6
ko(z1,...,26) = (211‘2 + Zzlzkuk(m),m, .. .,:cs> ,
k=3

gdzie ux(z) sq pewnymi funkcjami analitycznymi.

Czes¢ powyzszego twierdzenia dotyczaca kwadratowej postaci normalnej zostala udo-
wodniona w pracy [KTM93|. Poréwnanie otrzymanych wynikéw z przypadkiem kinema-
tyki przestrzennej typu RRR przy a; = 0 (podrozdzial 3.2.8) pozwala oczekiwaé, ze na
przecieciu osobliwosci OS2 i OS3 kinematyka PUMY bedzie rownowazna wielomianowe;j
postaci normalnej rzedu 4-tego.
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Algorytmy sterowania kinematyk
osobliwych






Rozdzial 4

Podstawy teoretyczne

Biezacy rozdzial niniejszej rozprawy poswiecimy przedstawieniu nowego algorytmu sledze-
nia trajektorii osobliwych dla manipulatoréw nieredundantnych opartego na wykorzysta-
niu postaci normalnych kinematyki. Algorytm ten moze by¢ uwazany za rozszerzenie
podejécia posredniego do rozwiazania zadania sledzenia dla manipulatoréw nieredun-
dantnych. Gléwna idea lezaca u podstaw algorytmu polega na przeksztaiceniu zadania
$ledzenia dla kinematyki wyjsciowej do zadania sledzenia dla reprezentujacej ja postaci
normalnej, rozwiazaniu zadania sledzenia dla tej postaci normalnej i przeksztalceniu uzy-
skanego wyniku z powrotem do oryginalnych wspéirzednych kinematyki wyjsciowe;j.
Poddajmy uktad (1.17) dzialaniu nastepujacych przeksztalcen:

e zmianie wspdtrzednych w przestrzeni wewnetrznej, z — ¢(z),
e zmianie wspdlrzednych w przestrzeni roboczej, y — ¥(y), , (4.1)

e statycznemu sprzezeniu zwrotnemu u — a(z, 6) + 5(z, 0)u.

gdzie ¢(z), ¥(y) sa (lokalnymi) dyfeomorfizmami, a(z,8), B(z,8) sa odwzorowaniami
gladkimi (analitycznymi), 8(z, ) jest macierza odwracalna. Nalezy zauwazy¢, ze dyfeo-
morfizm ¢(z) zdefiniowany w przestrzeni wewnetrznej manipulatora indukuje w naturalny
sposéb dyfeomorfizm przestrzeni stanu ukladu (1.17)

(z, 8) = (o(z), B(2)8) = (¢ ¢). (4.2)

Poddajac uklad sterowania (1.17) dzialaniu arbitralnie wybranych dyfeomorfizméw ¢(z),
¥(y) otrzymujemy nowy uklad opisany réwnaniami

0 (ot
() \Zs67+220) V. (4.3)
n=wokoy(§)

gdzie 8 jest zdefiniowane w (1.17) a (g—i‘?ﬂz>, = HT%%‘-G. Nietrudno pokazaé, ze przez
dobdr sprzezenia zwrotnego

v,  Op O
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mozemy przeksztalci¢ uktad (1.17) do postaci
=24
f=u . (4.3)
y=pokoy(2)

Jak wynika z powyzszych rozwazan, poddajac model manipulatora dziataniu przeksztal-
cei (4.1), jesteSmy w stanie, przynajmniej lokalnie, nada¢ mu postaé zlozona z linio-
wej dynamiki rzedu 2 i kinematyki wynikajacej z dzialania pary lokalnych dyfeomor-
fizméw ¢(z), ¥(y) na kinematyke wyjsciowa k(z). Jak wiemy ze wstepu i rozdzialu 2,
odpowiedni dobér dyfeomorfizméw pozwala zazwyczaj na przeksztalcenie kinematyki do
jednej z postaci normalnych. W najprostszym przypadku, kinematyke nieredundantna
znajdujaca sie w konfiguracji regularnej mozna przeksztalci¢ do postaci liniowej (1.23)
(zobacz podrozdzial 1.4). Mozemy wiec stwierdzié, ze algorytmy $ledzenia trajektorii
dane zaleznosciami (1.18), (1.19) sa stosowalne tylko dla manipulatoréw o kinematyce
réwnowaznej postaci liniowej (1.23). W tym momencie pojawia sie pytanie o sposéb
$ledzenia trajektorii, gdy kinematyka staje sie nieliniowa, tzn. gdy przyjmuje ona konfi-
guracje osobliwe. Okazuje sig, ze z pomoca przychodza nam postacie normalne kinema-
tyki osobliwej, ktérych okresleniu zostala poswiecona pierwsza czes¢ niniejszej rozprawy.
Podejécie wykorzystujace postacie normalne kinematyki osobliwej nazywaé bedziemy me-
todq postaci normalnych. Metoda postaci normalnych powinna dostarczy¢ algorytméw
dostrojonych do matematycznego charakteru odwzorowania kinematycznego. Jej giéwna
idea, oparta na podejsciu posrednim do rozwiazania zadania sledzenia trajektorii, spro-
wadza rozwiazanie zadania sledzenia do rozwiazania odwrotnego zadania kinematyki dla
postaci normalnej. Rozwijajac te ideg, dyrektywy wynikajace z metody postaci normal-
nych mozna sformulowaé w postaci nastepujacej procedury.

Dla trajektorii odniesienia y4(t) zadanej w przestrzeni roboczej manipulatora:

1. rozwiazaé, o ile jest to mozliwe, odwrotne zadanie kinematyki stosownie
do algorytmu (1.14), (1.15). Jesli uklad (1.14) staje si¢ zle uwarunkowany
oznacza to, ze trajektoria z4(t) znalazla sie¢ w poblizu pewnej konfiguracji
osobliwej zo;

2. uzywajac Wnioskéw 2, 3 i Twierdzen 1, 2 wyznaczy¢ postaé normalna
ko(€) kinematyki k(z) w otoczeniu konfiguracji osobliwej zo, a nastepnie
znalezé lokalne dyfeomorfizmy & = ¢(z), ¢ : U — ¢(U), wokét zq € U,
in=4vY(y),¢Y:V — V), wokdl k(zo) € V, takie ze

ko(§) = Yok o™ (é);

3. rozwiazaé zadanie odwrotne kinematyki dla ko(€), tj. znalez¢ odcinek tra-
jektorii €4(t) € ¢(U), taki ze

¥ (ya(t)) = ko(&a(2));

4. przetransformowac ;(t) do oryginalnych wspétrzednych uzyskujac odci-
nek trajektorii osobliwej

z4(t) = o7 (§a(t));
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5. sklei¢ rozwiazanie otrzymane w otoczeniu U z rozwiazaniem otrzymanym
w punkcie 1;

6. powtarzac kroki 1-5 az do znalezienia calej trajektorii z4(t) w przestrzeni
wewnetrznej;

-

zastosowaé wybrany algorytm sledzenia trajektorii w przestrzeni wewne-
trznej.

Spostrzezenie 2 Nietrudno zauwazyé, ze najtrudniejsze do realizacji sq kroki 2 i 3 ni-
niejszej procedury. W kroku 2 musimy znalezé postacie dyfeomorfizméw transformujecych
kinematyke do postaci normalnej. Jednakze twierdzenia pozwalajqce na okreslenie postaci
normalnej kinematyki osobliwej korzedu 1 nie dajg zadnych wskazdwek co do sposobu
okreslenia postaci tych dyfeomorfizmow. Istnieje wprawdzie ogdlna metoda wyznaczania
dyfeomorfizméw tego typu, znana jako metoda homotopii (omdwiona w dodatku C), ale
Jjej uzytecznosé w praktycznych zastosowaniach wydaje sie ograniczona. Praktyczny sposdéb
znalezienta dyfeomorfizméw zostal przedstawiony w nastepnym rozdziale niniejszej roz-
prawy, ilustrujgcym zastosowania metody postact normalnych®.

Nastepnym krokiem procedury moggcym przysporzyé ktopotow jest krok 3. Postaé nor-
malna kinematyki must byé wystarczajgco prosta, aby byto dla niej mozliwe rozwigzanie
odwrotnego zadania kinematyki. Z pewnosciq jest to speinione dla kwadratowej postaci
normalnej, ktora jest najczesciej spotykang postacig normalng kinematyk: nieredundant-
nej w konfiguracjach osobliwych.

Pewnych trudnosci przysporzyé moze krok 5 procedury. Zasadniczo, przy arbitralnie
wybranej doktadnosci okreslania dyfeomorfizmow ¢ i v, polega on na wyborze chwili czasu,
w ktorej dokonamy przelqczenia z trajektorii nieosobliwej na osobliwg i vice versa. Chuwila
ta powinna byé wybrana w taki sposdb, aby uzyskana trajektoria wynikowa byla tak gladka,
jak tylko to jest mozliwe.

Spostrzezenie 3 Moza przyjqé, ze zaproponowana metoda postaci normalnych jest bez-
posrednim rozszerzeniem podejscia posredniego do rozwigzania zadania Sledzenia dla ma-
nipulatoréw nieredundantnych, albowiem w przypadku trajektorii nie wymagajacych wcho-
dzenia w konfiguracje osobliwe metoda postaci normalnych redukuje sie do algory-
tmu (1.14). Istotna zaleta metody polega na tym, ze oferuje ona sposdb rozwigzania zada-
nia Sledzenia dla konfiugurcji osobliwych, kiedy algorytm (1.14) nie moze by¢é zastosowany.

*Pokrétce, wykorzystuje on fakt, ze dyfeomorfizmy ¢, 1 s analityczne, moga wiec by¢ reprezentowane
przez ich rozwiniecia w szereg Taylora. JesteSmy w ten sposéb w stanie wyznaczy¢ ich postacie z dowolnie
przyjeta doktadnoscia.






Rozdzial 5

Sterowanie wybranymi kinematykami
osobliwymi

Biezacy rozdzial poswiecimy na zilustrowanie dzialania metody postaci normalnych opisa-
nej w rozdziale 4 przez zastosowanie jej do kilku modelowych przypadkéw. W pierwszym
podrozdziale zostanie przedstawione zastosowanie metody do planarnego manipulatora
o dwdéch rotacyjnych stopniach swobody. Celem tej prezentacji bedzie ukazanie wszyst-
kich szczegdléw zwiazanych ze stosowaniem metody na maksymalnie prostym przykladzie.
Znajdzie sie tu, obok wyprowadzenia wyrazen na przeksztalcenia wykorzystywane pod-
czas rozwiazywania problemu, szczegblowy opis roli, jaka te przeksztalcenia odgrywaja
w rozwiazaniu. Dodatkowo, zostana przytoczone rezultaty przeprowadzonych symula-
cji komputerowych, polegajacych na realizacji otrzymanej trajektorii przy uzyciu typo-
wego algorytmu sterowania opartego na metodzie obliczanego momentu. Nastepnie, w
podrozdziale 5.2, zostanie opisane zastosowanie metody postaci normalnych do prostych
manipulatoréw przestrzennych o trzech stopniach swobody. W tym przypadku jako cel
postawiono nie tyle zilustrowanie probleméw towarzyszacych stosowaniu metody, co jej
wlasnosci. Na zakorczenie, w podrozdziale 5.3, przedstawiono prébe zastosowania me-
tody postaci normalnych do przemyslowego manipulatora montazowego typu AdeptOne i
poréwnano jej wlasnosci z wlasnosciami algorytmu wbudowanego w sterownik manipula-
tora. Nalezy dodaé, ze wszystkich obliczen, niezbednych do wykonania przy zastosowaniu
metody postaci normalnych, dokonano z wykorzystaniem systemu obliczed symbolicznych
MATHEMATICA, [Wol88], w oparciu o pakiet oprogramowania przeznaczony do syntezy
algorytméw sterowania kinematyk osobliwych, opisany w dodatku B.

5.1 Manipulatory o 2 stopniach swobody

Rozpatrzmy zadanie sledzenia trajektorii dla prostego manipulatora planarnego o dwéch
stopniach swobody, przedstawionego na rysunku 5.1. Masy ramion manipulatora, m; =1
i my = 1, sa reprezentowane przez masy punktowe skupione w koricach ramion. Dlugosci
ramion wynosza odpowiednio [y = 6 i [; = 3. Przy zalozeniu, ze katy obrotu przegubdw
manipulatora moga przyjmowac dowolne wartosci pomiedzy —7 a m, zbidér konfiguracji
wewnetrznych manipulatora tworzy dwuwymiarowy torus T2,

81
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Rysunek 5.1: Manipulator planarny typu RR.

przegub | 6; | o; | d; | a; || my

1 |z, [0]O0]6] 1
2 |z | 0|03 1

Tabela 5.1: Parametry Denavita-Hartenberga i masy ramion manipulatora planarnego
typu RR.

Kinematyka i jakobian manipulatora

Liczbowe wartoéci parametréw Denavita-Hartenberga rozpatrywanego manipulatora zo-
staly zebrane w tabeli 5.1. Poniewaz interesuja nas manipulatory, dla ktérych wymiar
przestrzeni roboczej jest réwny liczbie stopni swobody, ponizej ograniczymy sie jedynie
do wspéirzednych polozenia kinematyki manipulatora. W takiej sytuacji kinematyka ma-
nipulatora ma postaé

_ (Y1) _ _ [6coszy + 3cos(zy + z3)
y= (y2) =k(z) = (6 sinz; + 3sin(z; + z,) )’ (5.1)

gdzie z = (7, ), a jego jakobian

%(x) _ |-6sinzy — 3sin(z; + z;) —3sin(z1 + z2)
8z’ | 6coszy + 3cos(zy +z2) 3cos(zy+z2) |

Obliczenie wyznacznika jakobianu manipulatora pozwala stwierdzié, ze zbidr konfiguracji
osobliwych manipulatora jest dany wzorem (3.4).

(5.2)

Dynamika manipulatora

Przyjmiemy, ze manipulator znajduje sie w jednorodnym polu grawitacyjnym ze stala
grawitacji g = 10 skierowana wzdluz osi y; bazowego ukladu wspélrzednych (zobacz rysu-
nek 5.1). Wszystkie parametry manipulatora, niezbedne do wyprowadzenia jego dynamiki,
sa przedstawione w tabeli 5.1.
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Na podstawie obliczed przeprowadzonych w [Pau81], réwnania dynamiki (1.16) mani-
pulatora planarnego RR przyjmuja postac

81 +36cosq; 9+ 18cos qz} (él) 4

9 + 18cos ¢, 9 G2
. 2
0 —18sing; —36sing q.12
18sin g, 0 0 il +
9192

120sinq; + 30sin(q1 + q2)\ _ (w1 .
* ( 30sin(q1 + g2) T\ 53)

Powyzsze réwnania zostana wykorzystane w ostatniej czesci niniejszego podrozdziatu opi-
sujace] wykonanie zaplanowanej trajektorii przez uklad sterowania.

5.1.1 Rozwiazanie zadania §ledzenia trajektorii

Zalézmy, ze efektor manipulatora ma podazac wzdtuz trajektorii odniesienia w przestrzeni
roboczej, zadanej przez funkcje

va(t) = (2 ?szi?f (—t ;)3)) ’ (5:4)

zdefiniowana dla czasu ¢t € [0,6]. Rysunek 5.2 przedstawia sciezke w przestrzeni roboczej
odpowiadajaca zadanej trajektorii. Dodatkowo, na rysunku zostala pokazana przestrzen
robocza, ktérej brzeg zaznaczono linig przerywana. Strzalka pokazuje kierunek upltywu
czasu wzdluz sciezki.

A -
i

Rysunek 5.2: Sciezka zadana w przestrzeni roboczej manipulatora.

Rozwiazujac réwnania (1.14), (1.15) dla kinematyki (5.1) i zadanej trajektorii yq(t)
przy uzyciu jednej ze znanych metod jakobianowych (w tym przypadku metoda Runge-
Kutty zaimplementowanej w pakiecie programéw MATHEMATICA 2.2, [Wol88]), otrzy-
mujemy pozadana trajektorie z4(¢) w przestrzeni wewnetrznej manipulatora, jak pokazano
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a) b)

Rysunek 5.3: Nieosobliwe odwrotne zadanie kinematyki:
a), b) nieosobliwy odcinek pozadanej trajektorii w przestrzeni wewnetrznej;
c) odpowiadajaca jej Sciezka w przestrzeni robocze;.

na rysunku 5.3 a), b). Sciezke w przestrzeni roboczej odpowiadajaca przedstawionej
trajektorii przedstawia wykres c¢) na tym rysunku. Wykres c¢) pokazuje réwniez ciag
konfiguracji manipulatora wzdluz realizowanej sciezki. Jak wida¢ z zamieszczonych wy-
kreséw, zastosowanie typowej metody jakobianowej nie daje kompletnego rozwiazania,
lecz tylko jego cze$¢ odpowiadajaca przedzialowi czasu [0,2.98]. Jest to spowodowane
tym, ze manipulator w trakcie realizacji zadania wchodzi w otoczenie konfiguracji osobli-
wej, gdzie nie mozna znalez¢ macierzy odwrotnej do jakobianu manipulatora. Poniewaz,
jak pokazano w podrozdziale 3.1.1 (Twierdzenie 3), wszystkie konfiguracje osobliwe roz-
patrywanego manipulatora maja kwadratowa posta¢ normalna, do rozwiazania zadania
mozemy zastosowaC metode postaci normalnych opisang w rozdziale 4. Pozostala czesé
biezacego podrozdzialu zostanie poswiecona szczegélowej prezentacji niezbednych obli-
czenn zwiazanych z zastosowaniem metody postaci normalnych. Zalozono, ze wszystkie
przedstawione zmiany ukladéw wspdlrzednych sa zdefiniowane lokalnie wokdt konfiguracji
osobliwej zo = (0,0) i jej odpowiednich obrazéw.
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Przeksztalcenie kinematyki do postaci pre-normalnej

Pierwszym krokiem metody postaci normalnych jest przeksztalcenie réwnan kiematyki
manipulatora do postaci pre-normalnej (2.4). Po dokonaniu zmiany uktadu wspéirzednych
danej zaleznosciami

I

e (:E ) ?la) = (6 sinz; + 3sin(z; + 552)) ’ (5.5')

e e

@(z0) = Zo = (0,0), ¥(k(ze)) = (0,0), kinematyka (5.1) przyjmuje postaé pre-normalna

§=Fk@) =dokop™(z) = (6 +9 = (& —6sinz)? - 9) . (56)

Z

Nietrudno zauwazy¢, ze dyfeomorfizm @~! wystepujacy w powyzszym zlozeniu funkcji,
jest dany przez

PBY gy Ty -
= (1:2) =9 (.’E) - (arcsin Z;—-6sinZ; 51> . (07)

W przypadku, gdy nie jestesmy w stanie okresli¢ doktadnej postaci dyfeomorfizméw prze-
ksztalcajacych kinematyke do postaci pre-normalnej mozemy szukaé ich przyblizen w po-
staci rozwinie¢ w szereg Taylora (tak jak to zrobiono w przykladzie zamieszczonym w
dodatku B).

Przeksztalcenie kinematyki do postaci kwadratowej

Poniewaz zazwyczaj nie jesteSmy w stanie wyznaczy¢ dokladnej postaci dyfeomorfizméw
przeksztalcajacych kinematyke do kwadratowej postaci normalnej, wiedzac ze sa one ana-
lityczne, bedziemy szukac ich rozwinie¢ w szereg Taylora. Ponizej, dla zwiezlosci wykladu,
zostanie przedstawiony przypadek, w ktérym rozwiniecia beda dokonywane z dokladnoscis,
do wyrazéw rzedu trzeciego (wlacznie). Pierwszym krokiem do znalezienia rozwinie¢ po-
szukiwanych dyfeomorfizméw jest rozwiniecie w szereg Taylora kinematyki (5.6) wokét
konfiguracji osobliwej Zo = (0,0). Dla rozpatrywanej kinematyki otrzymujemy szereg
postaci

- - £2 -
g= E(f) — (—gw'f + 27,Z, j —61 + 04(21, .’Ez)) . (58)
Z2
. : ; _ ¥1(%) _ =\ _ [e1(3)
Bedziemy teraz szukaé pary dyfeomorfizméw n = () = ( %(y)) i€ =) = ( ))
spelniajacych nastepujace réwnanie

Yo k(@) = koo (3), (5.9)

gdzie n = ko(§) = (Ez) jest kwadratowa postacia normalna rozpatrywanej kinematyki.
Zaczniemy od obserwacji, ze dla drugich wspdlrzednych poszukiwanych dyfemorfizméw
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mamy 7, = ¥2(§) = ¥z, €2 = @2(Z) = Z. Aby znalezé 1(Z) i ¢1(7) zaldzmy, ze rozwinigcie
w szereg Taylora dyfeomorfizmu ¢ ma postaé

(@)= ()

gdzie ’,01(.’5) = a1T; + aTy + aaif + a4Z1T7 + asi§ + 03(51,52), ay =« as — nieznane
wspétczynniki liczbowe. Wowcezas, zlozenie kinematyki ko z dyfeomorfizmem ¢ prowa-

dzi do wyrazenia
m = p1(2)? =
= - k — = ~ 11
1= (1) =koete) = (7)) G.1)

gdzie 1(2)? = a?z?+2a1a231%2+0323+2010375+2(a2a3+a104) T332+ 2(a2a4+a105) 1 T3+
2a,a5Z3 + 0*(Z1,Z2). Z drugiej strony, rozwiniecie w szereg Taylora dyfeomorfizmu ¢

postaci
n= (Z;) =9(g) = (‘bf)) : (5.12)

gdzie ¥1(y) = b1§1 + bafi2 + bsF3 + baf3 +0*(%2) 2 by = £1 i z nieznanymi wspdiczynnikami
by + b4, po zlozeniu z k daje

- <m) — pok(a) = (%(i:c(i))) , (5.13)

2 2

gdzie ¥, (k(Z)) = baZa — 96172 +2b1Z1Z5+ (b3 — %)5:% +b4%3 +0*(Z1,Z2). Szczegdlna postaé
rozwiniecia dyfeomorfizmu ¢ w szereg Taylora (brak niektérych wyrazéw) wynika z wy-
korzystania dodatkowych informacji o jego formie, [TM95b]. Poréwnanie wspdtczynnikéw
przy odpowiednich potegach w (5.11) i (5.13) pozwala stwierdzi¢, ze dyfeomorfizm roz-
maitosci wewnetrznej

- _ l_ 3 - -
£ =p(3) = (Sz‘ 3‘”;;" (z"“)) (5.14)
wraz z dyfeomorfizmem rozmaitosci zewnetrznej
= 12 ) 4(5
" —h —~ =i+
n= w(y) — ( )1 lsgz o (y2)) (515)

przeksztalcaja kinematyke (5.8) do kwadratowej postaci normalnej (z dokladnoscia do
wyrazéw rzedu trzeciego), a co za tym idzie, dyfeomorfizmy te zlozone z dyfeomorfi-
zmami (5.5) dokonuja analogicznego przeksztalcenia dla kinematyki (5.1).

Jak wynika z kroku 4 procedury opisanej na stronie 78, oprdocz znalezionych dotych-
czas przeksztalceri, do rozwiazania zadania bedzie potrzebny dyfeomorfizm odwrotny ¢~!.
Pomimo, ze w rozpatrywanym przykladzie znalezienie tego dyfeomorfizmu jest niezwykle
proste, ponizej przedstawimy pelne wyprowadzenie dla zilustrowania metody wyznaczania
rozwiniecia Taylora dyfeomorfizmu odwrotnego do danego.

Ponownie zalozymy, ze szukamy rozwiniecia w szereg Taylora danego przez

2= (31) = 0= (7 0). (519
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gdzie o7 (€) = a1€1+abs+asb?+asl s +asél +0°(£1€2), a1 +as — nieznane wspdlezynniki.
Wykorzystujac identycznosc

§=pop7(¢) (5.17)
dla dyfeomorfizmu (5.14) dostajemy wyrazenie

(fl) _ <3(‘11§1 + a26s + az€f + asbibs + a5€2) — %52 + 03(51,52)> (5.18
7 §2 ' 5:15)

Poréwnujac wspdlczynniki po obu stronach powyzszej réwnosci otrzymujemy dyfeomor-
fizm 7! postaci

§2

Znalezione w dotychczasowych rozwazaniach wyrazenia pozwalaja na wyznaczenie odcinka
trajektorii w przestrzeni wewnetrznej manipulatora bedacego rozwiazanjem odwrotnego
zadania kinematyki w otoczeniu konfiguracji osobliwe;.

7= ‘P-l(f) = (%61 + é£2 + 03(51762)) . (519)

Rozwiazanie zadania $ledzenia trajektorii w otoczeniu osobliwosci

Trajektorii (5.4) zadanej w przestrzeni roboczej dla wyjsciowej kinematyki (5.1) w oto-
czeniu punktu osobliwego zo odpowiada trajektoria w przestrzeni roboczej kwadratowego

modelu kinematyki
4
I(t—3) + ot(t —3)
)= |* : 5.20
a(t) ( 7sin(t — 3) (5-20)

uzyskana poprzez zastosowanie dyfeomorfizméw (5.5") i (5.15) do trajektorii (5.4). Wy-
korzystujac fakt, ze dla kwadratowej postaci normalnej kinematyka odwrotna wyraza sie
zaleznodcia € = k3'(n) = (*\n/f), z latwoscig znajdujemy dla tej postaci trajektorie w
przestrzeni wewnetrznej opisang funkcja

+¥7(t — 3) 4+ 03(t — 3))

7sin(t — 3) (5:21)

€a(t) = (
ktéra zapewnia realizacje trajektorii (5.20). Jak latwo zauwazyé, otrzymaliémy dwa
rozwiazania rézniace sie miedzy soba znakiem. Ostatnim krokiem prowadzacym do znale-
zienia rozwiazania zadania osobliwego jest przeksztalcenie powyzszej trajektorii do orygi-
nalnego ukladu wspétrzednych. Pozwalaja na to dyfeomorfizmy ¢~1(¢), ¢~!(Z) zdefinio-
wane odpowiednio przez (5.19) i (5.7). Stosujac pierwszy z wymienionych dyfeomorfizméw
do wyrazenia (5.21) otrzymujemy

v [BEE-3)+%(-3)
WS ( 7sin(t — 3) ) , (5:22)

a po zastosowaniu drugiego ze wspomnianych dyfeomorfizméw (5.22) przeksztalca sie w
trajektorie

:cd(t) -

TE=VT 4 03(t —
(Q (t —3) +03(¢ 3)). (523)

/(1 - 3) + 03(t — 3)

3
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Uzyskana trajektoria jest zdefiniowana we wspélrzednych wewnetrznych rozpatrywanego
manipulatora i pozwala na rozwiazanie zadania sledzenia w otoczeniu konfiguracji osobli-
wej o = (0,0). Rysunek 5.4 przedstawia obydwa rozwiazania opisane wyrazeniami (5.23)
wraz z odpowiadajacymi im $ciezkami w przestrzeni roboczej i ciagiem konfiguracji mani-
pulatora. Jak latwo zauwazy¢, z postulatu ciaglosci ruchu wynika, ze w rozwazanym przez

a)

-0.2
-0.2

-0.4
-0.4 -3

b)

033 0.4 3
2

0.1 0.2
1
E 3 3.2 3.4 & o
1

2.6 2.8 3 3.2 3.4 2.6 2.8 yi
-0.1 -0.2

-0.2

Rysunek 5.4: Pozadane trajektorie w przestrzeni wewnetrznej otrzymane metoda postaci
normalnych i odpowiadajace im $ciezki w przestrzeni roboczej.

nas przypadku, aby przeprowadzi¢ manipulator przez osobliwos¢ wzdituz zadanej trajek-
torii, powinno zostaé uzyte rozwiazanie przedstawione na rysunku 5.4 b). O wyborze
decyduja wartosci katéw w przegubach, z jakimi manipulator znalaz sie¢ w otoczeniu oso-
bliwosci. W ogdlnym przypadku o wyborze rozwiazania mozna zadecydowac réwniez na
podstawie znaku wyznacznika jakobianu manipulatora obliczonego w punkcie, w ktérym
manipulator wszedl w otoczenie osobliwosci.

Sklejenie uzyskanych rozwiazan

Nastepnym etapem konstruowania kompletnego rozwigzania zadania odwrotnego jest po-
laczenie dwéch fragmentdéw trajektorii okreslonych w przestrzeni wewnetrznej manipula-
tora: fragmentu uzyskanego poza konfiguracja osobliwg przez rozwiazanie réwnan (1.14),
(1.15) i fragmentu znalezionego przy uzyciu metody postaci normalnych zastosowanej
w otoczeniu konfiguracji osobliwej. Kluczowym punktem w polaczeniu trajektorii jest
wybdr chwili czasu, w ktdérej dokonamy przelaczenia z jednej trajektorii na druga. Chwila
ta powinna by¢é wybrana tak, aby uzyskac trajektorie wynikowa tak gladka, jak to tylko
jest mozliwe. Na rysunku 5.5 przedstawiono dwa rozwiazania zadania sledzenia trajek-
torii: pierwsze, w ktérym wszystkie przeksztalecenia rozwijane byly w szereg Taylora z
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Rysunek 5.5: Fragmenty pozadanych trajektorii (polozenie, predkosé, przyspieszenie) w
przestrzeni wewnetrznej uzyskanych przy pomocy metody jakobianowej (linia przerywana,

odcinek nieosobliwy) i metoda postaci normalnych (lina ciagla, odcinek osobliwy):
a) z doktadnoscig do rzedu trzeciego w metodzie postaci normalnych,
b) z dokladnoscia do rzedu szdstego w metodzie postaci normalnych.
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Dokladnoséé¢ o* Doktadnos$é¢ o’

t B, | AZy | 2, | Afg | 31 | A%y | 32 | A,

] ] ] 2] | (3
0.05 |[ -178 | -62 | 888 | -20 |l -178 | -62 | 888 | -20

0.10 || -236 | -38 | 862 | -26 | -236 | -58 | 862 | -26
0.15 || -292 | -56 | 831 | -31 || -292 | -36 | 831 | -31

255 || -76 24| -3 -76 24 -3

9 9
2.60 || -68 8 22| -2 -68 8 2| -2
2.65 || -39 9 20| -2 -59 9 20| -2
2.70 || -51 8 20 -1 -50 9 16 | -4
2.75 || -43 8 19| -1 -41 9 12| -4
2.80 0| 43 0] -19 -33 8 9|1 -3
2.85 0 0 0 0 -25 8 71 -2
2.90 0 0 0 0 -16 9 5| -2

wszystkie przyspieszenia razy 10~

Tabela 5.2: Chwilowe wartosci przyspieszen w przestrzeni wewnetrznej dla manipulatora
planarnego typu RR.

doktadnoscia do wyrazéw rzedu trzeciego i drugie, gdy dokonano tego z dokladnoscia do
wyrazéw rzedu szdéstego. Zajmijmy sie najpierw analiza pierwszego z wymienionych przy-
padkéw. Jak widaé z wykreséw przyspieszeni zamieszczonych w czesci a) rysunku 5.5, w
analizowanym przypadku nie istnieje taka chwila czasu, dla ktdérej przyspieszenia wzdtuz
trajektorii uzyskane z obu metod pokrywaja sie. Nie bedzie wiec mozliwe dokonanie
przelaczenia w taki sposdb, aby uzyskaé ciagle przyspieszenia wzdluz wynikowej trajek-
torii. Poniewaz wartosci predkosci uzyskanych z obu metod sa jednakowe tylko w chwili
t = 2.80, chwile ta wybierzemy jako chwile przelaczenia z jednej trajektorii na druga.
Towarzyszace temu przelaczeniu nieciaglosci przyspieszenia beda mialy amplitude 0.037
i —0.023 odpowiednio dla pierwszego i drugiego przegubu manipulatora. Skoki przy-
spieszen (szarpniecia) sa oczywiscie zjawiskiem niepozadanym. Aby im zapobiec, nalezy
wykorzystaé rozwiniecia dyfeomorfizméw przeksztalcajacych o wiekszej dokladnosci. Sy-
tuacja, kiedy rzad rozwinie¢ w szereg Taylora jest rowny 6 zostala zilustrowana na ry-
sunku 5.5 b). Mozna natychmiast zauwazy¢, ze dla czaséw z przedzialu (2.6, 2.8) réznica
pomiedzy predkosciami wzdluz trajektorii uzyskanych z obu metod jest bardzo mala.
Jednakze i w tym wypadku predkosci przecinaja sie tylko w jednym punkcie dla chwili
t = 2.66. Z tego tez wzgledu, jako chwile przelaczenia z jednej trajekotrii na druga wybie-
rzemy t = 2.66. Teraz, towarzyszace temu przelaczeniu amplitudy skokéw przyspieszenia
maja wartosci 0.001 i —0.003, odpowiednio dla pierwszego i drugiego przegubu, sa wiec
praktycznie pomijalne.

O znaczeniu skokowych zmian przyspieszen pojawiajacych sie w chwili przelaczenia
z jednego rozwiazania na drugie najlepiej mozna sie przekona¢ analizujac dane zebrane
w tabeli 5.2. Przedstawia ona chwilowe wartosci przyspieszen w obu rozpatrywanych
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przypadkach w okolicy przelaczenia z rozwiazania uzyskanego metoda jakobianowa na
rozwiazanie uzyskane przy pomocy metody postaci normalnych. Przyjrzyjmy sie najpierw
czesci tabeli przedstawiajacej sytuacje, gdy obliczenia byly dokonywane z dokladnoscia do
wyrazéw rzedu trzeciego. Jak widac, réznice pomiedzy wartosciami przyspieszen w ko-
lejnych chwilach przed przetaczeniem wynosity okoto 8 - 1072 i —1 - 103, odpowiednio
dla pierwszego i drugiego przegubu manipulatora, aby w chwili przelaczenia (miejsce za-
znaczone w tabeli pozioma linia) wzrosnaé skokowo do wartosci odpowiednio 43 - 10~3
i —19 - 1072 a nastepnie spas¢ do zera. Oprécz pojawiajacego sie w chwili przelaczenia
szarpniecia, po przetaczeniu zmienia sie szybkos¢ zmiany przyspieszed w przegubach (po
przelaczeniu jest ona réowna zero). Z drugiej strony, sytuacja nie wydaje sie bardzo zla,
jesli poréwnaé wielkosci szarpnieé w chwili przelaczenia z przyrostami przyspieszed w 50ms
odstepach czasu (dopuszczalna wartos¢ kroku calkowania przy cyfrowej realizacji sterow-
nikéw), gdy manipulator znajduje sie z dala od konfiguracji osobliwej (patrz pierwsze trzy
wiersze tabeli). Jak widac, réznice przyspieszen w chwili przelaczenia sa wciaz mniejsze od
réznic wystepujacych na poczatku ruchu. Analiza czesci tabeli zawierajacej analogiczne
dane przy obliczeniach wykonywanych z doktadnoscia do wyrazéw rzedu széstego pozwala
stwierdzi¢, ze w tym wypadku przelaczenie jest praktycznie niezauwazalne.

Przeprowadzone dotychczas obliczenia pozwalaja na przeprowadzenie manipulatora do
i przez konfiguracje osobliwa. Ostatnim krokiem jest wykorzystanie metody jakobianowe;j
do rozwiazania réwnan (1.14) w celu znalezienia ostatniego segmentu trajektorii okreslonej
w przestrzeni wewnetrznej. Po wykonaniu odpowiednich obliczen i sklejeniu rozwiazarn w
sposéb analogiczny do opisanego powyzej, uzyskujemy kompletne rozwiazanie przedsta-
wione na rysunku 5.6. Wykresy zamieszczone w czesci a) rysunku przedstawiaja pozadane
potozenia, predkosci i przyspieszenia dla poszczegélnych przegubéw manipulatora, pod-
czas gdy wykres w czesci b) pokazuje odpowiadajaca im Sciezke w przestrzeni roboczej
manipulatora wraz z ciagiem konfiguracji manipulatora. Jak widaé, uzyskane rozwiazanie
pozwala na zrealizowanie zadania opisanego funkcja (5.4). Dokladniejsza analiza btedéw
powstalych podczas sledzenia trajektorii przy uzyciu metody postaci normalnych bedzie
przeprowadzona w nastepnym rozdziale pracy, poswieconym poréwnaniu tej metody z
innymi metodami stosowanymi do rozwiazania zadania sledzenia.

5.1.2 Realizacja trajektorii

Dzieki temu, ze dotychczasowe rozwazania pozwolily nam na znalezienie pozadanej tra-
jektorii w przestrzeni wewnetrznej manipulatora, mozemy teraz do jej realizacji uzyé ty-
powego algorytmu sterowania opartego na metodzie obliczanego momentu dla trajektorii
zadawanych w przestrzeni wewnetrznej. Przyjeto, ze na poczatku symulacji manipula-
tor znajduje sie w spoczynku w punkcie poczatkowym zadanej trajektorii. Zalozono, ze
wartosci bezwzgledne momentéw wejSciowych nie moga przekroczyé 300 i 50 odpowie-
dnio dla pierwszego i drugiego ramienia manipulatora. Wzmocnienia w petli sprzezenia
zwrotnego sterownika ustawiono na 50F dla macierzy K, i 20E dla macierzy Ky, gdzie F
oznacza dwuwymiarowa macierz jednostkowa. Wyniki symulacji zebrano na rysunku 5.7.
Bledy, ktére pojawily sie na poczatku przebiegéw sa spowodowane réznica pomiedzy
pozadana a zastana konfiguracja poczatkowa manipulatora.
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Rysunek 5.6: Rozwiazanie uzyskane przy uzyciu metody postaci normalnych:
a) pozadane polozenie, predkosé i przyspieszenie w przestrzeni wewnetrzne;j;
b) odpowiadajaca im $ciezka w przestrzeni roboczej.
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Rysunek 5.7: Wynik zastosowania algorytmu obliczanego momentu do realizacji trajekto-
rii uzyskanej przy pomocy metody postaci normalnych:

a) pozadana (linia przerywana) i rzeczywista (linia ciagla) trajektoria w prze-
strzeni wewnetrznej;

b) sterowania w przegubach.

5.1.3 Przyklad sledzenia trajektorii

Przedstawimy teraz dodatkowy przyklad sledzenia trajektorii dla rozpatrywanego manipu-
latora. Zadaniem manipulatora bedzie podazanie wzdtuz lini prostej zadanej w przestrzeni
roboczej rownaniem

valt) = (8.75 + O.ZZcos(t - w)) , (5.24)

t € [0,27]. Latwo zauwazy¢, ze w chwili ¢ = 7 manipulator wchodzi w konfiguracje oso-
bliwa. Poniewaz jest to ta sama konfiguracja co w poprzednim przykladzie, mozemy tutaj
do rozwiazania zadania uzy¢ znalezionych wczesniej dyfeomorfizméw transformujacych.
Po ich zastosowaniu otrzymujemy rozwiazanie przedstawione na rysunku 5.8. Jesli przea-
nalizujemy blad potozenia efektora™ towarzyszacy tak otrzymanemu rozwiazaniu (zobacz
rysunek 5.9), mozemy stwierdzi¢, ze w tym przypadku, jesli nie jest wymagana duza
doktadnoéé $ledzenia trajektorii (maksymalny btad rzedu 10~2), jako rozwiazanie w catym
zakresie czasu moze zostac przyjete rozwiazanie uzyskane metoda postaci normalnych.

*zdefiniowany jako norma euklidesowa rdznicy pomiedzy pozadanym a rzeczywistym potozeniem efek-
tora w przestrzeni roboczej
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Rysunek 5.8: Rozwiazanie uzyskane przy uzyciu metody postaci normalnych:
a) pozadane polozenie, predkoéé i przyspieszenie w przestrzeni wewnetrznej;
b) odpowiadajaca im sSciezka w przestrzeni roboczej.
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Rysunek 5.9: Blad polozenia efektora dla trajektorii prostoliniowe;.

5.2 Manipulatory o 3 stopniach swobody

W ponizszym przykladzie ograniczymy sie jedynie do kinematycznego aspektu zadania
$ledzenia trajektorii dla przestrzennych manipulatoréw o trzech stopniach swobody.
Zalézmy, ze mamy do czynienia z manipulatorem o trzech stopniach swobody, wy-
posazonym wylacznie w przeguby typu rotacyjnego, ktérego schemat kinematyczny jest
pokazany na rysunku 5.10. Przy zaloZeniu, ze przeguby manipulatora sa nieograniczone,

Rysunek 5.10: Manipulator przestrzenny typu RRR.

jego przestrzen wewnetrzna tworzy tréjwymiarowy torus T°. Podobnie, jak w poprzednim
przykladzie, rozpatrzymy jedynie wspdlrzedne polozenia kinematyki manipulatora.
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przegub | 6; | o; | di | a
T |z:] Z[03][02

z2 0 010402

3 z3| 0 {0402

Tabela 5.3: Parametry Denavita—Hartenberga manipulatora typu RRR.

Kinematyka manipulatora

Wartosci liczbowe parametréw Denavita-Hartenberga manipulatora przedstawia tabela 5.3.
Na ich podstawie, po dokonaniu niezbednych obliczen, uzyskujemy réwnania kinematyki
rozpatrywanego manipulatora w postaci

()1 0.2¢1(1 + ¢z + c23) + 0.151(4 — V32 — V/3s23)
y= |y | =k(z) = [0.25:(1 + ¢z + c3) = 0.1¢c;(4 — v/3s3 — v3sa3) |,  (5.25)
03 + 04\/§ + 0.1(32 -+ 323)

gdzie, zgodnie ze standardowg konwencja, s; = sinz;, ¢; = cos z;, s;; = sin(z; + z;), ¢;; =
cos(z; + z;). Dla tak okreslonej kinematyki, wyznacznik macierzy Jacobiego kinematyki

det gg(:v) = —0.004 sin z3(1 + cos z3 + cos(z2 + z3)). (5.26)

Na podstawie wyrazenia (5.26) mozemy stwierdzié, ze zbiér konfiguracji osobliwych S
manipulatora sktada sie z dwdch podzbioréw, a mianowicie

S =051U082, (5.27)
gdzie

0S1 = {z € T?sinz; = 0},
052 = {z € T?|1 + cos z; + cos(z; + z3) = 0}.

Twierdzenie 26 zawarte w podrozdziale 3.2.8 orzeka, ze wszystkie konfiguracje osobliwe
nalezace do zbioru (5.27) sa korzedu 1.

5.2.1 Rozwiazanie zadania Sledzenia trajektorii

Zalézmy, ze zadaniem manipulatora jest prowadzi¢ efektor w przestrzeni roboczej ze stala
predkoscia wzdtuz linii prostej zadanej funkcja

0.4
ya(t) =] —-0.14+0.2¢ (5.28)
0.3+ 0.4v/3

dla czaséw t € [0,1]. Stosujac metode jakobianowa do rozwiazania zadania odkrywamy,
ze w chwili t = 0.5 manipulator wchodzi w konfiguracje osobliwg ze zbioru OS2. Zgodnie
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z rozwazaniami z podrozdzialu 3.2.8, na podstawie Twierdzenia 27 mozemy wyciagnaé
wniosek, ze w tej konfiguracji posta¢ normalna kinematyki manipulatora jest kwadra-
towa. Dzigki temu, jesteSmy w stanie rozwiazac¢ zadanie przy uzyciu metody postaci
normalnych. Stosujac te metode, po znalezieniu wszystkich niezbednych réwnowaznosci,
otrzymujemy pozadana trajektorie w przestrzeni wewnetrznej manipulatora pokazana na
rysunku 5.11. Nalezy zauwazyc, ze wszystkie obliczenia przeprowadzono z dokladnoscia
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Rysunek 5.11: Pozadane polozenie, predkosc i przyspieszenie w przestrzeni wewnetrznej
otrzymane metoda postaci normalnych dla manipulatora typu RRR.

do rzedu czwartego. Rysunek 5.12 a) przedstawia Sciezke w przestrzeni roboczej wraz
ze ciagiem konfiguracji manipulatora odpowiadajacg otrzymanemu rozwiagzaniu. Wykres
w czesci b) rysunku przedstawia przebieg bledu polozenia efektora zdefiniowanego jako
norma euklidesowa z réznicy pomiedzy pozadanym a rzeczywistym polozeniem efektora
w przestrzeni robocze] manipulatora. Na podstawie wykresu bledu mozna stwierdzié, ze
nawet dla czasu ¢t = 1, kiedy polozenie manipulatora rézni sie od potozenia osobliwego
w przyblizeniu o wektor (%,75,—%) (co w stopniach wynosi okolo (25°,18°, —30°)), blad
polozenia efektora jest mniejszy niz 0.001. Dokladniejsza analiza przebiegu bledu poka-
zuje, ze np. dla czasu ¢t = 0.7, przy réznicy konfiguracji wewnetrznych danej wektorem
(%, 2%, —%) (w stopniach (10°,6.6°,—12°)), blad polozenia efektora wynosi 1073, a dla

182270 15, :
konfiguracji osobliwej spada do 10716,
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Rysunek 5.12: Przejscie przez konfiguracje osobliwg manipulatora typu RRR:
a) sciezka w przestrzeni roboczej;
b) blad polozenia efektora w przestrzeni roboczej.

5.3 Badania eksperymentalne

W biezacym rozdziale przedstawimy rezultaty otrzymane w wyniku zastosowania metody
postaci normalnych do rozwiazania pewnego zadania sledzenia trajektorii dla robota prze-
mystowego typu AdeptOne, [Ade86]. Dodatkowo, dla celéw poréwnawczych, zamiescimy
rozwiazanie tego samego problemu uzyskane przy uzyciu procedur wbudowanych przez
producenta w sterownik robota.

AdeptOne jest robotem przemyslowym o 4 stopniach swobody (typu RRTR) przezna-
czonym typowo do wykonywania czynnosci montazowych. Tutaj ograniczymy nasze za-
interesowania jedynie do dwéch pierwszych stopni swobody robota, ktére tworza tadicuch
kinematyczny analogiczny do przedstawionego na rysunku 5.1. Dlugosci ramion robota
wynosza [; = 425mm, I, = 375mm (oznaczenia zgodne z zamieszczonymi na rysunku 5.1).
Zakres dopuszczalnych zmian wartosci polozed w przegubach robota wynosi +2F i +43%,
odpowiednio dla pierwszego i drugiego przegubu.

Niestety, sterownik w jaki zostal wyposazony opisywany robot nie pozwala na bezpo-
srednie zadawanie sterowanl w postaci momentéw/sit (lub wrecz pradéw w silnikach ro-
bota) poruszajacych poszczegdlnymi ramionami. Nie pozwala réwniez na bezposrednie
zadawanie chwilowych predkosci i przyspieszen w przegubach. Jedynym sposobem reali-
zacji trajektorii zadanej w przestrzeni roboczej lub wewnetrznej robota jest wykorzystanie
trybu pracy sterownika zwanego jako ,Procedural Motion”, [Ade88]. Dzieki mozliwosci
réwnoczesnego wykonywania ruchéw robota i obliczen przygotowujacych te ruchy, w tym
trybie ruch jest komponowany z szeregu nastepujacych po sobie krétkich ruchéw, ktére
dzieki wlasnosciom sterownika sa automatycznie taczone w jedna, gtadka trajektorief. Tra-
jektoria jest zadawana w postaci przyrostow potozen w poszczegélnych przegubach robota,

tjak twierdza autorzy opisu sterownika, nie definiujac w zaden sposéb pojecia gladkosci
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dla trajektorii okreslanych w przestrzeni wewnetrznej, badz tez przyrostow potozen efek-
tora robota, dla trajektorii okreslanych w przestrzeni roboczej, wraz z czasem, w jakim
te przyrosty powinny zostac zrealizowane.

Zalézmy, ze robot ma do wykonania ruch zgrubny w bazowym ukladzie wspdtrzednych
(zgodnym z ukladem y;y; z rysunku 5.1) wzdluz trajektorii zadanej funkcja

(200 + 600 cos(0.17(¢ — 12.5)))mm
yal(t) = (5.29)

600sin(0.17(¢ — 12.5))mm

dla czasu t zawartego w przedziale [0,25]s. Tak zadana trajektoria definiuje w prze-
strzeni roboczej $ciezke bedaca wycinkiem okregu o promieniu 600mm, srodku w punk-
cie (200mm, Omm) i kacie rozwarcia okolo %, analogiczna do $ciezki pokazanej na ry-
sunku 35.2. Latwo obliczy¢, ze aby zrealizowaé zadang trajektorie robot musi wejsé w kon-
figuracje osobliwa w chwili ¢ = 12.5s. Po wyznaczeniu kinematyki dla dwdch pierwszych
czlonéw robota i znalezieniu dyfeomorfizméw transformujacych ja do postaci kwadrato-
we] (obliczed dokonano z dokladnoscia do wyrazéw rzedu piatego), stosujac metode po-
staci normalnych, otrzymano w otoczeniu konfiguracji osobliwej trajektorie w przestrzeni

wewnetrznej

(—0.975 + 0.126¢ — 7.36 - 1073¢2 + 3.85 - 10~ 4¢3+
—1.13-1075¢% — 1.81 - 1077#5 + o%(t — 12.5))
z4(t) = . (5.30)
(=1.71 4+ 0.115¢ 4+ 3.27 - 10732 4+ 1.77 - 10~*t3+

+5.39 - 1075¢4 — 8.63 - 10~3¢% + o®(t — 12.5))

Rysunek 5.13 a) zawiera wykres powyzszej funkcji. Latwo stwierdzié, ze jesli przyjaé
otrzymane rozwigzanie jako rozwiazanie calego zadania, maksymalny btad polozenia efek-
tora robota (wynikajacy z zastosowanej metody) nie przekroczy wartosci 4.6mm (zobacz
rysunek 5.13 c)). Nalezy przy tym zauwazyé, ze blad ten spada do wartosci ponizej
0.0lmm (maksymalna zdolnos¢ rozdzielcza systemu pozycjonowania robota AdeptOne),
juz gdy efektor robota znajduje sie w odleglosci mniejszej niz 490mm od punktu oso-
bliwego (obszar na rysunku 5.13 b), w ktérym szkielet robota zaznaczono linia ciagla).
Mozna dodaé, ze zwiekszenie dokladnosci obliczeri do wyrazéw rzedu 7 powoduje zmniej-
szenie maksymalnego bledu do wartosci 0.84mm i réwnoczesne zwiekszenie odleglosci, w
ktérej blad ten jest mniejszy niz 0.0lmm do 760mm.

Dla tak znalezionej trajektorii obliczono jej wartosci w odstepach czasu At = 0.1s,
otrzymujac tablice 251 kolejnych polozen przegubéw gotowa do zadania na wejscie sterow-
nika robota. Rysunek 5.14 przedstawia rzeczywista trajektorie w przestrzeni wewnetrznej,
po ktorej robot sie poruszal (okres monitorowania byl réwny 0.16s). Niestety, wykorzysty-
wany system nie pozwalal na bezposrednia obserwacje sterowani podawanych na wejscie
robota.

Réwnoczesnie, dla poréwnania, przeprowadzono eksperyment polegajacy na bezposre-
dnim zadaniu trajektorii (5.29) na wejscie sterownika. Réwniez tutaj, obliczono wartosé
funkcji opisujacej trajektorie (5.29) w odstepach czasu At = 0.1s, otrzymujac tablice 251
polozen efektora robota. Trajektoria rzeczywista ruchu robota w przestrzeni wewnetrzne;j
w tym przypadku zostala pokazana na rysunku 5.15. Na rysunku 5.16 zestawiono rzeczy-
wiste tory ruchu robota w obu rozpatrywanych przypadkach wraz z pozadana sciezka w
przestrzeni robocze;j.
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Rysunek 5.13: Rozwiazanie zadania sledzenia trajektorii dla robota AdeptOne metoda
postaci normalnych:

a) pozadana trajektoria w przestrzeni wewnetrznej;

b) odpowiadajaca jej sciezka w przestrzeni roboczej;

c) blad polozenia efektora robota wynikajacy z zastosowanej metody.

Jak widaé, z obu metod otrzymano jakosciowo rdézne rozwiazania. Metoda postaci
normalnych pozwala na ,gladkie” przeprowadzenie robota przez konfiguracje osobliwa.
Jedynym zrédlem zakléced w tym przypadku (w postaci drobnych zmian predkosci w
przegubach robota z duza czestotliwoscia) jest sposéb realizacji trajektorii zadawanej na
wejscie sterownika. Sama metoda nie wnosi do rozwiazania zadnych niegladkosci. Na-
tomiast algorytm zaimplementowany w sterowniku robota, pozwalajacy na zadawanie
trajektorii w przestrzeni roboczej*, daje rozwiazanie, w ktérym, w poblizu konfiguracji
osobliwej, nastepuje wyrazny skok predkosci w przegubach robota, co bylo zauwazalne (i
styszalne) podczas realizacji ruchu. Dodatkowa analiza bledéw polozenia efektora robota,
towarzyszacych kazdej z metod (zobacz rysunek 5.17) pozwala stwierdzi¢, ze w obu przy-
padkach dostajemy przebieg bledu o podobnym charakterze. Zaréwno w jednym jak i
w drugim przypadku w trakcie sledzenia trajektorii pojawia sie blad polozenia efektora
rzedu pojedynczych milimetréw. Niestety, nie jesteSmy w stanie stwierdzi¢, czy obserwo-

{Producent nie wspomina o metodzie uzytej do rozwiazania odwrotnego zadania kinematyki, acz-
kolwiek otrzymane trajektorie przypominaja rozwigzania uzyskiwane przy uzyciu metody ,Singularity-
Robust Inverse” (zobacz podrozdzial 6.1).
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Rysunek 5.15: Trajektoria rzeczywista ruchu robota AdeptOne w przestrzeni wewnetrznej
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Rysunek 5.16: Sciezka ruchu robota AdeptOne w przestrzeni roboczej przy zastosowaniu:
a) metody postaci normalnych;
b) algorytmu wbudowanego w sterownik robota.

wany blad jest wynikiem opdznienn wprowadzanych przez ukiad sterowania manipulatora,
czy tez przez jego uklad monitorowania pozycji (a wiec czy obserwowane bledy pojawiaja
sie w rzeczywistosci). Jedno, co mozna zauwazyc to to, ze zastosowanie metody postaci
normalnych do sterowania manipulatorem AdeptOne nie wnosi jakosciowych zmian prze-
biegu obserwowanego bledu polozenia efektora manipulatora. Potwierdza to rysunek 5.17.

a) b)

|erz|[mm] |err | [mm]
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75 tle]
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Rysunek 5.17: Blad polozenia efektora robota AdeptOne przy zastosowaniu:
a) metody postaci normalnych;
b) algorytmu wbudowanego w sterownik robota.



Rozdziatl 6

Analiza poréwnawcza

Rozdzial ten poswiecimy porownaniu metody postaci normalnych ze znanymi z literatury
metodami pozwalajacymi na rozwiazanie osobliwego zadania odwrotnego. Dokonamy tego
przez poréwnanie wlasnoéci rozwiazan uzyskanych przy uzyciu zaproponowanej metody
z wlasnosciami rozwiagzan uzyskanych metodami konkurencyjnymi. W tym konkretnym
przypadku metodami wykorzystanymi do poréwnan sa: metoda zaproponowana przez Na-
kamure w [NH86, Nak91] znana jako ,Singularity-Robust Inverse” oraz metoda $ledzenia
$ciezki opracowana przez Nencheva, [Nen93], w oparciu o wczesniejsze prace Kieffera,
[Kie92, Kie94]. Poréwnania dokonamy wykorzysujac prosty manipulator o dwéch stop-
niach swobody, ktérego uzylismy w podrozdziale 5.1 do ilustracji zastosowania metody
postaci normalnych. W celu poréwnania przedstawimy rozwiazania zadania postawionego
na poczatku podrozdziatu 5.1.1 uzyskane przy uzyciu wymienionych metod.

6.1 Metoda ,,Singularity—Robust Inverse”

Przypomnijmy pokrétce, ze w metodzie ,,Singularity-Robust Inverse” (SRI), przy réwna-
niu jakobianowym

g = J(2), (6.1)

gdzie y € R™ i ¢ € R", rozwiazanie odwrotnego zadania kinematyki jest opisane réwna-
niem

i = J(z)y, (6.2)

gdzie J*(z) oznacza SRI macierzy Jacobiego J(z) dany jednym z nastepujacych wyrazen:

J*(z) = (JTJ + AE)~1JT, (6.3")
lub
J*(z) = JT(JJT + AE)™L. (6.3")

W powyzszych wyrazeniach E oznacza macierz jednostkowa odpowiedniego wymiaru,
A jest pewng dodatnia stala. Do rozwiazania zadania uzyjemy formuly (6.3”). Przyj-
mujac A = 0.001, dla jakobianu danego réwnaniem (5.2) i zadania sledzenia trajekto-
rii (5.4), otrzymujemy pozadana trajektorie w przestrzeni wewnetrznej pokazana na ry-
sunku 6.1. Podobnie jak w przypadku metody postaci normalnych (zobacz rysunek 5.6),
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Rysunek 6.1: Rozwiazanie uzyskane przy uzyciu metody SRI:
a) pozadane polozenie, predkosé i przyspieszenie w przestrzeni wewnetrznej;
b) odpowiadajaca im sciezka w przestrzeni robocze;j.



6.1 Metoda ,,Singularity—Robust Inverse”

rysunek 6.1 a) przedstawia pozadane potozenia, predkosci i przyspieszenia przeguboéw ma-
nipulatora, podczas gdy rysunek 6.1 b) pokazuje odpowiadajaca im sciezke w przestrzeni
robocze] manipulatora wraz z ciagiem konfiguracji manipulatora wzdtuz sciezki.
Pierwsza uwaga, jaka nasuwa sie po poréwnaniu otrzymanych rezultatéw, jest stwier-
dzenie, ze w przypadku metody SRI manipulator nie przechodzi rzeczywiscie przez oso-
bliwosé — wchodzi on jedynie w jej otoczenie, podczas gdy przy metodzie postaci normal-
nych osobliwos¢ faktycznie zostaje osiagnieta. Dlatego, w poblizu konfiguracji osobliwych,
podczas zastosowania metody SRI, istnieje koniecznos¢ szybkiej zmiany kierunku ruchu
drugiego przegubu manipulatora. Prowadzi to w konsekwencji do duzych wartosci przy-
spieszeni (szarpnie¢) w przegubach. W metodzie postaci normalnych omawiane zjawisko
nie wystepuje; manipulator gladko przechodzi przez konfiguracje osobliwa. Oczywiscie,
wielko$¢ przyspieszen uzyskanych przy pomocy metody SRI mozna zmniejszy¢ przez
zwiekszenie parametru A, lecz spowoduje to zwiekszenie bledéw $ledzenia trajektorii.
Druga rzecz, ktdéra nalezy zauwazy¢ to to, ze przy rozwiazaniu uzyskanym przy uzyciu
metody SRI manipulator musi sie zatrzyma¢ w poblizu konfiguracji osobliwej (predkosé
obu przegubéw przechodzi przez zero praktycznie w tej samej chwili czasu). Obydwa te
zjawiska prowadza do pojawienia sie bledéw polozenia i predkosci efektora manipulatora
w poblizu kinfiguracji osobliwej. Poréwnajmy wymienione biedy pojawiajace sie w przy-
padku zastosowania metody SRI z bledami towarzyszacymi metodzie postaci normalnych.
Na rysunku 6.2 przedstawiono wyzej wymienione przypadki. Jak poprzednio, bledy zo-
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Rysunek 6.2: Bledy potozenia (rzad pierwszy) i predkosci (rzad drugi) efektora powstate
przy zastosowaniu:
a) metody postaci normalnych;

b) metody SRI.
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staly zdefiniowane jako norma euklidesowa réznicy pomiedzy pozadanym a rzeczywistym
potozeniem (predkoscia) efektora w przestrzeni roboczej manipulatora. Widzimy, ze w
przypadku metody postaci normalnych jedynym zZrédiem bledéw (zaréwno-polozenia jak i
predkosci) jest niedokladnosé metod numerycznych zastosowanych do rozwiazania uktadu
réwnan (1.14). W otoczeniu konfiguracji osobliwej, gdy wykorzystujemy rozwiazanie
otrzymane z wykorzystaniem kwadratowego modelu kinematyki, bledy praktycznie zni-
kaja. Przy zastosowaniu metody SRI, oprécz bledéw numerycznych wprowadzanych przez
metode zastosowana do rozwiazania ukladu réwnan (6.3"), pojawiaja si¢ biedy metody.
Im blizej konfiguracji osobliwej znajduje sie¢ manipulator, tym wieksze sa biedy polozenia
i predkosci. W wykonanych symulacjach maksymalne bledy uzyskane przy stosowaniu
metody SRI byly ponad 10 razy (bledy polozenia) i 40 razy (bledy predkosci) wieksze od
maksymalnych bledéw towarzyszacych metodzie postaci normalnych.

6.2 Metoda sledzenia Sciezki

Jak sama nazwa wskazuje, metoda sledzenia Sciezki pozwala na rozwiazanie zadania
Sledzenia $ciezki, ktére tym rézni sie od zadnia Sledzenia trajektorii, ze zamiast trajekto-
rii zadane] w przestrzeni roboczej do realizacji przez efektor manipulatora mamy zadana
$ciezke w tej przestrzeni y4(a), gdzie a jest parametrem, innym niz czas. Istota me-
tody sledzenia sciezki polega na traktowaniu parametru o« jako jeszcze jednej zmiennej
wewnetrznej manipulatora. Po sformulowaniu zadania sledzenia sciezki w postaci

yi(a) —k(z) =0 (6.4)
1 rozszerzeniu wektora konfiguracji manipulatora o o do wektora
O =(e,2) (6.5)
otrzymujemy dla (6.4) réwnanie jakobianowe
J(©)6 =0 (6.6)

z rozszerzona macierza Jacobiego J(©) = [%’g‘(a) —%(x)l. Rozwiazanie réwnania (6.6)
dostarcza zaréwno wartosci predkosci w przegubach manipulatora jak i predkosci &. Zaleta
stosowania réwnania (6.6) zamiast réwnania (1.8) jest to, ze w konfiguracjach osobliwych
korzedu 1, przy odpowiedniej parametryzacji trajektorii y4(ca), macierz J (©) moze byé
pelnego rzedu, podczas gdy macierz J(z) traci rzad. Dzieki temu jesteSmy w stanie
rozwiazaé réwnanie (6.6) takze dla konfiguracji osobliwych.

Poniewaz metoda sledzenia Sciezki zaproponowna w [Nen95] nie pozwala na znalezienie
rozwiazania dla zadanej trajektorii, a jedynie dla zadanej sciezki ruchu, przeformutujmy
nasze zadanie i przyjmijmy, ze efektor manipulatora ma podaza¢ wzdluz sciezki zadane;
w przestrzeni roboczej réwnaniami

2+7cos(a—3)) (6.7)

ya(@) = ( 7sin(a — 3)

parametryzowanymi przez «, ktdry nie jest czasem. Zadanie polega teraz na znalezieniu
parametryzacji czasowej parametru a (a = a(t)), jak i takich parametryzacji czasowych
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Rysunek 6.3: Rozwiazanie uzyskane przy uzyciu metody sledzenia sciezki:

a) pozadane polozenie, predkosé i przyspieszenie w przestrzeni wewnetrznej;

b) odpowiadajaca im sciezka w przestrzeni roboczej.
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Rysunek 6.4: Rozwiazanie uzyskane przy uzyciu metody sledzenia sciezki:
a) pozadane polozenie, predkos¢ i przyspieszenie w przestrzeni wewnetrznej;
b) odpowiadajaca im $ciezka w przestrzeni roboczej.
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polozen przegubow manipulatora, aby przy ruchu zgodnym z nimi, efektor manipulatora
poruszat si¢ wzdtuz sciezki (6.7). Podczas symualcji otrzymano dwa rézne rozwiazania tego
zadania, przedstawione na rysunkach 6.3 i 6.4. Wykresy a) na obu rysunkach przedsta-
wiaja polozenia, predkosci i przyspieszenia przegubéw manipulatora, wykresy b) ukazuja
zas odpowiadajace im $ciezki w przestrzeni roboczej manipulatora wraz z torem ruchu
manipulatora.

Pierwsza, ogdlna uwaga, ktéra nasuwa sie po przeanalizowaniu rozwiazan uzyskanych
za pomocg metody sledzenia Sciezki dotyczy parametryzacji czasem Sciezki zadanej w prze-
strzeni roboczej. Nie mamy tutaj zadnego wplywu na ksztalt uzyskiwanej parametryzacji,
a do tego metoda znajduje taka parametryzacje, ze manipulator porusza sie ze znacznymi
predkosciami, gdy jest z dala od osobliwosci i zwalnia w miare jak sie do nich zbliza, aby
w samych osobliwosciach zatrzymac sie. Nie mozna uzyskal ta metoda rozwiazania, w
ktérym manipulator nie zatrzymuje si¢ w osobliwosci. Do tego, uzyskiwana parametry-
zacja nie musi by¢ monotoniczna. Prowadzi to do sytuacji, w ktérej niektére fragmenty
zadanej sciezki sa realizowane kilkukrotnie, podczas gdy inne fragmenty nie sa w ogéle re-
alizowane (zobacz rysunek 6.4). Co wiecej, metoda wydaje sie bardzo wrazliwa na warunki
poczatkowe. Niewielka zmiana ich wartosci moze prowadzi¢ do uzyskania zupelnie innej
parametryzacji czasowe]j sciezki. Rozwiazania przedstawione na rysunkach 6.3, 6.4 sa wy-
nikiem zastosowania metody sledzenia sSciezki do tego samego problemu przy minimalnie
zmienionych warunkach poczatkowych.

Analize poréwnawczg zakoriczymy dodatkowa uwaga dotyczaca obydwu omawianych
tu metod. Jak zauwazylismy, metody te prowadza do rozwiazan, ktérym towarzysza
znaczne wartosci przyspieszen w przegubach manipulatoréw, co ze wzgledu na ograniczone
wartosci sit/momentéw napedowych rzeczywistych manipulatoréw moze spowodowaé do-
datkowe bledy wynikajace z nierealizowalnosci tak duzych przyspieszen.
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Podsumowanie

Niniejsza rozprawa zostala poswiecona wyznaczeniu postaci normalnych wybranych kine-
matyk nieredundantnych i wykorzystaniu postaci normalnych do rozwiazania osobliwego
zadania sledzenia trajektorii. W pierwszej czesci pracy wyznaczono postacie normalne ki-
nematyki manipulatora typu ,podwdjne wahadlo”, polozeniowych kinematyk o 3 stopniach
swobody oraz kinematyki manipulatora typu PUMA. Naszym celem w tej czesci pracy bylo
dostarczenie mozliwie kompletnej listy postaci normalnych kinematyk nieredundantnych.
Wynikiem przeprowadzonych badan jest stwierdzenie, ze wigkszos¢ przeanalizowanych ki-
nematyk w otoczeniu konfiguracji osobliwych korzedu 1 jest réwnowazna kwadratowej po-
staci normalnej. W kilku przypadkach kinematyka przestrzenna byta réwnowazna wielo-
mianowej postaci normalnej rzedu czwartego, a w jednym przypadku (kinematyka PUMY
w jednej z konfiguracji osobliwych) pre-hiperbolicznej lub hiperbolicznej postaci normal-
nej. Oznacza to, ze wiekszos¢ kinematyk w poblizu konfiguracji osobliwych zachowuje
sie jak w peli wyprostowane podwdjne wahadlo. Widaé, ze najczestszy jest przypadek,
kiedy liczba rozwiazan odwrotnego zadania kinematyki w otoczeniu konfiguracji osobliwej
jest réwna 2. W ogdlnosci, nalezy sie spodziewal, ze liczba rozwiazad odwrotnego zadania
kinematyki, jesli jest skoriczona, jest réwna 2¢ dla pewnej liczby naturalnej s.

W drugiej czesci rozprawy zastosowano metode postaci normalnych do rozwiazania
osobliwego zadania sledzenia trajektorii. Jak pokazano, do zastosowania tej metody
niezbedna jest pelna znajomos¢ postaci normalnej rozpatrywanej kinematyki w otocze-
niu konfiguracji osobliwej. Wynika to z faktu, ze zasadnicza idea metody polega na
rozwiazaniu przetransformowanego zadania Sledzenia dla postaci normalnej kinematyki.
Kompletne wyniki uzyskano dotad dla kinematyk osobliwych o kwadratowe]j postaci nor-
malnej. Z przeprowadzonych rozwazan wynika, ze najtrudniejszym krokiem metody po-
staci normalnych jest znalezienie przeksztalcen transformujacych kinematyke wyjsciowa
do postaci normalnej. Pokazano, ze ich wyznaczenie, z praktycznie dowolng dokladnoscia,
jest mozliwe dzieki wykorzystaniu rozwiniecia w szereg Taylora. Przeprowadzone do§wiad-
czenia, polegajace na zastosowaniu metody postaci normalnych do $ledzenia trajektorii
przez manipulator przemyslowy AdeptOne pokazuja, ze metoda ta jest stosowalna w prak-
tycznych przypadkach i pozwala na sledzenie trajektorii osobliwej z zadana doktadnoscia.
Doswiadczenia te pokazaly rowniez, ze przy dokladnosci, jaka zapewnia uklad pozycjono-
wania manipulatora AdeptOne zastosowany w jego sterowniku, sledzenie sciezki moze by¢
w pelni zrealizowane przy pomocy algorytmu uzyskanego metoda postaci normalnych*, bez

*wystarczy zastosowad jedynie fragment metody dajacy rozwigzanie zadania z wykorzystaniem postaci
normalnej kinematyki manipulatora AdeptOne, nie jest wiec konieczne laczenie rozwiazan uzyskiwanych
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Podsumowanie

pogorszenia jako$ci sterowania i zapewnieniu mozliwosci gladkiego przechodzenia przez
konfiguracje osobliwe z zadana predkoscia.

Poréwnanie metody postaci normalnych z metoda SRI zaproponowana przez Naka-
mure i metoda sledzenia sciezki Kieffera-Nencheva wykazuje przewage metody postaci
normalnych nad pozostatymi dwiema. W szczegdlnosci, metoda postaci normalnych po-
zwala na przeprowadzenie manipulatora przez konfiguracje osobliwa z zadana predkoscia,
nie wprowadza bledéw sledzenia w poblizu osobliwosci i nie wymaga nadmiernych przy-
spieszeri w przegubach manipulatora.

Uzyskane w rozprawie wyniki mozna traktowac jako uzasadnienie tez sformutowanych
w podrozdziale 1.3. Wyniki te obejmuja:

e wyznaczenie postaci normalnych wybranych kinematyk nieredundantnych
w otoczeniu konfiguracji osobliwych korzedu 1,

e zaproponowanie procedury okreslenia postaci normalnych kinematyki i
wyznaczenia przeksztalcen transformujacych kinematyke do postaci nor-
malnej,

e zilustrowanie metody postaci normalnych na modelowych przykladach i
przeprowadzenie badan symulacyjnych,

e przeprowadzenie eksperymentdw z opracowanym algorytmem sterowania
na manipulatorze przemystowym AdeptOne,

e opracowanie pakietéw oprogramowania symbolicznego ulatwiajacego ana-
lize osobliwosci kinematycznych oraz synteze algorytméw sterowania ki-
nematyk osobliwych.

Nalezy zauwazy¢, ze w toku dotychczasowych badan metode postaci normalnych za-
stosowano do kinematyk nieredundantnych o kwadratowej postaci normalnej. W dalszych
badaniach zamierzamy rozszerzy¢ metode postaci normalnych do wielomianowej i hiper-
bolicznej postaci normalnej oraz uwzglednié¢ przypadek kinematyk redundantnych. Z dru-
giej strony, dostrzegamy potrzebe kontynuacji prac nad praktycznymi implementacjami
metody postaci normalnych. Mialyby one na celu m.in. okreslenie wyrazen opisujacych
przeksztalcenia transformujace kinematyki w sposéb parametryczny, zdefiniowany dla
wszystkich konfiguracji osobliwych. Taka charakteryzacja powinna ulatwi¢ implemen-
tacje sprzetowa metody postaci normalnych bezposrednio w sterownikach manipulatoréw
przemystowych, a takze umozliwié¢ zastosowanie sieci neuronowych do przyspieszenia obli-
czen oraz zmniejszenia bledéw przyblizania przeksztalcen transformujacych kinematyki
przy pomocy rozwinie¢ w szereg Taylora, dzieki uczeniu sieci [LB91, DJKM95, DJM95,
DJMB95].

przy pomocy metody jakobianowej i metody postaci normalnych
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Dodatek A

Pakiet oprogramowania symbolicznego
do analizy osobliwosci kinematycznych

Przedstawiony pakiet robskel" jest przeznaczony dla systemu obliczen symbolicznych
MATHEMATICA, [Wol88] i zostal stworzony z mysla o ulatwieniu analizy zachowania
manipulatoréw robotycznych w poblizu konfiguracji osobliwych. Umozliwia on uzyska-
nie na ekranie komputera graficznej reprezentacji manipulatora (jego szkieletu) w do-
wolnej konfiguracji na podstawie opisu kinematyki tego manipulatora zgodnie z notacja
Denavita—Hartenberga, [DH55, SV89], pokrétce opisang w podrozdziale 1.4. Dodatkowo
istnieje mozliwos¢ wyswietlenia fragmentéw sciezek przechodzacych przez zadana konfi-
guracje, a takze uzyskania animacji ruchéw manipulatora po tych sciezkach. Dla kazdego
z analizowanych manipulatoréw, procedury pakietu pozwalaja na wyliczenie symblicznych
wyrazen okreslajacych jego kinematyke oraz jakobian, a takze na znalezienie wartosci nu-
merycznych skladowych czesci translacyjnej jakobianu w dowolnej konfiguracji. Pakiet
jest zawarty w zbiorze robskel.m na dotaczonej dyskietce. Dyskietka zawiera dodatkowo
przykladowe zbiory ilustrujace wykorzystanie pakietu: zbiér demoskel.m dla MATHE-
MATICI z interfejsem tekstowym oraz zbiory demoskel.ma, demoskel.mb dla MATHE-
MATICI z interfejsem typu notebook*.

Pakiet wymaga wczesniejszego zainstalowania pod dowolnym systemem operacyjnym
systemu obliczer symbolicznych MATHEMATICA wersja 2.0" wraz z jego pakietem stan-
dardowym Animation®. Brak wspomnianego pakietu standardowego uniemozliwi wy-
korzystanie procedury pozwalajacej na animacje szkieletu manipulatora. Pakiet zostal
przebadany z wykorzystaniem wersji 2.2 programu MATHEMATICA zainstalowanej na
stacji robocze] HEWLETT PACKARD 9000 Model 715/64 pod systemem operacyjnym
UNIX.

A.1 Struktura i uruchomienie pakietu
W sklad pakietu wchodzi kilka procedur umozliwiajacych uzyskanie wymienionych wyzej

funkcji. Nalezy do nich zaliczyé procedury: PlotSkeleton,PlotPaths, AnimateSkeleton,
ComputeKinematics, ComputeJacobian i CalculateJacobian. Z punktu widzenia uzy-

*wymienione zbiory sa dostepne réwniez poprzez ustuge sieciowa ,anonymous ftp” z serwera
ftp://rab.ict.pwr.wroc.pl/pub/Mathematica/Robotics/Singular/
tlub pézniejsza
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tkownika kazda z wymienionych procedur dziala niezaleznie od pozostalych. Informacja
o strukturze manipulatora wykorzystywana przez wymienione procedury jest przechowy-
wana w zmiennej globalnej DHParameters i musi by¢ uaktualniana przy kazdorazowej
zmianie struktury badZ parametréw analizowanego manipulatora.

Po wywotaniu systemu MATHEMATICA z poziomu systemu operacyjnego, nalezy
wczytaé sam pakiet do pamieci komputera. Aby to osiagnaé, nalezy wydac¢ polecenie:

In[1]:= <<robskel.m

gdzie robskel.m jest zbiorem zawierajacym procedury pakietu. Wymaga sie, aby zbidr
robskel .m znajdowal sie w katalagu biezacym. W przypadku niespeinienia tego warunku
nazwe zbioru nalezy poprzedzié sciezka dostepu. Brak zbioru lub biedne wskazanie jego
polozenia na dysku spowoduje pojawienie sie komunikatu:

Get::noopen: Cannot open robskel.m.

Out[1]= $Failed

Jesli zostala wydana komenda zawierajaca sciezke dostepu do zbioru robskel.m, sciezka
ta zostanie powtdrzona w przedstawionym powyzej komunikacie.

Po wykonaniu opisanych krokéw, pakiet robskel" jest gotowy do wykorzystania zgo-
dnie z przedstawionymi ponizej regutami.

A.2 Skladnia procedur pakietu

Jak wspomniano w poprzednim rozdziale dodatku, kazda z procedur pakietu wykorzy-
stuje dane o strukturze i parametrach manipulatora przechowywane w zmiennej globalne;j
DHParameters. W zwiazku z tym, przy kazdej zmianie struktury badz parametréw ma-
nipulatora (w szczegdlnosci przed pierwszym wywolaniem procedur), nalezy przypisaé
zmienne] DHParameters wartos¢ zgodnie z ponizsza specyfikacja:

DHParameters={{thetal,d1,al,alphal},{theta2,d2,a2,alpha2},...};

gdzie thetai, di, ai i alphai s3 parametrami Denavita-Hartenberga poszczegélnych
ramion manipulatora. Jak widaé, zmienna DHParameters musi mie¢ postac n-elementowej
listy list czteroelementowych, gdzie n jest liczba stopni swobody analizowanego manipu-
latora. Wiadomo, ze sposrdd czterech parametréw opisujacych poszczegdlne cziony ma-
nipulatora w notacji Denavita-Hartenberga jeden jest wspdlrzedna stanu manipulatora
zwigzang z przegubem danego czlonu, zas pozostale trzy jego parametrami geometrycz-
nymi. W zaleznosci od typu przegubu wchodzacego w sklad danego czlonu, wspétrzedna
stanu jest parametr thetai dla przegubu rotacyjnego lub di dla przegubu translacyj-
nego. Aby umozliwi¢ procedurom graficznym rozpoznanie typu danego czlonu, nalezy
parametrom odpowiadajacym wspdlrzednym stanu czlonéw nadaé wartosci symboliczne
qi, gdzie i jest kolejnym numerem czlonu manipulatora zaczynajac od 1*. Pozostalym
elementom list opisujacych ramiona manipulatora nalezy nadaé wartosci liczbowe zgodnie
z parametrami geometrycznymi ramion i konwencja obowiazujaca w systemie MATHE-
MATICA, [Wol88]. Ponizej przedstawiono przyklad poprawnego przypisania wartosci
zmiennej DHParameters.

tdla kolejnych ramion manipulatora o n stopniach swobody beda to wiec zmienne qi, q2,..., qn
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{

In[2] := DHParameters = {{1, q1, 0.1, 0},
{q2, 0.2, 0.1, -Pi/4},
{g3, 0.2, O, Pi/3},
{q4, 0.2, 0.1, O0}};

Jak widaé, zmienna DHParameters opisuje manipulator o czterech stopniach swobody z
pierwszym przegubem translacyjnym (zmienna symboliczna na drugiej pozycji®) i pozo-
stalymi przegubami rotacyjnymi (zmienna symboliczna na pozycji pierwszej").

A.2.1 Procedura PlotSkeleton

Procedura PlotSkeleton pozwala na uzyskanie rysunku przedstawjajacego graficznie
szkielet manipulatora zdefiniowanego zmienna DHParameters w zadanej konfiguracji. Na
rysunku A.l przedstawiono symbole graficzne uzyte do reprezentacji przegubéw trans-
lacyjnych (a)) i rotacyjnych (b)) manipulatora. O wyborze symbolu przegubu rotacyj-

a) b)

i I =l <

Rysunek A.l: Symbole graficzne przegubu: a) translacyjnego, b) rotacyjnego.

nego sposréd przedstawionych decyduja wartosci parametréw geometrycznych ramienia
biezacego i poprzedniego.
Deklaracja nagléwka procedury PlotSkeleton jest nastepujaca:

PlotSkeleton[q_List,tabcoor_List:{0.6,0,0.4}]

Dla manipulatora o n stopniach swobody, pierwsza wspéirzedna podawang jako argument
opisywane]j procedury jest n-elementowa lista polozen w przegubach dla ktérych manipu-
lator ma byé przedstawiony na rysunku. Podanie listy o wiekszej liczbie elementéw niz
n spowoduje pominiecie jej elementéw poczawszy od elementu n + 1, zas przy podaniu
listy o mniejszej liczbie elementéw, brakujacym elementom zostanie przypisana domyslnie
wartosé zero. Elementem skladowym rysunku przedstawiajacego szkielet manipulatora
jest tabela zawierajaca wartosci liczbowe jego parametréw Denavita—Hartenberga. Drugi
z argumentéw procedury PlotSkeleton, ktdry jest lista zawierajaca trzy liczby, podaje
polozenie lewego gérnego rogu wspomnianej tabeli we wspéirzednych rysunku. Przypisa-
nie mu jako wartosci listy o liczbie elementow innej niz trzy spowoduje niewyswietlenie

$odpowiadajacej parametrowi d1
Todpowiadajacej parametrom theta2,..., theta4
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tabeli parametréw. Argument ten ma zadeklarowana wartos¢ domyslna wiec, zgodnie z
regutami systemu MATHEMATICA, moze by¢ pominiety w wywotaniu procedury. Pro-
cedura, oprécz rysunku, zwraca prymityw typu Graphics3D. Ponizej przedstawiono dwa
przyklady wywotania procedury PlotSkeleton ze zmienna DHParameters zadeklarowana
zgodnie z podanym wczesniej przykladem.

In(3]:

PlotSkeleton[{0.3,-Pi/4,Pi/4,0}];

In[4] := PlotSkeleton[{0.3,-Pi/4,Pi/4,0},{}];

Obydwa wywolania procedury spowoduja wyswietlenie szkieletu manipulatora w konfi-
guracji ¢1 = 0.3, ¢ = —%, ¢3 = I, ¢« = 0. Rysunek A.2 przedstawia efekty dziatania
przytoczonych wywotlan. Jedyna réznica w dzialaniu powyzszych wywolan polega na tym,

Rysunek A.2: Przykladowe efekty dzialania procedury PlotSkeleton.

ze drugie z nich nie spowoduje wyswietlenia tabeli zawierajacej parametry manipulatora,
podczas gdy pierwsze zrobi to.

A.2.2 Procedura PlotPaths

Procedura PlotPaths umozliwia uzyskanie rysunku przedstawiajacego, wraz ze szkie-
letem manipulatora opisanego zmienng DHParameters, fragmenty Sciezek zakreslanych
przez efektor manipulatora w przestrzeni roboczej, przechodzacych przez konfiguracje, w
ktorej zostal przedstawiony szkielet. Mozliwe do uzyskania sa jedynie te sciezki, ktére
powstaja w wyniku poruszania tylko jednym z przegubéw manipulatora. Do reprezentac;ji
przegubow procedura uzywa tych samych symboli, co procedura PlotSkeleton (zobacz
rysunek A.l).
Deklaracja nagtéwka procedury PlotPaths ma postac:

PlotPaths[q_List,qrange_List:{{1,-.5,.5}},tabcoor_List:{0.6,0,0.4}]
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Pierwszy argument jest lista polozen w przegubach, dla ktérych manipulator ma by¢
przedstawiony, i powinien spelnia¢ wszystkie warunki opisane dla analogicznego argu-
mentu procedury PlotSkeleton. Drugi argument procedury jest lista tréjek liczb, z
ktérych pierwsza wskazuje przegub poruszajacy sie, dwie pozostale okreslaja zas za-
kres tego ruchu (odpowiednio ograniczenie dolne i gérne) w stosunku do biezacej kon-
figuracji manipulatora. Jako ze argument ten ma przypisana wartos¢ domyslna, moze
byé pominiety. Spowoduje to wyswietlenie szkieletu manipulatora wraz z jedna sciezka
powstala w wyniku ruchu pierwszym przegubem manipulatora o £0.5 w stosunku do
konfiguracji biezacej. Ostatni z argumentéw procedury speinia te same zadania, co ar-
gument procedury PlotSkeleton o analogicznej nazwie i podlega regulom przedstawio-
nym przy opisie procedury PlotSkeleton. Procedura, oprdocz rysunku, zwraca prymityw
typu Graphics3D. Przykladem poprawego wywotania procedury PlotPaths, przy zmiennej
DHParameters zadeklarowanej jak dla przyktadowych wywotan procedury PlotSkeleton,
moze by¢ ponizsza komenda.

In[5]:= PlotPaths[{0.3,-Pi/4,Pi/4,-Pi/4},
{{1,-0.2,0.2},{3,-2 Pi/3,7 Pi/6}}];

Spowoduje ona wyswietlenie szkieletu zadeklarowanego manipulatora w konfiguracji ¢; =
03, ¢ = —%, s = §, ¢ = —§ wraz z dwoma $ciezkami, jedna dla ruchu pierwszym
przegubem manipulatora w zakresie 0.1 + 0.5 (£0.2 wokét punktu 0.3) i druga, dla ruchu
trzecim przegubem w zakresie —3% <+ T ( -2, 4+ wokél punktu Z). Efekt wykonania

przedstawionej komendy zostal pokazany na rysunku A.3.

Rysunek A.3: Przykladowy efekt dzialania procedury PlotPaths.

A.2.3 Procedura AnimateSkeleton

Procedura AnimateSkeleton umozliwia animacje sekwencji rysunkéw przedstawiajacych
szkielet manipulatora zdefiniowanego zmienna DHParameters w kolejnych konfiguracjach.
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Daje to wrazenie ruchu manipulatora na ekranie komputera. Do reprezentacji prze-
gubéw procedura uzywa tych samych symboli, co procedura PlotSkeleton (zobacz ry-
sunek A.l). Procedura AnimateSkeleton wykorzystuje standardowy pakiet Animation®
systemu MATHEMATICA, ktéry jest automatycznie tadowany w chwili wywotania proce-
dury AnimateSkeleton. W przypadku braku pakietu Animation™, w wyniku wywolania
procedury AnimateSkeleton otrzymamy komunikat:

Get::noopen: Cannot open Graphics/Animation.m.

Needs: :nocont: Warning:Context Graphics®Animation®
was not created when Needs was evaluated.

Deklaracja nagléwka procedury AnimateSkeleton ma postac:

AnimateSkeleton[qrange_List,number_Integer:5,viewpoint_:{1.3,-2.4,2},
plotrange_:{{-.5,1},{-.5,1},{-.1,1.3}}]

Dla manipulatora o n stopniach swobody, pierwszym argumentem procedury jest n-
elementowa lista par liczb, ktore podaja bezwzgledny zakres ruchéw (pierwsza liczba
minimalne, druga — maksymalne polozenie przegubu podczas animacji), dla kazdego prze-
gubu manipulatora. Podanie listy o wiekszej liczbie par niz n spowoduje pominiecie par
poczawszy od pary n + 1, zas przy podaniu listy o mniejszej liczbie par, brakujacym
parom zostana przypisane domyslnie wartosci zero. Animacja zostanie dokonana dla
$ciezki bedacej wynikiem liniowego ruchu manipulatora w przestrzeni wewnetrznej przy
zmianie polozenn w przegubach w podanych zakresach. Parametr number méwi o liczbie
klatek, ktére beda wyswietlone w jednej, peinej sekwencji ruchu. Pominiecie tego pa-
rametru spowoduje przyjecie domysle] wartosci 5. Dwa ostatnie parametry decyduja o
punkcie widzenia i wyswietlanym fragmencie animowanego rysunku. Ich format musi by¢
zgodny odpowiednio z formatem opcji graficznych ViewPoint oraz PlotRange systemu
MATHEMATICA. Pominiecie ich w wywolaniu spowoduje pokazanie animacji w zakresie
—0.5 + 1 dla wspétrzednych z i y oraz —0.1 + 1.3 dla wspdlrzednej z z punktu widzenia o
wspétrzednych z = 1.3, y = —2.4, z = 2. Oprécz wygenerowania animacji szkieletu ma-
nipulatora procedura zwraca liste prymitywow graficznych typu Graphics3D zawierajaca
poszczegdlne klatki animacji. Przy tak zdefiniowanej procedurze, wydanie komendy

In[6]:= AnimateSkeleton[{{0.3,0.3},{-Pi/4,3 Pi/4},
{Pi/4,Pi/4},{-Pi/4,-Pi/4}},5];

przy zmiennej DHParameters zdefiniowanej jak dla przykladowych wywotan poprzednich
procedur, spowoduje wyswietlenie sekwencji szesciu rysunkéw obrazujacych ruch mani-
pulatora przy obrocie wokdl osi przegubu drugiego, poczawszy od polozenia —m/4 do
polozenia 37/4!l. Rysunek A.4 przedstawia wszystkie polozenia szkieletu manipulatora
wyswietlane podczas omawianej animacji. Warto zwréci¢ uwage na mozliwosé zmiany
parametréw animacji przy uzyciu opcji Animation Controls... pola View z menu okienka
graficznego zawierajacego dang animacje**. Opcja ta wywotuje okno Animation Control

loczywiscie, przy interfejsie uzytkownika typu notebook, w celu uzyskania animacji, po zaznaczeniu
sekwencji uzyskanych rysunkéw nalezy wybraé opcje Animate Selected Graphics z pola Graph

**przedstawiona uwaga dotyczcy MATHEMATICI z interfejsem tekstowym; przy interfejsie typu note-
book pozwala na to opcja Animation... z pola Options lub Graph w zaleznosci od wersji programu
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Rysunek A.4: Przykitadowa sekwencja polozen szkieletu manipulatora wyswietlanych przez
procedure AnimateSkeleton.

Panel' pozwalajace na zmiane szybkosci oraz kierunku animacji, a takze jej zatrzymanie
i reczne przegladanie kolejnych rysunkéw wchodzacych w jej skiad.

A.2.4 Procedura ComputeKinematics

Kolejng procedura zawarta w pakiecie robskel" jest procedura ComputeKinematics. Po-
zwala ona na uzyskanie kinematyki manipulatora opisanego zmienng DHParameters w
postaci (1.5).

Deklaracja nagtéwka omawianej procedury ma postac:

ComputeKinematics [NumberOfLinks_Integer:-1]

Parametr NumberOfLinks okresla numer ostatniego czlonu manipulatora, ktéry jest brany
pod uwage przy liczeniu kinematyki, przy uzyciu tej procedury jest wigc mozliwe wyzna-
czenie kinematyki submanipulatoréw manipulatora o strukturze danej zmienna DHParame-
ters. Pominiecie parametru NumberOfLinks lub nadanie mu wartosci ujemnej czy tez
wiekszej od liczby stopni swobody manipulatora spowoduje obliczenie kinematyki dla
calego manipulatora. I tak, dla zmiennej DHParameters zdefiniowanej jako

In[7]:= DHParameters = {{q1, 0, 6, O},
{q2, 0, 3, 0}};

po wykonaniu instrukcji

In[8]:= ComputeKinematics[]

tt Animation Settings dla interfejsu typu notebook
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otrzymamy kinematyke planarnego manipulatora typu RR dana jako

Out [8]= {{Cos[q1] Cos[q2] - Sin[q1] Sin[q2],

> -(Cos[q2] Sin[q1]) - Cos[q1] Sin[q2], O,

6 Cos[q1] + 3 (Cos[q1] Cos[q2] - Sin[qi] Sin[q2])},
{Cos[q2] Sin[q1] + Cos[q1] Sin[q2], Cos[ql] Cos[q2] -
Sin[q1] Sin[q2], 0, 6 Sin[q1] + 3 (Cos[q2] Sin[q1] +
Cos[q1] Sin[q2])}, {0, 0, 1, 0}, {0, 0, 0, 1}}

vV V VvV V

A.2.5 Procedura ComputeJacobian

Procedurg analogiczna do poprzedniej procedury, stuzaca obliczaniu jakobianu w posta-
ci (1.8) manipulatora opisanego zmienna DHParameters jest procedura ComputeJacobian.
Podobnie jak poprzednio, deklaracja nagléwka omawianej procedury ma postac:

ComputeJacobian [NumberOfLinks_Integer:-1]

Parametr NumberOfLinks okresla numer ostatniego czlonu manipulatora, ktéry jest brany
pod uwage podczas obliczania jakobianu. Jest wiec mozliwe, przy uzyciu procedury
ComputeJacobian, wyznaczenie jakobianéw submanipulatoréw manipulatora o struktu-
rze danej zmienna DHParameters. Pominiecie parametru NumberOfLinks lub nadanie mu
wartosci ujemnej czy tez wiekszej od liczby stopni swobody manipulatora spowoduje obli-
czenie jakobianu dla calego manipulatora. Dla zmiennej DHParameters zdefiniowanej jak
w poprzednim podrozdziale, wywolanie

In[9] := ComputeJacobian[]
zwrodci jako rezultat wyrazenie na jakobian planarnego manipulatora typu RR

Out[9]= {{-6 Sin[q1] - 3 Cos[q2] Sin[qi] - 3 Cos[q1] Sin[q2],
> -3 Cos[q2] Sin[q1] - 3 Cos[q1] Sin[q2]},

> {6 Cos[q1] + 3 Cos[q1] Cos[q2] - 3 Sin[q1] Sin[q2],

> 3 Cos[q1] Cos[q2] - 3 Sin[q1] Sin[q2]},

> {0, o}, {0, 0}, {0, 0}, {1, 1}}

A.2.6 Procedura pomocnicza CalculateJacobian

Dodatkowg procedura znajdujaca sie w pakiecie jest procedura CalculateJacobian. Po-
zwala ona na wyliczenie skltadowych polozenia jakobianu manipulatora opisanego zmienna
globalng DHParameters.

Deklaracja nagléwka procedury ma postac:

CalculateJacobian[q_List]

gdzie parametr q okresla konfiguracje manipulatora, dla ktérej ma by¢ obliczony jakobian
i spelnia warunki podane przy opisie analogicznego parametru procedury PlotSkeleton.
Przy takiej deklaracji, wydanie komendy

In[10]:= CalculateJacobian[{0.3,-Pi/4,Pi/4,0}];

przy deklaracji zmiennej DHParameters jak dla procedur graficznych, da w odpowiedzi
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Out[10]//TableForm= 0 -0.233939 0.0214858 -0.0529093
0 0.249079 0.144493 0.0767299
1. 0 -0.136603 0.0362372

Kolejne kolumny uzyskanej macierzy mozna interpretowac jako wektory kierunkéw ruchu
efektora manipulatora przy poruszaniu odpowiednimi przegubami.

A.3 Przykladowe zastosowanie procedur

W niniejszej czesci dodatku zostanie zilustrowana mozliwos¢ wykorzystania opisanego pa-
kietu procedur jako narzedzia wspomagajacego analize zachowania manipulatoréw w po-
blizu konfiguracji osobliwych. Chcemy w tym miejscu zauwazy¢, ze chociaz przedstawiony
zestaw procedur zostal stworzony z mysla o wlasnie takim zastosowaniu, nie ogranicza to
w zaden sposéb mozliwosci jego uzycia przy analizie jakichkolwiek innych konfiguracji.

Procedury PlotSkeleton i AnimateSkeleton znajduja gldwnie zastosowanie jako na-
rzedzie wspomagajace wyobrazenie sobie konstrukcji przestrzennej manipulatora opisa-
nego przy uzyciu parametréw Denavita—Hartenberga. Mozliwos¢ latwego uzyskania ry-
sunku szkieletu manipulatora, a takze ,poruszania” tym szkieletem, moze w zdecydowany
sposéb przyczynié sie do szybszego i pelniejszego zrozumienia zaleznosci geometrycznych
pomiedzy poszczegdlnymi elementami skladowymi analizowanego manipulatora. Wymie-
nione procedury ulatwiaja znalezienie i zobrazowanie konfiguracji charakterystycznych dla
danego manipulatora. Moga to by¢ zaréwno konfiguracje, dla ktorych manipulator osiaga
brzeg swojej przestrzeni roboczej, jak i konfiguracje osobliwe, kiedy to manipulator nie
jest w stanie poruszaé sie w pewnych kierunkach w przestrzeni roboczej.

Procedura PlotPaths wraz z procedurg pomocnicza CalculateJacobian pozwala na
latwiejsze zrozumienie na czym polega osobliwos¢ danej konfiguracji i wyznaczenie kie-
runkéw w przestrzeni roboczej, w ktorych w danej konfiguracji osobliwej, manipulator
nie jest w stanie sie porusza¢. Wlasnosci te zostang zilustrowane przykladowym zastoso-
waniem omawianych procedur do analizy osobliwosci konkretnego manipulatora o trzech
stopniach swobody z wszystkimi przegubami rotacyjnymi. Rysunki A.5 a), b), ¢) przed-
stawiaja szkielet manipulatora w jednej z jego konfiguracji osobliwych wraz ze $ciezkami
powstalymi w wyniku ruchu odpowiednio pierwszym, drugim lub trzecim przegubem mani-
pulatora. Zlozenie tych trzech rysunkéw przedstawia rysunek A.5 d). Rysunki sa efektem
wykonania nastepujacego zestawu komend:

In(11] := DHParameters = {{ql, .4, 0, -Pi/4},
{q2, .3, .3, Pi/4},
{93, .3, .3, 0}};
In[12] := PlotPaths[{1,-1.408,.615},{{1,-Pi+.3,Pi-.3}},{}];
In[13]:= PlotPaths[{1,-1.408,.615},{{2,-.6,.8}},{}];
In[14] := PlotPaths[{1,-1.408,.615},{{3,-2,.8}},{}]1;
In[15] := PlotPaths[{1,-1.408,.615},{{1,-Pi+.3,Pi-.3},{2,-.6, .8},

{3,-2,.8}},{}];
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Rysunek A.5: Rysunki szkieletu manipulatora typu 3R wraz ze $ciezkami przy poruszaniu
a) pierwszym przegubem, b) drugim przegubem,
c) trzecim przegubem, d) zlozenie rysunkéw a), b), c).
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Jak widaé, w przedstawione]j konfiguracji osobliwej pruszanie pierwszym lub drugim prze-
gubem powoduje ruch efektora manipulatora wzdluz tego samego kierunku. Jest wiec
oczywiste, ze przy tréjwymiarowej przestrzeni roboczej, musi istnie¢ w badanej konfigura-
cji kierunek, wzdtuz ktdrego, poruszajac w dowolny sposéb przegubami manipulatora, nie
mozna uzyskaé ruchu efektora manipulatora. Kierunek ten jest wyznaczony przez prosta
prostopadla do plaszczyzny rozpietej przez wektory styczne do pokazanych Sciezek ruchu
efektora w punkcie ich przeciecia. W celu dokladnego okreslenia wektora wyznaczajacego
ten kierunek postuzymy sie procedurg CalculateJacobian. Wywolanie tej procedury dla
badanej konfiguracji w postaci

In[16] := CalculateJacobian[{1,-1.408,.615}]
daje wynik

Out[16]//TableForm= -0.0311566 0.297452 -0.144145
-0.0486805 0.464752 0.26248
0. 0. -0.0180662

Oznacza on, ze ruch pierwszym lub drugim przegubem manipulatora powoduje przemie-
szczanie efektora wzdtuz kierunku wyznaczonego wektorem (—0.0311566, —0.0486805, 0)#
za$ ruch przegubem trzecim przemieszcza efektor w kierunku wektora o wspélrzednych
(—0.144145, 0.26248, —0.0180662). Z tego wynika, ze kierunek, wzdtuz ktérego nie mozna
uzyskaé ruchu efektora manipulatora jest opisany wektorem (0.00879472, —0.00562881,
—0.151950), ktdry jest iloczynem wektorowym dwéch wyznaczonych wezesniej wektoréw.

Hktéry jest wspéiliniowy z wektorem (0.297452, 0.464752, 0)






Dodatek B

Pakiet oprogramowania symbolicznego
do syntezy algorytmow sterowania
kinematyk osobliwych

Pakiet oprogramowania singcont" jest przeznaczony dla systemu obliczen symbolicznych
MATHEMATICA, [Wol88]. Wspomaga on zastosowanie metody postaci normalnych do
rozwiazania osobliwego zadania odwrotnego dla manipulatoréw o kinematyce réwnowaznej
kwadratowej postaci normalnej. Pakiet jest zawarty w zbiorze singcont.m na dotaczonej
dyskietce. Dyskietka zawiera dodatkowo przykladowe zbiory ilustrujace wykorzystanie
pakietu: zbiér democont.m dla MATHEMATICI z interfejsem tekstowym oraz zbiory
democont .ma, democont .mb dla MATHEMATICI z interfejsem typu notebook™.

Pakiet wymaga wczesniejszego zainstalowania pod dowolnym systemem operacyjnym
systemu obliczeri symbolicznych MATHEMATICA wersja 2.0". Pakiet zostal przebadany
z wykorzystaniem wersji 2.2 programu MATHEMATICA zainstalowanej na stacji roboczej
HEWLETT PACKARD 9000 Model 715/64 pod systemem operacyjnym UNIX.

B.1 Struktura i uruchomienie pakietu

W sktad pakietu wchodza procedury umozliwiajace znalezienie dyfeomorfizméw transfor-
mujacych kinematyke do postaci kwadratowej (procedura FindDiffeo), znalezienie dy-
feomorfizu odwrotnego do danego (procedura InverseDiffeo) oraz procedury pomoc-
nicze pozwalajace na rozwiniecie funkcji wielu zmiennych w szereg Taylora* (procedura
ExpandedSeries) i pominiecie wyrazéw powyzej pewnego stopnia w rozwinieciu w szereg
Taylora (procedura SkipPowers). Z punktu widzenia uzytkownika, kazda z wymienionych
procedur dziala niezaleznie od pozostalych.

Po wywotlaniu systemu MATHEMATICA z poziomu systemu operacyjnego, nalezy
wczytaé sam pakiet do pamieci komputera. Aby to osiagnaé, nalezy wydac polecenie:

In[1]:= <<singcont.m

*wymienione zbiory sa dostepne réwniez poprzez usluge sieciowa ,,anonymous ftp” z serwera
ftp://rab.ict.pwr.wroc.pl/pub/Mathematica/Robotics/Singular/

tlub pézniejsza

tistnieje wprawdzie procedura MATHEMATICI stuzaca temu celowi, ale zwracany przez nig wynik
nie jest w pelni tym, czego potrzebujemy w naszym przypadku
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gdzie singcont.m jest zbiorem zawierajacym procedury pakietu. Wymaga sie, aby zbiér
singcont.mznajdowal sie w katalagu biezacym. W przypadku niespelnienia tego warunku
nazwe zbioru nalezy poprzedzi¢ sciezka dostepu. Brak zbioru lub bledne wskazanie jego
polozenia na dysku spowoduje pojawienie sie komunikatu:

Get::noopen: Cannot open singcont.m.

OQut[1]= $Failed

Jesli zostala wydana komenda zawierajaca Sciezke dostepu do zbioru singcont .m, Sciezka
ta zostanie powtdérzona w przedstawionym powyzej komunikacie.

Po wykonaniu opisanych krokéw, pakiet singcont® jest gotowy do wykorzystania
zgodnie z przedstawionymi ponizej regutami.

B.2 Skiladnia procedur pakietu

B.2.1 Procedura FindDiffeo

Procedura FindDiffeo pozwala na obliczenie dyfeomorfizméw przeksztalcajacych kinema-

tyke o kwadratowej postaci normalnej z jej postaci pre-normalnej do postaci normalne;j.

Szukane s rozwiniecia dyfeomorfizméw w szereg Taylora o zadanej dokladnosci.
Deklaracja nagtéwka procedury FindDiffeo jest nastepujaca:

FindDiffeo[kinem_,n_Integer]

Pierwszy argument procedury jest funkcjg opisujaca pierwsza sktadowsg rozpatrywane;j ki-
nematyki w postaci pre-normalnej, argument drugi okresla z jaka dokladnoscia beda wyko-
nywane obliczenia. Przy wartosci drugiego argumentu réwnej n, dyfeomorfizm przestrzeni
wewnetrznej ¢(z) bedzie znaleziony z dokladnoscia do wyrazéw rzedu n — 1, natomiast
dyfeomorfizm przestrzeni roboczej ¥(y) z doktadnoscia do wyrazéw rzedu nS. Wymaga
sie, aby argumenty funkcji kinem byly postaci xi gdzie i jest kolejnym numerem zmienne;j
ruchu manipulatora zaczynajac od 1Y. Jako wynik dzialania procedura zwraca dwuelemen-
towg liste, z dyfeomorfizmem przestrzeni wewnetrznej ¢(z) jako pierwszym elementem i
dyfeomorfizmem przestrzeni roboczej ¥(y) jako elementem drugim. Przykladem popraw-
nego wywolania procedury FindDiffeo jest komenda

In[2] := FindDiffeo[6 Cos[x1]-9+Sqrt[9-(x2-6 Sin[x1])"2],3]
wynikiem dzialania ktdrej jest
2
x2 y2
Out[2]= {3 x1 - --, -y1 - ---}
3 18

gdzie pierwszy element listy to dyfeomorfizm ¢(z) obliczony z doktadnoscia do wyrazéw
rzedu 2 (wlacznie), zas element drugi jest dyfeomorfizmem v (y) znalezionym z doktadno-
$cia do wyrazéw rzedu 3 (wlacznie).

$doktadnosci dla poszczegdlnych dyfeomorfizméw zostaly ustalone w ten sposéb celowo, zgodnie z tym
co jest potrzebne w trakcie wykorzystywania metody
Tdla manipulatora o n stopniach swobody beda to wiec zmienne x1, x2,... xn
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B.2.2 Procedura InverseDiffeo

Procedura InverseDiffeo stuzy znalezieniu dyfeomorfizmu odwrotnego do danego z za-
dana dokladnoscia.
Deklaracja nagtowka procedury FindDiffeo ma postaé

InverseDiffeo[kinem_List,n_Integer]

Pierwszy argument procedury jest dyfeomorfizmem zadanym w postaci wektora kolumo-
wego {{fi1(x)},{fi2(x)},...}, gdzie argumenty funkcji fi1, £i2,... sa postaci xi
z i jako kolejnym numerem zmiennej ruchu manipulatora, zaczynajac od 1. Argument
drugi okresla z jaka dokladnoscia wykonywane sa obliczenia. Wywotanie procedury po-
stact

In[3]:= InverseDiffeo[{{3 x1 -x2/3},{x2}},3]
daje w wyniku

xil xi2
Out[3]= {{--- + ---}, {xi2}}
3 9

B.2.3 Procedura pomocnicza ExpandedSeries

Procedura ExpandedSeries pozwala na wyliczenie rozwiniecia w szereg Taylora funkcji
wielu zmiennych z zadang dokladnoscia.
Deklaracja nagléwka omawianej procedury ma postac:

ExpandedSeries [(kinem_,x0_List, n_Integer]

Zasadnicza réznica pomiedzy procedurg ExpandedSeries a standardowa procedura MA-
THEMATICI Series jest to, ze procedura ExpandedSeries zwraca rozwiniecie zawie-
rajace wyrazy, ktérych suma poteg wystepujacych przy poszczegélnych zmiennych nie
przekracza zadanej wartosci, natomiast procedura Series zwraca rozwiniecie zawierajace
wyrazy, w ktérych potegi wystepujace przy poszczegdlnych zmiennych nie przekraczaja
zadanej wartosci. Poza tym, procedura ExpandedSeries usuwa wyrazenia typu 0[x]"n
ze zwracanego wyniku. Wymagane jest, aby pierwszy argument procedury byl funkcja
zalezna od zmiennych postaci xi, gdzie i jest kolejnym numerem zmiennej ruchu mani-
pulatora, zaczynajac od 1. Drugim argumentem procedury jest punkt, wokél ktérego
dokonywane jest rozwiniecie, zas argument trzeci okresla rzad rozwiniecia. Przykladem
wywolania funkcji moze byé komenda

In[4] := ExpandedSeries[6 Cos[x1]-9+Sqrt[9-(x2-6 Sin[x1])"2],{0,0},3]
w wyniku ktérej otrzymujemy

2

2 x2

Qut[4]= -9 x1 + 2 x1 x2 - ---
6

lldla manipulatora o n stopniach swobody bedg to wiec zmienne x1, x2,... xn
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B.2.4 Procedura pomocnicza SkipPowers

Procedura SkipPowers pozwala na usuniecie z rozwiniecia funkcji w szereg Taylora wy-
razéw, ktérych suma poteg wystepujacych przy poszczegdlnych zmiennych przekracza
zadana wartosc.

Deklaracja nagléwka procedury SkipPowers ma postac:

SkipPowers[f_,n_Integer,x_String:"x"]

Pierwszym argumentem procedury jest wyrazenie, z ktorego wyrazy maja zostaé usuniete.
Argument drugi ustala wartos¢ sumy poteg, poczawszy od ktérej wyrazy beda usuwane.
Ponownie jak poprzednio wymaga sie, aby argumenty wyrazenia £ byly postaci xi, gdzie
i jest kolejnym numerem zmiennej ruchu manipulatora, zaczynajac od 1**. Jednakze
w przypadku tej procedury mozliwa jest zmiana nazwy argumentéw przy uzyciu trze-
ciego argumentu procedury. I tak nadanie mu wartosci np. "alpha" spowoduje, ze jako
argumenty wyrazenia uwazane beda zmienne postaci alphai. Przykladowe wywotanie
procedury SkipPowers

In[5] := SkipPowers[xil+xi1"2+xil xi2°2+xi2"°3,3,"xi"]
daje w wyniku

2
OQut[5]= xil + xii

B.3 Przykladowe zastosowanie procedur

W tej czesci dodatku zilustrujemy zastosowanie opisanego pakietu do rozwiazania osobli-
wego zadania odwrotnego dla planarnego manipulatora typu RR analizowanego w podro-
zdziale 5.1.

Zdefiniujmy cze$é polozeniowa kinematyki rozpatrywanego manipulatora w postacift

In[6]:= kinem[x1_,x2_]:={{6 Cos[x1]+3 Cos[x1+x2]},
{6 Sin[x1]+3 Sin[x1+x2]}};

i jego jakobian

In[7]:= jacob[x1_,x2_]={{D[kinem[x1,x2][[1,1]],x1],
D[kinem[x1,x2] [[1,1]],x2]},{D(kinem[x1,x2][[2,1]],x1],
D[kinem[x1,x2] [[2,1]],x2]}}
Out[7]= {{-6 Sin[x1] - 3 Sin[x1 + x2], -3 Sin[x1 + x2]},
> {6 Cos[x1] + 3 Cos[x1 + x2], 3 Cos[x1 + x2]}}

Zadamy, aby efektor manipulatora podazal wzdtuz trajektorii zadanej funkcja

In(8]:= yd[t_]={{2+7 Cos[t-3]},{7 Sin[t-3]}};

**dla manipulatora o n stopniach swobody beda to wiec zmienne x1, x2,... xn

t1do znalezienia kinematyki manipulatora na podstawie jego parametréw Denavita-Hartenberga mozna
uzy¢ procedury ComputeKinematics opisanej w podrozdziale A.2.4, ale ze wzgledu na prostote badanego
przypadku nie bedziemy tego tu robié
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Rozwiazujac zadanie metoda jakobianowa znajdujemy, ze w chwili ¢ = 3 manipulator
wchodzi w konfiguracje osobliwa. Pierwszym krokiem, jaki musimy wykonaé¢ w celu za-
stosowania metody postaci normalnych jest okreslenie dyfeomorfizméw przeksztalcajacych
kinematyke manipulatora do postaci pre-normalnej oraz samej postaci pre-normalnej. W
szczegblnych przypadkach, tak jak w tym?*, mozliwe jest znalezienie wspomnianych dyfe-
omorfizméw w postaci jawnej, tutaj jednak bedziemy poszukiwac ich rozwinie¢ w szereg
Taylora. Dyfeomorfizm ¢; ma postac

In[8]:= fi1l={{x1},{kinem[x1,x2][[2,1]]1}}
out[8]= {{x1}, {6 Sin[x1] + 3 Sin[x1 + x2]}}

co po rozwinieciu w szereg Taylora daje

In[9] := filexp=ExpandedSeries[fi1,{0,0},3]
3 2 2 3
3 x1 3x1 x2 3 x1x2 - x2
Dut[9]= {{x1}, 19 x1 = =~=== + 3 X2 = =meecmes o cccscccn - oo- }}
2 2 2 2

Dyfeomorfizm 7! mozemy znalezé wykorzystujac procedure
In(10]:= invfilexp=InverseDiffeo[filexp,3]
2 2 3

3 xi2 2 xil xi2 xil xi2 xi2
Out [10]= {{xi1}, {-3 xil - xil + === + —=—-ccccme = ccccee- + ----}}
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Dyfeomorfizm ; jest okreslony jako

In(11]:= psii={{y1},{y2}}-kinem[0,0]
Out[11]= {{-9 + y1}, {y2}}

Rozwiniecie kinematyki manipulatora w szereg Tylora

In[12] := kinexp=ExpandedSeries[kinem[x1,x2],{0,0},3]

2 2
9 x1 3 x2
Out[12]= {{9 - --=--- - 3 x1 x2 - ----- ¥,
2 2
3 2 2 3
3 x1 3 x1 x2 3 x1 x2 x2
> {9 xt - ----- R I }}
2 2 2 2

zlozone z wyznaczonymi dyfeomorfizmami 7!, ¥; okresla postaé pre-normalna badanej
kinematyki

t1zobacz podrozdziat 5.1
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Pakiet oprogramowania symbolicznego do syntezy...

In[13]:= prenormal=kinexp/.{x1->invfilexp[[1,1]],
x2->invfilexp([2,1]]1}//Expand;
In[14] := prenormal=psii/.{y1->prenormal([1,1]], ~
y2->prenormal [[2,1]]}//Expand;
In(15] := prenormal=SkipPowers[prenormal,4,"xi"]
2
2 xi2
Out[156]= {{-9 xi1 + 2 xil xi2 - ----}, {xi2}}

6

W celu okreslenia dyfeomorfizméw ¢ i ¢ przeksztalcajacych kinematyke w postaci
pre-normalnej do postaci kwadratowej, uzyjemy procedury

In[16] := dyfeo=FindDiffeo[prenormal[[1,1]]/.{xi1->x1,xi2->x2},3];
In[17]:= fiexp={{dyfeol[[1]]},{x2}}

x2
Out[17]= {{3 x1 - --}, {x2}}
3
In[18]:= psiexp={{dyfeo[[2]]},{y2}}
2
y2
Out[18]= {{-y1 - ---}, {y2}}
18

Poniewaz bedziemy potrzebowali dyfeomorfizmu ¢!, do jego okreslenia zastosujemy pro-
cedure

In[19]:= invfiexp=InverseDiffeo[fiexp,3]
xil xi2

Out[19]= {{--- + ---}, {xi2}}
3 9

Podjete dotychczas kroki pozwolily na wyznaczenie wszystkich przeksztalcer niezbednych
do rozwiazania osobliwego zadania odwrotnego. Zastosowanie dyfeomorfizméw 11, ¢ do
rozwiniecia w szereg Taylora trajektorii zadanej y, daje trajektorie zadana dla kwadrato-
wej postaci normalnej

In[20] := ydexp=Series([yd[t],{t,3,accur}]

In[21] := etad=psil/.{y1->ydexp[[1,1]],y2->ydexp[[2,1]1]1};
In[22]:= etad=psiexp/.{yi->etad[[1,1]],y2->etad[[2,1]]}
2 3
7(=3 + t) 4 7(-3 + t) 4
Out [22] ={{----=---~ + 00-3+t] },{7(-3+t) - --------- + 0[-3+t] }}
9 6

Rozwiazanie osobliwego zadania odwrotnego polega na wyciagnieciu pierwiastka algebra-
icznego z pierwszej skladowej tak danej trajektorii

In[23]:= xid={{pm Sqrtletad[[1,1]]1]},{etad[[2,1]1]}}



B.3 Przykladowe zastosowanie procedur 133

3
Sqrt [7] (-3+t) 3 7(-3+t) 4
Dut [23]=l{pm ==e=memmmmnm + 0[=3+t] }i{7(=848) = ==nm==- + 0[-3+t] }}
3 6

gdzie pm oznacza +. Ostatnim krokiem jest przeksztalcenie otrzymanego rozwiazania do
wspétrzednych kinematyki wyjsciowej

In[24] := xd=invfiexp/.{xi1->xid[[1,1]],xi2->xid[[2,1]1]};

In[25] := xd=invfilexp/.{xi1->xd[[1,1]],xi2->xd[[2,1]]}//Normal//Expand
7 pm Sqrt[7] 7 t pm Sqrt[7] t
b [25]= {{=(=) = =ommwwanns + === 4 mmmmm—m———e- 3
3 3 9 9
pm Sqrt[7] t
> {pm Sqrelll = es-—=r——cs 1}
3

Otrzymane rozwiazania zostaly zilustrowne na rysunku 5.4.






Dodatek C

Podstawowe pojecia z teorii osobliwosci

Na poczatku niniejszego dodatku przytoczymy kilka podstawowych faktéw z zakresu te-
orii osobliwosci, [AVGZ85, Arn93, GG73, Mar82]. Reszte dodatku poswiecimy na przed-
stawienie ogdlne] metody wyznaczania dyfeomorfizméw ¢, ¢ znanej pod nazwa metody
homotopii, [TL71]. Szczegdlna uwage poswiecimy szczegélnemu przypadkowi metody ho-
motopii, zwanemu metoda przeksztalcenia Liego, [AR88], ktdrg zastosujemy do udowo-
dnienia Lematu Morse’a, [GG73].

Definicja 2 Niech f, g beda gladkimi (tj. klasy C*) odwzorowaniami R™ w R™. Ustalmy
p,q € R™. Odwzorowania f i g sq lokalnie RL-réwnowazne (right-left) wokdl p, q, jezeli
istnieje para otwartych otoczeri U C R™, V C R™, takich ze p € U, f(p) € V i para
lokalnych dyfeomorfizméw ¢ : U — o(U), ¥ : V = %(V), takich ze ¢ = p(p) ¢

g=vpofop. (C.1)

Klasa odwzorowan RL-rownowaznych danemu odwzorowaniu f moze byc¢ reprezento-
wana przez odpowiednio wybranego przedstawiciela tej klasy, nazywanego postacig nor-
malng odwzorowania f. Zwykle wymaga sie, aby posta¢ normalna byla ,prosta” z pew-
nego punktu widzenia. W przypadku zagadnien sterowania manipulatoréw postaé nor-
malna jest do przyjecia, jesli umozliwia (lub przynajmniej ulatwia) rozwiazanie odwrot-
nego zadania kinematyki.

Zatézmy, ze f : R® - R", f = (f1,..., fn) jest odwzorowaniem gladkim, a zo € R"
oznacza punkt osobliwy korzedu 1 odwzorowania f.

Twierdzenie 30 Niech f : R® — R" ¢ rankgf(:ro) =n — 1. Wowczas f jest lokalnie
RL-réwnowazna (w punkcie (z0,0)) postaci pre-normalnej

9(6) = (T(E)’ 62, Sis s afn)s (C2)

tzn. dla pewnych ¢, Yo fop™ = g, gdzie r jest nieznang funkcjq gladkq i € = ¢(z). Dla
analitycznych odwzorowan f, dyfeomorfizmy ¢, ¢ oraz funkcja r sq réwniez analityczne.

Twierdzenie 31 Niech f spelnia zalozenia Twierdzenia 30 i, dodatkowo, niech m > 1
oznacza najmniejszq liczbe naturalng, dla ktorej funkcja r wystepujaca w (C.2) spelnia
warunek

2(0)=550) =...= FF(0) =0,
3"‘+lr (C3)
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Wéwczas f jest lokalnie RL-réwnowazna (w punkcie (zq,0)) postaci normalnej pre-Mori-
na, tj. postaci pre-normalnej (C.2) z funkcjq

r(€) = P + w (O +.. .+ uma ()61, (C.4)

gdzie uy,...,Um—1 SG pewnymi funkcjami gladkimi zaleznymi od £ = (&,...,&), zni-
kajacymi w 0 € R™~1.

Twierdzenie 32 Zatézmy, ze f : R® — R" speinia zalozenia Twierdzenia 31 wraz z
nastepujacym warunkiem rzedu

d(3E)
rank : (0)=m, (m <n), (C.5)
A
gdzie pochodna dh = (585-";, e ’aae_}:.)' Wéwezas f jest lokalnie RL-réwnowaina (w punkcie

(z0,0)) postaci normalnej Morina, tj. postaci pre-normalnej (C.2) z funkcjq
r() =M+ L8 + ..+ b (C.6)

Po wprowadzeniu powyzszych poje¢ skupimy uwage na sposobie okreslenia dyfeomor-
fizméw okreslajacych RL-réwnowaznos¢ miedzy kinematyka k a jej postacia normalna

ko
Yoko=koop, (C.7)

proponowanym przez metode homotopii. Metoda ta zasadza si¢ na poszukiwaniu pary dy-
feomorfizméw ¢, ¥ definiowanych przez strumienie pewnych niestacjonarnych pdl wekto-
rowych spehiajacych tzw. réwnanie homologiczne. W celu ustalenia RL-réwnowaznosci
miedzy kinematyka k a jej postacia normalna ko, zastapimy k w C.7 przez 1-parametrowa
deformacje postaci normalnej ko, ki = tk + (1 — t)ko, t € [0,1] (krzywa laczaca ko z k)
i szukamy dwéch rodzin dyfeomorfizméw ¢y, ¥, startujacych w o = id, ¥o = id (1-
parametrowe deformacje odwzorowari tozsamosciowych), takich ze dla kazdego ¢ € [0, 1]

Yr o ko = ki 0 1. (C.8)

Przyjmiemy, ze dyfeomorfizmy ¢, ¥; sa zdefiniowane za posrednictwem strumieni niesta-
cjonarnych pdl wektorowych X;, Y;, tzn.

aqlat = Xy(®1,(z)) | (C.9)
% = Yt(\IJt,a(y))

oraz
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Rézniczkujac parametryczna RL-réwnowaznosc i dokonujac odpowiednich podstawien
z (C.8), (C.9), otrzymujemy nastepujace réwnie homologiczne, [AVGZ83],

Hilk(z)) = Se(z) + (=) Xi(a) (.10

czy tez, rownowaznie,

Yilk(z)) - Ge(@)Xu(2) = (k - ko)(z). (.11

Jedli teraz jestesmy w stanie rozwiaza¢ réwnanie (C.11) ze wzgledu na pola wektorowe
Xi(z), Yi(y) wéwczas, catkujac réwnania rézniczkowe (C.9) otrzymujemy postaé dyfeo-
morfizméw ¢, ¥; dla kazdego ¢t € [0,1]. Jasne jest, ze przy podstawieniu ¢ = 1 uzyskujemy
poszukiwane dyfeomorfizmy ¢ = @1, ¥ = ¥y.

W szczegdlnym przypadku, gdy zamiast RL-réwnowaznosci rozpatrywana jest R-
réwnowaznos¢ (right), metoda homotopii sprowadza sie do tzw. metody przeksztalcenia
Liego, [AR88]. W tym przypadku chcemy ustali¢ réwnowaznos¢ (C.7) uzywajac jedynie
dyfeomorfizmu ¢ (tak wiec ¢ = id). Postepujac analogicznie jak w przypadku RL-
réwnowaznosci, otrzymujemy réwnanie (C.11) w postaci

Q@é(:—)Xt(:v) + (k = ko)(z) = Lx,ki(z) + (k — ko)(z) = 0, (C.12)

ktére nalezy rozwiazaé wzgledem pola X:(z). Symbol Lx w powyzszym wyrazeniu oznacza
pochodna Liego wzgledem pola wektorowego X.

Aby zilustrowaé uzytecznos¢ metody przeksztalcenia Liego, udowodnimy przy jej uzy-
ciu Lemat Morse’a, [GGT73], tzn. pokazemy, ze tak zwana funkcja Morse’a, czyli gladka

funkcja £ : R™ — R, taka ze k(0) = 0, ﬂ = 0 i rank (A %&9) = n jest R-
réwnowazna swojej czesci kwadratowe] ko(z) = ExTA:z: Réwnanie (C.12) mozna zapisaé
przy pomocy iloczynu skalarnego jako

Ok
<6_2:’ Xt> = kO - k =p, (013)
gdzie dla przejrzystosci pominieto argument z. Z definicji

_B_Ici Op Oko Op

oz . taz + -5; = —ta Az, (C.14)

gdzie A jest macierza formy kwadratowe] ko(z). Podstawiajac (C.14) do (C.13) otrzymu-
jemy

Funkcja p(z) w (C.13) jest gladka i taka ze p(0) = 0, 83(0) = 0, (0) = 0. Wykorzy-
stujac Lemat Hadamarda, [GGT73], dostajemy nastepujace za.leznosc1

p(z) =/01<8’%‘9, :c> dA (C.16)

i

<a_§3(;_), v> = </01 ig%xdﬂ v>, (C16"

*dowdéd zrekonstruowano na podstawie [AR88]
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prawdziwe dla dowolnego v € R™. WprowadZzmy macierz R(z) zdefiniowana jako

_ 41 [FO%p(r2)
R(z)= A /0 dr. (C.16)
Latwo pokazaé, ze przy takiej definicji
<3’(;(;), v> = (Az, R(z)v). (C.17)

Na podstawie wyrazen (C.16') i (C.17) wnioskujemy, ze

1 1
p(z) = [ (AD2), R(z)z)d) = <A:c, / /\R(/\x)xd/\> . (C.18)
0 0
Ostatecznie, uzywajac wyrazen (C.17) i (C.18), mozemy zapisa¢ réwnanie (C.15) jako

(Az, X,) —t<%, x,> = (Az, Xi) - (Az, tR(z)X:) = <Aa:, / 1 AR(Az)sz>

czy tez, rwnowaznie,
1
(I, — tR(z)) X:(z) = / AR(Az)zdA. (C.19)
0
Z (C.16) wynika, ze R(0) = 0 (p(z) zawiera skladowe rzedu > 3 ze wzgledu na z), a
wiec istnieje otoczenie 0 € R, w ktérym macierz wystepujaca przy X; w (C.19) jest
odwracalna. Prowadzi to do wniosku, ze w tym otoczeniu

Xi(z) = (I — tR(z))™ /0 " AR(\z)zdA (C.20)

jest dobrze okreslone. Calkujac pole X; otrzymujemy poszukiwany dyfeomorfizm ¢,
podobnie jak w metodzie homotopii.
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