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GRAFICZNA PREZENTACJA MODELI KLAS UKRYTYCH

1. Wstep

Analiza klas ukrytych (Latent Class Analysis) jest zbiorem metod, ktéra moga
by¢ wykorzystywane do analizy danych marketingowych uzyskanych za pomoca
np. badania ankietowego. Pozwala ona na odkrycie pewnych nieznanych cech
konsumentow (respondentow), ktorych bezposrednio nie mozna zaobserwowaé.
Takimi cechami ukrytymi moga by¢ np.: nastawienie do danego produktu (marki),
0sobowosc itp.

Istota modelowania klas ukrytych jest badanie zwiazkéw migdzy kategoriami
zmiennych nominalnych i porzadkowych. Metoda ta zostala wprowadzona przez
Lazarsfelda [5] w latach pigédziesiatych. Wykorzystuje ona dane zawarte w tablicy
kontyngencji. W ramach tej analizy wyroznia si¢ dwa rézne podejscia pozwalajace
na budowg modelu klas ukrytych: podejscie probabilistyczne oraz podejscie oparte
na modelowaniu log-liniowym.

Celem artykufu jest omdéwienie mozliwosci graficznej prezentacji wynikow
analizy za pomoca tzw. wykresu wspotrzednych barycentrycznych.

2. Dwa podejscia do modelowania klas ukrytych

Analiza klas ukrytych moze zostaé przeprowadzona na dwa sposoby. Pierwszy
z nich — podejscie probabilistyczne — zostal wprowadzony przez Goodmana [1],
drugi za$ opiera si¢ na modelowaniu log-liniowym, zaproponowanym przez Haber-
mana [2], a nastepnie rozwijanym przez Hagenaarsa [3] oraz Vermunta [8; 9].

2.1. Podejscie probabilistyczne

Zatézmy, ze mamy dang tablicg kontyngencji N z czterema zmiennymi Z
(¢=12,...,01), S (j=,2,...,J), D (k=12,...,K) oraz P ({=1,2,...,L).
Zmienna ukryta X przyjmuje wartosci t =1,2,..., T, gdzie T oznacza liczbg klas.
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Model z jedna zmienng ukryta X mozna przedstawi¢ za pomoca ponizszego
réwnania:

ZSDPX
7 = er.,ku : )
gdzie: ﬂgfﬁ) PX — prawdopodobienstwo warunkowe tego, ze i-ta, j-ta, k-ta,

I-ta kategoria zmiennej Z, S, D oraz P znajdzie si¢ w klasie ukrytej ¢.

Tabela 1. Przyklad czterowymiarowe;j tablicy kontyngencji wraz z oznaczeniami

Czy Pan/-l PU? Z ianna P
kawe codziennie?
TR 3
g ey .dn/l pali gzy ok . Zmienna|Zmienna|Zmienna
Ple¢ papierosy | pije herbatg | tak nie hi5
RES FEE % S D
codziennie? | codziennie?
Mezczy- tak 12 14 Dy mujming
S tak : S
zna nie 96 125 7 Dy  |miz|min
, tak 54 12 : S Dy |ma1i|monn
nie - 2
nie 19 21 D, |myi|man
Kobieta tak 48 98 Dy myminn
tak - S
nie 2 9 z, D, mii|min
_ tak 71 31 Dy |mpo11|mo1n
nie ; S
nie 11 7 Dy i |mnon

Zrédlo: opracowanie wilasne.

Wykorzystanie wzoru (1) wymaga spelnienia zalozenia o lokalnej niezalezno-
$ci zmiennych:

ZSDPX X _Z\X S\X D\X _P\X
Tikle =% Rig g Fly Tl (2)
gdzie: ﬂ,X — prawdopodobiefistwo przynalezno$ci danych obserwacji do klasy ¢

zmiennej ukrytej X,
ﬂ,-Z,\X — prawdopodobienstwo warunkowe tego, ze i-ta kategoria zmiennej Z
znajdzie si¢ w opisie klasy ukrytej ¢.
Prawdopodobienstwa po prawej stronie réwnania (2) wymagaja spetnienia
zalozenia:

T /
zﬂl Z YAV, ¢ Z j\X Z”D\X ZﬂP\X 3)
t=1 i=1
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2.2. Podejscie log-liniowe

Model log-liniowy ze zmienna ukryta X zaproponowany przez Habermana {2]
uwzglednia jedynie efekt drugiego rzedu, tzn. interakcje pomigdzy zmiennymi
obserwowalnymi a zmienng ukryta X. Taki model mozna zapisa¢ w ponizszy spo-
sob:

ZX | SX . DX _ PX

log(m,-jk,t ) =u+ u,X + u,-Z + uf + u,? + u,‘D +u” ruy ruy s, (4)
gdzie: m Miikgs —nZﬂU}f,?PX ,
u - sredma logarytmow czgstosci oczekiwanych,
u,X — glowny efekt zmiennej X ze wzgledu na ¢ klasg,
u,Z — glowny efekt i-tej kategorii zmiennej Z,
}-g — gléwny efekt j-tej kategorii zmiennej S,
u,? — gltowny efekt k-tej kategorii zmiennej D,
u,P — glowny efekt I-tej kategorii zmiennej P,
u,%X — efekt interakcji i-tej kategorii zmiennej Z oraz klasy ¢ zmiennej ukry-
tej X.
W analogiczny sposob definiowane sa pozostale efekty interakcji.
Parametry modelu (4) spetniaja nastqpujqce warunki:
L X ! z J S
uo = U = j=Zk~Zl—0
1=1 i j=1 k=1 I=1
! 7y K
D = S; =Zukt = u/r =0, ()
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Dla T =1 model opisany rownaniem (4) sprowadza si¢ do modelu wzajemnie
niezaleznego (Mutually Independent Model). W przypadku czterech zmiennych
obserwowalnych bedziemy rozpatrywaé model nastgpujacej postaci:

S D P

log(m,-jk):u+u,-z+u +u tu . 6)

J

Haberman [2] wykazal, ze istnieje zwiazek pomigdzy parametrami dwoch
réznych od siebie podej$s¢ do modelowania klas ukrytych. Na przyktad prawdo-
podobienistwo warunkowe tego, ze i-ta kategoria zmiennej Z znajdzie si¢ w klasie
ukrytej ¢, mozna zapisac:
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exp(u,-z + u,fX )

== - . )
Zexp(u,-l + uf’\,)
i=1

Za pomoca rownania (7) mozna powrdci¢ do podejscia probabilistycznego
zaproponowanego przez lLazarsfelda (zob. [S]) i dzigki temu model staje sig¢
fatwiejszy w interpretacji.

W przypadku wyboru modelu najlepiej dopasowanego do danych empirycz-

Z\X
i

nych mozna si¢ kierowac statystyka chi-kwadrat ( ,1'2), statystyka najwigkszej wia-
rygodnosci (L2) oraz statystyka CR (Cressie-Reada). Jezeli njj; s obserwowany-
mi liczebnodciami, to oczekiwane liczebnosci sa oznaczone przez rmy, i przybie-
raja nastgpujaca postac:

=ii§2( ) (8)

”1
i=1 j=lk=l/=1 kit

J K L i
:2 ZZZZ”UH IOg[’" ] (9)

i=1 j=lk=1l=1 ijklt
A
ki
CR= || = | =1, (10)
T o

gdzie A przyjmuje wartos¢ 2/3.

Dodatkowymi statystykami stosowanymi w wyborze modelu sa kryteria
informacyjne: bayesowskie kryterium informacyjne (BIC) oraz kryterium informa-
cji Akaikego (41C):

BIC = I* —In(n)-(df), (11)
AIC=I* -2-(df), (12)

gdzie df oznacza liczbe stopni swobody, a n liczbg obserwacji.
W przypadku obydwu kryteridw bardziej preferowany jest taki model, dla
ktérego wartosc statystyki (11) lub (12) jest najmniejsza.

3. Wizualizacja danych

Van der Heijden, Gilula oraz van der Ark [4] pokazali, ze modele klas ukrytych
mozna przedstawi¢ za pomoca wykresu wspotrzednych barycentrycznych (Bary-
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centric Coordinates). Wykresem tego rodzaju wspoétrzgdnych jest trojkat rowno-
boczny, ktérego wierzcholki (trzy niewspotliniowe punkty A, 7, Py) tworzg bazg
przestrzeni. Kazdemu z tych punktéw przyporzadkowana jest pewna waga (w tym
przypadku zaktadamy, ze wszystkie wagi sa rowne 1).
Dowolny punkt w przestrzeni trojwymiarowej mozna wyrazié¢ jako sum¢ wazo-
na:
P=xP +yP, +zP5.

Wspodltczynniki x, y, z sa nazywane wspétrzednymi barycentrycznymi, przyjmu-
jacymi wartosci z przedziatu [0, 1], a ich suma jest rowna | (x + y+z=1). Kate-
gori¢ danej zmiennej mozna potraktowac jako taki punkt P o wspotrzegdnych x, y, z.

Poprzez odpowiednie przeksztatcenie poszczegdlnych prawdopodobiefistw wa-

runkowych: 7r,Z,\X, 71'?,\/\/, nﬁ\x, ﬂf;\x model klas ukrytych mozna przedstawié¢

za pomocg ponizszego rownania:

7
7 ijkl X/Z_SIX _DIX _PIX
. =Z”ti it ke i s (13)
... l=l
gdzie:
X _Z/X X _ZIX
Xlz _ Ty Wy _ T Ty 14
it - T - . . ( )
X_z/X i
Z”t an
t=1

W ten sposob przeksztatcone prawdopodobienstwa warunkowe pozwalaja na
naniesienie punktéw na wykresie wspoétrzednych barycentrycznych i odczytanie
zaleznosci pomiedzy poszczegdlnymi kategoriami zmiennych obserwowalnych.

4. Zastosowanie

Analize klas ukrytych oraz jej graficzng prezentacj¢ przeprowadzono na
podstawie danych uzyskanych z bezplatnej bazy danych Polskiego Generalnego
Sondazu Spotecznego (PGSS) 1992-2002!. W niniejszym artykule pod uwage
zostaly wziete dane za rok 2002. Uwzgledniono pytania, ktore zostaty zadane
wséréd osob pracujacych. Analiza zostata przeprowadzona z uwzglednieniem
czterech zmiennych 1 z pominigciem odpowiedzi ,,nie wiem”. Badana proba liczyla
461 osoéb.

l http://pgss.iss.uw.edu.pl/.
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Tabela 2. Modele klas ukrytych dla czterech klas

Model | 7| df P p 12 p CR p AIC
Model | | 1] 63 [ 254,2838 | 0,0000 | 124,5380 | 0,0000 | 172,4849 | 0,0000 | -1,4620
Model 1l | 2] 54 | 75,5634 | 0,0280 | 61,9370 | 0,2140 | 65,6927 | 0,1322 | 46,0630
Model 111 | 3 | 45 | 39,3478 | 0,7094 | 39,5405 | 0,7018 | 36,9000 | 0,7995 | -50,4595
Model IV | 4 | 36 | 36,3189 | 0,4538 | 34,1396 | 0,5573 | 33,3593 | 0,5948 | —37,8604

Zrodlo: opracowanie wlasne z wykorzystaniem programu LEM.

Obliczenia przeprowadzono dla czterech klas (7'=1,2,3,4) zgodnie ze wzo-
rem (1). Model pierwszy (tab. 2) dany réwnaniem (4) jest modelem podstawowym
w analizie klas ukgytych. Pozwala na okre$lenie, czy pomigdzy zmiennymi wyste-
puje zaleznos¢, czy tez nie. Jak pokazuja statystyki L2, ;(zoraz CR, nalezy przyjaé,
ze zaleznos¢ pomiedzy zmiennymi wystepuje, co w efekcie daje mozliwos¢ prze-
prowadzenia wlasciwej analizy.

Nastepnie sprawdzono model dla 7=2,3 oraz 4. Jak pokazujg statystyki,
model z trzema klasami ukrytymi jest modelem najlepiej dopasowanym do danych

empirycznych (L2 =139,5405, df = 45). Mozna to dodatkowo stwierdzi¢ na podsta-
wie kryterium informacji Akaikego (41C). Zostat wybrany model, dla ktérego war-
tos¢ AIC jest najmniejsza.

W wyniku przeprowadzenia analizy klas ukrytych uzyskano biad klasyfikacji
16,45%, co oznacza, ze poprawnie zostato sklasyfikowanych 83,55% badanych
respondentow.

Klasa druga jest klasg najliczniejsza. Nalezy do niej prawie 55% respondentow.
W klasie tej znalazly si¢ osoby, ktorych miesigczne zarobki nie przekraczaja
750 zl. Prawie 88% badanych z tej grupy nie pracuje dodatkowo. Sa oni raczej
zadowoleni ze swojej pracy, a zapytani: ,czy tatwo moglby Pan/i znalez¢ inna
pracg zapewniajgcg takie same dochody i $wiadczenia, jakie ma Pan/i z obecnej
pracy”., wigkszos¢ z nich odpowiedziata, ze to nie jest takie tatwe (93,56%).

Do klasy pierwszej naleza respondenci, ktérych dochéd wynosi wiecej niz
1200 zt na miesiac. Tutaj znalazly si¢ te osoby, ktdre raczej sa zadowolone z wyko-
nywanej obecnie pracy i nie dorabiaja do swojej podstawowej pensji. 84,63% z ba-
danych, ktérzy znalezli sie w tej grupie, uwaza, ze w ogdle nie jest tatwo znalezé
podobna prace.

Do klasy trzeciej nalezy najmniej liczna grupa, ok. 3% badanych. Sa to osoby
bardzo zadowolone ze swojej pracy. Wigkszos¢ osob w tej grupie (67,27%) pode;j-
muje si¢ roznego rodzaju prac zleconych. Miesigczne wynagrodzenie responden-
tow, ktorzy znalezli si¢ w tej klasie zarabia wigcej niz 1200 zt miesiecznie.

W wyniku przeksztatcenia prawdopodobienstw warunkowych mozna bylo
przeprowadzi¢ graficzna prezentacj¢ danych zawartych w tab. 3. Za pomoca
wykresu wspotrzednych barycentrycznych mozna zinterpretowaé zaleznosci zacho-
dzace pomiedzy kategoriami zmiennych Z, S, D oraz P (rys. 1).
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e zadowolenie
A Szansa na inng pracg
o dochéd

+ dodatkowa praca

(1,0,0) 0,0, 1)
Rys. 1. Wykres wspotrzgdnych barycentrycznych na podstawie danych z tab. 3

Zrédlo: opracowanie wlasne z wykorzystaniem programu R.

Na podstawie wykresu mozna si¢ dowiedzie¢ dodatkowo, ze osoby, ktére sa
niezadowolone z pracy, to te, ktore zarabiaja najmniej, tzn. do 750 z} miesigcznie
(Dy). Osoby, ktoére twierdza, ze sa raczej zadowolone z pracy, zarabiajg od 760 zt
do 1160 zt netto (D;). Ich gtéwnym zrédtem utrzymania jest tylko pensja (7).
Maja przeswiadczenie, ze w przypadku utraty przez nich pracy, nie bgdzie im
fatwo znalez¢ podobnej do wykonywanej obecnie (S3).

Jak mozna zauwazy¢ na rys. |, kategoria S} znacznie odbiega od innych punk-
tow prezentowanych na wykresie. Prawdopodobnie wynika to z tego, ze w klasie
trzeciej, ktora jest najmniej liczna, wigkszos¢ z respondentow uwaza, ze bardzo
fatwo jest znalez¢ prace przynoszaca ten sam dochdd co w obecnym miejscu
zatrudnienia.
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5. Podsumowanie

Analiza klas ukrytych jest metoda, ktéra moze by¢ wykorzystywana do badania
zaleznosci pomiedzy zmiennymi niemetrycznymi. Analiza ta pozwala na pokaza-
nie tych zaleznosci za pomoca wykresu wspotrzednych barycentrycznych poprzez
odpowiednie przeksztalcenie prawdopodobienstw warunkowych.

Przedstawiony przykiad pokazuje, ze wyniki analizy dostarczaja dodatkowe]
interpretacji poprzez graficzng ich wizualizacjg.

Program LEM [8; 9], za pomoca ktorego dokonane zostaty obliczenia w tej
pracy, pozwala na estymacj¢ parametrow modeli klas ukrytych ze wzglgdu na
podejscie zardwno probabilistyczne, jak i log-liniowe.
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GRAPHICAL PRESENTATION OF RESULTS
OF LATENT CLASS MODELS

Summary

Latent class modeling is one of a multivariate analysis techniques of the contingency table. This
method was introduced first by Lazarsfeld and Henry [5] and developed by Goodman [1],
McCutcheon [6], Habermann [2], Hagenaars [3], and Vermunt [8; 9].
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The main purpose of this article is to show some results of latent class modeling by means of
barycentric coordinates graph. This kind of presentation permits to describe the relations between
categories variable.

The main software used here is LEM that allows us to estimate parameters of latent class model.

Iwona Kasprzyk — mgr. doktorantka w Katedrze Statystyki Akademii Ekonomicznej
w Katowicach.
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