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1. Wstep

Modelowanie ekonometryczne przebiega wieloetapowo, lecz w literaturze eko-
nometrycznej nie ma zgodnosci co do liczby etapow, gdyz rozni autorzy operuja
réznym stopniem szczegdtowosci. Podzial modelowania na cztery fazy propono-
wany przez Gruszczynskiego i Podgorska [3, s. 13], przedstawia rys. 1.
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Zrédlo: [3, s. 13].

* Praca naukowa finansowana ze $rodkéw na nauk¢ w latach 2005/2006 jako projekt badawczy
1 HO2B 025 29.
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Mimo réznego stopnia uszczegdlowienia kolejnych faz idea modelowania
pozostaje niezmienna. Po sformutowantiu celu badania, okresleniu jego przedmiotu
i zakresu ustala sie, jakie zmienne objasniane i objasniajace moga stuzy¢ wyjasnia-
niu mechanizmu ksztajtowania si¢ rozpatrywanego zjawiska. Niniejsza praca doty-
czy kroku IHl, czyli weryfikacji, w ktérym sprawdza sig, czy abstrakcyjna konstruk-
cja, ktora stanowi model, jest dostatecznie zgodna z fragmentem rzeczywistosci,
ktory opisuje. Pozytywne wnioski z tego etapu stanowia warunek konieczny apli-
kacji modelu w praktyce. W razie wystapienia niezgodnosci z zatozeniami istnieje
mozliwos¢ korygowania bledow po ustaleniu przyczyn ich wystgpowania. Jedna
z czesci procedury weryfikacji stanowi badanie zalozen dotyczacych rozkladu
sktadnikow losowych. Poniewaz sa one wielkosciami nieobserwowalnymi, istnieja
trudnosci w formutowaniu wnioskdw na ich podstawie. W ujectu klasycznym sto-
suje si¢ w tym celu testy statystyczne, ktore nie zawsze prowadza do rozstrzygnie-
cia problemu. W niniejszej pracy proponuje si¢ polaczenie wnioskowania opartego
na testach z zastosowaniem analizy dyskryminacyjnej do rozwiazywania zagadnie-
nia zwigzanego z wystgpowaniem heteroskedastycznosci skiadnikéw losowych.
Celem pracy jest zaprezentowanie postulowanej procedury. Sugerowane rozwiaza-
nie zostato zilustrowane wynikami badania empirycznego.

2. Koncepcja zastosowania reguly dyskryminacyjnej do
wykrywania rodzaju heteroskedastycznosci skladnikow losowych

Zalozenie klasycznej metody najmniejszych kwadratow dotyczace jednorodno-
sci wariancji sktadnikow losowych weryfikuje si¢ za pomoca testdw statystycz-
nych opartych na resztach modelu. Jezeli podczas tego etapu modelowania nastapi
wykrycie niesferycznosci, pojawi si¢ koniecznos¢ zmiany metody estymacji para-
metrow modelu na uogdlniona metodg¢ najmniejszych kwadratow, ktora wymaga
znajomosci postaci macierzy kowariancji sktadnikow losowych (badz jej oszaco-
wania).

W literaturze proponuje si¢ rdézne testy umozliwiajace wykrywanie heteroske-
dastycznosci, a ich przeglad mozna znalez¢ np. w pracach [1; 8]. Istnieja dwa
odmienne sposoby przeprowadzania testow weryfikujacych hipoteze o réwnosci
wariancji. Pierwsza mozliwos¢ to zastosowanie testu konstruktywnego, w ktorym
rodzaj heteroskedastycznosci jest okreslony w hipotezie alternatywnej. W razie jej
przyjecia mozna od razu sformufowaé wniosek o postaci macierzy kowariancji
i metodzie estymacji. Drugi rodzaj testow charakteryzuje si¢ wigkszym stopniem
ogoblnosci — pozwala na stwierdzenie, czy heteroskedastyczno$é istnieje, lecz nie
daje zadnych wskazowek co do jej ksztattowania sig.

Zastosowanie testu konstruktywnego jest z jednej strony bardzo dogodnym
postepowaniem — przeprowadzajac test, od razu otrzymuje si¢ wskazowki dotycza-
ce ewentualnego dalszego postgpowania. Z drugiej strony stanowi bardzo znaczne
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zawezenie problemu — nieodrzucenie hipotezy zerowej pozwala wnioskowac jedy-
nie, ze schemat niejednorodnosci wariancji okreslony w tym tescie nie wystepuje,
natomiast nie uprawnia do sformufowania sadu o jednorodnosci wariancji.

Z kolei testy niekonstruktywne pozwalaja na stwierdzenie wystepowania zjawi-
ska heteroskedastycznosci sktadnikow losowych (gdy przyjmuje si¢ hipotezg alter-
natywna) lub wnioskowania o homoskedastycznosci (gdy nie odrzuca si¢ hipotezy
zerowej}). Niedogodnoscia tego rodzaju postgpowania jest natomiast brak informa-
cji o ksztaftowaniu si¢ wariancji w przypadku jej niejednorodnosci, co uniemozli-
wia zastosowanie uogolnionej metody najmniejszych kwadratow.

Wskazane byloby zastosowanie narzedzia opartego na obiektywnym kryterium,
pomocnego w dokonaniu wyboru rodzaju heteroskedastycznosci, po uprzednim
stwierdzeniu jej wystgpowania za pomoca testu konstruktywnego. Do rozwiazania
tego problemu moze zosta¢ zastosowana analiza dyskryminacyjna. Jesli hipoteza o
homoskedastycznosci zostanie odrzucona, nalezy zaproponowa¢ mozliwe modele
opisujgce ksztaltowanie si¢ wariancji i oszacowal ich parametry. Posiadajac
oszacowania elementow diagonalnych macierzy kowariancji sktadnikow losowych,
wykonuje sig¢ drugg cz¢s$¢ procedury, polegajacg na zastosowaniu reguly dyskrymi-
nacyjnej, w celu wyboru ,,najlepszego” wariantu.

Odrzucenie hipotezy o sferycznosci sktadnikéw losowych w standardowym
modelu liniowym oznacza, ze macierz kowariancji skladnikow losowych jest

nieskalarna, postaci V. Przy zalozeniu normalnosci rozkiadu funkcja gestosci
wyraza sie wzorem:

f(s)=—7—l————1—exp{—%eT(02V)_le}, V=L )
(2n)5|o—2v|5

Funkcja (1) bedzie miala rézng postaé, w zaleznosci od przyjetego modelu he-

teroskedastycznosci, pociagajacego za soba okreslona konstrukcj¢ macierzy V.
Modele heteroskedastycznosci proponowane w literaturze zestawiono w tab. 1.

Dla kazdego proponowanego modelu mozna okresli¢ posta¢ macierzy V. W za-
leznosci od przyjetego schematu mozna ja wyznaczy¢ bezposrednio lub oszacowaé
niezbedne elementy na podstawie modelu wyjasniajacego ksztaltowanie si¢ wa-
riancji, wykorzystujac do tego wartosci bezwzgledne lub kwadraty reszt uzyska-
nych przy szacowaniu parametréw modelu metoda najmniejszych kwadratéw. Zna-
jac postaci macierzy V dla g rozpatrywanych mozliwosci, mozna okresli¢ g funkcji
gestosci postaci odpowiadajacych poszczegolnym rodzajom heteroskedastycznosci
sktadntkéw losowych.

Zgodnie z dyskryminacyjna regula najwigkszej wiarygodnosci (zob. [5]) wek-
tor € nalezy przydzieli¢ do rozkladu o numerze j, dla ktérego wiarygodnos¢ L jest
maksymalna:
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Tabela 1. Modele heteroskedastycznosci sktadnikéw losowych modelu ekonometrycznego

stycznosci — wariancja zalezy li-
niowo od zmiennych objasniaja-
cych modelu heteroskedastycz-
nosci

Posta¢ modelu Charakterystyka modelu Literatura
3 3 . -
cl=0c |xm| wanarlnc_!a proporcjonalna  do Johnston
lub wartosci bezwzglednych wybra-
u . . ) NN Judge et al.
1 aly2 nej zmiennej objasniajacej lub Greene
oy =0 X, jej kwadratow
2 2 , . . -
o; =0 E(Y) wariancja  proporcjonalna  do | Prais i Houthakker
lub wartosci oczekiwane] zmiennej | Amemiya
’2 = O'ZEZ(Y) objasnianej lub jej kwadratéw Theil
odchylenie standardowe zalezy
o, =ag+aE(Y) linjiowo od wartosci oczekiwa- | Geary
nych zmiennej objasnianej
addytywny model heteroskeda- Amemiya

Jobson i Fuller
Buse
Amemiya

,
2 ke -
ot =o*(aTs,)

odchylenie standardowe zalezy
liniowo od zmiennych objasnia-
jacych modelu heteroskedastycz-
nosci

Rutemiller i Bowers

wariancja opisana za pomoca
wiclomianu zmiennej Z be¢dacej

6’2 =t aZ+ a2Z,2 Tt a,,Z,I’ funkcja zmiennej lub zmiennych Glejser
objasniajacych
ol = 527 mulitiplikatywny model hetero- | Fisher
! ! skedastycznosci Park

0',2 = o? exp(aTz,-)

multiplikatywny model hetero-
skedastycznosci (wykladniczy)

Rutemiller i Bowers
Harvey

Zrédto: opracowanie wlasne.

Li(e)=

lub rownowaznie:

£i(8)=

maxL,-(e) dlai=12,....g
i

maxf,-(e) dlai=12,...,g.
!

)

3)

Jezeli m funkcji wiarygodnosci (2<m< g) osiaga maksymalng warto$¢ przy

ustalonym g, to mozna wybrac¢ ktérykolwiek z m rozkltadow o najwigkszej wiary-

godnosci.

W przypadku poréwnywania modeli charakteryzujacych si¢ normalnoscia roz-
kfadu sktadnikow losowych zagadnienie sprowadza si¢ do wyboru tego wariantu,
dla ktorego funkcja okreslona wzorem (1) osiaga najwicksza wartos¢ wsrod
wszystkich g zaproponowanych mozliwosci.
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Ze wzgledu na wlasnos¢ monotonicznosci funkcji logarytmicznej mozna przed-
stawi¢ postgpowanie rownowazne do przedstawionego powyzej. Postgpujac zgod-
nie z dyskryminacyjna reguta najwiekszej wiarygodnosci, wektor € przydziela si¢
do rozkfadu o numerze j, dla ktérego jest spetniony warunek (4) lub (5):

InL;(e)= mgx[ln L,-(s)] dai=12,...,g, 4)

Inf,(e)= max[lnf,-(e)] dlai=12,...,g. %)

Przedstawiona idea moze zosta¢ zaadaptowana do wyboru najlepszego sposrod
zaproponowanych modeli heteroskedastycznosci. Modyfikacja koncepcji polega na
porownywaniu wiarygodnosci poszczeg6lnych modeli z wiarygodnoscia wektora €,
otrzymana z zastosowaniem estymatora macierzy kowariancji sktadnikow losowych
proponowanego przez Domowitza i White’a. W pracy poswigconej m.in. poszu-
kiwaniu metody szacowania macierzy kowariancji estymatora metody najmniej-
szych kwadratow (zob. [2]) przedstawiono konstrukcje estymatora zgodnego, do
budowy ktérego wykorzystuje si¢ oszacowanie macierzy kowariancji sktadnikéw
losowych, ktére moze rowniez znalez¢ zastosowanie w konstrukcji regut dyskrymi-
nacyjnych. Zasadniczym problemem jest to, iz elementy macierzy kowariancji nie
sa znane. Jakubczyc [4, s. 143] zauwaza: ,,Wylania si¢ zatem potrzeba wyznacze-
nia estymatora tej macierzy. Moze si¢ wydawaé, ze z rozwiazaniem tego zagad-
nienia nie powinno by¢ wigkszych problemow. Macierz utworzona nastgpujaco:

612 e1ey ... €€,
2
(%14 e N 14
eeT — 2' I 2 2. n 6)
2
€,e) €,y ... ey,

mozna bowiem potraktowaé jako estymator macierzy V. Gléwna trudnos¢ tkwi
jednak w tym, ze rzad macierzy ee! jest rowny jednosci, a wigc nie istnieje ma-
cierz odwrotna (eeT) 1, wobec czego nie ma zadnych szans na to, aby w tak prosty
sposob mozna bylo sformutowac estymator macierzy”.

Jednakze okazuje sig, ze ograniczenie wynikajace z zaleznosci liniowych ko-
lumn (i wierszy) macierzy (6) mozna stosunkowo tatwo zniwelowaé. We wspo-
mnianej wyzej pracy Domowitza i White’a zaproponowano rozwiazanie wywodza-
ce sie z macierzy postaci (6), eliminujace problem jej osobliwosci. Sugerowana
idea opiera sig na swoistym ,,ucinaniu” macierzy (6) doprowadzajacym do postaci
2(g)pw o elementach réwnych:
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|eex diafe-k|<1,
“710  diajr-k>1.

Wybér wartosci / stanowi dla tworcow omawianej koncepcji ,,interesujaca
otwarta kwesti¢”. Niemniej jednak autorzy wskazuja, ze / powinno sie zwigkszaé
w miar¢ wzrostu liczby obserwacji, lecz wolniej niz n'3.

Model heteroskedastycznosci, ktorego funkcja wiarygodnosci rozni sie
najmniej od funkcji wiarygodnosci wektora € otrzymanej z uzyciem macierzy
Z(e)pw, jest najlepszy wsréd wszystkich zaproponowanych przez badacza roz-
wigzan. Powinien zosta¢ wybrany jako najlepszy sposrod schematow okreslonych
przez prowadzacego badanie i wykorzystany do estymacji parametrow modelu
uogodlniong metoda najmniejszych kwadratow lub uogolniong metoda najmniej-
szych kwadratéw z estymacja.

3. Rezultaty badania empirycznego

Przeprowadzone badanie dotyczylo modeli opisujacych zaleznasci wydatkéw
na rozne towary i ustugi od dochodow. Analiza obj¢to grupe panstw europejskich
nalezacych do strefy euro, dla ktérych byly dostepne dane dotyczace przecietnych
dochoddéw i wydatkdéw w bazie Euromonitor. Zestawienie krajow i lat, dla ktorych
mozliwe bylo uzyskanie danych statystycznych, prezentuje tab. 2.

Tabela 2. Panstwa, dla ktérych przeprowadzono
analiz¢ zaleznosci dochoddw i wydatkéw

Panstwo Lata, dla ktérych byly dostepne dane
Austria 1990, 1995, 2000, 2005
Belgia 1995, 2000, 2005
Finlandia | 1990, 1995, 2000, 2005
Francja 1990, 1995, 2000, 2005
Gregja 1993, 2000
Hiszpania [2000, 2005
Holandia | 1990, 1995, 2000, 2005
Irlandia 1990, 1995, 2000, 2005
Niemcy 1995, 2000, 2005
Portugalia | 1990, 1995, 2000, 2005
Wiochy 1995, 2000, 2005

Zrédlo: opracowanic wlasne.

Wybor krajéw ze strefy euro gwarantuje poréwnywalnos¢ danych — zaréwno
dochody, jak i wydatki podane sa we wspdlnej walucie. Stopien szczegétowosci
dostgpnych informacji odnosnie do wydatkéw obejmuje dwanascie grup towardw i
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uslug zgodnych z klasyfikacja przychodow i rozchodoéw stosowana przez Europej-
ski Urzad Statystyczny EUROSTAT, a oparta na COICOP/HBS (Clussification of
Individual Consumption by Purpose/Households Budgets Survey) — Klasyfikacji
Spozycia Indywidualnego wedtug Cech dla Badan Budzetow Gospodarstw Domo-
wych. Na dwanascie podstawowych grup towaréw i ustug, wedtug ktérych prezen-
towane sg informacje o wydatkach, skladaja si¢ nastgpujace kategorie:

e 2zywnos¢ 1 napoje bezalkoholowe,

¢ napoje alkoholowe i wyroby tytoniowe,

e odziez i obuwie,

e uzytkowanie mieszkania i nosniki energii,

e wyposazenie mieszkania i prowadzenie gospodarstwa domowego,

e zdrowie,

e transport,

e facznost,

e rekreacja i kultura,

¢ edukacja,

s restauracje i hotele,

e inne towary i usugi.

W pierwszym etapie badania metoda najmniejszych kwadratéw oszacowano
linowe zaleznosci wydatkdw ponoszonych na rozne kategorie dobr 1 uslug od
dochodéw osiaganych przez gospodarstwa domowe. W rozpatrywanych modelach
mozna spodziewaé si¢ wystapienia zjawiska heteroskedastycznosci sktadnikow
losowych. Modele budowane sa na bazie danych przekrojowo-czasowych, co moze
stanowi¢ zrédlo niejednorodnosci wariancji. Przeprowadzenie niekonstruktywnego
testu heteroskedastycznosci Harrisona-McCabbe’a ujawnito wystgpowanie niejed-
norodnosci wariancji w modelach dla nastgpujacych kategorii: zywnos$¢ 1 napoje
bezalkoholowe, napoje alkoholowe i wyroby tytoniowe, wyposazenie mieszkania i
prowadzenie gospodarstwa domowego, tacznos¢, edukacja, rekreacja i kultura,
inne towary i ustugi (poziom istotnosci 0,1).

Do opisu ksztattowania si¢ wariancji sktadnikow losowych zaproponowano
rozwazenie nast¢pujacych modeli:

l.o;=apg+aX,

2. a,-2=a0+a,X‘

3. O','2 =0'%Xa,

4. 0',-2 =J(2) exp(aX),

5. 0; =0:0+al)(+057X2
6. -2—a0+a1X+a7X

Parametry modeli (1-6) zostaly oszacowane metoda najmniejszych kwadratow,
a ich wartosci teoretyczne postuzyly do budowy gléwnej przekatnej macierzy V.
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Do konstrukcji funkcji dyskryminacyjnych zastosowano macierze Z(€)pw i V
oraz wektor reszt, traktujac go jako dobre przyblizenie wektora sktadnikow loso-
wych. Rezultaty otrzymane na podstawie takiego postgpowania prezentuje tab. 3.
Wytluszczonym drukiem zaznaczono wartosci minimalne, wskazujace na odpo-
wiednios¢ danego modelu do opisu zjawiska heteroskedastycznosci w konkretnym
przypadku.

Tabela 3. Wartosei bezwzgledne réznic pomigdzy wartoscia logarytmu przyblizonej funkceji ggstosci
wektora g a wartosciami funkcji wiarygodnosci dia modeli 1-6

Rodzaj modelu, w ktorym wystypila Modut réznicy logarytméw
heteroskedastycnos¢ model | | model 2 | model 3 | model 4 | model 5 [ model 6
Ogolny 91,377] 91,003 | 163,741 162,887 91,296| 89,908
Zywno$¢ i napoje bezalkoholowe 82.584| 70,835 90,562! 90,366 82,586| 69,988

Napoje alkoholowe i wyroby tytoniowe | 92,084| 74,867 | 108,894 108,616 92,027 74,922

Wyposazenie mieszkania i prowadze-

nic gospodarstwa domowego 91.673| 74,289 89,234 94341| 92,678]| 74,949
Lacznosé 97.820| 69,456 77,693 75,387| 97,920| 66,595
Rekreacja i kultura 86,365 | 71,159 89,125 90,346| 86,234| 71,679
Edukacja 111,299] 69,789 84,4471 83,040| 110,693 | 71,351
Inne towary i uslugi 85,465| 73,979 | 100,260 102,579 85,466 75,123

Zrodlo: obliczenia wlasne.

Aplikacja rozpatrywanej metody ma na celu selekcje najlepszego modelu opi-
sujacego ksztaltowanie si¢ wariancji sktadnikéw losowych z zestawu proponowa-
nych mozliwosci. Po zastosowaniu macierzy Z(€)pyw | implementacji sugerowane;j
procedury mozna wnioskowa¢, ze do opisu zmian wariancji sktadnikéw losowych

rozpatrywanych relacji dochodow i wydatkow znajdujq zastosowanie modele nr 2
lub nr 6.

4, Podsumowanie

Prezentowana koncepcja stanowi uzupetnienie podejscia klasycznego, w kto-
rym o rodzaju heteroskedastycznosci wnioskuje si¢ na podstawie testow statystycz-
nych. Przewaga sugerowanego podejscia polega na umozliwieniu badaczowi ko-
rzystania z jak najbardziej ogéInego testu wykrywajacego niejednorodno$¢ warian-
¢ji bez utraty mozliwosci okreslenia jej charakteru. Wybdr odpowiedniego modelu
nastepuje dzigki porownaniu wiarygodnosci dla poszczegdlnych modeli z wiary-
godnoscia wektora sktadnikow losowych, mozliwa do wyznaczenia dzigki zastoso-
waniu estymatora macierzy kowariancji proponowanego przez Domowitza i White’a.
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THE APPLICATION OF DISCRIMINANT RULES
TO THE DETERMINATION OF HETEROSCEDASTICITY TYPE
IN THE LINEAR ECONOMETRIC MODEL

Summary

This paper considers the utility of the application of discriminant functions to determine the best

possible heteroscedasticity model of disturbances. Likelihood functions of certain models were
proposed to determine the solution which was gained by conducting a comparison with the likelihood
function of the vector € obtained with the usage of covariance matrix estimator suggested by
Domowitz and White.
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