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Rozdzial 1

Wstep

1.1 Tezy rozprawy doktorskiej

Celem rozprawy doktorskiej byta proba znalezienia podejscia pozwalajacego na unifikacje opisu
dla pewnych modeli nadprzewodnictwa nisko 1 wysokotemperaturowego. Punktem wyjscia jest
stwierdzenie, ze izotropowa teoria BCS, ktéra pozwolila wyjasnié zjawisko nadprzewodnictwa
w izotopach metali, nie moze by¢ bezposrednio zastosowana do grupy nadprzewodnikow wy-
sokotemperaturowych. Zwiazki ktore wykazuja wysoka temperature przejscia wywodza sie w
wiekszosci z rodziny magnetykow. Do opisu zjawiska nadprzewodnictwa w tych zwigzkach sto-
suje sie modele bazujace na hamiltonianie Hubbarda, jak model ciasnego wigzania lub model
t—J, uwzgledniajace anizotropowosé¢ uktadu. Dazenie do podania jednolitego opisu dla tych
dwoch podejsé jest punktem wyjécia do rozwazan postawionych w rozprawie doktorskiej w
ktorej postawiono nastepujace tezy:

e Wplyw fluktuacji gestosci stanéw na wlasnodci termodynamiczne nadprze-
wodnika

e Model anizotropowej cieczy Fermiego z nieparabolicznym widmem wzbudzen.

e Zmodyfikowanie rownania na szczeline w ukltadach anizotropowych o zlozonych
mechanizmach oddzialywania

e Wyznaczenie stanéw rownowagowych i wlasnodci termodynamicznych nad-
przewodnika z dominujaca sktadowa d

Tezy te zostaly zrealizowane w kolejnych rozdzialach. W pierwszym rozdziale w podroz-
dziale Scenariusz Van Hove’a , przedstawiono w skrocie teorie, ktora w zasadniczy sposob wigze
sie z podejsciem zaprezentowanym w pracy. W rozdziale drugim Transformacje przestrzeni i
gestodé standw opisano model anizotropowej cieczy I'ermiego. Wprowadzono ekwiwalentny opis
ukladu anizotropowego poprzez transformacje przestrzeni. Dzieki tak przeprowadzonej renor-
malizacji uzyskano przestrzen izotropowa zanurzong w polu skalarnej gestodci stanéw, ktore
zachowuje symetrie wejsciowego ukladu. Jest to nowe podejscie do opisu ukladu, rozszerzajace
standardowe pojecie gestodci stanow. Szczegotowe obliczenia przeprowadzono dla dwuwymia-
rowego modelu Hubbarda, opisujacego dwuwymiarowy uktad plaszczyzn miedziowo-tlenowych.
Przedstawiono pole skalarnej gestosci stanow dla dozwolonych wartosci parametrow modelu.
Gestosé stanow dla calego obszaru stosowalnosci modelu zostata obliczona numerycznie. W dal-
szej czesci Rozszerzony scenariusz Van Hove’a dla nadprzewodnika typu s rozwazono whasnosci
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termodynamiczne nadprzewodnika z zamodelowanymi fluktuacjami gestosci stanéw. Nastepnie
w rozdziale Rozszerzony scenariusz Van Hove’a dla nadprzewodnika typu d obliczono wlasnosci
dla sparowania typu d. Wprowadzone fluktuacje gestosci stanéw reprezentuja osobliwoéci typu
Van Hove’a. Pokazano, ze rozszerzenie scenariusza Van Hove’a poprzez zastapienie usrednionej
gestoscl standw przez pole skalarne gestosci stanéw ma istotny wplyw na wlasnoéci nadprze-
wodnika typu d.

1.2 Scenariusz Van Hove’a

W ostatnich latach szczegdélnym zainteresowaniem w teoretycznych badaniach nadprzewod-
nikow wysokotemperaturowych cieszy si¢ scenariusz Van Hove’a. U podstaw tego podejscia
lezy zalozenie, ze za wladciwosci termodynamiczne nadprzewodnikéw wysokotemperaturowych
odpowiedzialne s3 osobliwodci gestodci standow w poblizu poziomu Fermiego. Przedstawienie
tego podejscia oraz zestawienie z rozwinigtym formalizmem korespondujacym z opisem utrzy-
manym w konwencji BCS stanowia zasadnicze elementy niniejszej pracy.

1.2.1 Geneza scenariusza Van Hove’a

Genezy scenariusza Van Hove’a nalezy szuka¢ jeszcze przed odkryciem nadprzewodnictwa wy-
sokotemperaturowego. Juz w latach siedemdziesigtych [15, 17, 16] zwr6cono uwage na gwal-
towne zmiany elektronowej gestosci stanéw w poblizu poziomu Fermiego w miedzymetalicznych
zwigzkach typu A15 inaczej f—wolframu czyli : AsB (A = V,Nb B = Si,Ge, Al,Ga, Sn).
Z faktem tym powiazano duza w poréwnaniu z czystymi nadprzewodzgcymi metalami tem-
perature przejscia fazowego. Juz woéwczas w pracach teoretycznych przewidywano nie tylko
zwiekszenie temperatury krytycznej ale rowniez jej obnizanie zwigzane z postacig fluktuacji
gestosci stanow. W pracach(15, 17, 16] przedstawiono obliczenia, ktére wykorzystywaly po-
dane przez Eliashberga réwnanie uwzgledniajace wplyw zmiany elektronowej gestosci stanow
na temperature krytyczng. Pokazano réwniez [16], ze konkretna posta¢ gestosci stanow N (€)
nie ma wplywu na ksztalt funkcjonalu 67,/6N(€) (wariacja temperatury krytycznej po funkeji
gestosci stanow), ktory jest uniwersalna funkcja &£/7,. (£ jest energia mierzong od poziomu
Fermiego). Zwrocono réowniez uwage na fakt, ze zmienna gestoéci stanéow wymaga innego
okreslenia dla wystepujacego w teorii BCS bezwymiarowego parametru oddzialywania paru-
jacego A = N(0)V. Posta¢ fluktuacji zostala zaproponowana w kolejnych pracach [18, 19] to
pik lorentzowski i osobliwo$¢ trojkatna. Rozwazenie wlasnoséci termodynamicznych z takimi
postaciami fluktuacji rozwazono w drugim podrozdziale 3.4. Odmienng niz w teorii BCS
posta¢ elektronowej gestosci stanow zaczeto wigza¢ z innymi niz tylko podwyzszona tem-
peratura krytyczna (7. ~ 20K) zmianami, ale takze z takimi jak np. zalezno$é¢ podatnosci
magnetycznej od temperatury oraz niestabilno§¢ struktury krystalograficznej. Zapoczatko-
walo to poszukiwania teoretyczne istnienia odpowiednich fluktuacji gestosci stanow. W latach
osiemdziesiatych jeszcze przed odkryciem nadprzewodnictwa wysokotemperaturowego [21]takie
fluktuacje powiazano z teorig stworzona przez Van Hove’a [22]. Van Hove sklasyfikowal osobli-
wodci mogace teoretycznie istnie¢ w elektronowej gestosci stanéw w przypadku dwu i trojwy-
miarowego krysztalu oraz pokazal, ze pewne zaskakujace wlasciwosci rozpatrywanego ukladu
moga by¢ wiazane z istnieniem tego typu osobliwosci. W 1986 roku Hirsch and Scalapino
rozwazali dwuwymiarowy model Hubbarda na sieci kwadratowej, uwzgledniajac oddziatywa-
nia pomiedzy najblizszymi i kolejnymi najblizszymi sasiadami oraz zaniedbujac oddziatlywania



elektronowe. Rozwigzanie takiego prostego modelu prowadzilo do otrzymania takiej postaci
energii, ktora wykazywala osobliwo$¢ typu logarytmicznego okreslanej wedlug klasyfikacji Van
Hove’a mianem punktu siodlowego. Stosujac metode symulacyjna Monte Carlo pokazano,
ze tego typu osobliwoé¢ moze by¢ odpowiedzialna za podniesienie temperatury krytycznej.
Przewidziano réwniez mozliwos¢ otrzymania wyzszej niz dotychczas obserwowano temperatury
przejscia. Lata dziewigédziesiate wraz z eksperymentalnym odkrywaniem nowych materialow
nadprzewodzacych przyniosty obszerny rozwoj opisanej teorii. Dwuwymiarowy lub kwazidwu-
wymiarowy charakter nadprzewodnikéw wysokotemperaturowych potwierdzono eksperymen-
talnie i powigzano to z istnieniem plaszczyzn miedziowo-tlenowych CuO;. Podjeto tez probe
zmodyfikowania teorii BCS [23] poprzez zastapienie stalej gestosci stanow przez postaé po-
siadajaca osobliwosé typu logarytmicznego. Taki model zaczeto nazywaé scenariuszem Van
Hove’a [23, 24, 25]. Proste wstawienie tak skonstruowanej funkcji do réwnania na szczeling
pozwolito poda¢ formule na temperature krytyczna T, ~ exp(—1/v/\) znacznie roznigca sie od
typowego rezultatu przewidzianego przez teori¢ BCS T, ~ hwp exp(—1/)). Takie oszacowanie
temperatury krytycznej pozwolilo z kolei podniesé jej przewidywalng wartosé do okolo 100K.
Eksperymentalnie potwierdzona zmiana wartosci temperatury w takich nadprzewodnikach jak
np. Lay_.ST.,CuO4 wraz ze zmiana domieszkowania x, zostala powigzana z przesuwaniem
si¢ osobliwosci wzgledem poziomu Fermiego. Ten sam prosty model pozwolil wyjasni¢ maly
efekt izotopowy [26]. Pokazano, ze kiedy temperatura wzrasta wraz ze wzrostem wartosci
gestosci stanow na poziomie Fermiego maleje warto$¢ wspolezynnika izotopowego. Podobne
obliczenia zostaly wykonane dla nadprzewodnika typu BCS z dodang logarytmiczng osobliwos-
cig [27], gdzie policzono wartosé¢ wspotczynnika Ry = 2A(0)/kpTe oraz skok ciepta wlasciwego.
Pokazano réwniez, ze w takim modelu najwyzsze temperatury krytyczne uzyskuje sie, kiedy
osobliwo$¢ lezy doktadnie na poziomie Fermiego. Uznano jednak, ze ten model potrafi ktory po-
trafi dobrze wytlumaczy¢ duza wartosé T, nie jest wystarczajacy do wyjasnienia stabego efektu
izotopowego 1 duzej wartoéci wspotczynnika R;. Innym waznym kryterium w badaniu zgodno-
$ci teoril z eksperymentem wartosci temperatury krytycznej i wspolcezynnika R; sa pozostale
charakterystyczne wspolezynniki: Ro = AC(T.)/Cn(Ty), gdzie AC(T,) = Cs(T.) — Cn(Ty)
jest skokiem ciepla wlasciwego pomiedzy fazami nadprzewodzaca i normalng w temperaturze
przejécia oraz Ry = Hc(0)//N(0)A(0). Wspdlezynniki R;, ¢ = 1,2, 3, nosza nazwe uniwer-
salnych wspolczynnikow BCS i dla nadprzewodnika typu BCS sa stale, a ich wartosci wynosza
odpowiednio: R; = 3.52, Ry = 1.43 oraz Ry = 2/ [28].

Wprowadzenie fluktuacji gestosci stanéw do réwnania na szczeling zmienia roéwniez wartosci
tych parametrow jednak nie na tyle, aby poréwnaé je z wartosciami otrzymywanymi dla nad-
przewodnikéw wysokotemperaturowych. Aby poprawi¢ otrzymane rezultaty nalezy uwzgled-
ni¢ takze inne efekty. Sukcesy takiego podejscia sklonily do odmiennego spojrzenia na od-
dzialywanie pomiedzy elektronami [23]. Istnienie osobliwosci w poblizu poziomu Fermiego
powinno wskazywa¢ na silne oddzialywanie pomiedzy parujacymi elektronami w tym rejonie.
Nalezaloby zatem podzieli¢ nosniki na dwie grupy, tj. te ktore sg silnie zlokalizowane w poblizu
poziomu Fermiego i pozostale majace stala wartos¢ gestosdci stanéw. Jednakze ten stan rzeczy
nie pozwala na tak proste jak w teorii BCS ujecie problemu nadprzewodnictwa, dlatego tez
niektorzy badacze zaczeli odchodzi¢ od tej teorii.

Scenariusz Van Hove’a probuje odpowiedzie¢ na pytanie jaka jest fizyka oddzialujacych ele-
ktronéw zmodyfikowana obecnoscia osobliwosci gestosci stanow typu Van Hove’a. Wspdlczesne
teorie sg zgodne co do mozliwosci stosowania scenariusza Van Hove’a z osobliwosciami w poblizu
poziomu Fermiego. Poczatkowo scenariusz Van Hove’a byl stosowany w odniesieniu do ukladow
ze sparowaniem typu s dla ktorych parametr porzadku jest izotropowy. Stosujac to samo po-
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dejécie do uktadow ze sparowaniem typu d [30], gdzie parametr porzadku jest anizotropowy,
zwrécono jednakze uwage na jako$ciowa zmiane rozpraszania pomiedzy czastkami. W kon-
wencjonalnych uktadach metalicznych, w ktorych moze by¢ realizowany stan nadprzewodzacy,
rozpraszanie pomiedzy czastkami ma ztozony charakter. W przypadku stosowania scenariusza
Van Hove’a rozpraszanie rozwazanych kwaziczastek jest opisywane wedlug regul stosowanych
w formalizmie cieczy Fermiego. Wyniki badan prezentowanych w dalszej czeéci pokazuja, ze
stosowanie scenariusza Van Hove’a do ukladéw z anizotropowym parametrem porzadku wy-
maga zasadnicze]j jego modyfikacji. Niemniej, opracowany formalizm rozszerzonego scenariusza
Van Hove’a wskazuje na mozliwos¢ otrzymania zunifikowanego podejscia do badania nadprze-
wodnikéw nowej i starej generacji.

1.2.2 Scenariusz Van Hove’a dla nadprzewodnikow typu s

Z rozwazan zaprezentowanych w poprzednim rozdziale wynika, ze w stosowanych podej$ciach
scenariusz Van Hove’a stanowi istotne uzupelnienie teorii BCS poprawiajac jej zakres stosowal-
noéci. Uwzglednienie silnych fluktuacji gestosci stanéw w poblizu poziomu Fermiego jest
eksperymentalnie uzasadnione, dlatego tez posta¢ funkcji N (&) jest po prostu postulowana
w taki sposob, ze posiada ona osobliwos¢ lub waskie maksimum zlokalizowane na poziomie
Fermiego lub jego okolicy. Ksztalt takiego ,piku” jest dopasowywany w formie analityczne;
do danych eksperymentalnych lub tez przyjmowany w postaci otrzymywanej w ramach innych
modeli teoretycznych opisujacych rozwazany uktad, lub wyznaczany z lokalnych przyblizen
uwzgledniajacych domieszki, jak to ma miejsce w odniesieniu do HT'CS [29, 28, 18, 24, 25, 38,
39, 40, 41, 42, 43, 44, 45, 46].

W podstawowej teorii BCS, ktéra wyjasnia zjawisko nadprzewodnictwa w czystych meta-
lach, zaktada sie, ze gestos¢ stanow jest stata. Temperatura krytyczna czystych pierwiastkow
metalicznych, sposrod ktorych 25 przechodzi w stan nadprzewodzacy, a dodatkowych 11 pod
zwiekszonym cisnieniem (od 25 do 150 kbar), zmienia si¢ w zakresie od 0,003K dla rodu do
9,5K dla niobu. Jednakze juz w przypadku zwiazkéw miedzymetalicznych ich temperatura
krytyczna wzrasta, a dla NbsGe osigga wartos¢ 23,6K. Dlatego zalozenia podstawowe] teorii
BCS okazaly si¢ nie wystarczajace do wyjasnienia zwiekszonych temperatur krytycznych nad-
przewodnikow w takich zwiazkach, jak A — 15 o strukturze wolframu 3, bizmutanach, fazach
Chervela (chalkogenki molibdenu) oraz nadprzewodnikach wysokotemperaturowych. Zmody-
fikowanie teorii BCS poprzez uwzglednienie zmieniajacej sie gestosci stanéw otworzylo nowe
mozliwosci jej stosowania. Wplyw zmiany gestosci standéw na temperature krytyczna zostal
wyrazony rownaniem Eliashberga [16]:

oo 0T,
AT = /_oo‘w(‘f)azv(g)
Okazuje sie, ze postac¢ funkcjonatu 67, /0N () jest niezalezna od postaci funkeji N(&). T tak np.
jezeli rozwazymy gestos¢ stanow postaci [26]:

(1.1)

€r

N(§) = Noln (1.2)

]

gdzie osobliwo$¢ Van Hove’a zostala zlokalizowana doktadnie na poziomie Fermiego i wstawimy
ja do rownania na szczeling w teorii BCS zapisanego w postaci:

2 _ [ee VEFAT\  dt
v ./—ﬁwD Bigtpak < 2%kpT ) JE £ AP (1.3)
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ktore w granicy 7' — T, redukuje sie do postaci:

2 fuwp '3 d¢

— = N (£) tanl -~ ,

% /—th () tanh <2kBTC> g’ (L4}
wowczas mozemy oszacowaé temperature krytyczna 7, wykorzystujac nastepujace oszacowania
tangensa hiperbolicznego: Gdy [€| < 2kpT. to tanh(§)/2kpT. = &/2kpT,, a gdy |£| > 2kgT,
wtedy tanh(§)/2kpT,. = 1. Wykorzystujac powyzsze wyrazenie na temperature krytyczna daje
sie zapisac [26):

1/2

2 ksTr\’
T.=1.36Trexpy — [N 7 + (ln hlju F) - 1} (1.5)
0 D

Otrzymane wyrazenie istotnie rézni si¢ od rezultatu uzyskiwanego w ramach teorii BCS i mozna

je przyblizy¢ nastepujaco:
2 1/2
T. ~ Trexp (— (—) > ;
Ao

gdzie \g = NoV. Oszacowanie temperatury krytycznej na podstawie otrzymanego rezultatu
dla Y BayCuzO;_s (YBCO) dla A\g = 0.12, T = 5800K, hwp = 754K daje wartosé T, = 92K
[23].

W przypadku kiedy osobliwo$é¢ w gestosci standow przemieszeza sie wzgledem poziomu Fer-
miego o 0, temperature krytyczna 7, wyznacza si¢ po rozwinigciu funkeji NV(€) w szereg wzgle-
dem poziomu Fermiego stosujac metody numeryczne. W przypadku tym obliczono réwniez
wspolezynnik izotopowy « i udowodniono, ze temperatura krytyczna jest najwyzsza, jezeli
osobliwo$¢ w gestosci stanéow pokrywa sie z poziomem Fermiego. Natomiast wspolezynnik
izotopowy a wykazuje odmienne wlasnoéci i rosnie wraz z oddalaniem sie osobliwosci od po-
wierzchni Fermiego [26, 27]. W sposéb analogiczny zostala oszacowana temperatura kryty-
czna z zamodelowana gestoécig stanéw posiadajaca rozbieznoéé logarytmiczng typu: N(§) =
N(0)[In|ep/(& + 6)| + C], gdzie stala § oznacza przesunigcie osobliwosci wzgledem poziomu
Fermiego. Oszacowano rowniez wspoélczynnik izotopowy a i wspélczynnik ;. Wartosé¢ Ay
zostala wyznaczona z rownania na szczeling (1.3) dla 7" = 0 w nastepujacej postaci:

B 2 e\, 01 1] ]
A(0) = 2.39¢r exp {C - \] NV + [ln (E)] +3 L + |~ AI (1.6)

Rozwigzanie numeryczne tego rownania pozwolilo stwierdzi¢, ze otrzymana wartos¢ R, jest
zbyt mala, a podobnie obliczony wspolczynnik izotopowy a okazal si¢ zbyt duzy, jak dla nad-
przewodnikéw wysokotemperaturowych. W pracy tej [27] obliczono réwniez skok ciepla wlasci-
wego dla rozwazanej gestosci stanoéw. Jednak otrzymane wyniki zostaly uznane za niewystar-
czajaca zgodne w poréwnaniu z eksperymentem. Po wstawieniu gestosci stanow posiadajacej
osobliwo$é typu logarytmicznego do réwnania na szczeline, mozna postapi¢ rowniez w inny
sposob [47]. Réwnanie (1.3) z gestoscia stanéw (1.2) mozna catkowaé przez czeéci, co prowadzi
do nastepujacego rownania na temperature krytyczna

1 1 Op Tr Op 2 ijll/z
- Sy A | . 2 cotl In? =5 .
L. QTFCXP{ [(NOV +D<2TC’ZTC>) ofor e, | L:7)

gdzie funkcja

Z 1
D(Z,W) = / dx (lnmln K + 3 In? 3;) sech’z
0 T
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Rysunek 1.1: Wartosci temperatury krytycznej i wspolczynnika izotopowego w zaleznosci od
polozenia osobliwoéci logarytmicznej wzgledem poziomu Fermiego [26]

Podobnie calkujac przez czesci mozna uzyskaé¢ dokladniejsza niz (1.6) przyblizong wartosé Ag:

A0) = 2kpTre [———2 + In? (——T"') 1 64]1/2 1.8
= 2K eX — 1 — L. :
B4 F €Xp NoV . o, (1.8)
Podstawienie do rownania na szczeling funkeji gestosci stanow postaci [28]:
2 ¢\’
N(¢) = =K - = .
(€)= —- q ( 4T> (1.9)

gdzie K jest calka eliptyczna pierwszego rodzaju pozwolilo obliczy¢ wartosci wspotezynnikow
Ry = 2A(0)/kgT., Ry, = AC(T,)/Cn(T,) oraz Ry = H.(0)/y/N(0)A(0). Wartosé calki eli-

ptycznej mozna przyblizy¢ zaleznoscia K(vV1 — z2) ~ %ln(16/|rc|). Przyblizenie funkeji tanh
tak jak w uprzednio, pozwala obliczy¢ po wstawieniu gestosci stanéw (1.9) do réwnania na
szezeling zmodyfikowane wartosci charakterystycznych wspolczynnikow: Ry = 4, Ry, = 2.86
oraz R3 = 2.3y/m. W ocenie otrzymanych wynikow stwierdza sig¢, ze zmodyfikowana teoria
BCS moze by¢ punktem wyjscia do dalszych rozwazan nad zrozumieniem mechanizméw nad-
przewodnictwa wysokotemperaturowego i roli scenariusza Van Hove’a.

Osobliwo$é w gestosci stanéw probowano réwniez zamodelowaé funkcja delta Diraca [48]:

N(&) = As(E) (1.10) -

gdzie A jest pewna stala. Taki typ osobliwodci jest najprostszy w sensie rachunkowym i w
zwigzku z tym obliczenia nie s3 zbyt skomplikowane. T¢ posta¢ gestosci stanéw mozna tez
uogblni¢ zakladajac, ze jest ona suma wielu (kilku) pikow z rozna waga, miara ktorej jest
stala A. Udowodniono, ze taka osobliwosé¢ jest rowniez odpowiedzialna za wzrost temperatury
krytycznej. Zbadano zmiang temperatury w zaleznosci od polozenia piku. Zwroécono takze
uwage, ze rozszerzajac formalizm na przypadek silniejszego sparowania, nalezy stalg A = N(0)V

zapisa¢ w postaci:
A

Y
Mozliwoéé rozszerzenia formalizmu na przypadek silnego sparowania zostata rozwazona ponadto
w pracy [23], gdzie parametr sparowania przedstawiono w postaci:

1 _1, 15 e
XA TN (1.11)

*



a 7 jest stalag dopasowania. Tak zmodyfikowana teoria BCS prowadzi do nastepujacego wyraze-

nia na temperature krytyczna:
T, = TwpV), (1.12)

gdzie:

= —\/i (1.13)

/1 + 1.5/ n
Wartos¢ I' oszacowana dla 7 ~ 0.2 wynosi I' ~ 0.15. Dla nadprzewodnika typu Van Hove’a
modyfikacja rownania na szczeline prowadzaca do wprowadzenia gestosci stanéow typu logary-
tmicznego [23], tak jak w rownaniu (1.5) oraz modyfikacja parametru oddziatywania parujacego
zgodnie z rownaniem (1.11) prowadzi do nastepujacego wyrazenia na temperature krytyczna

[23]:
Te

(n(25))"

Warto jeszcze podkresli¢, ze ciekawa, zlozona postaé¢ gestosci rozwazali Grasame i Seidel [46],
ktorzy zaproponowali, aby calkowita gestos¢ stanéw zawierajaca osobliwosci Van Hove’'a w
punkcie e, byla superpozycja gestosci wykazujacej rozbieznosé logarytmiczng

Ns(§) < Inlep/(€ — evn)

odpowiadajaca dwuwymiarowemu punktowi siodtowemu, gestosci odpowiadajacej jednowymia-
rowemu ekstremum na cze$ci powierzchni Fermiego, ktére wykazuje rozbieznosé¢ typu pier-
wiastkowego

~TwpVA (1.14)

N(£) o (€ — eun)™/?O(€ — €un)

oraz pewnej stalej gestosci N, tj.
N(&) = Ns(£) + Nx(€) + Ne

Jakosciowe wyniki jakie otrzymali nie roznig sie zasadniczo od przedstawionych powyzej. Uzys-
kali wzrost temperatury krytycznej pomiedzy 40 K i 140 K oraz zaleznoé¢ wspolczynnika iso-
topowego w przedziale 0,18 < o < 0,28 w granicy slabego wigzania, gdy 0,027 < Ay < 0, 068.
Zwrocili rowniez uwage, ze wspoleczynnik R nie moze przekroczyé wartosci 4 dla typowego
izotropowego modelu typu BCS, lecz nie wykluczyli mozliwosci jego zwigkszenia dla przypadku
anizotropowego. Dlatego pytanie o mechanizm parowania dla wigkszosci znanych nadprzewod-
nikow pozostaje caly czas otwarte. Istnieje przekonanie wynikajace z oszacowania wartosci
parametru sparowania na podstawie ,starej” formuty BCS, T, ~ hwp exp(—1/X), ze w nadprze-
wodnikach wysokotemperaturowych nalezy oczekiwac raczej silnego mechanizmu parujacego.
Jednakze, jak pokazano w tym rozdziale wzor ten przestaje by¢ stuszny, jezeli dopuszcza sie
istnienie osobliwosci Van Hove'a w gestosci stanéw gdyz wowczas wysokie temperatury kryty-
czne sg osiggane dla malych wartosci A, a punktem wyjscia do oszacowari teoretycznych staje
sie rownanie na szczeline ze zmodyfikowang gestoscia stanow.

1.2.3 Model ciasnego wiazania

Niezaleznym kierunkiem poszukiwan wyjasnienia istnienia nadprzewodnictwa wysokotempera-
turowego sa badania wykorzystujace jako podstawe rozwazan tak zwany model Hubbarda lub
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Rysunek 1.2: Teoretyczny diagram fazowy przewidziany dla dwuwymiarowego modelu Hub-
barda [52]

powigzany z nim model t-J. Model ten zostal zaproponowany przez Hubbarda w 1963 roku
[49] jako konkurencyjny w stosunku do modelu cieczy Fermiego ustanowionego przez Landaua
w 1956 roku [50] oraz zmodyfikowanego przez Silina [51] poprzez wprowadzenie pola mag-
netycznego. Chociaz oba modele daja przyblizony opis uktadu elektronéw w metalu, model
Hubbarda zostal uznany za bardziej nadajacy sie do analizy ukladow oddzialujacych ferminow
w skonczonych temperaturach. Przyjmuje si¢ w nim, ze waskie pasmo przewodnictwa jest cze-
$ciowo wypelnione przez elektrony, a gdy pasmo to jest bardzo waskie, wowczas oddzialywanie
elektron-elektron jest duze jedynie wtedy, gdy elektrony spotykaja sie w tym samym wezle
jonowym. W modelu tym w przestrzeni rzeczywiste] w reprezentacji Wanniera jednoelektro-
nowa energia nie jest diagonalna, a niediagonalne czlony odpowiadaja przeskokom elektronu z
wezla na wezel. Natomiast model cieczy Fermiego opiera si¢ na zalozeniu, ze widmo wzbudzen
kwaziczastek lezy w poblizu powierzchni Fermiego dlatego moze by¢ on stosowany do bada-
nia metali niemagnetycznych. Ograniczenia tego nie ma model Hubbarda uktadu elektronow
wedrownych, ktory jest stosowany takze do badania metali ferromagnetycznych i antyferro-
magnetycznych. Wszystko to sprawilo, ze model Hubbarda zyskal on szerokie zastosowanie do
obliczen wlasnosci uktadow oddzialujacych elektronow z efektywnym oddziatywaniem krotkoza-
siegowym. Szczegolnie dobrze model ten sprawdza si¢ do opisu efektéow wielocialowych w meta-
lach takich, jak ferromagnetyzm, antyferromagnetyzm i przej$cie metal izolator. Zasadniczym
momentem rozwijanego modelu bylo okreslenie Hamiltonianu [52, 53]

H = Z ti,]' (C.;I;C]‘,, + HC) +U Znﬁnu =N Z (7741 + nil) (115)
1,J,0 i 1

opisujacego jednopasmowy model, ze stala oddzialywania pomiedzy elektronami U, dla ktorego

elektrony z przeciwnymi spinami maja taki sam orbital atomowy. Operatory ¢}, i ¢;, 0znaczaja

operatory kreacji i anihilacji elektronu o spinie ¢ w wezle i, n;, = ¢, ci,. Model ten nie daje sie
$cisle rozwigza¢ poza przypadkiem jednowymiarowym. Dlatego, aby rozwiazaé¢ go w przypad-
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Rysunek 1.3: Linie ekwienergetyczne dla spektrum energii obliczonego na podstawie modelu
Hubbarda (1.17) dla parametrow modelu ¢, = 0.2 t; = 0.001

kach dwu- i trojwymiarowym stosuje sie metody przyblizone. Obliczenia dla dwuwymiarowego
modelu Hubbarda opisanego hamiltonianem (1.15) wykonane w przyblizenin Hartree’ego-Focka
pozwolily otrzyma¢ diagramn fazowy przedstawiony na rysunku 1.2, gdzie litery A, F'i P odnosza
sie do stanu antyferromagnetycznego, ferromagnetycznego i paramagnetycznego [53]. Nato-
miast w 1986 roku Hirsch i Scalapino [21] zaproponowali dwuwymiarowy model Hubbarda na
sieci kwadratowej do opisu nadprzewodnictwa, gdzie efektywny hamiltonian mial w postac:

H=- Z ti‘jC;ng + U Z USSR (116)

1,7 i

a stala oddzialywania U < 0. Wprowadzajac ponadto oznaczenia t;; = to w przypadku, gdy
okresla ono oddzialywanie pomiedzy najblizszymi sasiadami oraz ¢;; = t; dla oddzialywania
pomiedzy kolejnymi najblizszymi sasiadami, znalezli nastepujace wyrazenie na widmo energety-

czne
&(k) = —2to(cos k; + cos k) + 4t cos k; cos ky, (1.17)

ktore zostalo przedstawione na rysunku 1.3. Parametry ¢y 1 ¢; nosza nazwe odpowiednio para-
metréw przeskoku pomiedzy najblizszymi i nastepnymi najblizszymi sasiadami. Dla (k) < 0
linie ekwienergetyczne sa zamkniegte i im mniejszg warto$¢ energii reprezentuja tym bardziej
ksztaltem zblizaja si¢ do powierzchni kulistych. Dla (k) > 0 linie ekwienergetyczne sg otwarte
i koricza si¢ na granicy pierwszej strefy Brillouina. Przypadek &(k) = 0 odpowiada kwadratowej
powierzchni Fermiego, jest przypadkiem granicznym pomiedzy zamknietymi i otwartymi krzy-
wymi i ma wlasnos¢ doskonalego nestingu. Odpowiadajaca w tym przypadku gesto$é stanow
wykazuje rozbiezno$é¢ logarytmicznag. Taka posta¢ energii (1.17) pozwala oszacowaé gestosé
stanow poprzez formalizm funkcji Greena w zaleznoéci od parametréw modelu:

N(€) ~ t;'In (I—é _t04t1,> (1.18)
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Wynik ten jest zgodny, z wczesniej opisanym zalozeniem o istnieniu osobliwogci Van Hove’a
poblizu poziomu Fermiego. Wyznaczenie temperatury krytycznej 7, w zaleznosci od para-
metréw modelu pozwolilo przewidzie¢ jej wzrost. Model ten byl w kolejnych latach szeroko
rozwijany powodujac wyjasnienie innych niz wysoka temperatura przejscia fazowego wiasno-
$ci nadprzewodnikéw tlenkowo-miedziowych. Jego duzym sukcesem stalo si¢ wyjasnienie dia-
gramu fazowego, gdyz nadprzewodniki wysokotemperaturowe charakteryzuja sie niestabilnogcia
strukturalng i dla danego zwigzku w zaleznosci od domieszkowania tlenem mamy stan nad-
przewodzacy, szklo spinowe lub ferromagnetyk. Ponadto istnieje mozliwo$é pojawienia sic fal
gestosci spinowej (SDW) lub fal gestosci ladunku (CDW) czyli tzw. niestabilnosci Peierlsa. W
przypadku doskonalego nestingu pojawia sie niestabilnoé¢ ze wzgledu na tworzenie sie fal gesto-
$ci tadunku, ktora implikuje powstanic szezeliny encrgetycznej na calej powierzehni Fermiego
powodujac, ze uklad staje si¢ izolatorem. I tak np. dla zwigzku La,CuOy zostalo zaobser-
wowane zwigzane z tym zjawiskiem przejécie strukturalne do fazy rombowej. Domieszkowanie
barem lub strontem powoduje przesunigcie powierzchni Fermiego, niestabilno$é Peielsa jest
oslabiana i uklad staje si¢ metalem. Domieszkowanie powoduje stabilizacje fazy tetragonal-
nej. Natomiast w przypadku niedoskonalego nestingu moga pojawic¢ sie fale gestoscei tadunku
zwiazane z oddzialywaniem fononowym lub fale gestosci spinowej zwigzane z kulombowskim
oddzialywaniem odpychajacym na wezle generujacym korelacje antyferromagnetyczne. Niesta-
bilnoéci Peierlsa moga w pewnych przypadkach mie¢ wpltyw na wzrost temperatury przejscia do
fazy nadprzewodzacej. Warunkiem koniecznym jest aby zwiazana z dang osobliwoscig szczelina
pojawila si¢ tylko na czesci powierzchni Fermiego [54]. Przykladowa postaé¢ diagramu fazowego
zostala przedstawione na rysunku 1.2. Bardziej ogélne rozwigzanie hamiltonianu (1.15) dla sieci
prostokatnej lub supersieci w przypadku dwuwymiarowym prowadzi do nastepujacej zaleznosci
dyspersyjnej dla energii czastek [55]:

£(k) = —2to[cos ky + 1 cos ky — ya cos k cos ky, (1.19)

gdzie parametry przeskoku g i toy1 odpowiadaja oddzialywaniom pomiedzy najblizszymi sa-
siadami wzdtuz kierunkéw a i b, a parametr toy,/2 odpowiada oddzialywaniom (przeskokom)
pomiedzy kolejnymi sasiadami. Taki model prowadzi réowniez do powstania osobliwosci typu
Van Hove’a. W modelu tym dla (7, < 1) obserwuje si¢ dwa piki w gestosci stanow wykazujyce
rozbieznosé typu logarytmicznego. Odpowiadaja one wartodciom energii & = 2to(1 —y; +72) i
& = —2to(l =1 +72). Dlay; = 1 mamy do czynienia z sieciag kwadratows i wyrazenia na ener-
gie 1 gesto$¢ stanow przechodza odpowiednio w (1.17) i (1.18). Przykladowe spektrum energii
dla modelu sieci prostokatnej przedstawiono na rysunku 1.4. Tym razem linie ekwienergetyczne
dla & < 0 przybieraja ksztalt elips.

Opisany model Hubbarda jest modelem jednopasmowym. Jego kolejne modyfikacje polegaja
na rozszerzeniu tego uproszczonego modelu na przypadek dwu- i lub tréjpasmowy, co pozwala
zwigkszy¢ precyzje podejscia [33]. Przez ostatnich kilkanascie lat model Hubbarda i jego kolejne
modyfikacje byly szeroko rozwijane w celu wyjasénienia efektéw stwierdzonych eksperymentalnie
w nadprzewodnikach wysokotemperaturowych. Punktem wyjscia takich rozwazan jest zawsze
okreslenie postaci hamiltonianu w przestrzeni rzeczywistej

H = Hy + Hin. (1.20)

Pierwsza czes¢ Hamiltonianu zawiera jednoczastkowe czlony, ktore w przypadku modelu troj-
pasmowego dla pojedynczej plaszczyzny CuO, przyjmuja postaé [33, 20):

Hy = 3 (3= 1) dlydio + 3 (6o = 1) PlacPiar

1,0 oo
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Rysunek 1.4: Zaleznos$¢ energii od wektora falowego dla sieci prostokatnej. Parametry modelu
to=0.27 = 0.5, 72 = —0.1.

+ > tf]da ( d}yDjoc + h. c) + > A (p:fnapjga + h,.c.) , (1.21)

1,7,a,0 i,7,a,0,0

gdzie fun sg calkami przeskoku pomiedzy stanami p, (o = x,y) i d dla Cu — O. Calka pxzcsl\oku
tiiwp odpowiada przejsciom pomigdzy stanami p, oraz ps dla O ——O. Energie €3 1 &g, 58
lokalnymi poziomami d i p energii, p jest potencjalem chemicznym. Czesc¢ hanultomanu
odpowiadajaca uwzglednionym oddziatywaniom kulombowskim dlugo- i krotkozasiegowym oraz
oddzialywaniom elektronowo-fononowym mozna przedstawi¢ w postaci [21, 53, 33]:

Hine = Ugy_nin + Up Y _nbonly + Vic + Vep (1.22)
1 Jo

gdzie Uy oraz U, reprezentujg oddzialywanie typu kulombowskiego pomigdzy atomami Cu i
O, czlony Vi oraz Vpp opisuja odpowiednio dalekozasiegowe oddzialywanie kulombowskie
pomiedzy elektronami lub dziurami oraz oddzialywanie pomiedzy elektronami i fononami.
Uwzglednienie tych wszystkich oddzialywan w ramach przyjetej struktury pasmowej zwigk-
sza dokladno$é¢ otrzymywanych wynikéw i moze prowadzi¢ do nowych efektow. To rozsze-
rzenie modelu Hubbarda uwzgledniajace istnienie plaszczyzn miedziowo-tlenowych prowadzi
réwniez do osobliwosci typu Van Hove’a w elektronowej gestosci stanow. Okazuje si¢ jednak, ze
nie tylko nadprzewodniki miedziowo-tlenowe wykazuja ten typ osobliwosci. Osobliwoéci typu
Van Hove’a zostaly zaobserwowane w nadprzewodnikach interkalowanego fulerenu K3Cgp, dla
ktorego T, = 20K, w poblizu punktu X [36]. Takze zwigzek SroRuO,4 wykazuje osobliwosé w
gestosci stanow typu Ny(€) ~ (€ — €,ir)~1/? odpowiadajaca jednowymiarowemu ekstremum w
poblizu punktow I' oraz X na powierzchni Fermiego [37].

1.2.4 Scenariusz Van Hove’a dla nadprzewodnictwa typu d

W nadprzewodnikach wysokotemperaturowych funkcje falowe par Coopera powinny by¢ single-
towe, co wynika z szybkiego zaniku podatno$ci paramagnetycznej wraz z obnizaniem si¢ tempe-
ratury. Dlatego szczelina energetyczna powinna mie¢ symetri¢ stanu singletowego pary s lub d.
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Rysunek 1.5: Wartosci temperatury krytycznej dla Yy sCagoBay(Cui—yZn,)3;07-, w zaleznosei
od parametru domieszkowania tlenem ¢ dla y = 0 (pelne kwadraty), y = 0.02 (trojkaty),
y = 0.04 (kotla) oraz y = 0.06 (gwiazdy)

W eksperymentach badajacych prad tunelowy plynacy przez zlacze nadprzewodnikowe trudno
bylo rozstrzygnaé czy nadprzewodzacy kondensat ma s— czy d—falowa symetrie [56, 57]. Wyniki
tunelowania otrzymywane w kolejnych eksperymentach wskazywaly zarowno na s—falowy [58],
jak i d—falowy charakter funkcji falowej kondensatu [59, 62]. Dlatego w poczatkowym okresie
badan osobliwosci typu Van Hove’a rozwazano dla czystego sparowania s, ktore byto zidenty-
fikowane jednoznacznie w wielu nadprzewodnikach. Jednocze$nie wraz z kolejnymi wynikami
eksperymentalnymi [63, 64], ktore potwierdzaly d—falowy charakter parametru porzadku, po-
jawila si¢ idea rozszerzenia scenariusza Van Hove’a na silnie anizotropowe stany d, tj. d,2_,2
lub d.,, realizowane w dwuwymiarowym ukladzie o tetragonalnej symetrii. Dlatego obec-
nie jednym z podstawowych kierunkéow badan nadprzewodnikow wysokotemperaturowych jest
poszukiwanie symetrii szczeliny energetycznej czyli parametru porzadku dla znanych zwigzkow
nadprzewodzacych. Dla typowych izotopowych nadprzewodnikow, czyli takich jakie sa opisane
w ramach teorii BCS, jako funkcje bazowe potrzebne do zdefiniowania funkeji falowej szczeliny
energetycznej sa wykorzystywane harmoniki sferycznie w przypadku uktadéw tréjwymiarowych
oraz funkcje trygonometryczne (cosinus i sinus) dla ukladow dwuwymiarowych. Symetria
funkcji falowej szczeliny energetycznej okresla woéwczas stan symetrii par Coopera i mozemy
mowié o stanie s p lub d itd. Jednoczesnie parametr porzadku powinien zachowywac symetrie
odpowiedniej nieprzywiedlnej reprezentacji grupy symetrii rozwazanego hamiltonianu. Tak wiec
rozwazajac dany uklad dwu- lub tréjwymiarowy nalezy uwzglednia¢ jego wlasnoéci symetrii.
W ukladach trojwymiarowych liczba kwantowa [ okresla stan sparowania, a odpowiednia kom-
binacja liniowa harmonik sferycznych Y;,,(?9,¢) z ustalonym [ i m zmieniajacym sie od —[
do [ reprezentuje parametr porzadku. Natomiast w ukladach dwuwymiarowych nalezy ut-
worzy¢ kombinacje liniowa funkeji cos ng i sin ny, gdzie n okreéla stan sparowania.  Istnieje
zawsze skonczona liczba takich reprezentacji. Szczelina energetyczna skaluje sie wedlug za-
sady: A(pl:‘) = p’A(E) 1 posiada symetrie [-tej harmoniki sferycznej. W przestrzeni trojwymi-
arowej dla nadprzewodnikéw o tetragonalnej symetrii sieci istnieje tylko pie¢ nieredukowalnych
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Rysunek 1.6: Mozliwe postacie szczeliny energetycznej dla dwuwymiarowej sieci kwadratowej.
Pogrubiona linia opisuje przypadek A = 0.
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Rysunek 1.7: Teoretycznie oszacowana warto$¢ temperatury krytycznej dla nadprzewodnika
typu d w zaleznosci od parametru zapelnienia pasma [60]
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Rysunek 1.8: Cieplo wlasciwe w stanie nadprzewodzacym [68] w zaleznosci od temperatury dla
stanoéw s, d i stanu mieszanego w niskich temperaturach oraz w calym przedziale temperatur
od 0 do T.. Na rysunku I (niskie temperatury) liczby oznaczaja kolejno: (1) ¢ = 0,43, (2)
c=0,46, (3) c = 0,49, (4) ¢ = 0,52, (5) ¢ = 0,55. Na rysunku II (caly zakres temperatur) (a):
(1) ¢=10,37, (2) ¢ = 0,375, (3) ¢ = 0,38, (4) ¢ =0,385; (b) (1) ¢ = 0,39, (2) c = 0,395, (3)
c¢=10,4.

reprezentacji tej grupy symetrii [65]. Ograniczenie liczby dostepnych wymiaréw w przestrzeni
pedéw do dwoch mozna uzyskaé kladac k, = 0lubd = % [66] w formulach opisujacych parametr
porzadku, wowczas parametr porzadku - szczelina energetyczna redukuje sie do nastepujacych
postaci [43, 60, 61, 65, 67]:

e Izotropowa szczelina typu s

~

Ag(k) = A(T) [cos(ky) + cos(ky)] (1.23)
e Szczelina typu dy2_,2
Di,_, (k) = A(T) [cos(ke) — cos(ky)] (1.24)
e Szczelina typu dg, ~
Ag,, (k) = A(T) sin(k,) sin(ky) (1.25)

e Uogodlniona szczelina typu s

A,,, (k) = A(T) cos(ks) cos(k,) (1.26)
Powyzsze formuly okreslaja ksztalt szczeliny energetycznej na powierzchni Fermiego w dwu-
wymiarowe] przestrzeni pedow z uwzglednieniem ksztaltu tej powierzchni. Stad obecna postaé

szczeliny izotropowej. Natomiast posta¢ uogolnionej szczeliny typu s okreSlanej takze jako
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diagonalnie rozszerzonej nalezy wiazaé ze sparowaniem na supersieciach lub z uwzglednieniem
przeskokow par kolejnych najblizszych sasiadow, gdy ¢; # 0.

Obliczenia przeprowadzone dla sparowania d wykazuja, ze scenariusz Van Hove’a w przy-
padku daje bardziej efektywne wyniki niz dla sparowania typu s [30]. Rozwazanie stanow d
pozwala uzyska¢ wyzsza temperature krytyczng oraz wigkszy skok ciepta wlasciwego w 7' = T,
a takze zaleznosé temperatury krytycznej od parametru domieszkowania tlenem [68]. Przyklad-
owe obliczenia temperatury krytycznej dla nadprzewodnika typu d w zaleznosci od parametru
zapelienia przedstawiono na rysunku 1.7. Zatem w omoéwionych badaniach standardowa
metoda scenariusza Van Hove'a zostala uzyta do badania anizotropowych nadprzewodnikow.
Z drugiej strony pytanie o to jaka jest symetria parametru porzadku (szczeliny energetycznej)
w takich ukladach jest ciagle otwarte. Dlatego zaczeto rozwaza¢ takze mozliwo$é istnienia
symetrii mieszanej [55, 62] (s +¢'), dla ktérej posta¢ szczeliny energetycznej mozna przyblizy¢
nastepujaca zaleznoscia:

A(k) = Ag + iAg(cos(ky) — B cos(ky)). (1.27)

Na rysunkach 1.8,1.9 przedstawiono wyniki obliczen numerycznych wtasnosci termodynamicz-
nych dla nadprzewodnika posiadajacego symetri¢ mieszang s i d. Parametr ¢ jest parametrem
opisujacym stopien ,mieszania” stanéw i przyjmuje wartosci od 0 do 1. Warto§¢ parametru
¢ = 0 odpowiada czystemu stanowi s, a ¢ = 1 czystemu stanowi d.

W celu rozwazenia wlasnosci nadprzewodnika dla dowolnych stanéw a w szczegolnosci
stanoéw mieszanych wykorzystuje si¢ zmodyfikowane réwnanie na szczeline:

Akl Ekl
= — k')——tanh [ — .
Ay %’:J(k k)2Ek,tan1<2T>, (1.28)

gdzie Ay jest szczeling energetyczng zadang przez réwnanie (1.24) lub réwnanie uwzglednia-
jace symetrie mieszang (1.27) [30, 55], Ex = /& + A2 okresla zaleznos¢ dyspersyjna energii
kwaziczastek w stanie nadprzewodzacym gdzie & jest podana np. przez réwnanie (1.17), a
funkcja J(k — k') wyraza istniejace oddzialywanie parujace, ktore takze uwzglednia symetrie
uktadu. Wigkszosé¢ znanych nadprzewodnikéow wysokotemperaturowych posiada symetrie typu
d lub mieszang. Do okreslenia rodzaju symetrii wykorzystuje sie pomiar efektu Josephsona
przy pomocy nadprzewodzacego interferometru kwantowego czyli tzw. SQUID-u (Supercon-
ducting Quantum Interference Device). Z przeprowadzonych pomiaréw wynika, ze zwiazek
Lay_.Sr,CuOy w stanie nadprzewodzacym powinien posiada¢ symetrie typu d [33]. Podobnie
zwigzek BiySToCaCusOsy, jest czystym nadprzewodnikiem typu d, podezas gdy Ndy_,Ce,CuO,4
wykazuje anizotropowe nadprzewodnictwo typu s. Ponadto jeden z najbardziej przebadanych
zwigzkow nadprzewodzacych YBCO, dla wiekszosci sktadow stechiometrycznych, realizuje stan
typu d lub stan mieszany s + d.

Chociaz stosowane metody scenariusza Van Hove’a w przypadku d sparowania uwzgled-
niaja symetrie realnych ukladow oraz parametru porzadku fazy nadprzewodzacej, a gestosc
stan6w wyznaczana w odniesieniu do uwzglednianych relacji dyspersji posiada osobliwosci Van
Hove’a, to jednakze metody te prowadza do ograniczenia liczby stopni swobody do jednego
(energia §) w formule na gesto$¢ stanéw, a w konsekwencji w réwnaniu na szczeling. Nieza-
lezna probe pokonania tego niedostatku w scenariuszu Van Hove’a podjeli Pashitskii et al.[69)
i zaproponowali, aby w stosunku do dwuwymiarowych ukladow (warstwowych krysztalow)
nadprzewodzacych z d sparowaniem zastapi¢ tradycyjna gestos¢ stanow N (&) funkcja N(&,6),
ktora stanowi rozwiniecie gestosci stanéw w szereg Fouriera wzgledem kata 6 wystepujacego
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Rysunek 1.9: Ksztalt i przebieg linii izoenergetycznych w uktadach w uktadach o symetrii typu
s (gorny lewy rysunek) i d (gorny prawy rysunek) oraz symetrii mieszanej dla stanéw postaci
s+ d (lewy dolny rysunek) i s + id (prawy dolny rysunek); X = k;a,Y = kya [68].

pomiedzy jedna z glownych osi krystalograficznych w plaszczyznie warstwy, a pedem czastki
k lezacym na powierzchni Fermiego. W celu uproszczenia rozwazan uwzglednione zostaly je-
dynie dwa pierwsze czlony rozwiniecia, ktore zostalo wykonane zgodnie z symetrig grupy Dap,.
Natomiast wspolezynniki rozwiniecia zostaly zdefiniowane z wykorzystaniem gestosci stanow
na jednowymiarowych i dwuwymiarowych cze$ciach zamknietej i w przyblizeniu cylindrycznej
powierzchni Fermiego. Jednakze takie podejscie i otrzymane rezultaty nie wydaja sie byé
poprawne, gdyz usredniona po 6 wartos¢ N(&,0) powinna redukowaé si¢ do postaci gestosci
stanow stosowanej dla czystego s sparowania, a tak nie jest.
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Rozdzial 2

Transformacje przestrzeni 1 gestos¢ stanow

2.1 Ciecz Fermiego

W teorii cieczy Fermiego zaklada sie, ze mikroskopowe wlasnoéci silnie oddziatujacych czastek
moga by¢ przeniesione na gaz wzbudzen elementarnych zwanych kwaziczastkami Landaua, z
funkcja rozkladu zalezng od energii. Zgodnie z twierdzeniem Luttingera liczby. czastek i kwazi-
czastek sg rowne. Jednakze energia przetranformowanego ukladu nie jest rowna prostej sumie
energii tak zdefiniowanych kwaziczastek. Jest ona funkcjonatem swojej funkeji rozkladu i dla in-
finityzemalnej zmiany funkcji rozkladu, zmiana energii catkowitej moze by¢ zapisana w formie:
0E = [edndr, gdzie dr = dp.dp,dp./(2wh)?. Warto$¢ e(p,o) = 6E/dn(p,0) jest wariacja
energii, ktora w odniesieniu do funkeji rozkltadu moze by¢ rozwazana jako hamiltonian z jedna
dodang kwaziczastka z ustalonym pedem i spinem. Teoria cieczy Iermiego uwzglednia od-
dzialywanie kwaziczastek poprzez drugg pochodng wariacyjng funkcjonatu energii. Jest to tak
zwane oddzialywanie cieczy Fermiego, ktore prowadzi do renormalizacji masy efektywnej, Scisli-
wosci, podatnoéci magnetycznej itp. W rozwinietej przez Landaua [50] teorii zaklada sie, ze
wlaczenie oddzialywania pomiedzy czastkami, ktore przeksztalca gaz Fermiego w ciecz [Fer-
miego, nie zmienia symetrii wyjéciowego uktadu, a jako ze gaz nie oddziatlujacych fermionow
jest izotopowy, wiec ta sama symetria musi by¢ zachowana w odpowiadajacej mu cieczy Fer-
miego. Zalozenie to jest przyczyna drastycznego ograniczenia rozwazan mozliwych ukladow
fermionowych, dla ktorych teoria cieczy Fermiego moze by¢ stosowana. Formalizm cieczy
Fermiego okazal si¢ wystarczajacy do rozwazan normalnych metali [51] i nadprzewodnikow
niskotemoeraturowych pierwiastkéw metali niemagnetycznych [70]. Poniewaz nadprzewodniki
wysokotemperaturowe wykazuja silng anizotropi¢ pojawil si¢ problem mozliwosci dostosowa-
nia formalizmu cieczy Fermiego do ukladéw anizotropowych. Rozszerzajac formalizm Lan-
daua mozna zalozy¢, ze symetria ulega plynnej modyfikacji od uktadu izotropowego do uktadu
anizotropowego w procesie adiabatycznego (bardzo powolnego) wlaczania oddzialywania. Ta
procedura prowadzi do rozszerzenia formalizmu cieczy Fermiego na uklady, dla ktérych prze-
strzen pedow jest anizotropowa, a widmo wzbudzer jednoczastkowych jest nieparaboliczne.
Aby uzyskaé formalizm zbiezny z modelem cieczy Fermiego pokazuje sie, Ze anizotropowa prze-
strzeri pedéw z nieparabolicznym widmem wzbudzen odpowiadajaca rzeczywistemu uktadowi
moze by¢ przetransformowana do przestrzeni izotropowej z parabolicznym (landuowskim) spek-
trum, gdzie standardowe informacje o ukladzie dotyczace rzeczywistej symetrii 1 okreslonego
widma wzbudzen jednoczastkowych zostaja zapisane w formie dodatkowego pola skalarnego
nakladanego na izotropowa przestrzen pedow, ktore modyfikuje rozmiar stanéw kwantowo-
mechanicznych zgodnie z symetria wyjsciowego ukladu. W przypadku tradycyjnej cieczy Fer-
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miego to skalarne pole jest stale w calej przestrzeni, a jego wartos¢ mozna przyjac¢ réwna 1.
Zatem informacja o symetrii i widmie uktadu jest zapisana w formie pola skalarnego wypel-
niajacego przestrzen pedow, natomiast oddzialywania dwuczastkowe uzyskuja symetrie wilas-
ciwg dla oddzialywan w teorii cieczy Fermiego. Opisany formalizm stanowi nowe podejscie do
anizotropowego ukladu fermionéw dajac mozliwo$¢ opisania go w terminach cieczy Fermiego.
Pozwala on rowniez wyjasni¢ podstawy stosowania rozszerzonego formalizmu BCS do opisu
nadprzewodnikow wysokotemperaturowych.

2.2 Model anizotropowej cieczy Fermiego

Whprowadzajac model anizotropowej cieczy Fermiego z oddzialywaniem mogacym prowadzi¢ do
nadprzewodnictwa nalezy podkresli¢ nastepujace fakty.

e Po pierwsze zakladamy, ze badany krysztal moze by¢ rozwazany jako uklad anizotropowy
opisywany w przestrzeni rzeczywistej hamiltonianem typu Hubbarda zawierajacym czlony
jednoczastkowe i dwuczastkowe, i w razie koniecznosci kolejne wieloczastkowe czlony
odpowiadajace mechanizmom mikroskopowym wszystkich obecnych oddzialywan. Taki
hamiltonian w ogélnej postaci moze okaza¢ si¢ bardzo skomplikowany. Na czlon jed-
noczastkowy skladaja sie elementy diagonalne wyrazajace energie pojedynczych, we-
drownych elektronéw i niediagonalne odpowiadajace przeskokom elektronu z wezla na
wezel. Czlon odpowiadajacy oddzialywaniom dwuczastkowym powinien zawieraé zlokali-
zowane oddzialywania elektronow z przeciwnie skierowanymi spinami, oddzialywanie ku-
lombowskie pomiedzy dwoma elektronami, skorelowane przeskoki elektronéow do najbliz-
szych weztow w obecnosci elektronu z przeciwnym spinem itd. Moga réwniez zostaé
wprowadzone czlony opisujace oddzialywania z jonami. Aby taki problem byl rozwiazy-
walny wprowadza si¢ rozmaite przyblizenia np. ciasnego wigzania lub swobodnych ele-
ktronow. To wszystko prowadzi do stwierdzenia, ze po pewnych przeksztalceniach oraz
przetransformowaniu hamiltonianu do przestrzeni odwrotnej mozna zastapi¢ pierwotne
czastki uktadem kwaziczastek, dla ktorego da sie wyliczy¢ strukture pasmowa oraz widmo
wzbudzen jednoczastkowych jako funkcje pedu. Mozna wowcezas mowic o powierzchniach
ekwienergetycznych, rozumianych jako powierzchnie lub krzywe laczace punkty posia-
dajace te sama energie. Warto wspomnie¢, ze w formalizmie tym kwaziczastki moga
byé obdarzone ladunkiem ujemnym lub dodatnim, podobnie jak elektrony i dziury. W
dalszych rozwazaniach skoncentrujemy si¢ wylacznie na ukladach przewodzacych i nad-
przewodzacych jak np.: zwiazki A15 z normalnymi i paramagnetycznymi domieszkami
oraz takich, jak nadprzewodniki wysokotemperaturowe, dla ktorych pokazemy jak mozna
stosowaé scenariusz Van Hove’a [25, 71, 72].

e Po drugie istnieje transformacja typu transformacji konforemnej, ktora pozwala zastapié
oryginalny anizotropowy uklad z dowolnym widmem wzbudzen przez inny izotropowy
uktad z parabolicznym (liniowym w okolicy powierzchni Fermiego) widmem wzbudzen
i dodanym polem skalarnym. Wowczas przetransformowane efektywne oddzialywanie
kwaziczastek w przestrzeni izotropowej otrzymuje szczegélne wlasnosci. Poniewaz ped
Fermiego ma stala warto$¢ na calej powierzchni Fermiego, ktora jest sferag w przypadku
trojwymiarowym i okregiem w przypadku dwuwymiarowym, wiec efektywne oddziatywa-
nie posiada strukture oddzialywan rozwazanych w cieczy Fermiego i moze by¢ zapisane
w sumy oddzialywania o strukturze oddzialywania fermicieczowego i oddzialywania pa-
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rujacego. Ta ich struktura powoduje, ze moga by¢ one rozwijane w szeregi Fouriera w
przypadku dwuwymiarowym i w szeregi wielomianéw Legendre’a w przypadku tréjwymi-
arowym [66]Inne czlony oddzialywania niespetniajace tych kryteriow staja sie nieistotne
[73, 74]. Oddzialywanie typu fermicieczowego modyfikuje widmo wzbudzern za posred-
nictwem operatora masowego zachowujac jego paraboliczny charakter. Przy tym zaloze-
niu moze by¢ ono pomijane w dalszych rozwazaniach.

e Do trzecie wlaczenie oddzialywania parujacego przeksztalca formalizm stuszny dla uktadow
normalnych w formalizm opisujacy uklady nadprzewodzace o tej samej symetrii i tym
samym widmie wzbudzen elementarnych. Po przetransformowaniu uktadu do izotropowej
przestrzeni pedow, w ktorej widmo jednoczastkowe ma ksztalt paraboliczny, oddzialy-
wanie parujace moze zosta¢ rozlozone na szereg Fouriera w przypadku dwuwymiaro-
wym lub na szereg wielomianéw Legendre’a w przypadku tréjwymiarowym. Istnienie w
takim rozktadzie jednego lub wiecej ujemnych wspdélczynnikéow rozwiniecia determinuje
symetrie stanu sparowanego. Jezeli w rozkladzie takim wystepuja dodatnie wspdtczynniki
rozwiniecia to standardowo sa one pomijane, przyjmowane jako réwne zero, gdyz wplyw
tych skltadowych oddzialywania jest pomijalny w poréwnaniu z innymi oddziatlywaniami
wystepujacymi w rozwazanym ukladzie [75, 76, 77, 78, 79, 80].

2.3 Transformacje przestrzeni odwrotnej

Przedmiotem rozwazan jest jednopasmowy model anizotropowego ukladu dwu- lub trojwymia-
rowego w stanie metalicznym z ustalonym widmem wzbudzen jednoczastkowych. Zakladamy,
ze energia czastek jest rozniczkowalna funkcja wszystkich skladowych pedu p.

Na wstepie podkreslmy, ze transformacja pomiedzy wyjéciowa przestrzenia pedoéw z baza
wektorow odwrotnej sieci krystalicznej a konicowa przestrzenia z ortonormalnym ukladem wspol-
rzednych i parabolicznym lub liniowym widmem wzbudzeri wymaga zlozenia ciaggu transforma-
cji, a w szczegolnosci ortonormalizacji przestrzeni, jej ewentualnego obrotu (transformacji or-
togonalnej) oraz transformacji konforemnych (krzywoliniowych), ktore zawsze daja si¢ okresli¢
poprzez odpowiednie macierze kwadratowe. Jakobian takiego przejscia bedzie si¢ wyrazal jako
iloczyn jakobianéw ciagu tych transformacji [73]. Wiasno$¢ ta wynika z twierdzenia o mnoze-
niu wyznacznikéw, ktore mowi, ze wyznacznik zlozenia (iloczynu) kilku macierzy tego samego
rzedu jest rowny iloczynowi wyznacznikéw tych macierzy.

2.3.1 Ortonormalizacja przestrzeni

Niech energia wzbudzen jednoczastkowych, ktora jest rozniczkowalng funkeja wszystkich skia-
dowych pedu, bedzie postaci:

gzg(plv"'apd)» (21)
gdzie d = 2 lub d = 3, a wektor pedu p ma postac
d ,
P=) pe: (2.2)
i=1

Wektory ey, ..., eq tworza baze w d--wymiarowej przestrzeni pedow i sa wektorami bazowymi
sieci odwrotnej. W najogolniejszym przypadku baza ukladu anizotropowego e;,...,e; nie
jest ortogonalna i unormowana. Mozna jednak zastosowa¢ procedurg ortonormalizacyjng D
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w przestrzeni pedow, wowczas nowa baza wektorow fi, ... f; bedzie ortonormalna. Wektory
bazowe f; zostaja wyrazone przez wersory e; w nastepujacy sposob:

d
fi = ZDi]-e]-. (23)

J=1

Stad wektor p w nowej bazie ( patrz rownanie 2.2) otrzymuje postac:

d
p' =) pifi (2.4)
i=1
a zatem zachodza nastepujace relacje:
d
pi =) Di'p}, (2.5)
j=1

gdzie D! jest macierza odwrotng do macierzy D. Wykorzystujac relacje (2.5) mozemy okresli¢
energi¢ kwaziczastki z rownania (2.1) jako funkcje pedéw pi, ..., p,; w nowym ortonormalnym
ukladzie wspolrzednych. Ma ona postac:

d d
E=¢ (Z DiipG - ZD].‘H‘]);) . (2.6)
Jj=1 j=1

W oparciu o rownanie (2.6) i kladac £ =const mozemy znalez¢ powierzchnie lub linie ekwiener-
getyczne. W szczegolnosci kladac £ = 0 dostajemy, w zaleznosci od wymiaru rozpatrywanego
ukladu, powierzchnie lub linie (dla uproszczenia nazywana tez powierzchnia) Fermiego. Ksztalt
tych powierzchni moze by¢ roznorodny, ale zawsze powinien odzwierciedla¢ symetrie uktadu.
Skomplikowany ksztalt powierzchni ekwienergetycznych sugeruje, ze nie mozemy traktowac
ukladu jako cieczy Fermiego. 7 drugiej strony nalezy pamigta¢ o wykonanej transformacji
D ukladu wspohrzednych. Prowadzenie wyliczen w nowym ukladzie wspoélrzednych wymaga
dodatkowo wprowadzenia jakobianu:

Opi
= s 2.7
J () ] (2.7)
w formie wyznacznika, ktorego warto$¢ zgodnie z rownaniem (2.5) wynosi
J(p') = det (D). (2.8)

Zatem jakobian transformacji ortonormalnej wyraza si¢ w formie odwrotnosci wyznacznika
macierzy transformacji.

2.3.2 Transformacje krzywoliniowe i pole gestosci stanow

Rozwazmy w przestrzeni d—wymiarowej, gdzie d = 2 lub d = 3, dwa dowolne prawoskretne,
ortogonalne i w szczegolnosci, krzywoliniowe uktady wspolrzednych

Ty, ..y Tq i Yy Ya-
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Niech wspolrzedne kazdego z ukladow dadza si¢ wyrazi¢ jako funkcje parametrow drugiego
uktadu

T = Ti(Y1, - Ya) oraz i = y;i(z1,. .., za),
gdzie 7,7 = 1,...,d, oraz niech
)A(l, et ,)A(d
jest baza (ortogonalnych wektorow jednostkowych) skojarzong z punktem [zy,...,z4] W tej

przestrzeni. Poniewaz zalozyliSmy, ze rozwazane uklady wspoélrzednych moga byé krzywoli-
niowe, wiec wektory bazy ortonormalnego uktadu wspoétrzednych moga mie¢ rézna orientacje
w przestrzeni dla poszczegdlnych punktow tej przestrzeni. Roézniczkowy wektor przesunigcia
wystawiony z punktu [z1, ...,z ma postac

d

i—1

Przechodzac do drugiego ukladu wspoélrzednych wektor dx wyraza si¢ nastepujaco

4 ox
dx = _d'li, 210
;ayi . ( )
gdzie wektory
A aX/ayl
. m (2.11)

tworza ortonormalna baze w drugim ukladzie wspoélrzednych, gdyz sa styczne do linii y;, a
ich orientacja w przestrzeni takze moze by¢ roézna dla poszczegélnych punktéw tej przestrzeni.
Poniewaz dla kazdej wspolrzednej y; zachodza réwnosci

4 ox
dy; = Vxy; - dx = Z Vi - 57— dy; (2.12)
j=1 9y;
zatem P
X
Vi - 5— = 6ij. 2.13
o (2.13)

Powierzchnia infinitezymalnego prostokata w przypadku przestrzeni dwuwymiarowej lub
objetos¢ infinitezymalnego prostopadlo$cianu w przypadku trojwymiarowym, ktérego przekatna
stanowi wektor dx, a punkt [zi,...,x4) jest jednym z jego wierzcholkow, daje sie wyrazi¢ w
nastepujacy sposob

. d
dr = [ildxl,...,fcddmd] = Hd.’L‘,’, (214)
i=1
gdzie dla d = 3 symbol [-,-,] oznacza iloczyn mieszany, natomiast dla d = 2 symbol [, ]

jest iloczynem zewnetrznym dwoch wektoréw. W drugim ukladzie wspolrzednych analogiczny
infinitezymalny element ma postaé

, & Ox ox & _
dr = ,:1_11 dz; = [a—y—ldyl’ co a—yddyd} =T, Ya) Z:Hl dy, (2.15)
gdzie
ox ox ox;
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jest jakobianem transformacji od pierwszego ukladu wspolrzednych do drugiego.
Wykonanie obrotu pierwszego uktadu wspotrzednych w taki sposob, aby wersory x; pokrytly
si¢ z odpowiednimi wersorami y; zapewnia, ze
d
dr' =dr = H dx;. (2.17)
=1
Poniewaz obrot jest transformacja ortogonalna, wiec z twierdzenia o mnozeniu wyznacznikow
wynika, ze jakobian (2.16) zachowuje swoja posta¢. Symetria rozwazanego problemu zapewnia,
ze w przypadku przejscia od drugiego ukladu wspoélrzednych do pierwszego réwnanie (2.15)
przyjmuje forme

I d
dei = (21, v%a) | ] d=s, (2.18)
i=1 i=1
gdzie
T, zq) = |2 (2.19)
15 oi0 015 Ll 8(1,‘]- : .

Podstawienie prawej strony réwnania (2.18) do réwnania (2.15) pozwala stwierdzi¢, ze zdefi-
niowane jakobiany spelniaja relacje

T, - y0) T2, ..y a) = 1.

Natomiast z rownania (2.13) wynika, ze w przypadku ortogonalnych ukladéow wspolrzednych
jakobian (2.16) moze by¢ zapisany w postaci

ox
oy

o
8l/d

1
Vo [ Vsl

(2.20)

T W00 a) =

Nalezy podkresli¢, ze podobnie jak jakobian przeksztalcenia tak samo gradient funkcji, a w
szczegolnoéei wyrazenia |Vyy;|, sa niezmiennicze przy transformacji ortogonalnej. Rézniczkowy
wektor przesuniecia wystawiony z punktu [z, ..., z4], ktory jest przekatng elementu dr, moze
by¢ zatem zapisany w postaci

d
dx = Zyidmi; (221)
i—1
wowczas
dyi = nyi cdx = |vxy1| da;i) (222)
a zatem d
Yi
dr; = . 2.23
|vxdyi| ( )

Wykorzystanie rownan (2.15), (2.20) i (2.23) pozwala stwierdzi¢ nastepujaca réwnowazno$é
wyrazen

- (-i_ da:i
J(yl,-.-,yd)dedelHi—

) 2.24
i=1 |ny1| ( )

gdzie elementy rozniczkowe dz,, lub dxydrs = dS sa elementami krzywej lub powierzchni
prostopadlej do wektora Vyy;.

Odnoszac powyzsze rozwazania do ortogonalnej przestrzeni pedow, dla ktorej jest znana
transformacja przej$cia do krzywoliniowego, ortogonalnego uktadu wspoélrzednych, gdzie jedna
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(pierwsza) wspohrzedna jest energia wzbudzen jednoczastkowych £, na podstawie rownania
(2.24) stwierdzamy, ze nastepujace definicje gestosci stanéw dla d =2 lubd =3

_ 2 Hfzgdp,;
NO = Gy ) (9.8
2 d
N©O = G [ TC @) [ (2.25)

sa rownowazne, gdzie &, lub & 1 &3 sa pozostalymi wspoélrzednymi ukladu krzywoliniowego.
Calke w pierwszym wyrazeniu wykonuje si¢ po powierzchni (jedno- lub dwuwymiarowej) stalej
energii &, natomiast w drugim wyrazeniu catkowanie przebiega po wynikajacym z transformacji
obszarze jednowymiarowej przestrzeni [§;] lub dwuwymiarowej przestrzeni [£2, &), odpowiednio.

2.3.3 Uogo6lniona transformacja konforemna

Jak stwierdziliSmy na wstepie kolejne rozwazane transformacje przestrzeni pedéw mozna wykony-
waé niezaleznie. Niemniej okreslenie transformacji krzywoliniowej, ktora odwzorowuje z za-
chowaniem katow przestrzen pedoéw okreslong w ortogonalnym (kartezjanskim) ukladzie, w
ktorej jest zdefiniowane widmo wzbudzen elementarnych &(py, ..., pa), w inna przestrzen o tym
samym wymiarze d, a ktorej jedng z osi ortogonalnego uktadu wspolrzednych jest wlasnie ener-
gia wzbudzen elementarnych &, wymaga wykonania odpowiednich konstrukeji matematycznych.
Poniewaz gradient energii wzbudzen elementarnych, V¢, jest wektorem prostopadlym do linii
(d = 2) lub do powierzchni (d = 3) ekwienergetycznych okreslonych w przestrzeni pedow, w
celu wyznaczenia linii prostopadlych do tej powierzchni formulujemy nastepujacy uktad rownan

23 23
dpy ... dpg = — ... —, 2.26
P b apl apd ( )
ktory prowadzi do réwnan rézniczkowych:
(lpi 85/6])1 -
—_— 2:27
a9 /0p: (227)

gdzie 1 = 2 lub ¢ = 2 1¢ = 3, odpowiednio. Z twierdzenia Picarda wynika, ze rozwiazanie
takiego rownania dla d = 2, © = 2, istnieje i prowadzi do jednoparametrowej rodziny krzywych:

&2 = &(p1, p2), (2.28)

gdzie nowy parametr &, jest staly, a rownanie (2.28) jest catky ogélng rownania rozniczkowego
(2.27). Zauwazmy, ze kazda z otrzymanych krzywych jest prostopadla do linii ekwienergety-
cznych, gdyz

_ 0% U

= 22dp, + —dp, = :
ap1 p1 + Bpg P2 O, (2 29)

wiec definiujac gradient funkcji &(p1, p2) jako V€ 1 wykorzystujac rownanie (2.26) otrzymu-
jemy

3]

Vi - Vpbs = 0. (2.30)

Tego typu transformacja jest nazywana transformacjg konforemng. Dlatego wykonanie analo-
gicznej transformacji w przestrzeni trojwymiarowej bedziemy nazywali uogélniong transforma-
cja konforemna. W przestrzeni trojwymiarowej nalezy uwzglednié, ze 7 = 2 oraz ¢ = 3, wowczas
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rownania (2.27) tworza uktad rownan rézniczkowych, dla ktorego podobnie jak w przypadku
jednego réownania, jest sluszne twierdzenie Picarda. Rozwigzanie ogoélne takiego ukladu jest
postaci

& = &a(p1, P2, p3), &3 = &3(p1, P2, p3), (2.31)

gdzie kazde z rownan jest catka ukladu rownan rézniczkowych, a parametry & i & sa stale,
ktorych wybor prowadzi do rozwiazan szezegolnych (81, 82]. Rozwiazania (2.31) okreslaja
dwie jednoparametrowe rodziny powierzchni, ktére sa prostopadie do powierzchni ekwiener-
getycznych &(py, p2, p3) =const. Poniewaz gradienty V,&; dla i = 2 oraz 7 = 3 definiuja kierunki
prostopadle do powierzchni tych rodzin, oraz zachodza réwnania

9% 9

& , ,
d&; = 5])—161])1 + ’5561])2 + 8—173(51)3 =0, (2.32)

zatem wykorzystujac relacje (2.26) otrzymuje sie¢ warunki ortogonalnosci w postaci
Vpéi - Vpéi = 0. (2.33)
Zauwazmy ponadto, ze jezeli Z(-, ) jest dowolna funkcja rézniczkowalng to rownanie

== 5(52(101,712,173),53(191,[)2,1)3)) = é(?’l,szps) (2-34)

takze wyznacza jednoparametrowa rodzine powierzchni prostopadltych do powierzchni ekwiener-
getycznych. Dla ukladu trojwymiarowego nalezy znalez¢ takie wyrazenie &3(pi,p2,ps), aby
powierzchnie obu zdefiniowanych rodzin byly réwnoczeénie wzajemnie prostopadte. Zadanie to
okazuje si¢ znacznie prostsze w przypadku, gdy w otrzymywanych réwnaniach rézniczkowych
mozna rozdzieli¢ zmienne. Niemniej stosujac proste reguly ortogonalizacji wektoréw mozna
wykazaé, ze lokalnie jest to mozliwe w kazdym przypadku. Niech

&(p) = &(p) — v&(p), (2.35)
wowczas z warunku
vp{é " Vpée =0, (2.36)
mozemy wyznaczy¢ 7y i w rezultacie okresli¢
’ \Y 53 : vp§2
£3(p) = &(p) — —=——5= - &2(P). (2.37)
> (foz)2

Powyzsza metoda jest tylko jedna z mozliwych i dotyczy obszaréw lokalnych. W poszczegdlnych
przypadkach na ogol mozna znalezé dogodng calke ogolna & = &3(p), ktory spelnia warunek
(2.36). Opierajac si¢ na otrzymanych wynikach mozna ustanowi¢ nowa ortonormalna baze
g1,..., 84, gdzie wersory:
8i = Yokt )
|Vp§i|

reprezentuja dwu lub trojwymiarowy ortogonalny uktad wspolrzednych krzywoliniowych, dla
ktorych pierwsza o$ € reprezentuje energie widma wzbudzeni czastek. Zaprezentowana metoda
pozwala odwzorowaé kazda dwu- lub trojwymiarowa przestrzen pedéw w odpowiednia dwu- lub
trojwymiarowa przestrzen o wspolrzednych & oraz & lub & 1 &3. Wspolrzedna &, ktora okresla
energie kwaziczastki wzgledem powierzchni Fermiego moze przyjmowaé wartosci pomiedzy —pu
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(potencjatem chemicznym) i nieskonczonoscig w ramach dozwolonych szerokoscia pasma. Za-
kres zmiennosci wspotrzednych &; i €3 moze by¢ wybierany réznie i w ogdlnosci moze by¢ ogranic-
zony lub nieograniczony. Wspolrzednym tym mozna prébowaé¢ nadaé sens fizyczny wyrazajac
je przez wspolrzedne katowe analogiczne jak w ukladach biegunowym lub sferycznym. Poprzez
wprowadzenie odpowiednich funkeji trygonometrycznych zakres zmienno$ci nowych wspolrze-
dnych np. ¢ i ¥ mozna standardowo ograniczyé¢, wowezas 0 < <2710 <9 < 7.

Jak zostalo pokazane w poprzednim podrozdziale przy powyzszych transformacjach w celu
zachowania powierzchni lub objetoéci transformowanych fragmentéw przestrzeni nalezy uwzgle-
dnia¢ jakobian odwzorowania, ktory mozna utozsamiaé¢ z lokalnymi zmianami gestosci po-
wierzchni lub przestrzeni. W przypadku transformacji rozwazanych przestrzeni jakobian (2.16)
nalezy przepisa¢ w postaci

op O

AT
JUE, .. kaf =1 e i wes (2.38)

op  Opa

oy 0
Rozwiniety formalizm pozwala okresli¢ zasady przejscia od sumowania lub calkowania po
przestrzeni pedéw do catkowania po wspoélrzednych &,...,& w ,nowej” przestrzeni zgodnie

z nastepujaca relacja
25 = [t = e e deaT(E 6 (2.39)
p...—(zﬂ_h)d p...——(zﬂ_h)d ... AGq yisow iy ) o wm e .

Zauwazmy, ze jakobian definiuje nam dodatkowe pole skalarne w przestrzeni [€, ..., &,|. To pole

jest niejednorodne i wyraza lokalna deformacje lub modyfikacje stanéw kwantowo-mechanicznych,
co jest rezultatem dokonanej transformacji. Uwzglednienie czynnika 2 - (27/) ¢, pozwala zde-
finiowa¢ skalarne pole gestosci stanéw w przestrzeni [€, . .., &4] nastepujaco:

2

K-8 = e T (6 ). (2.40)

Skalarne pole K (&,...,&) jest jadrem funkcji gestosci stanow N(&) zdefiniowanej w row-
naniu (2.25), gdzie pokazano, ze aby wyznaczy¢ funkcje gestodci stanéw nalezy wycalkowac
K (&, ..., &) po wszystkich ekwienergetycznych liniach Iub powierzchniach, czyli po & lub &
i &, ktore moga byé np. odpowiednio dobranymi wspétrzednymi katowymi. W przypadku
wycalkowania po & lub &, & relacja (2.39) redukuje si¢ do postaci

2}:...=/d§1\f(g)..., (2.41)

w ktorej niestety zostaja pominigte, odpowiednio, jeden (&) lub dwa (&3, &3) stopnie swobody
ukladu.

2.4 Model kwaziczastek Landaua

Opisane transformacje anizotropowego ukladu czastek (fermionéw) umozliwiaja przeniesienie
rozwazain do pewnej abstrakcyjnej przestrzeni [¢, . .., &4]. Jednak, jak juz wspomniano wczes$niej
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wspolrzedne & dla d = 2, 1 &,& dla d = 3 mozna wyrazi¢ poprzez wspolrzedne ¢, lub
¢ 1 9 wprowadzajac odpowiednie funkcje trygonometryczne wedlug zasad odpowiadajacych
biegunowemu lub sferycznemu ukladowi wspoétrzednych. Wspélrzedne te powinny spelniaé
warunki: 0 < ¢ < 2710 < 9 < 7. W otrzymanych modelach ukladow krzywe (d = 2)
lub powierzchnie (d = 3) ekwienergetyczne sa plaskie, a skalarne pola gestosci stanow zostaja
wyrazone w formie funkcji:

2
K, ») = (—27r—h)3(/(§,<p) dla d=2
K »,9) = (Q—jh—)gj(g,@,ﬁ) dla d=3. (2.42)

Odniesmy teraz przedstawione rozwazania do dwu- i tréjwymiarowego modelu kwazicza-
stek Landaua w przestrzeni pedéw. W modelu tym widmo wzbudzen kwaziczastek ma tzw.

paraboliczna forme
1

— 2 2\ _
- 2777‘* (pl + v pn) 1oy (243)
ktora w okolicy powierzchni Fermiego (£ = 0) mozna zredukowa¢ do postaci liniowej
§=vr(lp| —pr), (2.44)

gdzie v i pp okreslaja predkosé i ped Fermiego oraz p = p%./2m*. Dla parabolicznego widma
wzbudzen zachodza relacje

1
Vy€ = . 45
pf m* [pla )pd} (2 4))
oraz odpowiadajaca rownaniu (2.26)
d dp,
a . =8 (2.46)
D1 Pd
Rozwigzania rownania (2.46) maja postac
¢ = arctan <}—75> (2.47)
D1 '
dla d = 2 oraz
2 N2
= arctan (E-%) and ¥ = arctanJ (12) -+ (Zﬁ) (2.48)
D1 P3 D3

dla d = 3, z ktorych po przeksztalceniach algebraicznych dostajemy

p1o= /2m*(§+p) - cosp
pa = /2m*(€+ p)-sing

\7(6)90) = m' (249)



dla d = 2 oraz

P o= m-sinﬂcosw
P2 = \/ZTn*(f—%—u)-sinﬂsincp
T @9) = m'\[om*(€+p)-sind (2.50)

dla d = 3. W ten sposéb dowolne wzbudzenia kwaziczastek 1 kwaziczastki Landaua maja taka
samg reprezentacje w przestrzeniach [€, ¢] 1 [€, ¢, V]. Jedyna réznica pomiedzy takimi ukladami
wyraza si¢ w postaci skalarnego pola gestoSci stanéw. Nakladajac przeksztalcenie odwrotne na
zwigzki okreslone rownaniami (2.49) i (2.50) mozna odzwierciedli¢ dowolne wzbudzenia kwazi-
czastek na kwaziczastki Landaua. Wowczas nalezy uwzglednic¢ takze, ze w takim izotropowym
ukladzie [p;..., pa) stany kwantowo-mechaniczne nie s3 rozlokowane w sposéb jednorodny, oraz
ze, pojawia sie dodatkowo pewne szczegolne dla danego ukladu pole gestosci stanéw. Dla d = 2
wyraza si¢ ono nastepujaco

,C,(plsIJ?) = W J(E1‘P)» (251)
a dla d = 3 otrzymujemy odpowiednio
/ 2
K'(p1,p2,p3) = T, p,9), (2.52)

(2mh)3m* \/Zm*(ﬁ + p) sin?d

gdzie jakobiany sa postaci jak w réwnaniach (2.42), w ktérych jednakze wspolrzedne &, ¢ i

Y musza zosta¢ wyrazone przez pi, p2 1 p3 zgodnie z rownaniami (2.43), (2.47) i (2.48). Jesli

wejéciowy uklad jest izotropowy oraz energie kwaziczastek okresla rownanie (2.43), wowczas
réwnania (2.51) i(2.52) redukuja si¢ do postaci

K o2 253

(P55 502) = G (2.53)

Zaprezentowany formalizm dowodzi, ze dowolny anizotropowy uktad elektronéw lub dziur,

dla ktorego posta¢ widma energii wzbudzen czastek jest znana, moze by¢ rozwazany jako uklad

cieczy Fermiego w izotropowej przestrzeni pedéw z dodatkowym niejednorodnym skalarnym

polem gestosci stanow, K'. W takich przestrzeniach pedéw linie lub powierzchnie Fermiego,

okreslone rownaniem & = 0, sa okregami lub sferami.

2.4.1 Uklad anizotropowy

W celu zilustrowania oméwionego w podrozdziale 2.3.1 zagadnienia ortonormalizacji przestrzeni
i wynikajacych nastepstw tego procesu rozpatrzymy dwuwymiarowy anizotropowy uktad, w
ktorym podstawowe wektory sieci odwrotnej e; i e; nie sj ortogonalne i maja rozna diu-
gosé. Zakladamy, ze |e;| = 1, wowczas transformacja ortonormalna jest reprezentowana przez
nastepujace macierze

1 0
e 1 i ! 0 (2.54)
—cota T lsma les| cosa  |ep]sina '
2
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gdzie « jest katem pbmigdzy wektorami e; i e, a jakobian
T (ph,pa) = lea|sina. (2.55)

Wykonanie powyzszej transformacji pozwala przenies¢ dalsze rozwazania do ortonormalnego
ukladu wspoélrzednych z podstawowymi wektorami przetransformowanej sieci odwrotnej f; i f,
takimi, ze |e;| = |fi] = |f2]. .

W przypadku gdy relacja dyspersji w ukladzie wyjéciowym zostala przyjeta w postaci
parabolicznej, tj.

1 .
Epnp) = 5— (P} +93) — 1, (2.56)

gdzie m* oznacza mase efektywna, a g jest potencjalem chemicznym, wowezas po transformacji
uzyskuje ona postaé

(04, py) = 5 [(P})? + 2piphleal cos o + (ph)?|eal?] — . (2.57)

2m*

Dokonujac obrotu ,nowego” ukladu wspotrzednych o kat

1 2|es| cos a
/6 = —2- arctan <W> (258)

mozemy relacje dyspersji zastapi¢ bardziej symetryczna, uproszczona i rownowazng jej forma

1 1 .
oy P+ 5= ()" — (2.59)

£(py,py) =

gdzie mj 1 mj sa parametrami masy efektywnej dajacymi sie wyrazi¢ za pomocg m*, |es| i
kata a, ktorych natura wynika z anizotropowosci uktadu wyjsciowego. Poniewaz obrét uktadu
wspolrzednych jest transformacja ortogonalna, wiec jakobian tej transformacji jest rowny 1. Za-
uwazmy, ze w wyniku przeprowadzonej transformacji w nowym kartezjanskim ukladzie wspol-
rzednych linie ekwienergetyczne sa koncentrycznymi elipsami. W ten sposob pokazalismy, ze
wzrost symetrii uktadu wspolrzednych powoduje zmiany postaci relacji dyspersji, ktora moze
sta¢ sie bardziej zlozona. A zatem wlasnosci symetrii ukladu odpowiadajace symetrii sieci
krystalicznej w procesie ortonormalizacji uktadu wspoélrzednych zostajg przeniesione do relacji
dyspersji i sa zawarte w jakobianie transformacji.

2.4.2 Jednopasmowy model Hubbarda

Zgodnie z rezultatami obliczen struktury pasmowej [21, 38] w nadprzewodnikach wysokotem-
peraturowych pasmo przewodnictwa moze zosta¢ opisane w podejsciu modelu ciasnego wigza-
nia. Wowczas jednoczasteczkowa posta¢ widma energetycznego dla plaskiej sieci prostokatnej o
symetrii Dyp, gdzie by i by odpowiadajg diugosciom bokéw komorki elementarnej oraz a; = by /h
i ag = by/h, jest postaci [83]

£(p1,p2) = —2tg [cos(pray) + cos(paaz)] + 4ty cos(pray) - cos(paas) — ta, (2.60)

a parametry o i t; odpowiadaja przeskokom do wezléw najblizszych i kolejnych najblizszych
sasiadow. Parametr zapelnienia pasma t, wyraza przesuniecie poziomu Fermiego w przypadku
domieszkowania i niesymetrycznego wypelnienia pasma. Jest on identyfikowany z potencjalem
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chemicznym. Aby uprosci¢ obliczenia dokonujemy nastepujacego przeksztalcenia przestrzeni
pedow
ki = pia; and kg = poas. (2.61)

Transformacja ta, ktorej jakobian jest postaci J = (aja;)~!, pozwala prowadzi¢ dalsze obliczenia
w przestrzeni ortonormalnej. Wowczas rownanie (2.60) redukuje sie do postaci:

E(ky, k2) = —2tg [cos(ky) + cos(ka)] + 4ty cos(ky) - cos(ka) — to, (2.62)
z ktorej otrzymujemy
Vo€ = [2tgsin ky + 4t; sin kg cos kg, 2tgsin ky + 4ty cos ky sinks] (2.63)

Postepowanie zgodne z procedura opisana w podrozdziale 2.3.3 prowadzi do nastepujacego

rownania rozniczkowego
dky  2tpsink; — 4ty sin ky cos ko

dky,  2tgsinky — 4t cosk; sin ky’
ktore w wyniku przeksztalcen algebraicznych pozwala na rozseparowanie zmiennych £, i ks, i
daje si¢ zapisa¢ w postaci

(2.64)

t t
1—2t—1cosk1 1—2t—1cosk2
— 0 dk=—9—dk,. 2.65
sin ky ! sin kg . (2.69)

Po przecalkowaniu obu stron réwnania (2.65) otrzymuje si¢ wyrazenie

In tan él - Zt—l Insin k; = Intan EZ - 2t—l Insin kg — &5, (2.66)
2 b 2 i

gdzie k; i ky spelniaja warunek 0 < ky, k; < 7. Stala calkowania definiuje drugi parametr &;.
Réwnania (2.62) i (2.64) stanowia uklad réwnan definiujacych transformacje przestrzeni we-
ktora k w ortonormalng dwuwymiarowa przestrzen [€, &]. W tej nowej przestrzeni wspolrzedna
&, przybiega zakres zmiennosci od minus do plus nieskonczonoéci, a £ przyjmuje wartosei od
Emin d0 Enar Wyznaczone szerokoscia pasma przewodnictwa. Wielkosci te zaleza od wzajem-
nych relacji pomiedzy parametrami modelu ¢y i ¢;. Aby uczyni¢ zakres zmiennosci drugiej

. . . ., z 7r
wspolrzednej ograniczonym mozna zastapi¢ & np. przez tan g, wowczas —3 < p < > lub

m . .. . .
przez Intan @, a wtedy 0 < p < 7 W takim przypadku linie ekwienergetyczne w przestrzeni

m
(€, ] sa rownolegtymi odcinkami o dlugosci 3 Moga one zosta¢ przediuzone na przedzial

[0, 27r] zgodnie z warunkami symetrii Dy, wejsciowego ukladu. Wyliczenia w przestrzeni (£, ¢]
wymagaja wyznaczenia jakobianu J (&, ¢). Wowczas rownanie (2.38) pozwala zdefiniowaé pole
gestoscl stanow

K&, ) = Crh)aag J (&, ») (2.67)
oraz gesto$¢ stanow (rownanie (2.25))
L
8 2
N(£) = @rh)eara, 0/\7(5#7) dep. (2.68)
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Jak juz zostalo pokazane wyznaczone transformacje pozwalaja zdefiniowaé¢ uklad rownowazny
rozpatrywanemu dla cieczy Fermiego z dodatkowym skalarnym polem gestosci stanow, K (&, ).
Zachowanie pelnej odpowiedniosci pomiedzy skonstruowanym ukladem a ciecza Fermiego wy-
maga, aby kat ¢ przyjmowal wartosci od 0 do 2m. Jednakze wykorzystujac wlasnosci symetrii
Dy, mozna rezultaty otrzymane dla 0 < ky, ky < 7 2 pierwszej ¢wiartki uktadu wspohrzednych

7r
i odpowiednio dla 0 < ¢ < — rozszerzy¢ tak, aby zakres zmiennosci k; i ko obejmowal caly
przetrzen, wowczas kat ¢ bedzie przybiegal wartosci od 0 do 27. Zauwazmy, ze aby wyz-
naczy¢ jakobian 7 (&, ) nalezy rozwiaza¢ réwnania (2.62) i (2.66). Podstawiajac & = Intangp
(tanp > 0), rownanie (2.66) redukuje si¢ do postaci

2,
tan ks (sinky) to
tanp = 2 5 (2.69)

k: -
tan —21- - (sink;) to

Wykorzystujac zwiazki
tan 3

sinff = —————
1+ tan? 3

sin20 = 2sinfcos B, cos2f = cos® B — sin?f3

oraz wprowadzajac oznaczenia

k k
T = tan —2—l Ty = tan 32 . (2.70)
gdzie z;, T, > 0, rownania (2.62) i (2.69) daja si¢ zredukowaé¢ do postaci
= -2t 2+ 2 k= 2 + 4ty |1 2 2 + 1 t
&1 = ~2h 1+22 1422 : 1+22 1+22 (+2)(1+22)| 7
2ty
) - to
xIg (
)
tan g = + 2 5T (2.71)

Wyznaczenie x; 1 x5 jako funkceji € 1 ¢ dla dowolnych ty i ¢; w zakresie stosowalnosci modelu
moze zostaé wykonane wylacznie metodami numerycznymi [83]. Po znalezieniu odpowiednich
pochodnych czastkowych mozna zgodnie z rownaniem (2.38) wyliczy¢ jakobian. Natomiast
réwnania (2.71) mozna rozwigza¢ analitycznie jedynie dla kilku szczeg6lnych przypadkow, kiedy
to i t; spetniaja warunek t,/to = 0,5 lub t;/tg = 0, lub ¢;/to = —0,5 ([83]). Aby uproscié¢ dalsze
obliczenia wprowadza si¢ nastepujace oznaczenia:

&1+t
2 =>—"

oraz f =tanp > 0. (2.72)
2%,

Po przeksztalceniach algebraicznych otrzymujemy (i =1 lub i = 2)
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Rysunek 2.1: Skalarne pole gestosci stanéw w zaleznosci od ¢ i z dlat; =0

K{$.z)

Rysunek 2.2: Skalarne pole gestosci stanow w zaleznosci od ¢ i z dla ty/tg = 0.5
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Rysunek 2.3: Skalarne pole gesto$ci stanow w zaleznosci od ¢ i z dla t;/tg = —0

Rysunek 2.4: Skalarne pole gestosci stanéw w zaleznosci od zredukowanego wektora falowego

dla t]/t() = 0.5.
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Rysunek 2.5: Skalarne pole gestosci stanéw w zaleznoéci od zredukowanego wektora falowego
dla [,]/t() = —0.5.

e dlat;/tg=10.5,|z—1| <2

/1
k; = 2arctan/— — 1
Yi

FH1=J(F+1)*+(z=3)f

Yi = 2fi (2.73)
edlat,=0,]2| <2
1
2(1+ f2) + /(L + f2)22 +4f2(4 — 22) | 2
k; = 2 arctan ( /) \/( : ) , A ) (2.74)
2(2 — 2) fA2-1)
L] dla tl/tO = —0.5 |Z'|’~ 1] S 2
k; = 2 arctan —1— -1
Yi
N1 - f)+ /(1= (1-2)
Yi = = \/ J (2.75)

fz 1
Wykorzystujac otrzymane rozwigzania (2.73)-(2.75) mozna wyznaczy¢ dokladna postaé
jakobianu. Podstawiajac do rownania (2.38), réwnanie (2.67) otrzymujemy:
® (lla f]/t() = 05, —1 _<_ & S 3
1 1+ f?

2(2mh)*toaraz \f1(1— f)2 + (1 + 2)f)(1 + 2)f 2:46)

’C(&JP) =




Rysunek 2.6: Skalarne pole gestosci stanéw w zaleznosci od zredukowanego wektora falowego
dla t; = 0.

edlat; =0, 2<2<2

4 1+ f2
K&, 0) = .
(61 “P) 2(27rh)2t0a1a2 \/22(1 — f2)2 + 16f2 (2 77)
e dla tl/t() = —0,5, -3 < zs 1
1 1 8
K(61,9) = s S (2.78)

- 22mhPtoma \fi(1 )2 + (1= 2)f)(1 = 2)f

gdzie parametry z i f jako funkcje £ i ¢ zostaly okreslone przez rownanie (2.72). Posta¢ funkcji
K(&, ), to jest posta¢ pola gestoséci stanow, zostala przedstawiona na rysunkach: 2.1, 2.2, 2.3.
Na rysunkach 2.7 dodatkowo przedstawiono dodatkowo rzuty funkcji K(€, ¢) na plaszczyzne,
gdzie zakreslono linie rownych wartosci K. Dla poréwnania obok zamieszczono postaé funkcji
2(kz, ky), przedstawiong w tej samej dziedzinie. Krzywe przedstawione po lewej stronie przed-
stawiaja sytuacje wyjsciowa, czyli linie ekwienergetyczne, a obok po prawej stronie znajdujemy
ich odpowiedniki dla skalarnego pola gestosci stanéw. Mozna latwo zauwazyé, ze symetria
ukladu wyjsciowego zostaje zachowana.

Aby odwzorowaé¢ wzbudzenia jednoczastkowe na kwaziczastki typu Landaua rozmieszczone
w izotropowej przestrzeni pedéw przyjmuje sie, ze z = k* — 2 oraz k; = p;a. Wowczas, £ ma
postaé okreslona w réwnaniu (2.43), jezeli m* = (4tga?)~' i p = 2tg29+t2 z czego wynika, ze ped
Fermiego kwaziczastek typu Landaua pp = \/ zo/a? + ta/(a?ty). Parametr a jest charakterysty-
czng dlugoscia, ktora nalezy wyznaczy¢ z warunku wynikajacego z twierdzenia Luttingera, ze
catkowita liczba kwaziczastek jest réwna calkowitej liczbie czastek. Na przyklad, zaklada-
jac, ze ty =ty = 01 2 = 2 i wykorzystujac réwnanie (2.83) otrzymamy a = \/ajaz/4 i

36



Rysunek 2.7: Linie ekwienergetyczne i odpowiadajace im linie réwnych wartosci pola gestosci
stanéw dla wybranych parametrow ukladu

pr = 8/v/2a1ay. Na kolejnych rysunkach 2.4, 2.5, 2.6 zostaly przedstawione stosowne postaci
funkcji K'(k1, ko) (= K/m*) otrzymane z wykorzystaniem rownan (2.51), (2.71) i (2.76)—(2.78),
ktora jest zdefiniowana w izotropowej przestrzeni zredukowanych wektorow £, i k,. Dla wszy-
stkich przedyskutowanych przypadkéow spelniony jest zwiazek

m
K6, S - 0) = K(E, ) (279
wynikajacy z przyjetej symetrii Dy, uktadu wyjsciowego. Badajac wyrazenia dane réwnaniami
(2.76) 1 (2.78) mozna stwierdzi¢, ze dla ¢,/ty = £0,5 osobliwo$¢ pojawia sie, jesli f dazy
do zera lub nieskoriczonosci, gdy (¢ — 0 lub %), a takze, gdy z dazy do —1 lub +1. Ten

drugi warunek dotyczacy dazenia parametru z do granicy stosowalnosci teorii powoduje zatem
,ze te osobliwosci nie pojawiaja sie w standardowych rozwazaniach. Niemniej gesto$¢ stanow
otrzymana z réwnan (2.76) i (2.78) po scatkowaniu ich po ¢ zgodnie z réwnaniem (2.68) ma

ona postac
2 1 T [3Fz
N() = . Fl=-/—1, 2.
(©) w2hityaiay V1 E 2 (2 4 ) (2.80)

gdzie F(¢, x) jest calka eliptyczna pierwszego rodzaju, ktora jest postaci [39]

™
T [3F 2 2 da
ol [ i =/ , (2.81)
2V 4 0\/ 3Fz .,
1 - 1 sin” av
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Rysunek 2.8: Charakterystyczny przebieg funkcji gestos¢ stanéw w obszarze stosowalnosci
teorii.

i nie ma ona biegunéw poza przypadkiem z dazacego do granicy stosowalnosci teorii. Gestos¢
stanow (2.80) jest wiec w tych przypadkach regularng funkcja £&. W przypadku ¢, = 0, gdy

' nie posiada osobliwo$ci poza

: ’/T ; .
f dazy do nieskonczonosci (¢ — 5), funkcja K(&,¢) ~ 2~
przypadkiem z — 0. Ta szczegdlna osobliwoé¢ wywiera istotny wplyw na wlasnosci calego
ukladu, gdyz nie zanika ona po scalkowaniu po ¢ i zawsze pojawia si¢ w funkcji gestosci stanow
N(&). Jest ona klasyfikowana jako osobliwos¢ typu Van Hove’a [73, 83, 84, 89]. Calkujac K(&, ¢)

dane rownaniem (2.77) po kacie ¢ otrzymuje sie

N(¢) = (2.82)

1
2 1 Pl 8v4 — 22 v
m2h*toara V8- 22 +4V/I- 22 2'\8-22+4V4-2?

Postaci gestosci stanow okreslone réwnaniami (2.80) i (2.82) zostaly przedstawione na ry-
sunku 2.8. Wartos¢ N (&) gestosci standow okreslonej réwnaniem (2.82), gdy z = +2 wynosi
(47tpaiaz)!, ponadto

1
0 1 8v4 — 22 2 -
/ B '75’( 2 ,/z ?-)2 di= 7 (2.83)
_2\/8—22—{—4*/4—22 2 \8—22+4+4V4— 2 4

Poniewaz gesto$¢ stanow N (&) jest osobliwa w & + t5 = 0, jej zachowanie zostalo zbadane dla
z = (€ + ty) /2ty zmierzajacego do zera. W granicy 2z — 0 czynnik x% pojawiajacy sic w calce
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7T
eliptycznej F(E, k) redukuje sie do postaci

2 8v4 — 22 1o (z)“
8 — 22 4+ 44 — 22 4)

(2.84)

a wiec jest bliski jednosci. Funkcje F(?Z-, k) w granicy k — | mozna rozwinaé¢ w specyficzny

szereg [39], ktorego kolejne wyrazy sa rzedu —z*"In|z|, co pozwala zgodnie z zalozong doktad-
noscig do z* przyblizy¢ wyrazenie (2.82) nastepujaca formula

N() = m . {[1 + (2)2] lnl—i—l +§ (9111% - %) (Z)d} (2.85)

Otrzymane przyblizenie jest zgodne z innymi formutami [28, 73, 74, 90], ktore gesto$¢ stanow

definiuja nastepujaco:
B

&1 + ta’

gdzie A i B sa pewnymi stalymi. Zaprezentowane podejécie umozliwia oszacowanie tych stalych
w oparciu o rownanie (2.85), stad

N(¢) = Aln (2.86)

1

= — 1 B =16 t. 2.87
27r2h2t0a1a2 e 0 ( )

Tym samym wspoéltczynniki A i B zostaly precyzyjnie okre$lone przez parametry modelu wyste-
pujace w definicji widma energetycznego czastek. Zauwazmy, ze iloczyn AB = 8/ m2h%ayay jest
niezalezny od parametru to. Poréwnujac formuly rownan (2.82) i (2.85) stwierdza sig, ze roznica
ich wartosci zmierza do zera, jesli z jest male oraz jest rzedu 0,1/27%h*tga ay, gdy 2| — 2.
Zostalo zatem pokazane, ze zmodyfikowana teoria cieczy Fermiego moze zosta¢ zastosowana
w odniesieniu do ukladu posiadajacego tetragonalnag symetrie sieci i nieparaboliczne widmo
wzbudzen . Nalezy zaakcentowad, ze chociaz model jest izotropowy, to jednakze wszystkie wtas-
ciwosci ukladu wynikajace z symetrii i ksztaltu widma wzbudzen sg zawarte w funkcji (1, ¢),
reprezentujacej skalarne pole gestosci stanow i istotnie modyfikujacej wlasnoéci izotropowego
ukladu. Z drugiej strony, jezeli rozwazane zagadnienie jest niezalezne od kata ¢, wtedy jedynie
$rednie wlasnosci symetrii sieci sa uwzgledniane. Postaci gestosci stanéw okreslone rownaniami
(2.80) i (2.82) odpowiednio dla t;/ty = 0.5 i t; = 0 wykazuja istnienie osobliwosci jest typu
logarytmicznego dla t; = 0 w z = 0 oraz dla t;/tp = £0,5, gdy 2 — F4.
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Rozdziatl 3

Rozszerzony scenariusz Van Hove’a dla
nadprzewodnika typu s

3.1 Teoria typu BCS dla anizotropowego nadprzewodnika

Nadprzewodnictwo w teorii BCS pojawia si¢ wtedy, kiedy do izotropowej cieczy Fermiego
zostaje wlaczone oddzialywanie parujace. O potencjalach oddzialywan wystepujacych w izo-
tropowych ukladach cieczy Fermiego, tj. o potencjale oddzialywania fermicieczowego i o poten-
cjale oddzialywania parujacego zaklada sie, ze spelniaja one zadanie inwariantnosci wzgledem
odwrocenia biegu czasu oraz wzgledem obloLow przestrzeni. Wowcezas kazdy z potencjatow jest
operatorem hermitowskim niezmienniczym wzgledem obrotéw.

Przedmiotem prezentowanych rozwazan jest jednakze dowolny wieloelektronowy uklad kwan-
towy przetransformowany do ortonormalnej przestrzeni pedéw, dla ktérego potencjal oddzia-
lywania dwuczastkowego, po wyeliminowaniu dodatkowych stopni swobody zwiazanych z bo-
zonami wirtualnymi posredniczacymi w oddziatywaniach, jest wyrazony w efektywnej kwazi-
czastkowej postaci. Wowezas, wprowadzajac operatory pola fermionéw efektywny hamiltonian
w formalizmie drugiego kwantowania ma postac

H= Zfa pnCP0+ Z Z e{ﬁfyé (p,pP,q) p+q661 ~vCp'+q,8Cp,as (3.1)
p,p’\q ,B,7,6

gdzie ¢}, , i cpa sa odpowiedni operatorami kreacji i anihilacji fermionow oraz e, (p) wyraza
relacje dyspersji tj. energie wzbudzen pojedynczych czastek (kwaziczastek) ze spinem a, ktora
jest periodyczna funkcja p. Posta¢ funkcji €,(p) powinna uwzgledniaé¢ mozliwie wszystkie ele-
menty oddzialywan jednoczastkowych np. zwigzane ze slabym polem elektromagnetycznym,
$rednim potencjalem domieszek, lub inne. Ponadto, Vaﬂw(p p’,q) jest elementem macie-
rzowym transformacji Fouriera efektywnego potencjalu dwuczastkowego oddzialywania, ktore
uwzglednia wszystkie efekty wielocialowe oraz spelnia zasade zachowania spinu. Aby ob-
jasni¢ mechanizm oddzialywania kwaziczastek plzmeU)emy, ze dla wszystkich dwu- i troj-
wymiarowych ukladow czesci spinowe oddzialywania V(1 3~46(P P, q) moga zosta¢ wydzielone
w nastepujacy sposob [75, 74]

Vel s(Ppha) = ROTQTR. + RIS m8 + RUTE57h — 73575

B8 a s 2 (32)
+ G (ZT )aﬁ(T Z)'yé"'G (ZT T)aﬂ(TT 1)76+N ,ﬁ’y&(p p q)

gdzie 7' s3 macierzami Pauliego a 7° jest macierza jednostkows, R®" = R%(p p') (gdzie
q = 0) definiuja spinowa wprost oraz spinowe wymienne poprzeczng i podluzna czesci ampli-
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tudy rozpraszania, a G** = G**(p,p’) (gdzie q = —p — p’) moga by¢ odpowiednio identy-
fikowane z antysymetrycznym (singletowym) i symetrycznym (tripletowym) oddzialywaniem
parujacym. Czlon N, g s(p,p’,q) odpowiada niekoherentnemu rozpraszaniu kwaziczastek i
moze by¢ pominiety, gdyz rozwazane rozpraszania dotycza powierzchni (linii) Fermiego i jej
najblizszych okolic. Podkreslmy, ze stan sparowany moze pojawi¢ sie w uktadzie jesli oddzialy-
wanie G**(p, p’) zawiera przynajmniej jeden ujemny czton (parametr rozwinigcia) powodujacy
przycigganie. Ponadto, jezeli zaden kierunek orientacji spindéw nie jest wyrozniony wowczas
cze$é spinowa wymienna oddzialywania jest izotropowa w przestrzeni spinéw i R! = Rt W
rozwazanych przypadkach tj. dwuwymiarowej i trojwymiarowej izotropowej przestrzeni pedow
istniejaca niezmienniczo$¢ ukladu wzgledem obrotéw powoduje, ze oddzialywania te mozna
rozwinaé¢ w szereg Iouriera (d = 2) lub szereg wiclomianéw Legendre’a (d = 3) [66, 91]. W
przypadku potencjalu oddzialywania parujacego rozwiniecie go w szereg pozwala sklasyfikowaé
typ sparowania zgodnie z symetria funkeji falowej par Coopera, co oznacza, ze jezeli w otrzy-
manym rozwinigciu potencjalu oddzialywania parujacego istnieje dokladnie jedna harmonika z
ujemnym parametrem to w ukladzie moze zosta¢ zrealizowane czyste sparowanie typu s, d, . . ..
Taka klasyfikacja stanow sparowanych byla duzym sukcesem teorii BCS. Jak mozna zauwazy¢
rozwiniety formalizm pozwala na zastosowanie identycznej klasyfikacji stanéw sparowanych w
stosunku do zlozonych ukladéw anizotropowych, ktére w wyniku przeprowadzonych transfor-
macji omoéwionych w podrozdziale 2.3 moga by¢ rozwazane w przestrzeni izotropowej, w ktorej
uwzglednia sie dodatkowo skalarne pole gestosci stanow, K'(py, ..., pq). W takich uktadach linie
lub powierzchnie Fermiego sa odpowiednio okregami lub sferami, zatem przetransformowane
oddzialywanie parujace jest okreslone w przestrzeni izotropowej i moze zosta¢ rozwiniete w
szereg Fouriera lub szereg wielomianéw Legendre’a, co zapewnia jednoznaczna identyfikacje
stanoéw sparowanych.

W przedstawionej procedurze postepowania zaklada sie, ze mechanizm nadprzewodnictwa
wysokotemperaturowego w plaszczyznach miedziowo-tlenowych Cu-O wykonywany jako spa-
rowanie Coopera fermionéw (elektronéow lub dziur) w wyniku wymiany wirtualnych bozonow
(fononéw, magnondéw, plazmonéw lub ekscytonéow) w ramach jednego z nastepujacych mo-
deli: ciasnego wigzania, BCS, prawie swobodnych elektron6w, Hubbarda, t-J lub jakiego$ in-
nego. Aby moc bada¢ tego typu uklady, o ktérych zakladamy, ze reprezentuja nadprzewodniki
wysokotemperaturowe, stwierdzamy, ze formalizm funkcji Greena stosowany dla nadprzewod-
nikow niskotemperaturowych moze by¢ takze stosowany do tych ukltadéw po uwzglednieniu
istniejgcych roznic. Dlatego definiujac po kolei normalne funkcje Greena dla nieoddzialujacego
i oddzialujacego uktadu, gdy relacja dyspersji jest postaci €,(p) oraz anomalng funkcje Greena
uwzgledniajac czes¢ G*° oddzialywania (3.2) i funkcje energii jako macierze (2 x 2) mozna roz-
szerzy¢ warunki stosowalnosei formalizmu funkeji Greena (92, 93]. Relacja Bethego-Salpetera
zapewnia konsekwentne uwzglednienie wszystkich wkladéw oddzialywania metodsa perturba-
cyjna, podczas gdy rownanie Dysona umozliwia wyznaczenie funkcji Greena dla normalnego
oddzialujacego ukladu, zapewniajac uwzglednienie efektéw rozpraszania zwiazanych z czescia
R% oddzialywania (3.2). Efekty te renormalizuja relacje dyspersji odnoszaca si¢ do ,golych”
czastek poprzez operator masowy, przez co uzyte parametry zostaja zastapione przez ich efek-
tywne wartodei, tak jak to ma miejsce w cieczy Fermiego, gdzie masa ,golych” czastek m jest
zastepowana masa efektywna m*. Oczywiscie, t¢ procedure mozna pominaé, jezeli zalozy sie,
ze efekty renormalizacyjne pochodzace od operatora masowego zostaly juz uwzglednione w
zadanej i znanej formule widma wzbudzen, €,(p), lub sa one nieistotnie mate.

Postugujac sie metodami funkeji Greena samozgodne réwnanie na szczeline energetyczna,
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ktore stanowi fundament badan ukladéw sparowanych, jest otrzymywane w postaci

2d—1 / 1 / / / / /gl A I? /10’ E I) /)ﬁl
Ao 0) = T [ de G (e 0,04, 0) K€L, ) 220 ) gy BT
i CICRERT 2T

(3.3)
gdzie < ... > oznacza $rednia po katach ¢’ 1 ¥’ dla przypadku tréojwymiarowego i po kacie ¢’ dla
przypadku dwuwymiarowego, wowcezas nalezy konsekwentnie pominaé katy ¥ i ¢ w réwnaniu
(3.3). G&1,,0;&, ¢, U') jest singletowym oddzialywaniem parujacym, o ktérym zaklada si¢
najczesciej, ze posiada separowalna strukture, tj.

G(&, 0, 90:€, ¢, 0) = G(£,9,9) - G(£, ¥, T (3.4)

i ktére mozna rozwazaé jako niezalezne od £ i £’ w przypadku slabego wiazania lub, gdy zmienia
sie w sposob nieistotny w obszarze sparowania np. w waskim pasmie przewodnictwa. Wowczas,
dla czystego sparowania s, potencjal oddzialywania parujacego G*(0,¢,v;0,¢’,9’) nie moze
zaleze¢ od katow i redukuje si¢ do stalej oznaczanej najczeéciej przez V. Stala V' pomnozona
przez stala o wymiarze gestosci stanow staje sie bezwymiarowym parametrem teorii, od ktorego
zalezy m. in. temperatura krytyczna. W teorii BCS, w ktorej gestos¢ stanow jest stala i
oznaczana jako N(0), bezwymiarowym parametrem jest A = V' N(0). Natomiast w przypadku,
gdy gestosc stanow N () zalezy od energii czastek i moze posiadaé¢ osobliwosci, wybér stalej o
wymiarze gestosci stanéow jest niejednoznaczny i moze powodowaé, ze ustalony bezwymiarowy
parametr teorii bedzie rézny od A. Energia wzbudzen kwaziczastek

1
B(E,¢,0) = [€2+ A%, 0,0)] 2 (3.5)

i szczelina A(&, ¢,v) zachowuja symetrie harmoniki parujacej. Calkowanie po &' jest zre-
dukowane do obszaru wystepowania oddzialywania parujacego. Ma to miejsce, gdy [¢'| jest
wieksze od energii Debye’a, wp. Oddzialywanie to moze by¢ réwniez odcinane przez granice
pasma przewodnictwa w symetryczny lub niesymetryczny sposéb, albo tez istnieje inny me-
chanizm mikroskopowy, ktory ogranicza zasieg sparowania. Wszystkie anizotropowe wlasnosci
ukladu wyjsciowego sa zawarte w funkcji K(&,¢,7). To powoduje, ze problem znalezienia
rozwigzania rownania (3.3) dla wyzszych harmonik parujacych staje si¢ trudniejszy w porow-
naniu z przypadkiem czystego sparowania s. Jezeli zatem ograniczymy rozwazania jedynie do
czystego oddzialywania typu s oraz przyjmiemy, ze w oddzialywaniu tym mozna pominaé za-
leznosé od £ 1 &', wowczas A jest izotropowa i zalezy jedynie od temperatury, a rownanie (3.3)
redukuje sie do postaci

9d—1, / S tanh Ez(g) ,
1= V/d§ (K0 —prah— (3.6)
Poniewaz
27w (K(E, @', 9")) = N (&) (3.7)

i N(€) jest zwykla gestoscia stanéow (rownanie (2.68)) wnioskujemy stad, ze dla nadprzewod-
nikéw z czystym sparowaniem s wplyw poszczegélnych elementéow symetrii uktadu wyjscio-
wego zawartych w funkcji  na termodynamiczne wlasnosci uktadu jest znaczaco ograniczony
z powodu wystepowania w réwnaniu na szczeling (3.6) jedynie usrednionej wartosci funkcji
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K czyli gestosci stanow N(€). A zatem, aby uwzglednié¢ osobliwosci Van Hove’a w rozwaza-
niach dotyczacych nadprzewodnictwa typu s, ktére moze by¢ realizowane zaréwno w ukladach
dwuwymiarowych jak i trojwymiarowych, wystarczy uwzgledni¢ jedynie wlasciwg postaé gesto-
Sci stanow N (&), szczegolowo umoéwiona w pierwszym rozdziale, czyli zastosowaé standardowy
scenariusz Van Hove'a. Zauwazmy ponadto, ze zupelnie odmienne uklady o zdecydowanie
roznej symetrii, w ktorych jest realizowany czysty stan s, beda wykazywaé zblizone wlasnoéci
termodynamiczne gdy funkcje okreslajace ich gestosci stanow maja zblizony ksztalt.

3.2 Analiza gestosci stanéw w modelu ciasnego wiazania

W podrozdziale 2.4.2, gdzie zostal rozwazony dwuwymiarowy model ciasnego wigzania dla
plaskiej, prostokatnej sieci, w ktorym uwzgledniono przeskoki do najblizszych i nastepnych
najblizszych sasiadéw oraz przesuniecie potencjalu chemicznego odzwierciedlajace stopieri za-
pelnienia pasma przewodnictwa, stwierdzono, ze réwnania transformacji konforemnej oraz wy-
nikajace z transformacji funkcje skalarnego pola gestosci stanow (&, @) i gestosci stanow
N (&) moga by¢ wyznaczone w formie analitycznej jedynie dla trzech szczegélnych, dla ktorych
ti/to = —0,5, 0 lub 0,5. Poniewaz model ciasnego wiazania jest powszechnie wykorzysty-
wany w badaniach nadprzewodnikéw wysokotemperaturowych wyznaczenie funkcji gestosci
stanow i innych elementéw transformacji dla wszystkich dozwolonych wartosci ¢ /to i t2/to ma
glebokie uzasadnienie, niemniej aby tego dokonaé¢ nalezy w finalnej czescei zastosowaé metody
numeryczne.

W prezentowanych rozwazaniach zostaly wykorzystane relacje i oznaczenia wprowadzone w
podrozdziale 2.4.2. Zatem energia wzbudzen jednoczastkowych ma postaé [83]

E(p1,p2) = —2tg [cos(pray) + cos(paaz)] + 4ty cos(piay) - cos(paag) — to, (3.8)

gdzie parametry ¢y i t; odpowiadaja przeskokom do wezléw najblizszych i kolejnych najblizszych
sasiadow. Parametr zapelnienia pasma ty wyraza przesuniecie poziomu Fermiego w przypadku
domieszkowania i niesymetrycznego wypelnienia pasma i jest on identyfikowany z potencjalem
chemicznym. Aby uprosci¢ dalsze obliczenia przyjmuje sie jak poprzednio, ze
ki = pia, ko = paay (3.9)
oraz wprowadza wygodne i uzywane w dalszych rozwazaniach oznaczenia
2ty to
n=-—-— =i, 3.10
= C= 2% 1)

wowczas z = £/2tg — (. W przypadku, gdy n # 01 || < 1 rownania (2.71) moga zostaé
przepisane w postaci

2 2 To
=l E T Tr e cp:x—l, (3.11)
gdzie
Z=z(1-n)+n i— 4*(2 - 2)°
21+ 22 +4f2(2 - 2) + (1+ f2)/(1 - f2)222 + 162
{1 202 - 2)(f2 - 1)
o = In{ = :
e n{f z(1+f2)2+2(2—z)+\/(1—f2)222+16f2 } (3.12)
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Struktura rownania (3.11) jest taka sama jak dla przypadku n = 0, ale teraz Z i ® sg funkcjami
21 zaleznymi od parametréw 7 i (. Pomimo tego, mozna formalnie rozwiagza¢ rownanie (3.11),
wykorzystujac wyniki otrzymane dla 7 = 0. Poniewaz dla ¢ = 1 oraz i = 2

%_<akiaz aki6<1>)1

0c  \0Z 9z ' 99 9z) 2

Ok _ (0ki0® | 0k OZ\ 0f 313
dp \odaf 9z af ) oy’ (3.13)
wiec
Z Z
e L I - Ay
Bl o
5}- =147- fi(z, f), 5 n- fa(z, f), (3.14)

gdzie f;(z, f) oznaczaja pewne funkcje zalezne od z i f, ktorych jawne postacie nie sg istotne
dla dalszych wyliczenn prowadzonych metoda peturbacyjna. Wowczas, jakobian przeksztalcenia
przyjmuje postaé

Ok, Ok,
1 ot op | df ,
T = Shoaray | O O | g O (&18)
o0& Oy

gdzie O(n) oznacza pozostale czlony proporcjonalne do 7 i 7%, ktoére, jako perturbacyjne, a
zatem znacznie mniejsze od glownego cztonu jakobianu moga zosta¢ zaniedbane. Po pewnych
przeksztatceniach oraz uwzgledniajac relacje

7r 1
ki(z, 5 ©) =ka(z,0) lub k(2 7) = ky(z, f) (3.16)
gestosé stanow mozna zapisa¢ w postaci
1 1 1+ 2
N(En) = / df 3.17
(&) m2htoaray Jo (1+ f2)\/22(1 — 0)2 + 16?2 ( )

gdzie Z i ® zostaly zdefiniowane rownaniem (3.12). Aby oszacowaé asymptotyczne zachowanie
sie funkcji gestosci stanow N (&, n) w jej punktach osobliwosci zostalo nalozone ograniczenie, ze
|z2| < 1, co narzuca warunek || < 1. Pominiecie malych czlonéw zawierajacych z, redukuje

rownanie (3.12) do postaci
1-£\?
Z=z+n (————) ,

1+f

Podstawiajac rownania (3.18) do roéwnania(3.17) mozna zauwazyé¢, ze osobliwo$¢é w gestosci

stanéw pojawia si¢ wylacznie w przypadku z = —7 a wlasciwie przyblizona funkcja moze by¢

otrzymana z rownania (3.17), w ktorym osobliwosci sg zwigzane z dolng granica calkowania,
gdy f — 0. Wszystko to prowadzi do oszacowania

1 8
5 -In .
m2h toaiao |Z + 77|

o= (3.18)

N(¢n) = (3.19)
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Zatem osobliwoé¢ typu logarytmicznego pojawia sie w gestosci standow otrzymywanej w dwuwy-
miarowym modelu ciasnego wigzania, gdy & = —(4¢; + t2), co jest zgodne z innymi rezultatami
[21].

Warto zaznaczy¢, ze poprawnosé¢ otrzymanego wyniku, a wiec i zastosowanej metody pertur-
bacyjnej, zostala potwierdzona przez niezalezne podejécie analityczne i wyliczenia numeryczne
zamieszczone w dalszej czesci. Nalezy wyjasnic, ze liniowe rozwiniecie rownarn (3.27) wzgledem n
prowadzi do niepoprawnego wyniku poniewaz osobliwos¢ logarytmiczna nie uwzglednia wplywu
dodatkowych czlonéw pojawiajacych sie dla niezerowego 7 i jest taka sama jak dla n = 0 (row-
nanie (3.19)). Przedstawione podejicie pokazuje, ze gestosé stanow posiada osobliwoéé typu
logarytmicznego w punkcie £ = —(4t; +t;) dla n < 1, ktora jest bardzo wrazliwa na male
poprawki parametrow modelu. Z drugiej strony warto podkresli¢, ze w przypadku okreslonym
rownaniem (2.80) osobliwos¢ logarytmiczna w gestosci stanow pojawia sie dla n = +1, gdy
|z|, 11z — F1 i przybiera postaé

1 1 In 64
w2hitgaa, 1tz 142z2°

Tak wiec osobliwo$¢ logarytmiczna w gestosci stanéw pojawia sie¢ takze, gdy n = +1, z czego
mozna wnioskowag, ze pojawia sie ona zawsze, gdy & = —(4t; + t5).

N(&, +n) = (3.20)

3.3 Aproksymacje funkcji i obliczenia numeryczne

W poprzedniej czesci zostaly przedstawione rozwazania dla 7 nalezacego do przedzialu —1 <
n < 1. Warunek ten wymusza ograniczenie na parametr z, co bioragc pod uwage ekstremalne
wartosci energii ¢ (3.8) prowadzi do relacji

—24+n<z<2+n. (3.21)

Aby otrzymaé¢ ogblna postacé gestosci stanow N(&,7n) dla wszystkich wartosci 1 rozwazania
nalezy rozpoczaé od przeksztalcenia rownania (3.8). Zauwazmy, ze jakobian wykonywanej
transformacji dla dowolnych 7 moze by¢ znaleziony w nastepujacy sposob: rézniczkujac obie
strony rownia (3.8) oraz

tan i 1

—_— . /lc 7

f=—2 [ST““ 2)] (3.22)
tan — sin(ky)

wzgledem & i ¢ otrzymujemy uklad réwnan, z ktérego mozna wyznaczy¢ pochodne czgstkowe
Ok;/O¢ 1 Ok;/0p (i = 1 lub 2.) Podstawiajac te wyrazenia do réwnania (2.7) otrzymujemy
jakobian w nastepujacej postaci

sin k; sin ko

J = (2tf)”! (1 —ncosky)® +

sin ko sin k;

~1
df
1 —neosk)?| - —=. 2
(1= cos 1)} o (3.23)
Aby zastapi¢ ki i ky zmiennymi £ i f w powyzszych formutach nalezy wykorzysta¢ rownania
(3.8) i (3.22). Wowczas, wprowadzajac dodatkowe oznaczenia
~ % )

v = = :
T . 1+a?

(3.24)



mozna rownanie (3.22) zapisaé jako

f=v'""Q", (3.25)
gdzie
Q=v+q—2’q (3.26)
Biorac pod uwage, ze
2 2 2 2 4

z2=2—

)

+al1- - +
’7[ 1+2? 1422 (1+22)(1+2))

1+22 1+a2

T
1+ z3
tanp = ———24 (3.27)

T .
T
"\ 1+42

nalezy stwierdzi¢, ze w rozwazanym przypadku g stanowi rozwigzanie rownania kwadratowego.
Zmienna ta wyrazona poprzez v oraz parametry z i 7 jest postaci

L 41 =) + (1= v3)(n+2) £ /(1 —v2)2(n + 2)2 + 16v2(1 + 27))
= A1 —n—v2(1+7)

. (3.28)

Zgodnie z definicja ¢ podana w réwnaniu (3.24) kazda z postaci ¢ moze by¢ rozwigzaniem o ile

spelnia dodatkowy warunek
0<g¢<1, (3.29)

ktory niemniej moze byé¢ spelniony wylacznie dla wartosci v wzigtych z przedziatu [0, 1], gdy
parametry 7 i z sa ustalone. Ponadto, nieréwno$¢ wynikajaca z (3.21) implikuje dalsze ograni-
czenia

(I=m)?*<1+2p<(1+n)% 0<2+(z2—n) <4, =2(1-n)<z+n<2(1+n), (3.30)
ktore pozwalaja nam oszacowac g o nastepujaco:

_ Ez+nl-(z+n)

Q2= gdy v=20
e 4(1—mn)
oraz
14+n+ /14 27
Q2 = 1 59 7 gdy v=1L (3.31)

Stad, jedynym rozwiazaniem spelniajacym warunki (3.29) w odniesieniu do rozwazanego prze-
dzialu 7 jest ¢1. Wykorzystujac rownania (3.24)—(3.28) oraz rownania (2.71) mozna zastapi¢ w
jakobianie (3.23) zmienne ky i ky przez f iv. Wowczas po pewnych przeksztalceniach gestosé
stanéw otrzymuje postac:

2

1 i
o / Ci(vf) if : - (3.33)
o (L)1 = v?) = 20(@ = v + |1+ 7)1 = 0?) = — 20 (T = v)]
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N(z,n)

Rysunek 3.1: Gestos$¢ standéw otrzymana metodami numerycznymi w zaleznosci od parametrow
n i z w zredukowanych, bezwymiarowych jednostkach, gdzie N(z,n) odpowiada wyrazeniu
N(z,n)/m*h*toa a0

podczas gdy ) wyraza si¢ nastepujaco:

B 202
Q= (1—-n)—v%(1+n) X (3.34)
2(1 —v?)(1 + 27m)

\/(1 —v2)? (2 = )2 4 16v2(1 + 21) + (z — ) (1 — v2)

—n|. (3.35)

Aby wyznaczy¢ gestos¢ stanow N(&,z) okreslong réownaniem (3.32) stosujgc metody nu-
meryczne nalezy rozwigza¢ rownanie (3.25) uwzgledniajac rownanie (3.34) oraz wyznaczyé v
jako funkcje f dla ogolnych wartosci z i € pamietajac, ze f przyjmuje wartosci od 0 do 1.
Natomiast, podstawiajac f = f(v;2,7n) do réwnan (3.31) i (3.32) mozna wyliczyé¢ calki, a w
konsekwencji wykresli¢ funkcje N(z,m) = N(§,7n) (rysunek 3.1). Ponadto opierajac si¢ na row-
naniach (3.32) i (3.34) mozna wyznaczy¢ asymptotyczna postaé¢ gestosci stanow dla danych
wartoéci z 1 7 spelniajacych warunek |z +n| < 1. Jezeli zalozy¢, ze z + n = 0 we wszystkich
singularnych przypadkach, funkcja @) redukuje sie do postaci

Q_v\/1+n+v\/l—77 3.36
T oVI=n4+u/T¥y’ (3.36)

Zauwazmy, ze podczas gdy osobliwosci gestosci stanéw w réwnaniu (3.32) sa zwigzane z cal-
kowaniem wewnatrz obszaru f (f < 1), mozna ograniczy¢ rozwazania réwnania (3.25) do
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Rysunek 3.2: Gestos¢ stanoéw okreslona przyblizeniem funkcji logarytmicznej przedstawio-
nej w zredukowanych, bezwymiarowych jednostkach, gdzie N(z,7) odpowiada wyrazeniu
N(z,n)/m*tpa a;

przypadku malych v, ktore spelniaja warunek v < /1 — |n|. Tak wiec otrzymujemy

Q 1+n

= = gdy z+n=0 (3.37)
v 1-n
1
2 2(1 —n?
g = ; d—a) -7 gdy z+n#0. (3.38)
viL=n |\ J(z+ )2+ 1602(1 — n?) + (2 + )

Stosujac konsekwentnie zalozenia, ze z+n = 0 we wszystkich nieosobliwych czgéciach wyrazenia
podcalkowego rownania (3.32) i zastepujac

n
l1—17

f=v <1+n>2 , (3.39)

funkcja gestosci stanow (3.32) w przypadku, gdy |z + n| < 1, redukuje sie do postaci
1+n 1—n

1 1 8(1 — 2 (1419 2
N(Z, T]) p—l 3 . ln ( 77) ( ])
Ttoaas \/1—772 |Z+77|
Nalezy zatem stwierdzi¢, ze osobliwo$¢ logarytmiczna pojawia si¢ w gestosci standow zawsze,
gdy £ = —(4t; + ty), a gestos¢ stanéw ma tylko jedng osobliwosé¢ dla danego n = 2t,/t. Jed-
nakze uzyte przyblizenie zapewnia poprawno$¢ otrzymanej formuly jedynie w bliskiej okolicy

(3.40)
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Rysunek 3.3: Roznica pomiedzy dokladna (wyznaczona numerycznie) i przyblizong anality-
cznie postaciami funkeji gestosci stanéw w zredukowanych, bezwymiarowych jednostkach, gdzie

AN(z,n) odpowiada wyrazeniu AN (z,n)/m*ta;az

osobliwosci poniewaz z dala od nich otrzymana formuta przyjmuje nawet wartosci ujemne,
Na rysunku 3.2 zostala przedstawiona postaé¢ przyblizonej funkeji gestosci
stanow okreslonej rownaniem (3.40). W obszarach, gdzie funkcja ta przyjmuje wartosci ujemne
polozono jej wartosé¢ réwna 0. Na rysunku 3.3 przedstawiono dodatkowo roznice pomiedzy
funkcjami gestosci stanéw obliczonymi numerycznie i jej analitycznym przyblizeniem w intere-

gdy n — =£I1.

sujacym dla nas obszarze w poblizu osobliwosci.
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3.4  Wlasnoéci nadprzewodnika ze sparowaniem s dla za-
modelowanych postaci gestosci stanow

3.4.1 Wprowadzenie

W przypadku nadprzewodnika, w ktorym pary Coopera znajduja sie czystym stanie s, a
szczelina energetyczna (parametr porzaydku) jest izotropowa, réownanie na szczeline energetyczng
otrzymane w rozszerzonym scenariuszu Van Hove’a redukuje sie do postaci (3.6) odpowiada-
jacej zwyklemu scenariuszowi Van Hove'a. Dlatego, gdy mozna pomina¢ zalezno$¢ od ener-
gii izotropowego potencjalu oddzialywania parujacego, do wyznaczenia wlasnoéci termodyna-
micznych s sparowanego nadprzewodnika wysokotemperaturowego wystarczy jedynie znajo-
mos$¢ postaci gestosci stanow N(€). Przedstawione ponizej rozwazania dotyczg wyznaczania
zaleznosci izotropowej szczeliny energetycznej od temperatury dla zamodelowanych postaci ge-
stodci standéw. Poniewaz zasadniczym elementem scenariusza Van Hove’a w badaniach nadprze-
wodnikéw wysokotemperaturowych jest istnienie tzw. osobliwoéci Van Hove’a w funkeji gesto-
sci stanow N (&), rozwazane postaci gestosci stanow zostaly zamodelowane poprzez dodanie do
stalej gestosci stanow N(0) pewnych funkeji zmiennej & definiujacych waskie piki lub osobli-
wosci. Uzyte funkeje, ktore reprezentuja trzy szczegélne formy osobliwosci w gestosci stanow tj.
lorentzowska, trojkatna i logarytmiczna, zostaly wybrane zgodnie ze standardowo rozwazanymi
postaciami gestosci stanéw omoéwionymi w rozdziale pierwszym. Dolaczone funkcje sa trak-
towane jako fluktuacje gestosci stanéw, ktorych obecnosé moze powodowaé zaréwno wzrost jak
i obnizenie temperatury krytycznej.

3.4.2 Formalizm

W celu wyznaczenia wlasnosci termodynamicznych nadprzewodnika z izotropowa szczeling
energetyczng wykorzystuje sie scenariusz Van Hove’a, gdzie w réwnaniach catkowych po wyko-
naniu catlkowania po katach skalarne pole gestoéci stanéw redukuje sie do gestosci stanow N (&),
a pozostale wyrazenia podcaltkowe zaleza wylacznie od . Nie wnikajac w nature uwzglednia-
nych fluktuacji mozna przyjaé, ze zmodyfikowana, w stosunku do modelu BCS, gestosci standéw

jest postaci
N (&, paramery) = N(0) [1 + fluktuacje] = N(0)J (&, parametry), (3.41)

a ,parametry” skaluja dolaczone funkcje. W przeprowadzonych badaniach zostaly wykorzystane
trzy standardowo rozwazane typy fluktuacji, tj. pikéw i osobliwoéci, ktore moga by¢ dodatnie
lub ujemne.

o Gestosé stanow z fluktuacjami typu Lorentza:

J(&B,Rzn)=14+Y ——— (3.42
e (G |

Powyzsze formula stanowi superpozycje n pikéw typu Lorentza nalozonych na stala
funkcje. Taka postaé¢ gestodci standéw zostala wprowadzona przez Mitrovi¢a i Carbotte
(18, 19] dla miedzymetalicznych zwigzkow typu A15. Jej postaé pozwolila na rozwazenie
wplywu poszczegolnych parametréw fluktuacji na zmiane temperatury krytycznej i skoku
ciepla wlasciwego [83].



e Gestosc stanow z fluktuacjami typu trojkata:

J(€,B,R,x,n) =1+ \er (1 - H;BRJ> 0 (1 - Lf—'éi') (3.43)

i=1
W tym przypadku gestos¢ stanéow posiada n trojkatnych pikow.

e Gestos¢ stanow z fluktuacjami typu logarytmicznego:

B; & ~A, |
B,Ryz,n)=1+) ziln——--—0 (1 - —=—— 3.44
& S (1-15 (344
gdzie B, It i x oznaczaja n-wymiarowe wektory o wspolrzednych B;, It; i @;, odpowiednio.
Ta ostatnia posta¢ fluktuacji stanowi przyblizona forme gestosci stanow (2.86) otrzymana
w modelu ciasnego wiazania dla uktadu dwuwymiarowego i jest najczesciej wykorzysty-
wana w badaniach teoretycznych.

Parametry uzyte we wzorach zostaly tak zdefiniowane, ze parametr z; wyraza wysoko$¢ fluk-
tuacji lorentzowskich lub trojkatnych oraz ma wplyw na tempo wzrostu fluktuacji logarytmi-
cznej. Gdy z; ma warto$¢ ujemna nast¢puje zmniejszenie obsadzenia odpowiednich stanéow
energetycznych i moga pojawic¢ sie szczeliny. B; jest identyfikowane z poléwkowsq szerokoscig
zaburzenia stalej gestosci stanéw fluktuacja, I?; oznacza przesuniecie piku fluktuacji wzgledem
poziomu Fermiego oraz n jest liczba uwzglednianych fluktuacji danego typ i wynosi od jed-
nego do kilkunastu. O wszystkich fluktuacjach zaklada si¢, ze sg rozlokowane w poblizu lub
na poziomie Fermiego, oraz ze ich polowkowa szerokosé jest bardzo mala w poréwnaniu z (za-
siegiem sparowania), energia Debye’a wp. Oznacza to, ze R;, B; < wp. Ponadto zaklada sie,
ze rozwazane fluktuacje sa na tyle male, ze ich obecno$¢ nie wplywa na zachowanie s$redniej
liczby czastek dla dowolnych temperatur, gdyz

n
> o f
i=1

d—_
—wp £1+(§_)

) . WD |‘E_R1.I - Ig_Rll _n”
; Ty -/—wu df (1 = ——_Bi O il Bi = . -LzBl,
n wp B |6—Rl| n
1 d l @ ] 1=2 iBis
; ’ /“’D : nlf R; | ( B; ) i ’

wp 1

s Z'L B, (3.45)

oraz

/ df N(g, B, R, Z, 77,) = N(O) <2(UD + Z Qf'i.’L'iB,) = QN(O) wWp = N. (346)
—wp i=1

Aby uwzglednic¢, ze wystepujace fluktuacje moga by¢ réznego typu, czynnik pf; = 7, 1,2 zostal
przyporzadkowany poszczegélnym fluktuacjom 7 = 1,...,n, a f oznacza kolejno fluktuacje
lorentzowskie, trojkatne i logarytmiczne. A zatem, gdy z;B; < wp $rednia liczba czastek za-
chowuje sie, co powoduje, ze w rozwazanym modelu potencjal chemiczny moze by¢ traktowany
jako staly, = €p.

Punktem wyjscia dla dalszych rozwazan jest rownanie na szczeling wystepujace w scenar-
iuszu Van Hove’a, ktore moze by¢ traktowane jako uogélnione réwnanie na szczeline typu BCS

A

122 dé VE + A?
2_;)0 NGETY) 2r

wp

J (&, B, R,z,n) tanh (3.47)



gdzie A = N(0)gy oznacza bezwymiarowy parametr stalego oddzialywania parujacego. Sy-
metryczna forma pozostalych funkeji podcatkowych oraz granic calkowania w réwnaniu na
szczeling (3.47) pozwalaja zsymetryzowaé funkcje gestosci stanéw wzgledem poziomu Fermiego.
Wowezas funkcja

I(8)= % [J(¢, B, R,z,n) + J(—&, B, R, z,n)] (3.48)

opisuje rozklad fluktuacji gestosci stanow catkowicie symetryczny wzgledem poziomu Fermiego,
a rownanie na szczeline zostaé przepisane w postaci

1 \/_ng_z tanh 3 + A / \/_ZTZ [I(& B, R,z,n) —1] tzmh—f—é#, (3.49)

gdzie na ogdél w przeksztalconych calkach granice calkowania moga zosta¢ rozciggniete do
nieskonczonosci. Wprowadzajac oznaczenia
€ A(T) . R B

U=om T= —om = o —my

5T T (3.50)

gdzie odmienna od pozostalych definicja parametru b zapewnia mu stala wartoéé¢ w jednostkach
bezwymiarowych, oraz calkujac rownanie na szczeling (3.47) przez czg$ci mozna sprowadzié je
do postaci

2
% — ln( wD) /du In 11+\/1/2+72)—1n7']
[ (u b, 18,1, ) tanh vVu? + 7'2} (3.51)
" Ao(0)
lub
1 . wp 7 5
1= In (T) - 0/du In (u + Vu? + T2)
X 2 I{u,b,r,z,n T tanh vVu? + 72| . (3.52)
au 3 ) ) ) AO(O)
W quyqtkich dalszych obliczeniach przyjmuje sie, ze gdy © dazy do granic przedzialu calkowa-
nia, (|u] — %2), spelnione s nastepujace warunki
T I
I <u,b,1",$,n, m) =1 oraz —g; = (). (3.53)

co jest spojne z warunkami natozonymi na fluktuacje gestosci stanéw. Po dokonaniu zamiany
zmiennych w réwnaniach (3.51) i (3.52) pojawia si¢ nowy parametr A—'{O—, ktory moze nody-
fikowa¢ udzial poszczegdlnych fluktuacji zwlaszcza w obszarze niskich temperatur. Zakladajac,
ze fluktuacje maja bardzo malg szerokosé potowkows B;, ktora zapewnia, ze funkcje podcalkowe
w obszarze istnienia danej fluktuacji sa prawie stale, a zatem réwne warto$ciom przyjmowanym
dla ¢ = R;, rownanie (3.51) dla 7" = 0 (7 = 00) oraz réwnanie (3.52) dla 7" = T, (7 = 0) mozna
zredukowaé odpowiednio do postaci

n

1 2wp 05T B;
E—lptagy AT 3.54
A A(0) ; R? + A(0) (854



Rysunek 3.4: Wartos¢ skoku ciepla wlasciwego przy przejéciu ukladu od fazy nadprzewodzacej
do fazy normalnej w 7' = T, w zaleznosci od parametréw b i = fluktuacji typu Lorentza. Dla
ustalonego x wartos¢ skoku wzrasta od wartosci BCS (= 1,43), osiaga maksimum i staje si¢
malejaca funkcja b dazac znowu do wartoéci BCS, [83].

Rysunek 3.5: Wzrost temperatury krytycznej w odniesieniu do modelu BCS w zaleznoéci od
parametrow b i x fluktuacji typu Lorentza.



oraz -
1 . sz.'IIlB Ri ) _9
3 =In=2 o7 =l Z R, tanh 7 /dulnu cosh™ u, (3.55)

gdzie ostatnia calka jest rowna —In(4e™7/7), a v = 0,577 jest stala Eulera. Poréwnanie
powyzszych wynikéw z wynikami otrzymanymi w przypadku braku fluktuacji of; = 0, co
odpowiada modelowi BCS, prowadzi do nastepujacych relacji

n 2:-B
A(0) = 0) [Iexp | 01 ———— (3.56
i:q V R? + A%(0) )
T. = Ty H exp [Qfl TRB tanh (21; >]

gdzie, aby nie przewyzsza¢ dokladnosci zastosowanego podejicia przy wyznaczaniu A(0) i T,
metoda perturbacyjna, nalezy ograniczy¢ sie do pierwszego przyblizenia i polozy¢ po prawej
stronie rownan A(0) = Ag(0) i T, = T.o. Dzielac obustronnie réwnania (3.56) mozna oszacowaé
wspolezynnik

2A(0)

Ri = =% (3.57)

= 2me” H exp

=1

1
075 B; | —roeemem— —L tanh It
‘ R? + A2(0) 1 2Teo

gdzie Ag(0)/To = me™ = 1,76. Wartos¢ wspolczynnika R, jest podwyzszana lub obnizana
przez poszczegélne fluktuacje w zaleznosci od znaku parametru x;, ktory determinuje fluktuacje
jako dodatnia lub ujemna i od znaku wyrazenia

e tanh il (3.58
Ry a0 R 2Ta %)

Oszacowanie wyrazenia (3.58) pozwala stwierdzi¢, ze

o gdy R; < Ag(0), T redukuje si¢ ono do postaci

1 <1 A0(0)> R?
Ao(0) C 2T, ) 603(0)

0,12 — 024(Ai ))2

1
~ Do(0)

ktora zapewnia, ze jest ono dodatnie,

e gdy R; > Ay(0), T, funkcja tanh (%;) ~ 1, a wyrazenie (3.58) redukuje si¢ do postaci

i staje sie ujemne,



T
x=0.3
x=0.2

Rysunek 3.6: Zmiany wartosci temperatury krytycznej od szerokosci polowkowej fluktuacji
typu Lorentza dla » = 0 i wybranych wartosci parametru z.

e adla R, = 1,767, jego wartos¢ jest rowna zero.

Zatem zaréwno fluktuacje dodatnie rozlokowane blisko poziomu Fermiego jak i fluktuacje
ujemne polozone dostatecznie daleko od poziomu Fermiego wplywaja na wzrost wspoélczynnika
Ri. W przypadku istnienia wylacznie fluktuacji dodatnich fluktuacje polozone dostatecznie
daleko od poziomu Fermiego beda obnizaly warto§¢ wspoélezynnika R,. Gdy fluktuacje sa sku-
pione wylacznie na poziomie Fermiego i w jego najblizszym sasiedztwie tj., gdy 1% < Ao(0), Ty,
wowcezas wspolezynnik Ry ograniczony do liniowych wyrazéow rozwiniecia jest postaci

n B
Ry, = 3,52 ¢ 0,12 of, izi—— 5
] S chp( of,ix A0(0)> (3.59)

i=1

i nie zalezy od R;. Natomiast wzrost parametru B;, szeroko$ci poléwkowej fluktuacji powoduje

wzrost wspolczynnika R;.
W dalszych obliczeniach ze wzgledow rachunkowych wygodnie jest wprowadzi¢ oznaczenia

e L T _ A _ A
X (1) = me WO Y (1) = me Ao (0) - T (3.60)

. A(T : : T ; 5 e
gdzie parametr 7 = _2(Tl moze si¢ zmienia¢ od zera do nieskoniczonosci.

3.4.3 Efekty obecnosci fluktuacji w gestosci stanow

Fluktuacje lorentzowskie

Réwnania na szczeline zapisane w postaci (3.55) oraz (3.60) staja si¢ uzyteczne w procedurze nu-
merycznej pozwalajacej wyznaczy¢ zaleznos¢ szczeliny energetycznej od temperatury. Rozwaza-

(@2}
(1]
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Rysunek 3.7: Szczelina energetyczna w zaleznosci od temperatury dla wybranych paramet-
row modelu (fluktuacje trojkatne). Wysokosé fluktuacji z jest stala i z = 0,5. Fluktuacja
jest zlokalizowana na poziomie Fermiego, r = 0. Parametr b przybiera od gory wartosci:
0.6;0.5;0.5;0.3;0.2. Krzywa kropkowana odpowiada krzywej BCS
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Rysunek 3.8: Szczelina energetyczna w zaleznosci od temperatury dla wybranych parametrow
modelu (fluktuacje trojkatne). Szerokosé podstawy trojkata jest stala b = 0,3. Fluktuacja
jest zlokalizowana na poziomie Fermiego, » = 0. Parametr = przybiera od gory wartoéci:
1.5;1.2;1;0.5;0.3. Krzywa kropkowana odpowiada krzywej BCS
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Rysunek 3.9: Zmiany temperatury krytycznej w zaleznosci od szerokosci fluktuacji (fluktuacje
trojkatne). Wysokosé trojkata jest stala x = 0,5. Parametr r od gory przyjmuje wartosci:
0; 1; 10, 20; 30.
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Rysunek 3.10: Zmiany temperatury krytycznej w zaleznosci od szerokosei fluktuacji (luktuacje
trojkatne). Fluktuacja jest zlokalizowana na poziomie Fermiego, 7 = 0. Parametr x od gory
przyjmuje wartosci: 1;0.7;0.5;0.3



jac postaé¢ fluktuacji (3.42) mozna okresli¢ nastepujacy uklad rownan parametrycznych

Yir) = we‘cexp{—% / duln[(u—i—\/uerTZ)—lnT}}

a n i
R o 1+ Z u_r,xi’ 2 tanh vVu? + 72| 5, (3.61)
=+ (55) (mm)
gdzie -
; Y (7
Xi{r)= 5 (3.62)

Otrzymane réwnania (3.61) i (3.62) np. przy zastosowaniu metody perturbacyjnej pozwalaja
wyznaczy¢ postaé szczeliny energetycznej w zaleznosci od temperatury. Aby okresli¢ zmiany
temperatury krytycznej 7. i wspolczynnika Ry = 24A¢(0)/T. bezposrednio z réwnan (3.61) i
(3.62), co pozwala uniknaé ograniczen nakladanych na parametry B;, nalezy oszacowaé wartosé
X(r) w granicy 7 — 0 (A(T) — 0) oraz warto$¢ Y (7) w granicy 7 — oo (" — 0). W
wykonanych badaniach numerycznych skoncentrowano si¢ gléwnie na przypadku istnienia w
gestosci stanow pojedynczego lorentzowskiego piku. Wéwczas temperature krytyczng mozna
wyznaczy¢ z nastepujacego ukladu rownan [83]

o0

$i= %exp - /du ln(u)a2 1+ ——I—Q— tanh(u) (3.63)
4 u 1+ (%) £
gdzie
t=t( b) L. (3.64)
b= t(z,-) = —— d
"t7 Ao(0)

Aby rozwigza¢ numerycznie otrzymany uklad réwnain wygodnie jest podstawi¢ ¢ = b/t, wowczas
t=t(x,c) i b=ct(z,c). (3.65)

Na rysunku 3.4 pokazano, ze temperatura krytyczna 7. jest wzrastajaca funkcja b i z oraz
T./To > 1 jesli x > 0. Jednakze nalezy pamieta¢, ze parametry te musza spelnia¢ warunek
br < WD/QA()(O).

Aby wyznaczy¢ skok ciepla wlasciwego przy przejsciu ukladu od stanu nadprzewodzacego
do stanu normalnego w T' = T, wykorzystuje si¢ formule [72, 85]

aN(T
AC(T,) = =2N(0) Jim A(T) agr ) (3.66)
Ponadto, gdy 7" — T. i A(T) — 0 z réwnania (3.52) mozna otrzymac
TN T 4 d
- (1 — =) [du|l+ — tanh(u)
)/ mread b
0 1+ (1) (d6) ]
A(T) 7du z d [tanh(u)}
= i | W5 el . (3.67)
2 N2 (L )| d
Mo vl 1+ @) (&) ML



Roézniczkujac obie strony rownania (3.67) po temperaturze 7" oraz kladac 7' = T, (A(T.) = 0)
i podstawiajac do rownania (3.66) otrzymuje sie formule na wspolczynnik R, okreslajacy skok
ciepla wlasciwego

AC(T,) 12 ({du [1 + m] < tanh(u)
Ry = C.(T, =T 39 % , (3.68)
n( c) ™ f du |1 o T d [tanh(u)]
o 1+(%)2t2 du w
gdzie zostalo takze uwzglednione, ze cieplo wlasciwe w fazie normalnej jest postaci
2
Cu(T) = 5m*N(0)T. (3.60)

3

Wyznaczenie numeryczne skoku ciepta wlasciwego wymaga posluzenia si¢ rezultatami otrzy-
manymi dla temperatury krytycznej. Odpowiedni rezultat zostal przedstawiony na rysunku
3.5. Nalezy podkresli¢, ze dla ustalonego x i odpowiednio duzych b wartos¢ skoku ciepta wia-
$ciwego dazy do wartosci 1,43 uzyskiwanej w modelu BCS, ktora jest takze otrzymywana dla
x =0 lub gdy b — 0.

Fluktuacje trojkatne

W celu poréwnania wplywu fluktuacji opisanych réznymi funkcjami badania numeryczne doty-
czace wyznaczania szczeliny energetycznej i temperatury krytycznej zostaly powtérzone dla
dwoch pozostalych wyszezegélnionych form zamodelowanej gestosci stanéw. Jezeli gestosc
stanow okreslona rownaniem (3.43)) zawierajaca jedna fluktuacje o ksztalcie trojkatnym zostanie
wprowadzona do réwnania (3.51), wowczas poprzez parametryzacje prowadzaca do réwnania
(3.50) otrzymuje si¢ podobnie jak poprzednio

(i)
Y(r) = We—cexp{—%/duln[(zhL \/m>—lnr]}
%) |u—r| T |u—r| T
<{ a5 wm) e (- )
x  tanhvu? + 72 ] } (3.70)
(i)
X(T)zyz(:)

Zachowanie si¢ ukladu, w ktorym wystepuja fluktuacje o ksztalcie trojkatnym jest podobne
jak w przypadku fluktuacji lorentzowskiej.



Fluktuacje logarytmiczne

Postepujac analogicznie jak w poprzednich przypadkach, po podstawieniu logarytmicznej postaci
gestosci stanow (3.44) zawierajacej jedna fluktuacje logarytmiczna do rownania (3.51) oraz po
wprowadzeniu parametryzacji (3.50) rownania pozwalajace wyznaczy¢ zalezno$¢ szczeliny ener-
getycznej od temperatury przyjmuja teraz postac:

(i)
Y(r) = me Cexp {—% / du In [(u + \/m) — ln’r}}
0 b |lu—r| T
X {% (1+$ln<——(u—1‘)ﬁ)>@(l—_—b m)
x  tanh Vu? + 72 } } (3.71)
(i)
x(r) =20

Na zamieszczonych rysunkach pokazano przykladowe zmiany postaci szczeliny energetycznej
jako funkeji temperatury w zaleznosci od charakterystyki uwzglednionej fluktuacji. Przeskalo-
wana szczelina energetyczna ma ksztalt zblizony do krzywej BCS. Istnienie fluktuacji dodatniej
w poblizu poziomu Fermiego zwi¢ksza warto$é¢ wspolczynnika R,. Chociaz poréwnanie wynikow
otrzymanych dla fluktuacji lorenzowskiej, trojkatnej i logarytmicznej przy tak samo dobranych
parametrach z, b i r pozwala zauwazy¢ drobne odstepstwa , to jednakze nalezy stwierdzi¢,
ze otrzymane wyniki wykazuja zgodne tendencje przy dostrzegalnych roznicach ilociowych.
Jest to zrozumiale, gdyz wklady poszczegolnych fluktuacji do réwnania na szczeling sg rozne,
co znajduje swoj wyraz w roznych wartosciach wspétczynnika os;. W przypadku oddalania
sie fluktuacji od poziomu Fermiego nastepuje zmniejszenie jej wplywu na zmiane wlasnosci
uktadu. Przeskalowana szczelina energetyczna zachowuje ksztalt zblizony do krzywej BCS,
a obecno$¢ fluktuacji dodatniej w poblizu poziomu Fermiego zwieksza wartos¢ wspolczynnika
R,. Wykonane zestawienie wlasnosci termodynamicznych ukladu nadprzewodzacego dla trzech
wybranych typow fluktuacji potwierdza stusznoéé scenariusza Van Hove’a, w ktérym obecnosé
- fluktuacji (osobliwosci lub piku), a nie jej matematyczny opis, ksztaltuje odmiennie w porow-
naniu z modelem BCS wtlasnosci uktadu.

3.4.4 Nieosiggalno$¢ nadprzewodnictwa

Chociaz obecno$é¢ dodatnich fluktuacji gestosci stanéw powoduje wzrost temperatury krytycz-
nej, to fluktuacje ujemne przyczyniaja si¢ do jej obnizenia. Dlatego obecnoéé roznych fluktuacji
(dodatnich z; > 0 i ujemnych z; < 0) moze prowadzi¢ do nieosiggania stanu nadprzewodzacego,
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co ma zwiazek z nieograniczonym zmniejszaniem si¢ temperatury krytycznej przy niekorzyst-
nym ksztalcie gestosci stanéw. Poniewaz gestosé stanéw w réwnaniu na szczeling moze zostac
zastapiona przez jej zsymetryzowana postaé (3.48) nie zmniejszajac ogolnosci rozwazan mozna
przyjac¢, ze fluktuacje gestosci stanéw sa rozlozone symetrycznie wzgledem powierzchni Fer-
miego. Wowczas moga by¢ one aproksymowane superpozycja fluktuacji typu Lorentza umiesz-
czonych na poziomie Fermiego, dla ktéorych R; = 0. Warunek ten zapewnia wymagana symetrie
gestosel stanow, a wybor pozostalych parametrow tj. wysokosci z; i szerokosci potowkowej B;
umozliwia nadanie gestosci stanéw okreslonego ksztaltu. W prezentowanych rozwazaniach za-
klada sie, ze gestos¢ stanow zawiera n fluktuacji lorentzowskich z R; = 0. Kladac w réwnaniu
(3.49) T = T, oraz wykorzystujac formule

(3.72)

o 1
tanh(u) = 2u ) 5 ’
k=0 72 (k 4 %) + u?

po wykonaniu pierwszej calki i wykorzystaniu oznaczen

et , ty = T _ oo
Ao(0) Ao(0)
otrzymuje si¢ rownanie
B, 2nilt & 1

t
ll'l't—() = Z 72

i=1

L

SIOIEE )

[ ! S du (3.73)
0 |m2 (k+%)2+u2 (%‘)2+u2 , .

ktore po wykonaniu calek redukuje sie do postaci

t i o2 1 1
In— = ; - . 74
n Zx;(k+% ) (3.74)

1 b;

Otrzymane réwnanie mozna zapisac

t = I b 1 &
In o Z(:):III [‘I’ (5 + ﬁ—t) ~ (5)} . (3.75)

gdzie J
U(z) = = In T'(2) (3.76)
jest funkcja psi Eulera tzw. digamma oraz
1 = 1
\I/(—i ):— —2In2+42 ) ——. ;
5 Em v n2+ T (3.77)

Poniewaz w rozwazanym przypadku chcemy wykazaé, ze istnienie ujemnych fluktuacji moze
powodowaé znaczne obnizenie temperatury krytycznej, mozna zatem przyjaé, ze t. < B; lub
t < b;. Funkcja ¥(2) dla duzych z (z = 1/2+b;/7t) daje si¢ przedstawi¢ w nastepujacej formie

(3.78)



gdzie By, sa liczbami Brenoulliego oraz By = &, By = —35, co po uwzglednieniu (3.77), oraz ze
t — 0, pozwala zredukowa¢ rownanie (3.74) do postaci

by 1 /w2
i v 2 ()
ln Z:c, [ln 4e” + In . (b > } : (3.79)

z ktorej po uwzglednieniu wprowadzonych oznaczen i pominieciu wyrazéw rzedu ¢* i dalszych
otrzymuje sie nastepujace rownanie

n Tc n B 27

(1—}—;:51) lnTco iz;ﬂr (llTCO-i—ln - ) (3.80)
Szukanie rozwigzan rownania (3.80) pokazuje, ze dla pewnych zbioréw odpowiednio dobranych
parametrow x; i B;, ktorych istnieje wiele, temperatura krytyczna 7. moze sta¢ sie nawet o
kilka rzedéow mniejsza od T,. Dla przykladu rozwazmy sytuacje, gdy n = 1 i zalézmy, ze
T. ~ 1073T oraz B; ~ 10T, wtedy rownanie (3.80) jest spelnione dla z; = —0,74. Ta fluk-
tuacja odpowiada znacznemu bo prawie czterokrotnemu obnizeniu gestosci stanéw w dosé sze-
rokim obszarze wokot poziomu Fermiego, co mozna identyfikowaé z pseudoszczeling. Uwzgled-
nienie wigkszej liczby fluktuacji oraz ich przemieszczenia wzgledem poziomu Fermiego bedzie
prowadzi¢ do rozpatrywania postaci gestosci stanéow zblizonych do wyznaczanych eksperymen-
talnie. A zatem pewne niekorzystne fluktuacje gestosci stanéw wywotane np. domieszkowaniem
moga prowadzi¢ do nieosiagania przez dany zwiazek stanu nadprzewodnictwa, lub jego zaniku
przy zmianie sktadu stechiometrycznego zwiazku. Wydaja sie mozliwe takze sytuacje odwrotne,
w ktorych np. uzycie ci$nienia spowoduje wzrost i przemieszczanie si¢ fluktuacji w wyniku czego
temperatura krytyczna zostanie podniesiona do wartosci mierzalnych.

3.4.5 Wlasnosci szczeliny energetycznej dla T—T,. 1 T— 0

Dla zsymetryzowanej funkcji gestosci stanéw rownanie na szczeline energetyczng (3.47) mozna
zapisa¢ w postaci

o df VT
L= —m=—xsI(£) tanh ——r—. :
a A (€) tan ST (3.81)
W przypadku, gdy T' — T, oraz T' = T, réwnanie (3.81) redukuje sie do postaci
1 w # d
= nes — 3 /
X = In 5T O/duln(u)du [/ (uT') tanh(u)]
.
A(T)? [ du d (tanh(w)
+ 7 O/ 21T - ( - (3.82)
oraz
“p
1 e
3 = In /duln —[I (uT,) tanh(u)], (3.83)

gdzie zgodnie z przyjetymi warunkami dla duzych wartoéci £ I(§) = 1 oraz dI(§)/dé =
Eliminujac A i rozwijajac I(uT") w szereg potegowy

LAy Tc)a%](uTc) o (3.84)

I(uT) = I(uT, + u(T — T¢)) = I(uT) + T
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po wykonaniu przeksztalcenn algebraicznych wyrazenie na szczeline energetyczna, gdy T — T,
przyjmuje postac

1
—2 [ du I (uT,)-L tanh(u) | * T
A(T) = 2T, 2 = 1——, 3.85
. { J5° % IuTo) & (22 To )
ktora dla J(uT.) = 1 staje si¢ dobrze znang formuta BCS
82 T
A(T) =T, ——(1——) 3.

Rownanie (3.85) dowodzi, ze gestosé stanow zawierajaca fluktuacje nie zmienia pierwiastkowej,
otrzymywanej w modelu BCS, zaleznosci funkcji A(7") od temperatury w poblizu T.. Rezultat
ten w pelni potwierdzaja przedstawione wyniki numeryczne. Potwierdzaja to rowniez wyniki
eksperymentalne oraz inne oszacowania analityczne. 7 kolei oszacowania wykonane w obszarze
niskich temperatur dla 7" — 0 pozwalaja otrzymac nastepujacy formule

A(T) = A(0) — /22T A(0) - e~ 5 . % 743:1 (m/27rTA(0)) i (3.87)

ktora potwierdza, ze szczelina energetyczna gdy 7' — 0, wykazuje niezauwazalnag w sensie
numerycznym zalezno$é od temperatury czyli tzw. plateau. Fakt ten potwierdza zgodnosé
otrzymanych rezultatéow z trzecia zasada termodynamiki, gdyz cieplo wlasciwe, ktére w stanie
nadprzewodzacym jest proporcjonalne do pochodnej szczeliny energetycznej po temperaturze,
dazy do zera [86, 85, 88, 87|. Ksztalt funkcji e~ zapewnia szybka zbieznosé calki, a fakt, ze

argument z/27TA(0) jest maly gdy 7" — 0, powoduje, ze wylacznie fluktuacje zlokalizowane
na poziomie Fermiego moga modyfikowa¢ formule (3.87) w stosunku do wartosci BCS.

3.5 Whnioski

Wprowadzenie fluktuacji do gestosci stanéw zmienia warto$é¢ temperatury krytycznej oraz ksztalt
funkcji A(T"). Rozwiniete podejscie pozwala rozwazac nie tylko dodanie fluktuacje zwieksza-
jace temperature krytyczna, ale réwniez fluktuacje ujemne (z < 0) odpowiadajace zmniej-
szeniu w obszarze fluktuacji gestosci stanow, ktére powoduja spadek temperatury krytycznej
i odpowiednio rozmieszczone moga spowodowaé obnizenie 7. do zera, czyli zanik nadprze-
wodnictwa. Wszystkie typy fluktuacji zmieniaja w podobny sposob wartos¢ wspolczynnika
Ry = 2A(0)/T, ktory dla jednej dodatniej fluktuacji ulokowanej si¢ na poziomie Fermiego
zawsze wzrasta. Szczelina energetyczna dla temperatur bliskich zera posiada obszar ,plateau”,
w ktorym w niewielkim stopniu zalezy od temperatury i bardzo powoli zbliza sie do granicznej
wartosci A(0). Otrzymane rezultaty numeryczne sa wiec zgodne z oszacowaniami uzyskanymi
z rownan (3.56). Numeryczny obszar plateau wystepuje jednak dla stosunkowo niewielkiego za-
kresu temperatur, a wyznaczony ksztalt szczeliny energetycznej jest zblizony do przeskalowanej
postaci szczeliny otrzymywanej w modelu BCS. Chociaz mate fluktuacje zmieniajg zauwazalnie
warto$¢ temperatury krytycznej, maja znacznie mniejszy wplyw na zmiane wartosci wspotczyn-
nika ;. Obliczenia numeryczne pozwalaja wyznaczaé¢ wartosci temperatury krytycznej 7, dla
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fluktuacji o wiekszych szerokosciach potéwkowych. Maksymalna wartosé temperatury krytycz-
nej jest osiagana dla fluktuacji o ustalonym ksztalcie, gdy jest ona zlokalizowana dokladnie na
poziomie FFermiego.

W przeprowadzonych rozwazaniach zostaly zaprezentowane metody pozwalajace na nu-
meryczne wyznaczanie postaci szczeliny energetyczne jako funkeji temperatury oraz wartosci
temperatury krytycznej dla ukladu nadprzewodzacego ze sparowaniem s przy uwzglednieniu
zamodelowanych form gestosci stanéw. Ponadto zostaly zaproponowane metody szacowania,
temperatury krytycznej i wspolczynnika R; oraz wyznaczono analitycznie ksztalt szczeliny
energetycznej dla obszaréow niskich i podkrytycznych temperatur. Rezultaty otrzymane dla
T — T, sa zgodne z danymi eksperymentalnymi, gdyz nie zaobserwowano w tym obszarze
zmiany ksztaltu szczeliny energetycznej.

Zasadniczym zalozeniem modelu jest przyjecie, ze zmiana catkowitej liczby czastek wynika-
jaca z uwzglednienia fluktuacji gestosci stanéw moze by¢ pomini¢ta w ramach stosowanego
modelu. Zachowanie catkowitej liczby czastek pociaga za soba staloéé¢ potencjalu chemicznego.
Model ten zgodnie z zaprezentowanym rozszerzonym scenariuszem Van Hove’a moze stanowic
opis nadprzewodnika wysokotemperaturowego, a otrzymane wyniki znajduja potwierdzenie
eksperymentalne. I tak zostalo potwierdzone, ze jezeli srodek (maksimum) fluktuacji pokrywa
si¢ z poziomem Fermiego wzrost wartosci temperatury krytycznej jest najwiekszy. Poprzez
odpowiedni dobor parametréow fluktuacji mozna dopasowac ksztalt szczeliny energetycznej do
postaci szczeliny energetycznej wyznaczanych eksperymentalnie. Ponadto wzrost temperatury
krytycznej zalezy takze od rozmiaru fluktuacji. Najwiekszy wzrost temperatury krytycznej
zostal otrzymany dla fluktuacji typu logarytmicznego odpowiadajacej dwuwymiarowemu pun-
ktowi siodlowemu wedlug klasyfikacji Van Hove’a. Wszystkie rozwazane modyfikacje gestosci
stanoéw zmieniaja warto$¢ wspolczynnika Ry, przy czym dla ustalonych parametrow z, B i R
logarytmy wyznaczonych temperatur krytycznych maja sie jak m: 2:1. Model oparty na mech-
anizmie BCS z uwzglednieniem pojedynczej fluktuacji byl wykorzystywany do wyjasnienia re-
latywnie wysokiego wzrostu temperatury krytycznej w NbzSn i PbMogSg [94]. Waznych efektem
rozwazanego modelu jest mozliwoé¢ nieograniczonego obnizania temperatury krytycznej T, przy
uwzglednieniu ujemnych fluktuacji, co moze prowadzi¢ do zupelnego zaniku nadprzewodnictwa.
Efekt ten moze tlumaczy¢ dlaczego niektore metale jak np. Cu nie sg nadprzewodnikami, a
staja podstawowym elementem nadprzewodnictwa w zwigzkach z tlenem, lub dlaczego pewne
pierwiastki jak Bi, Ce, Te, Y, Ge, Sb, Se, Ba, Cs, P i Si, czy tez zwiazki organiczne jakimi sa
kwazi-jednowymiarowe sole Bechgaarda moga przechodzi¢ w stan nadprzewodzacy dopiero po.
wplywem ci$nien §rednich rzedu 10kbaréw lub wysokich przekraczajacych 100kbaréw. Takze
zwigzki nadprzewodzace z grupy nadprzewodnikéw wysokotemperaturowych moga pod wply-
wem ci$nienia uzyskiwa¢ wyzsza temperature przejécia jak np. HgBa;CayCujzOg, ktorego tem-
peratura krytyczna wzrasta od 135K do 150K dla 150kbaréw. Wydaje sie, ze we wszystkich
tych przypadkach nastepuje przemieszczenie si¢ i wzrost fluktuacji gestosci stanow.

Wprowadzone parametry fluktuacji daja sie powiaza¢ z pewnymi wielko$ciami ustalanymi
w eksperymentach. Parametr z wysoko$ci fluktuacji jest wiazany z koncentracja domieszki.
Parametr B, ktory okresla szerokos¢ poléwkowa piku lub osobliwodci, odpowiada polowie sze-
rokosci osobliwosci obserwowanej w eksperymentach. Ponadto parametr R # 0 okreslajacy
odleglos¢ dodatniej fluktuacji od poziomu Fermiego stanowi tzw. pseudoszczeling, gdyz w przy-
padku istnienia wyraznego piku w gestosci stanow znajdujacego si¢ powyzej poziomu Fermiego,
obszar pomigdzy poziomem Fermiego a ta fluktuacja jest znacznie mniej dostepny dla czastek
niz obszar zajmowany przez fluktuacje. Dlatego pomiedzy poziomem Fermiego a fluktuacja
powstaje pseudoszczelina o szerokosci R.
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Rozdzial 4

Rozszerzony scenariusz Van Hove’a dla
nadprzewodnika typu d

4.1 Formalizm

W podrozdziale 1.2.4 stwierdziliSmy, w nadprzewodnikach wysokotemperaturowych funkcje
falowe par Coopera powinny by¢ singletowe, czyli uwzgledniajace, ze calkowity spin pary Co-
opera jest rowny zero, z czego wynika, ze parametr porzadku musi byé parzysta funkcja pedu
i posiada¢ symetri¢ stanu singletowego s, d, itd., lub by¢ mieszaning takich stanéw. Poniewaz
wyniki eksperymentow tunelowych na zwigzkach nadprzewodzacych wskazuja zaréwno na istnie-
nie par Coopera o symetrii funkcji falowej s jak i d [56, 57, 58, 59, 62], w teoretycznych
badaniach nadprzewodnikow wysokotemperaturowych nalezy dopusci¢ mozliwo$é¢ sparowania
typu d. W tego typu badaniach opartych na scenariuszu Van Hove’a rozwaza si¢ nadprzewod-
niki wysokotemperaturowe z anizotropowg szczeling jako funkcja domieszkowania i poréwnuje
otrzymane rezultaty z danymi eksperymentalnymi dla wybranych rodzin nadmiernie domiesz-
kowanych overdoped probek np. TloBayCuOgys 1 YosCag2BasCuzO7_s [25]. Pomimo, ze prze-
badane dwuwymiarowe uktady wykazuja dobra zgodnoé¢ z wynikami uzytego modelu teorety-
cznego, to jednakze istnieja pewne przyczyny tkwigce w zastosowanym podejéciu utrudniajace
to poréwnanie. Natomiast, oméwione w poprzednich rozdzialach, opracowane niezalezne po-
dejscie i stanowigce rozszerzenie scenariusza Van Hove’a dla ukladéw z innym niz czystym s
sparowaniem, pozwala na subtelniejsze poréwnanie takich uktadow.

W ramach opracowanego formalizmu zostaly wyznaczone wlasnosci termodynamiczne dwu-
wymiarowego ukladu w stanie d w modelu ciasnego wiazania, gdzie domieszkowanie jest repre-
zentowane przez przemieszczenie poziomu Fermiego, do oznaczenia czego uzyto parametru ts.
Poniewaz w dalszych rozwazaniach uzywa sie gléwnie bezwymiarowego parametru ¢ = t5/2t,
podkreslmy, ze przypadek ¢ > 0 odpowiada efektowi nadmiernego domieszkowania overdoped,
gdy natomiast przypadek ¢ < 0 odnosi si¢ do materialéw niedodomieszkowanych underdoped i
wymaga ostroznoéci w postepowaniu, gdyz moga pojawic si¢ wowczas fluktuacje magnetyczne.

Opracowany formalizm pozwala przenie$¢ rozwazania z dwuwymiarowe]j przestrzeni pedow
do takze dwuwymiarowej przestrzeni (£, ], w ktorej uwzglednia si¢ dodatkowo skalarne pole
gestosci stanow, ktorego doktadna postac zostala wyznaczona i przeanalizowana w poprzednim
rozdziale. Podkreslmy raz jeszcze, ze do rozwazan zagadnienia dotyczacego ukladu, w ktérym
pary Coopera znajduja si¢ w stanie d, nie wystarcza jedynie znajomo$¢ postaci tradycyjnej
gestosci stanow zaleznej tylko od energii. Wymagana jest znajomos¢ funkeji (&, ¢) definiujaca
pole gestosci stanow w dwuwymiarowej przestrzeni [€, @], gdyz funkeja N (§) definiujaca gestosé
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stanow wyraza jej Srednig warto$é¢ w jednowymiarowej przestrzeni [€].

NE = [ Kl 0 de, (4.1)

z czego wynika, ze N (&), jako warto$¢ usredniona funkcji K(&, ) réwnowaznej jakobianowi
transformacji, zawiera znacznie mniej informacji o ukladzie niz funkcja (&, ¢). Dlatego mamy
prawo twierdzié, ze scenariusz Van Hove’a dla wszystkich innych uktadéw niz uklady z czystym
s sparowaniem musi uwzglednia¢ skalarne pole gestosci stanéw a nie jedynie gestosé stanow.

Rozpocznijmy prezentacje szczegolowych rozwazan od pewnych ogélnych formul. Wyko-
rzystanie odpowiednio zaadoptowanego formalizmu funkcji Greena zawierajacego normalne i
anomalne funkcje Matsubary-Greena dla ukladow ze sparowaniem pozwala w oparciu o calkiem
ogoblna samozgodna procedure i rownanie Dysona wyznaczy¢ standardowa posta¢ réwnania na
szczeling. Poniewaz réwnanie to jest wyrazone we wspolrzednych pedowych dowolnej ani-
zotropowej przestrzeni, w ktorej widmo wzbudzen elementarnych ma, w ogélnosci, nieparabol-
iczng postaé¢ zakladamy, ze stosujac odpowiednia transformacje konforemna lub zlozenie takich
transformacji mozemy przetransformowaé otrzymane réwnanie na szczeling do innej ortonor-
malnej przestrzeni pedéw z paraboliczna, lub liniowa w okolicy powierzchni Fermiego, relacja
dyspersji. Dokonujac transformacji obu ukladéw nalezy uwzglednié, ze chociaz transformacje
przeksztalcajace pedy jednej przestrzeni w pedy drugiej przestrzeni moga by¢ opisane zlozonymi
funkcjami, to jednakze pedy rowne 0 i odpowiadajace im energie wzbudzen w obu przestrzeni-
ach musza by¢ sobie rowne. Ponadto, na mocy twierdzenia Luttingera energie lub ped Fermiego
w drugiej przestrzeni pedéw nalezy wyznaczy¢ z warunku, ze liczby kwaziczastek sa zachowane.
Wowcezas wprowadzajac jakobian takiego przeksztalcenia w formie diagonalnej macierzy jako-
bianéw, j(q), co pozwala uwzgledni¢ w réwnaniu na szczeling réznice stanéw czastek ze spinem
w gore i spinem w dot spowodowana np. obecno$cig pola magnetycznego, rownanie na szczeline
energetyczna otrzymuje postaé

A(q). (4.2)

7 VIE@)] + ata)A@)

Aby uprosci¢ dalsze rozwazania zaklada si¢ pelng symetri¢ stanéw spinowych czastek, a wspol-
rzedne q; 1 ¢ zostaja zastapione przez wspoélrzedne & i ¢ biegunowego ukladu wspoéhrzednych.
Ponadto, wprowadza si¢ ograniczenie na potencjal oddzialywania parujacego, zgodnie z ktérym
potencjal ten rozwinigty w szereg Fouriera wzgledem funkeji cos[l(¢ — ¢')], gdzie [ jest liczby
naturalna, posiada tylko jeden dla ! = 2 ujemny, odpowiedzialny za przyciaganie, element
—g2(€, &), bedacy symetryczna i dajaca sie rozseparowac funkejg € i &', tj.

92(&,€) = g(&) g(&). (4.3)

Funkcja ta jest stala w modelu BCS i moze by¢ traktowana jako stala, w innych modelach
gdy jest funkcja wolnozmienng i zmienia si¢ w zaniedbywalny sposéb w obszarze istnienia
sparowania. Wowczas funkcja szczeliny energetycznej, wyrazona we wspolrzednych € 1 ¢, ma
by¢ postaci

A = A(T) D(¢, p) ir?

D€, p) = di(€)co5(2p) + do(€)in(29) (44)
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gdzie dy2(€) = |di2(&)] exp(if2(€)) sa zespolonymi wspolczynnikami spelniajacymi warunek
normalizacji

|di(&)]* + da(6)]* = 2. (4.5)
W przypadku, gdy mozna przyjaé, ze g2(£,&') = const, wspolczynniki d, 2 sa niezalezne od £,
a wiec takie same jak dla & = 0. To zalozenie pozwala przepisa¢ rownanie (4.2) w postaci

1
Az / e tanh (-2—7-,\/52 + AY(T) |D(0,g0')|2)
DO.p) = 72 <cos2(¢ D) [ de se) )
mm V& + B3T) D0, 9P
(4.6)
gdzie Ay = g2 jest bezwymiarowym parametrem oddzialywania parujacego,

}2

o= [T

oraz sumowanie po przestrzeni q zostalo zgodnie z zasadami rozwini¢tego podejécia zastgpione
catkowaniem po £ i ¢.

4.2 Przypadek temperatur podkrytycznych

Poniewaz istotne informacje o ukladzie uzyskuje sie z pomiaréw eksperymentalnych prowadzo-
nych w okolicy przej$¢ fazowych przeprowadzone badania zostaly skoncentrowane na obszarze
temperatur podkrytycznych tj., gdy T.—T<T.. Podstawiajac jawna posta¢ D(0, ¢) do réwna-
nia na szczeling (4.6) otrzymuje si¢ réwnanie:

m*tpaias

vy dia = diz {ln [F wp) — —H(wD)]

Joldu Inu dﬁ_ (tanhu [[(2Twu) — ll’I(2T u)])

+

(1 ;1) Jo° dulnu di (utanhu —[F 2tou) — —H(ZT uw)l |} (4.7)

[A ))? du d tanhu ) ) 1
* 872 /o T {di2ld1o[*[0(2T2) — STI(2Teu)]

1
+ (2dyaldas |2 + df o3, — dyoldr2]?) (511(2teu) — S(2T.w)])

gdzie u = £/2T,,

toa1a
NE = 5= <UEe) +I(-69) >

8t0a1a2
¢ = N < [J(&, @) + J(=¢&, )] sin® pcos? p >,

16tpa a ) (4.8)
) = —OA—I'—Z < [J(&, @) + (=&, )] sin* pcos? p >,

t w
A= 2B <) >

Wp J-wp
Oszacowanie wartosci funkcji sin® cos®p i sinly cos'y oraz wykorzystanie relacji
1 [(2n
2n
< 5 >= —0 :
wirrrm () .
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*a,
w4 1=09

o=

a=x2 4=-02

c=0n=-05

Rysunek 4.1: Linie konturéw funkcji szczeliny D(p) dla stanu d w przypadku dwuwymiarowym
dla wybranych parametréw modelu.

pozwala stwierdzié¢, ze funkcje I'(€), I1(§) oraz (&) spelniaja nieréwnosci

I'(€) = TI(&) + £(&) 2 0, 2T'(§) = TI(§) = 25(¢). (4.10)

Aby moéc poréwnywacé stabilno$é otrzymywanych rozwiazan w prowadzonych badaniach nalezy
uzupelnié¢ réwnanie (4.7) wyrazeniem na roznice potencjaléw termodynamicznych pomiedzy
faza nadprzewodzaca z d sparowaniem a faza normalna, ktore jest postaci
A At rodu [ d tanhu 1
A = ———. = [T (2 dio[[D(2T) — =T1(2T.u
2tparay T2 Jo u (du U > {ld12["[(2Te) 2 (2Tew)]

: 1
: (|(12,1|2 + |do,1 |2e~2(012=021) |d1,2|2) [§H(2tcu) — Z(2Tu)]}.

(4.11)

Poniewaz A jest funkcja rzeczywista, réznica 0, o — 02 musi by¢ rowna 3T, gdzien =0,1,2
lub 3 co odpowiada wartoséci wspolczynnika 1. Uwzgledniajac, ze

h .
d tanht ) pefu) >0, T(2Tw) >0, S(2Tcu)> 0 (4.12)

du u

dla dowolnych u oraz wykorzystujac nieréwnos$é (4.10) mozna stwierdzi¢, ze wartosé AS) jest
ujemna dla wszystkich mozliwych stanéw d. Jednakze wartos¢ AQ2 zalezy od konkretnej postaci
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jakobianu, a to powoduje, ze pewne stany powinny wykazywac¢ uprzywilejowanie. Analiza
rownania (4.7) prowadzi do naste¢pujacych rozwigzan

dy = +d,, zatem ld]l = |d2[
oraz odpowiednio
dy=0 lub dy =0, wtedy |do]=+2 lub |d| =2, (4.13)

gdzie rozwigzanie pseudoizotropowe zostalo pominigte. Zatem D(0,¢) mozna przedstawi¢ w
postaci
D(0, @)pm/2 cos(2p + ag) (4.14)
O - -
gdzie o rowne 0, +—, — definiuje mozliwe stany rownowagowe. Stany (4.13), po zastosowaniu
odwrotnej transformacji konforemnej, w podstawowej przestrzeni pedéw p przeksztalcaja sie
postaci

1
Dle) = i(t 2 12| sinprag| =% + (tan p_22_) | sin paag| 2
X
V2 {(t( 1]17) [sin pya;| %" — (tan 7-)'2—262)2|8i71p2(lzl—2n:| , gdy ag=0 (4.15)
2\/§Lta1 %l tan 722 | sinpya, sinpga2|"’] gdy oy = g— .
(tan =52 sinproa] " — (t an 2222 sinpaay| "
+2 tan ke tanpzT| sin pya; sinpaas|™" gdy oy = iZ,

ktore determinuja ich ksztalt na powierzchni (linii) Fermiego z uwzglednieniem ksztaltu krzy-
wej Fermiego w przestrzeni p. Otrzymane rezultaty odzwierciedlaja ztozong strukture stanow
sparowanych o symetrii d, co jest konsekwencja przyjetych dla uktadu symetrii tetragonal-
nej i relacji dyspersji. Wybrane postacie funkcji (4.16) zostaly przedstawione na rysunku 4.1.
Funkcja ta zachowuje symetri¢ wejsciowego ukladu.

Kladac n = 0, D(p) redukuje si¢ do w postaci

1
D(p) =+ %
1 — cospia; cospyag
V2 (cos paaz — cospras), ' gdy ap=0 (4.16)
V2 sinpyay sinpoas, gdy ao= g |

COS paag £ sinpyay sin p2a2|sinp2a2|'2” —coSpeas gdy oap = :i:z

Zauwazmy, ze otrzymane funkeje sa wciaz bardziej ztozone niz inne zdefiniowane jako nieprzy-
s

wiedlne parzyste reprezentacje grupy Dy, [65]. Niemniej formuly otrzymane dlaog = 0iag = 3

- . . . .
odpowiadaja symetrii 22 — y? oraz zy, podczas gdy ap = :!:Z jest ona ich prosta kombinacjg.
W celu okreslenia wlasnosci termodynamicznych stanéw d nalezy wykorzystaé postac¢ row-
nania (4.7), gdy T=T.
m*t0a1a2 . {

1
Ay ) = 5(wp)]

wp
2T 2
1
Inw — - .
Jo2du Inu - ([F(ZTCU) 2H(QTCU,)] tanhu)}

(4.17)
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Poréwnujac je z formula otrzymana w teorii BCS (I'(e) = II(e) = 1 i m*tpaja; = A) mozna
z wykorzystaniem metody kolejnych przyblizen oszacowa¢ zmiane temperatury krytycznej z
nastepujacego rownania

C

wp 1 {m*toalag 2wpe
In
)

2A L (4.18)

Jednakze do wykonania szczegdlowych obliczen potrzebna jest znajomo$é jawnej postaci jako-
bianu. Ponadto rownania (4.7) i (4.17) pozwalaja oszacowa¢ amplitude szczeliny energetycznej
dla temperatur podkrytycznych w nastepujacy sposob

A(T) T

= Wil ==
21, 1%

o0 d
INwp) — lH(wD) + A du In U <u tanh udiu[F(ZTcu) - %H(QT&)])

X
du d tanhu 1 5
N 9Tu) — ~T1(2T. ) — 12T, .
Io™ = U (du U ) (B[F( Teu) ) (2Tcu)] + [T(2Tu) QH(QT,U)-I-‘IE(QTu)])
(4.19)
gdzie ap = 0 ; gd) w rownaniu (4.19) uwzglednia si¢ plus oraz o = iI, gdy minus. Podsta-

4
™.
wiajac r()wname (4.18) do rownania (4.10) mozna zauwazy¢, ze stan ag = iZ jest faworyzowany

)
przez uklad, jesli I'(e) — §H(e) +4%(e) > 0.
Waznym parametrem ukladu jest wspolezynnik Ry = AC(T:)/Cn(Te), gdzie AC(T.) =

Cs(T.) — Cn(T) jest skokiem ciepla wlasciwego pomiedzy fazami nadprzewodzaca i normalng
w temperaturze przejscia. Wspolezynnik ten mozna wyrazi¢ nastepujaco (39, 83]

A OA(T)
AC(TC) N _ﬂ'toalag Tllzn%rA(T) oT ’

(4.20)

co pozwala wykorzystujac rownanie (4.7), otrzymac

AC(T.) 4A { 1
TC N 7Tto(l,1(12 F(WD) 2H((UD)

d d 1
o o] - h T I
+ [0 du lnudu <u tan udu[F(ZTcu) 2H(2Tcu)})}

. { I ( d?“f“) (B[F(QTCu)—%H(QTcu)]

(4.21)

+ [[(2T.wu) — gn(mu) - 42(2Tcu)1>}

Poniewaz cieplo wlasciwe w stanie normalnym wyraza si¢ formuly

Cu(T)

T 7rt0a1a2

/ duu? cosh 2 uT'(2Tu), (4.22)
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wiec relacja Cs(T') = AC(T) + Co(T) okresla ciepto wlasciwe poszczegolnych stanow fazy
nadprzewodzacej ze sparowaniem d w obszarze temperatur podkrytycznych. Réownanie (4.22)
po uwzglednieniu postaci I'(€), (4.8) i przyblizonej formuly dla gestosci stanow [73, 84] N (&) =
Aln(B/|¢ — t5]) redukuje sie do postaci otrzymanej w [24].

W rozszerzonym scenariuszu Van Hove’a uwzglednia sie funkcje skalarnego pola gestosci
stanoéw wyrazajaca sie za pomoca jakobianu transformacji konforemnej, a nie, jak w zwykltym
scenariuszu Van Hove’a, jedynie jej wartosci usrednione po kacie ¢ okreslajace gestosé¢ stanow,
N(&). Niemniej przyjmujac, ze jakobian jest niezalezny od kata ¢ mozna latwo zredukowaé
otrzymane rezultaty do odpowiadajacym im postaci bedacych nastepstwem zastosowania stan-
dardowego scenariusza Van Hove’a. Wowczas funkcje I1(€) oraz X(€) daja si¢ wyrazi¢ za pomoca
funkcji I'(€), a w konsckwencji N (&), gdyz

HQ=TE) o B = 2TO), (4.23)
gdzie
re) = e - N-g] oas A= T e, )

takie uproszczenie wynikow prowadzi do pomijania stopni swobody ukladu wynikajacych z
wzajemnych relacji parametrow 7 i (. W ogoélnym przypadku funkcje I1(€) i £(€) nie daja sie
wyrazi¢ za pomoca funkcji I'(€), a ich postaci zaleza w istotny sposéb od 71 i ¢, lub innych para-
metréow widma wzbudzen zwigzanych z innym badanym modelem, co pozwala na subtelniejsze
rozréznianie poszczegolnych ukladow ze sparowaniem typu d.

4.3 Wyniki numeryczne

W Obliczeniach numerycznych wymagana jest pelna znajomo$é postaci jakobianu, ktory dla
dowolnych wartoéci parametru n moze zosta¢ wyznaczony jedynie numerycznie. Znajomosé
jakobianu umozliwia wyznaczenie funkcji I'(§), TI(¢), 3-(€) oraz wartosci A ktore zostaly zde-
finiowane w réwnaniu 4.8. Aby otrzymane wyniki mogly by¢ odniesione do nadprzewodnikéw
wysokotemperaturowych w obliczeniach nalezy uwzgledni¢ wartodci parametrow to, ¢ i t; wy-
stepujace w realnych ukladach. Z danych eksperymentalnych otrzymanych dla nadprzewodza-:
cych zwigzkow LSC i YBaCuO parametry te mozna oszacowano nastepujaco: to = 0.24eV,
t; = 0.045 + 0.11eV i t; = —0.43eV (|29]). Poniewaz energia Debye’a wp = 0.026 <+ 0.065¢V
przyjeto, ze wp = 0.043eV, co odpowiada temperaturze Debye’a okolo 500K . W konsekwencji
zredukowane parametry n = 2t;/ty i ( = t2/2tp mogly si¢ zmienia¢ w przedziatach —1 <7 < 1
i —0,4 < ¢ <0,4. Otrzymane wyniki zostaly przedstawione w bezwymiarowych jednostkach.

4.3.1 Temperatura krytyczna

Wykorzystujac formule (4.18) mozna wyznaczy¢ wartosci temperatury krytycznej T., dla wy-
branych parametréw modelu. Na rysunku 4.2 przedstawiono wartodci temperatury krytycznej w
zaleznosci od parametrow 7 i ¢, zmieniajacych sie w przedziatach -1 <n < 1i-0,4 < { < 0,4.
Jak mozna zauwazy¢ temperatura krytyczna jako funkcja ¢ dla ustalonego n posiada dwa
maksima i jedno minimum przesuwajace si¢ w poprzek plaszczyzny n,( wraz z parametrem
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Rysunek 4.2: Temperatura krytyczna w zaleznosci od parametréow 7 i ¢

n. Wyniki jakie uzyskano sa zgodne z obliczeniami wykonanymi innymi metodami oraz in-
tuicja, tzn. maksymalna temperatura krytyczna powinna odpowiada¢ sytuacji, kiedy osobli-
wos¢ zwigzana z gestoscia stanow lezy dokladnie na powierzchni Fermiego oraz T, powinna
zmniejszaé sie wraz z oddalaniem si¢ osobliwo$ci od powierzchni Fermiego. Dla poréwnania
na rysunku 4.3 przedstawiono wartoéci temperatury krytycznej w zalezno$ci od parametr t,
identyfikowanego z potencjalem chemicznym otrzymane w modelu t-J w [24] Wyniki te doty-
czy jedynie przypadku t; = 0 (n = 0), podczas gdy wyniki otrzymane w ramach rozwinietego
podejécia pozwalaja uwzgledniac¢ szeroki zakres zmiennosci parametrow 7 i (.

4.3.2 Skok ciepla wlasciwego i cieplo wlasciwe fazy normalnej

Skok ciepla wlasciwego zostal wyznaczony z rownan (4.21) i (4.22). Na rysunku 4.4 przedsta-
wiono zredukowane wartosci skoku ciepta wlasciwego AC(T,.)/Cn (T, w zaleznosci od paramet-,
réow 1 i ¢. Funkcja AC(T.)/Cn(T.) posiada jedno wyrazne minimum i dwa rozlegte obszary
o podwyzszonych wartosciach rozciagajace si¢ po obu stronach obszaru minimum, w ktérych
moga by¢ osiaggane lokalne maksima.

Poniewaz rozwiniety formalizm dotyczy dwuwymiarowych ukladéw anizotropowych z relacja
dyspersji (2.60) wykorzystujac rownanie (4.22) mozna wyznaczy¢ cieplo wlasciwe w stanie nor-
malnym w szerokim zakresie temperatur. na rysunkach 4.5, 4.6, cn3 przedstawiono przyktadowe
przebiegi zmiennodci ciepla wlasciwego Cn(T)/Cn(T¢) w zaleznosci od T'/T,. Cieplo wlasciwe w
normalnej cieczy Fermiego wzrasta liniowo wraz z temperatura. Uwzglednienie gestodci stanow
otrzymanej w modelu ciasnego wiazania narusza t¢ relacje w sposob zalezny od wartosci para-
metréw modelu.
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Rysunek 4.3: Wartoéci temperatury krytycznej w zaleznosci od potencjalu chemicznego
(ty)obliczone na podstawie modelu t-J, [24].
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Rysunek 4.4: Wartosci skoku ciepta wlasciwego w zaleznosci od parametrow 7 i ¢
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Rysunek 4.5: Przebieg funkcji ciepla wlasciwego fazy normalnej w zaleznoéci od zredukowanej
temperatury dla wybranych wartoéci parametréw modelu ty = 0.24eV , n = —1 oraz ¢ =
0;—-0.1;0.1;, -0.2;0.2

C(MIC(T)

Rysunek 4.6: Przebieg funkeji ciepta wiasciwego fazy normalnej w zaleznosci od zredukowanej
temperatury dla wybranych wartosci parametrow modelu ¢, = 0.24eV , n = 0 oraz ( =
0.3;0.2;0.15;0.1;0
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Rysunek 4.7: Przebieg funkcji ciepla wlasciwego fazy normalnej w zaleznosci od zredukowanej
temperatury dla wybranych wartosci parametrow modelu ¢ty = 0.24eV , n = 1 oraz ¢ =
0;0.1; —0.1;0.2; —0.2eV.
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Rozdzial 5

Podsumowanie

5.1 Wnioski

W pracy zaprezentowano formalizm rozszerzonego scenariusza Van Hove’a. Opiera si¢ on na
zalozeniu mozliwosci opisania nadprzewodnictwa wysokotemperaturowego w terminach forma-
lizmu cieczy Fermiego, wykorzystywanych do opisu nadprzewodnictwa w modelu BCS. Poniewaz
nadprzewodniki wysokotemperaturowe te wykazuja silna anizotropi¢ nie mozna takiego for-
malizmu cieczy Fermiego stosowaé¢ bezposrednio. Rozszerzajac formalizm Landaua mozna
zalozy¢, ze symetria uktadu ulega plynnej modyfikacji od ukladu izotropowego do ukladu
anizotropowego w procesie adiabatycznego wlaczania oddzialywania. Aby uzyska¢ formal-
izm zbiezny z modelem cieczy Fermiego pokazuje sie, ze anizotropowa przestrzen pedow z
nieparabolicznym widmem wzbudzen odpowiadajaca rzeczywistemu ukladowi moze byé¢ prze-
transformowana do przestrzeni izotropowej z parabolicznym spektrum. Standardowe informa-
cje o ukladzie dotyczace rzeczywistej symetrii i okreslonego widma wzbudzen jednoczastkowych
zostaja zapisane w formie dodatkowego pola skalarnego naktadanego na izotropowa przestrzen
pedow, ktore modyfikuje rozmiar stanéw kwantowo-mechanicznych zgodnie z symetrig wyj-
$ciowego ukladu. Szczegolowe obliczenia w pracy wykonano dla hamiltonianu typu Hubbarda.
Przedstawiono obliczenia wlasno$ci termodynamicznych dla stanéw nadprzewodzacych typu s
i d. W ogblnosci energia wzbudzen jednoczastkowych &(p) jest funkeja rozniczkowalna, ktorej
posta¢ mozna ustali¢ lub zapostulowa¢, a efektywny potencjal oddzialywania parujacego jest
odpowiedzialny za tworzenie si¢ par Coopera o okreslonej lub mieszanej symetrii. Wykonujac
transformacje ortonormalizacji oraz konforemne (krzywoliniowe) mozna przenies¢ prowadzone
rozwazania do innej ortogonalnej przestrzeni, w ktorej jedna wspoétrzedna jest energia widma
wzbudzen £, a pozostate (jedna lub dwie) sa np. katami odpowiednio: biegunowego ¢, lub sfe-
rycznego ¢, ukladu wspolrzednych. Wowezas sumowanie lub calkowanie po przestrzeni sieci
odwrotnej tj. po wektorze p zostaje zastapione catkowaniem po energii £ i kacie ¢, lub katach ¢ i
Y, w ktorym nalezy dodatkowo uwzgledni¢ jakobian transformacji przestrzeni sieci odwrotnej w
przestrzen [€, o], lub w przestrzen [, ¢, Y], a wspolrzedne wektora p we wszystkich wyrazeniach
podcatkowych zostaja wyrazone jako funkcje nowych wspoélrzednych. Jakobian transformacji
okresla zmiany gestosci, jakie nalezy muliplikatywnie uwzgledni¢ w stosunku do poszczegolnych
stanéw kwantowo-mechanicznych zdefiniowanych w zaleznosci do nowych wspoélrzednych. W
rozwinigtym formalizmie zostalo stwierdzone, ze uwzglednienie zmian lokalnej gestosci stanow
ma forme skalarnego pola nakladanego na przestrzen, nazwanego skalarnym polem gestosci
stanow K, ktore odzwierciedla symetrie badanego ukladu. Pole gestosci stanéw K usrednione
po pozostalych wspotrzednych (z wyjatkiem §) wyznacza standardowa gestosé stanow N (€)
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stanowiaca fundamentalny element scenariusz Van Hove’a, w ktérym sumowanie lub caltkowanie
po przestrzeni sieci odwrotnej jest zastapione jedynie calkowaniem po energii wzbudzen £ przy
uwzglednieniu gestosci stanow N (&) zawierajacej osobliwoéci. A zatem w rozszerzonym scenar-
iuszu Van Hove’a obowiazuje relacja

o= [ de (K66, (5.1)

gdzie funkcja K jest wyznaczana w oparciu o relacje dyspersji £(p), wielokropek odnosi sie
do pozostalych wyrazéow, a < ... > oznacza uérednienie po katach, podczas gdy w zwyklym
standardowym scenariuszu Van Hove’a analogiczna relacja ma postac

Z...:/dgzv(g) (., (5.2)

gdzie gestosc stanow N (€) jest wyznaczana w oparciu o pierwsza z formul (2.25) lub formuly jej
rownowazne, ktére nie wymagaja znajomoéci transformacji przestrzeni, oraz zachodzi zwiazek

Z porownania relacji (5.1) 1 (5.2) wynika, ze zwykly scenariusz Van Hove’a noze by¢ stosowany
jedynie, gdy

(T ) ...)=(TE& ) (). (5.4)
Oznacza to, ze pozostale wyrazenia wystepujace w réwnaniu nie moga zaleze¢ od katow, gdyz
w przeciwnym przypadku

(T b)) #(T (b)) () (5.5)

Warunek (5.4) jest spelniony jedynie dla czystego sparowania s, gdy < ... >= ..., natomiast
w przypadku sparowan typu d, p lub innych oraz mieszanych scenariusz Van Hove’a staje sie
niepoprawny i nalezy zastapi¢ go rozszerzonym scenariuszem Van Hove’a, ktéry wymaga zna-
jomosci odpowiednich jakobianow. Oznacza to, ze symetria sieci krystalicznej nie ma bezposre-
dniego wplywu na wlasnosci nadprzewodnikéw, w ktérych realizowany jest czysto izotropowy
stan s.

W przedstawionym formalizmie rozszerzonego scenariusza Van Hove'a zasadniczym ele-
mentem zapewniajacym jego stosowalno$é dla uktadéw anizotropowych jest konsekwentne za-
chowanie liczby uwzglednianych wspoétrzednych, tj. liczby stopni swobody, réwnej z wymia-
rowi przestrzeni wyjsciowego ukladu. Wspoétrzedna £ odpowiadajaca energii wzbudzen jed-
noczastkowych posiada jednoznaczng interpretacje fizyczna. Chociaz ze wzgledéw rachunkowych
i interpretacyjnych wygodnie jest wybraé jako jedna lub dwie pozostale wspotrzedne ¢, lub ¢ i1,
to jednakze nalezy stwierdzié¢, ze wybor pozostatych wspétrzednych w uktadzie krzywoliniowym
jest calkowicie dowolny, co oznacza, ze zakres ich zmiennoéci moze by¢ takze nieograniczony.
Wowcezas usrednianie po katach w rownaniach (5.1) i (5.3) nalezy zastapi¢ catkowaniem po do-
datkowych wspolrzednych np. &, 3 w odpowiadajacym im zakresie zmiennoéci uwzgledniajac
czynnik 29717, a nierownoéé (5.5) otrzymuje postac

[ie [t6rc6e) .. #[[da [d@reas) g [da [da... 69

ktora silnie uwydatnia ograniczony zakres stusznosci formuly (5.4) i w ktorej dla ukladow
dwuwymiarowych nalezy konsekwentnie pominaé 3.
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Najdalej idaca konsekwencja zaprezentowanego formalizmu jest mozliwo$é odwzorowania
ukladu czastek z dowolnym (rézniczkowalnym) widmem wzbudzern opisanego w anizotropowej
dwu- lub trojwymiarowej przestrzeni pedéow p na uktad kwaziczastek z parabolicznym wid-
mem wzbudzen opisany w izotropowej przestrzeni kwazipedow q, w ktorej nalezy dodatkowo
uwzgledni¢ istnienie skalarnego pola gestosci stanow K'(q). Taka transformacje mozna za-
wsze ustali¢ skladajac transformacje ortogonalizujacg i konforemna do ukladu o wspotrze-
dnych &, ¢ lub & ¢,9 oraz transformacje odwrotna do transformacji przenoszacej opis cieczy
Fermiego ze zlinearyzowanym widmem wzbudzen z kartezjanskiego ukladu wspoétrzednych w
przestrzeni pedow do ukladu biegunowego lub sferycznego, co szczegoétowo zostalo omoéwione w
rozdziale 2.4. Istnienie takiej transformacji prowadzi do stwierdzenia, ze dowolny anizotropowy
dwu- lub trojwymiarowy uklad czastek bedacy w fazie normalnej lub tworzacy stan nadprze-
wodzacy, dla ktorego mozna okresli¢c modelowy hamiltonian typu Hubbarda, t-J lub inny, moze
by¢ rozwazany jako normalna lub nadprzewodzaca ciecz Fermiego w izotropowej przestrzeni
pedow, na ktora nalozono skalarne pole gestosci stanow odzwierciedlajace symetrie . W takim
izotropowym ukladzie, analogiczne jak w modelu BCS, nie znikajacy wyraz lub nie znika-
jace wyrazy potencjalu oddzialywania parujacego rozlozonego w szereg Fouriera, dla ukiadu
dwuwymiarowego, lub w szereg wielomianéw Legendre’a, dla uktadu tréjwymiarowego, deter-
minuja symetrie parametru porzadku fazy nadprzewodzacej. Wspolczynnikami rozwinigcia sg
separowalne funkcje energii, £, ktore okreslaja energie i zasieg sparowania.

7 przedstawionych rozwazan wynika, ze dla dowolnego dwu- lub tréjwymiarowego uklad
nadprzewodzacego, dla ktorego efektywny hamiltonian ma postaé (3.1) z potencjalem oddzia-
tywan dwuczastkowych o strukturze (3.2), mozna formalnie zastosowaé podejscie typu BCS z
liniowa relacja dyspersji, uwzgledniajac w rownaniach dodatkowa funkcje K'. Dokonujac zami-
any zmiennych i przechodzac odpowiednio do biegunowego lub sferycznego ukladu wspolrze-
dnych rownania te otrzymuja posta¢ adekwatng dla rozszerzonego scenariusza Van Hove’a. Gdy
w ukladzie jest realizowany izotropowy stan nadprzewodzacy s, zadna z funkcji podcatkowych
z wyjatkiem K nie zalezy od katow. Woéwczas wykonujac calkowanie po katach pole gestosci
stanow K zostaje zredukowane do gestosci stanow N (), a rownania otrzymujag, postac zgodng ze
scenariuszem Van Hove'a. Poniewaz w przypadku, gdy parametr porzadku nie jest izotropowy
w rownaniach wystepuja inne funkcje podcatkowe zalezne od katow, dlatego procedura pole-
gajaca na usrednieniu po katach funkcji K i wprowadzeniu w to miejsce gestosci stanow N (&)
oraz dolozeniu do rownan dodatkowego usredniania po katach jest niepoprawna. Pomimo tego
wynikajace z niej rownania sa powszechnie wykorzystywane w badaniach uwzgledniajacych sce-
nariusz Van Hove’a dla uktad6w ze sparowaniem typu d [18, 24, 28, 29, 38, 40, 42, 43, 44, 45, 46].

Rezultaty rozwinietej teorii pozwolily wykazaé, ze zastosowanie rozszerzonego scenariusza
Van Hove’a zarowno do nadprzewodnikéw wysokotemperaturowych, ktore opisywane sa mode-
lami opartymi na hamiltonianie Hubbarda, jak i do nadprzewodnikéw niskotemperaturowych,
dla ktorych istnieje teoria BCS, prowadzi do uniwersalnej postaci réwnan na szczeling ener-
getyczna i liczbe czastek. Rownania te sa wyrazone we wspolrzednych katowych i &, lub w
zaleznosci od skladowych wektora o wymiarze pedu q. Zawieraja one pewna szczeg6lna funkcje
K, a w rownaniu na szczeling energetyczna wspotczynniki rozwinigcia potencjalu oddzialywa-
nia parujacego zaleza od energii wzbudzen. W przypadku modelu BCS K = 1, a wspdlczyn-
niki rozwiniecia sa stale. Niemniej zastosowanie scenariusza Van Hove’a dla nadprzewodnikow
niskotemperaturowych, w ktorych realizowany jest wylacznie izotropowy stan s, prowadzi do
uwzglednienia zmiennej gestosci stanéw N(§), wyznaczonej np. eksperymentalnie, ktora cho-
ciaz moze nie posiada¢ osobliwosci to jej dokladna posta¢ powinna poprawié zgodno$é wynikow
teoretycznych z eksperymentem.
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Z przedstawionych rozwazan wynika, ze réwnania otrzymane w ramach rozszerzonego sce-
nariusza Van Hove'a i wynikajace z nich relacje staja si¢ uniwersalne dla modeli nadprzewod-
nictwa wysokotemperaturowego i niskotemperaturowego. Pozwolilo to m. in. na wyznaczenie
uniwersalnych zaleznosci pomiedzy amplituda szczeliny energetycznej, a potencjalem termo-
dynamicznym, entropia i cieplem wlasciwym dla szerokiej klasy modeli nadprzewodnictwa ze
sparowaniem singletowym [86, 87, 88].

Pomimo wykazanej unifikacji zasadniczych réwnan nalezy podkresli¢, ze modele odnoszace
sie do nadprzewodnictwa niskotemperaturowego i wysokotemperaturowego posiadaja wiele isto-
tnych roznic.

Model nadprzewodnictwa BCS zostal sformulowany w ramach teorii stabego wigzania z
uwzglednieniem koniecznoéci zachowania okreslonej dokladno$ci stosowanych formul. W re-
alnych metalach, w ktérych moze by¢ realizowany stan nadprzewodzacy niskotemperaturowy,
istnieje szerokie pasmo przewodnictwa zapelnione w polowie no$nikami pradu — elektronami.
Dlatego mozna przyjaé, ze czastki sa rozlokowane w calej przestrzeni pedéw, energia wzbudzen
czastek, lub kwaziczastek, gdy wprowadza si¢ model czastka-dziura, lezacych przy powierz-
chni Fermiego zalezy liniowo od wartosci pedu, gesto$¢ stanéow elektronowych jest stala, a
powierzchnia Fermiego jest sfera lub okregiem. Jest to zwigzane z duza wartoécia energii Fer-
miego (ep/kp ~ 10°K), co pozwala w wyliczeniach przesuna¢ dolng i goérna granice energii
kwaziczastek do nieskonczonosci. W modelu BCS mechanizm parujacy jest fononowy, dlat-
ego sparowaniu podlegaja wylacznie kwaziczastki wokol powierzchni Fermiego, ktore znajduja
sie¢ w obszarze odlegtym od niej o co najwyzej wp, gdzie wp ~ 10 + 103K jest energia De-
bye’a czyli maksymalna energia drgan fononowych. Poniewaz e€p > wp oraz wp > kgl
(A(0) = 1.76kpT,), aby nie przewyzszac rzedu dokladnosci modelu stabego wigzania parametr
er nie wystepuje jawnie w modelu, a wyrazenia postaci kp7./wp w potegach 2 i wyzszych
sa pomijane. Dlatego zachowujac dokladnos$¢ formul w ramach modelu BCS jest uprawnione
przejécie graniczne wp/kpT, — oo we wszystkich zbieznych wyrazeniach, co dla modelu ozna-
cza rozszerzenie zasiegu sparowania na wieksza liczbe czastek. Nie ma jednakze wplywu na
otrzymywane wyniki.

W nadprzewodnikach wysokotemperaturowych szeroko$¢ pasma przewodnictwa wypelnio-
nego na ogol czesciowo i niesymetrycznie nosnikami fadunku elektrycznego, dziurami lub ele-
ktronami, jest mala w poréwnaniu z szerokosciag pasma przewodnictwa w metalach. Przyklad-
owe wartoéci energii Fermiego, energii Debye’a i temperatury krytycznej wyrazone w skali
temperaturowej dla typowych zwiazkow nadprzewodzacych sa nastepujace [26], [47]:

e La-Sr-Cu-O er =~ 5500K, wp ~ 400K=-750K, T. ~ 40K,
e Y-Ba-Cu-O er ~ 8800K, wp ~ 300K=750K, T, ~ 90K,

co oznacza, ze e€p/wp ~ 10, a wp/T, moze staé¢ si¢ porownywalne z A(0)/T.. Wszystko to
powoduje, ze w badaniach wlasnosci nadprzewodnikéw wysokotemperaturowych, w ktorych
wykorzystuje sie scenariusz Van Hove’a, nalezy uwzglednia¢ wzajemne relacje pomiedzy parame-
trami ukladu. Dlatego metody obliczeniowe pozwalajace wyznaczaé¢ z otrzymanych réwnan
wlasnosci termodynamiczne nadprzewodnikéw, opracowane dla modelu BCS, moga by¢ sto-
sowane w przypadku nadprzewodnikéw wysokotemperaturowych wylacznie przy zachowaniu
pelnej kontroli ich dokladnosci.

W zakoriczeniu, odnoszac sie do przedstawionych rozwazan i zaprezentowanych wynikéw
badarn, nalezy podkresli¢, ze w niniejszej rozprawie zostaly one usystematyzowane zgodnie z
postawionymi tezami rozprawy doktorskie;j.
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Wplyw fluktuacji gestosci stané6w na wlasnosci termodynamiczne nadprzewod-
nika zostal zbadany w rozdziale Rozszerzony scenariusz Van Hove’a dla nadprzewodnika typu
s. W pierwszej czesci tego rozdzialu szczegdlowo rozwazono posta¢ rownania na szczeling i
obliczono numerycznie gestos¢ stanéw w przyblizeniu ciasnego wigzania. Nastepnie obliczono
wlasnosci termodynamiczne nadprzewodnika z modelowymi gestoSciami stanéw w podej$ciu
scenariusza Van Hove’a. Gestosci stanow, jakie rozwazono to gestos¢ standow typu Lorentza,
typu trojkatnego oraz wykazujaca rozbieznosé¢ typu logarytmicznego, ktora pochodzi z modelu
ciasnego wigzania. Stosowane procedury numeryczne, wykorzystujace metody peturbacyjne
pozwolily wyznaczy¢ zaleznos¢ szczeliny energetycznej od temperatury dla dowolnej postaci
funkcji gestosci stanéw. Przykladowe wyniki obliczenn przedstawiono w sposob graficzny. W
pracy oszacowano rowniez zmiany temperatury krytycznej zwiazane z istnieniem fluktuacji ge-
stosci stanow oraz obliczono skok ciepta wlasciwego w temperaturze krytycznej. Pokazano,
ze istnienie fluktuacji gestosci stanéw nie zmienia asymptotycznych zaleznosci funkeji szcze-
liny energetycznej od temperatury w granicznych przypadkach 7" — 0 i " — 7T, natomiast
udowodniono, ze istnienie osobliwosci podwyzsza wartosé¢ wspolezynnika I7;.

Kolejna teza pracy Model anizotropowej cieczy Fermiego z nieparabolicznym wid-
mem wzbudzen zostal omoéwiony w rozdziale Transformacje przestrzeni i gestosé stanow. W
podrozdziale Model anizotropowej cieczy Fermiego podano koncepcje rozszerzenia modelu cieczy
Fermiego na przypadek anizotropowy z nieparabolicznym widmem wzbudzen poprzez transfor-
macje konforemna w przestrzeni odwrotnej. Transformacja ta wprowadza do réwnan dodatkowa
wielko$é- skalarne pole gestosci stanow, ktore zachowuje symetrie wejsciowego uktadu i zawiera
informacje o mechanizmach oddzialywania poprzez relacje dyspersji. Szczegélowe obliczenia
przeprowadzono dla dwuwymiarowego modelu Hubbarda na sieci prostokatnej. Wskazano na
mozliwo$¢ zastosowania otrzymanych wynikéw do formutowania i badania modeli nadprzewod-
nictwa wysokotemperaturowego z uwzglednieniem anizotropii ukladu i rozwazanych modelowo
mechanizmow oddzialywania, co wigzalo sie z realizacjy kolejnej tezy Zmodyfikowane réw-
nanie na szczeline w ukladach anizotropowych o zlozonych mechanizmach oddzia-
lywania. Zmodyfikowana posta¢ rownania na szczeling uwzgledniajaca skalarne pole gestosci
stanow rozwazono w rozdziatach Rozszerzony scenariusz Van Hove’a dla nadprzewodnika typu
s oraz Rozszerzony scenariusz Van Hove’a dla nadprzewodnika typu d, gdzie wyznaczono stany
réwnowagowe 1 wlasnosci termodynamiczne nadprzewodnika z dominujgcq sktadowq d oraz po-
dano przykladowe postacie funkcji szczeliny energetycznej. Przeniesienie rozwazan do nowej
przestrzeni z nalozonym skalarnym polem gestosci stanéw, umozliwilo uzyskanie nowych for-
mul, uwzgledniajacych symetrie i oddzialywania w ukladzie oraz pozwalajacych na bardziej
precyzyjne oszacowania temperatury krytycznej i skoku ciepta wlasciwego w temperaturze
przejscia. Szczegolowe obliczenia przeprowadzono z polem gestosci stanow uzyskanym poprzez
transformacje konforemna relacji dyspersji w modelu Hubbarda w rozdziale Transformacja
przestrzeni 1 gesto$é standw. Zmiany temperatury krytycznej oraz skok ciepla wlasciwego
zostaly oszacowane w szerokim zakresie dozwolonych wartosci parametrow modelu Hubbarda.
Wykazano réwniez wplyw skalarnego pola gestoéci i zwiazanych z nim osobliwo$ci na zaleznosé
ciepla wlasciwego od temperatury w stanie normalnym
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