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1. Wstęp

Wiele problemów ekonomicznych ze względu na swoją złożoność jest charak­
teryzowanych za pomocą zmiennych symbolicznych (symbolic variables). Mogą 
one przyjmować więcej niż jeden wariant zmiennej dla pojedynczego obiektu, 
dodatkowo każdemu z wariantów można przypisać stopień ważności. Mogą one 
mieć postać przedziałów wartości bądź być powiązane zależnościami.

Specyficzny charakter tych zmiennych i nietypowa struktura implikują odmien­
ny sposób interpretacji wyników klasyfikacji niż w przypadku obiektów opisanych 
zmiennymi mierzonymi na mocnych bądź słabych skalach pomiaru. Dla zmien­
nych ilościowych wyznacza się zwykle środki ciężkości poszczególnych klas oraz 
odchylenia standardowe w poszczególnych klasach, a dla zmiennych jakościowych
-  frakcje i odsetki występowania w danej klasie poszczególnych kategorii zmien­
nych [11, s. 344], Odrębna jest również konstrukcja wskaźników dotyczących 
udziału skupienia w ogólnej zmienności próby, ważności zmiennej dla zmienności 
skupienia oraz udziału skupienia w zmienności zmiennej.

Artykuł ma na celu:
-  scharakteryzowanie danych symbolicznych,
-  omówienie, na przykładach, sposobu interpretacji klas obiektów symbolicz­

nych (symbolic objects),
-  prezentację wskaźników udziałowych (udział skupienia w zmienności zmien­

nej, ważność zmiennej dla zmienności skupienia oraz udział skupienia w 
zmienności zmiennej),

-  prezentację modułu „Clint” w aplikacji Sodas v. 2.0.
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2. Specyfika danych symbolicznych

Jeśli przyjmiemy, że Y'k to zmienna symboliczna (k -  numer zmiennej, 
k = ],2,..., p) ze zbioru Y (gdzie Vk zbiór realizacji zmiennej Yk ) o wariantach 
yjk ( /  = 1 , 2 , to vik jest wartością zmiennej Yk dla obiektu o,. O jest 
zbiorem obiektów symbolicznych 0  = {oj,0 2 ,...,o„}, gdzie i to numer obiektu, 
i = 1,2,..., n .

Zmienne symboliczne mogą mieć charakter [5, s. 471-478; 1, s. 2, 32-37; 
9, s. 7, 13; 7, s. 13]:
1. Przedziałów klasowych (interval-valued variable) rozłącznych (disjoint inter­

val) lub nierozłącznych (non-disjoint interval), gdzie vlfi = \cifk; bj-k ].
2. Listy kategorii, wartości (multivalued variable). To zmienne dopuszczające 

występowanie wielu kategorii lub wartości tej samej zmiennej dla jednego 
obiektu, gdzie vik = {yf k , ■■■, yzk ]■

3. Listy kategorii (wartości) z wagami, prawdopodobieństwami czy częstościami 
{multivalued modal variable). To podobne zmienne do listy kategorii lub 
wartości, z tym że wariantom przyporządkowane są stopnie ważności. Zmienna
symboliczna z wagami jest odwzorowaniem Yk = [yfk,p{yjkf) [8, s. 79; 10, 

s. 326], gdzie p{y/k) t0 waga /Tego wariantu zmiennej Yk dla obiektu o( ,

gdzie p{yfk) e [0; 1] i £ p(yfk ) = 1, zatem vik ^ { y \ k{p{y\k)),yl k {p{y2k)\--^ 
f =1

yzk{p{yZk))}-
4. Zmiennych w postaci drzewa wariantów {dependent variable), tj. zmiennych o 

strukturze:
a) taksonomicznej {taxonomic dependent), gdzie wariant zmiennej z najniż­

szego poziomu nie determinuje wariantu z poziomu wyższego,
b) hierarchicznej {hierarchical dependent, mother-doughter), gdy dla jednego 

z wariantów nie można określić podwariantu („brakujący” podwariant 
w analizie symbolicznej ma wartość NA- non-applicable),

c) logicznej {logical dependence)', występuje między zmiennymi, gdy wartość 
drugiej zmiennej zależy logicznie lub funkcyjnie od wartości pierwszej 
zmiennej,

d) stochastycznej {stochastic dependence), gdzie szczeble hierarchii są ze sobą 
skorelowane (współczynnik korelacji i kowariancji jest różny od zera).

Zmienne strukturalne mogą przyjmować warianty zmiennych z punktów od 1 
do 3.
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3. Opis klas obiektów symbolicznych

Złożony charakter zmiennych symbolicznych uniemożliwia zastosowanie tech­
nik analitycznych adresowanych do zmiennych mierzonych na mocnych bądź sła­
bych skalach pomiaru. Autorzy analizy danych symbolicznych zaproponowali więc 
odrębny sposób opisu klas oraz wyznaczania wskaźników udziałowych [6, s. 209, 
211-213; 4, s. 31-33; 7, s. 15-16; 12, s. 3-4],

Skupienia obiektów symbolicznych można opisywać w wąskim lub szerokim 
zakresie [6, s. 209, 211]. Charakterystyka skupienia w szerokim zakresie (long de­
scription) polega na tym, że konstruuje się „nowy” obiekt symboliczny, obejmują­
cy wszystkie elementy klasy. Jego konstrukcja przebiega w różny sposób, w zależ­
ności od rodzaju analizowanych zmiennych.

Dla przedziałów klasowych należy znaleźć najmniejszy przedział wartości, 
obejmujący wszystkie przedziały wartości zmiennej charakteryzujące obiekty ba­
danego skupienia.

Na przykład jeśli wszystkie obiekty z tab. 1 należą do jednej klasy, to charakte­
rystyka skupienia wygląda następująco: Skupienie : = [fj wiek <z [20; 50] a dochód 
ę  [1000; 4000]].

W przypadku list kategorii (wartości) wyznacza się zbiór wariantów, w skład 
którego wchodzą wszystkie warianty charakteryzujące poszczególne obiekty 
skupienia (jest to wynik tzw. operatora połączenia vi/c ©v,^ (zob. [1, s. 170-171]).

Rozważając np. obiekty symboliczne z tab. 2, obserwujemy, że charakterystyka 
skupienia wygląda następująco Skupienie: = [łj pleć ęz {mężczyzna, kobieta} a 
znajomość języków obcych ęz {francuski, włoski, niemiecki, angielski, hiszpański}].

Dla listy kategorii (wartości) z wagami charakterystykę skupienia można otrzy­
mać na dwa sposoby:
• Uogólnianie za pomocą kryterium maksimum. Dla poszczególnego wariantu 

yj- zmiennej , opisującej obiekty tworzące skupienie, ustala się maksymalną
wagę spośród wszystkich. Tak wyznaczony rozkład wag nie jest już rozkładem

Z

prawdopodobieństwa i suma wag może być większa niż 1, tj. ^ p[yy ) > 1.
/= l

Tabela 2. Struktura kadry naukowej uczelni X

Nr OS Płeć Znajomość języków obcych
1 {mężczyzna} {francuski, angielski}
2 {mężczyzna, kobieta} {niemiecki, angielski}
3 {kobieta} {francuski, włoski}
4 {mężczyzna,kobieta} {francuski, hiszpański}

Źródło: opracowanie własne.

Tabela 1. Przykładowe obiekty 
symboliczne

Nr OS Wiek Miesięczny dochód
1 120; 451 f i000; 30001
2 135; 401 11200; 35001
3 125; 451 12000; 40001
4 [30; 50] [2000; 3200]

Źródło: opracowanie własne.
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Na przykład jeśli wszystkie obiekty z tab. 3 należą do jednej klasy, to charak­
terystyka skupienia wygląda następująco: Skupienie : = [}j kadm naukowa < 
{profesor (16%), doktor hab. (30%), doktor (55%), doktorant (10%), magister 
(10%)}]. Można zatem stwierdzić, że maksymalnie 16% pracowników naukowych 
wydziałów A, B i C ma tytuł naukowy profesora, natomiast co najwyżej 10% to 
osoby z tytułem magistra.

Tabela 3. Struktura kadry naukowej uczelni X

Nr OS Wydział Kadra naukowa
1 A profesor (13%), doktor hab. (30%), doktor (47%), doktorant (10%)
2 B profesor (10%), doktor hab. (20%), doktor (55%), doktorant (8%), magister (7%)
3 C profesor (16%), doktor hab. (30%), doktor (44%), magister (10%)

Źródło: opracowanie własne.

• Uogólnianie za pomocą kryterium minimum polega na tym, że porównując
obiekty względem /-tego wariantu zmiennej , wybiera się minimalną wagę
analizowanego wariantu. W otrzymanym rozkładzie suma wag może być

mniejsza niż 1, tj.
/=  1

Na przykład charakterystyka skupienia złożonego z obiektów w tab. 3 wygląda 
następująco: Skupienie : = [łj kadra naukowa > {profesor (10%), doktor hab. 
(20%), doktor (44%), doktorant (8%), magister (7%)}]. Co najmniej 10% kadry 
naukowej skupienia to pracownicy z tytułem profesora, a minimum 7% to osoby 
z tytułem magistra.

Interpretacja wyników analizy skupień w wąskim zakresie (short description) 
opiera się na znalezieniu takiego wariantu zmiennej lub takiego przedziału prawdo­
podobieństwa dla poszczególnych wariantów, którego nie przyjmują obiekty w po­
zostałych klasach [6, s. 209].

4. Wskaźniki udziałowe

Wyodrębnione skupienia obiektów symbolicznych można również analizować 
pod względem udziału skupienia w ogólnej zmienności próby, ważności zmiennej 
dla zmienności skupienia oraz udziału skupienia w zmienności zmiennej.

4.1. Udział skupienia w ogólnej zmienności próby
Udział skupienia C w zmienności próby PP (contribution o f a cluster to the 

total variability o f the sample) wyznacza się za pomocą wskaźnika Cont(C), 
Cont(C) e(0; 1] [6, s. 212]:
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Cont(C) = o f e ) n - K )
k=1______„ 5n pin^)

(o

Q
gdzie: V  ̂ -  zbiór realizacji zmiennej w skupieniu C,

V[ -  zbiór realizacji zmiennej dla i-tego obiektu,
c( v f )  = P(vCk) dla przedziału klasowego lub listy kategorii (wartości) Ŷ  

opisującej skupienie C, 

c(vk) = M(vik),
G(s) -  generality degree o f its associated long symbolic objects,
C -  skupienie,

n
PP -  próba, PP = [J  Oj.

i=l
W przypadku list kategorii bądź wartości z wagami G(s) wyznacza się w spo­

sób uzależniony od rodzaju kryterium zastosowanego do opisu klasy. Jeśli opisu 
skupienia dokonano z wykorzystaniem kryterium maksimum, to G(s) definiuje się 
jako [7, s. 16-17]:

Gmax (2)

własności:
V- / = 1 /=1

*=1VZ

n ^ ^ max(, ) < n ^ >
k = k =1

^max (s ̂  s ) — max{Gmax (S), ^ m a x (5 )} •

Na przykład jeśli za cechy skupienia opisującego pracowników uczelni Y, 
otrzymane za pomocą kryterium maksimum, przyjmiemy: Skupienie-, [łj kadra 
naukowa < profesor (13%), doktor hab. (30%), doktor (47%), doktorant (10%)] a
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[72 pracownicy administracji < księgowość (40%), dział kadr (20%), dział 
techniczny (40%)], to:

^max {sc)
( V0J 3 + 7 0 3  + 7 0 ^ (  2 + J o a ']

. ^  y 73  J
= 0,92.

Jeśli natomiast do uogólniania obiektów wykorzystano kryterium minimum, to 
G(s) definiuje się jako [7, s. 16-17]:

(3)

własności: n
k=i

•J z-l

k=1 Vz k = \ ^ z ~ X

^min s ) — max{Gmjn (■*)> ^min(‘i )}•

Wysokie wartości Cont(C) oznaczają, że skupienie jest podobnie heterogenicz­
ne jak cała próba, natomiast niskie wartości świadczą o wysokiej homogeniczności 
w stosunku do próby.

Jeśli obiekty skupienia były opisane za pomocą zmiennej strukturalnej, gdzie r 
oznacza zależność między zmiennymi, to G(s) wyznacza się w odrębny sposób 
[7, s. 17-18]:

G(sc|r) = G(jc) -G (4-ch r). (4)

Na przykład jeśli za cechy skupienia opisującego pracowników firmy bu­
dowlanej, otrzymane za pomocą kryterium maksimum, przyjmiemy s: [łj rodzaj 
wykształcenia < zawodowe (0,3), średnie (0,5), wyższe (0,2)] a  [ tytuł zawodowy 
< magister (0,1), inżynier (0,1), licencjat (0,0), NA (0,8)], a pomiędzy zmienną fj i 
>2 wystąpi zależność hierarchiczna r: }j e {zawodowe, średnie} <=> Y2 = NA, to:

U 03+Vo^5 + V o J '|
73 J x ^  y

= 0,75.
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Wyznaczając G ^ —r) , należy skonfrontować ze sobą sprzeczne warianty 
zmiennych, tj. dla fj e {zawodowe, średnie}, Y2 = {magister, inżynier, licencjat}, 
natomiast dla fj = wyższe, Y2 = NA, tj.:

: k - H  = Vô  + Vô5 Y VoJ +VoTVoJo l + f VÓi2 Y
V4 V3 Y V4

= 0,34,

Gmax (jc k) = G{sc) -  G(sc l-nr) = 0,75 -  0,34 = 0,41.

4.2. Ważność zmiennej dla zmienności skupienia
Ważność zmiennej Y\ dla zmienności skupienia C, inaczej mówiąc wpływ 

zmiennej na zmienność skupienia (the importance of each variable for each 
cluster), wyznacza się za pomocą odrębnego miernika -  Cont(Yk ,c) [6, s. 212]:

c(vkc)
Cont(Yk ,c) = (5)

2>KC)
k=1

gdzie: c{vk j = p{vck ) przedziału klasowego lub listy kategorii (wartości) Yk

opisującej skupienie C,
Z

c{^k )= Y .p iy fk ) dla listy kategorii (wartości) z wagami Yk opisującej
/=1
skupienie C.

P
Suma wartości wskaźnika jest równa 1, tj. ^ Cont(Yk ,c ) = 1. Wskaźnik przyj-

k=1

muje wartości z przedziału Cont(Yk ,c) e 0; 1
P - 1

Wysokie wartości wskaźnika

oznaczają, że zróżnicowanie między elementami skupienia ze względu na zmienną 
Yk jest wysokie, natomiast niskie wartości oznaczają, że zmienna Yk słabo różni­
cuje elementy skupienia.

Na przykład jeśli za skupienie przyjmiemy s\ [7j wiek q  [20 -  45] a  Y2 płeć 
{mężczyzna} a  Y2 znajomość języków obcych c  {francuski, angielski} a  Yą skład 
osobowy < {administracja (0,30), pracownicy naukowi (0,70)], to:

c(K,) = 45-20 = 25,

c{V2) = ^
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‘ fó )  = 2,

c(VĄ) = yf0,3 + 7 0 ^  = 4,38,

Cont(płeć, c) = ——  = 0,03, 
-5Z,Jo

Cont( języki obce, c) = —-— = 0,06, 
32,3 8

Cont(skład, c) = - ̂  ̂  =0,135. 
32,38

4.3. Udział skupienia w zmienności zmiennej
Udział skupienia C w zmienności zmiennej Yk (the contribution o f a cluster to 

the variability o f a variable) mierzy się za pomocą Cont{c, Yk) [6, s. 212]:

Cont{c, Yjf) przyjmuje wartości z przedziału (0; 1]. Wysokie wartości wskaźni­
ka Cont(c,Yif) oznaczają, że dla zmiennej Y\ skupienie jest podobnie heteroge­
niczne jak cała zmienna, natomiast niskie wartości, oznaczają, że skupienie jest 
homogeniczne (jednorodne) w stosunku do zmienności zmiennej.

W najnowszej wersji aplikacji Sodas v. 2.0 (Symbolic Official Data Analysis 
Software) do opisu klas obiektów symbolicznych służy moduł „Clint” (cluster 
interpretation) (zob. [2, s. 178-181]). Plikiem wejściowym w module „Clint” jest 
pierwotna tablica danych symbolicznych (rozszerzenie: *.sds), wzbogacona o do­
datkową zmienną nominalną, która identyfikuje wyodrębnione skupienia za pomo­
cą wprowadzonych oznaczeń (kategorii zmiennej).

(6)

PPgdzie: -  zbiór realizacji zmiennej Yk dla próby PP,

(7)

5. Moduł „Clint” aplikacji Sodas v. 2.0



35

Uruchomienie modułu „Clint” wywołuje okno z zakładkami opcje {options), 
zmienne {variables) oraz warianty zmiennych {categories) (zob. rys. 1).

Zakładka „zmienne” umożliwia wybór zmiennych podlegających interpretacji 
{selected variables) spośród zmiennych biorących udział w procesie klasyfikacji 
oraz zmiennych profilowych {available variables) (zob. rys. 1, pkt a). Moduł 
informuje o typie wybieranych zmiennych. „Clint” uwzględnia wszystkie rodzaje 
zmiennych symbolicznych.

W „opcjach” użytkownik wskazuje zmienną charakteryzującą skupienia 
{aggregation variable), domyślnie jest to pierwsza zmienna w tabeli (zob. rys. 1, 
pkt c). Jeśli zbiór wariantów analizowanych zmiennych dla badanych obiektów 
wyczerpuje cały zbiór realizacji każdej z tych zmiennych, należy zaznaczyć opcję 
„global sample”, jeśli nie obejmuje -  opcję „force global sample”. Jeśli w zbiorze 
występują zmienne symboliczne z wagami, należy wybrać charakter uogólniania 
{modal variables generalization type). Opcję „taxonomies” wybiera się wówczas, 
gdy w zbiorze występują zmienne strukturalne i badacz chce je uwzględnić w opi­
sie klas. Można również wybrać sposób oznaczania wariantów: według nazwy 
{names), numeryczny {labels) lub wybrać opcję najlepszego dopasowania do okna 
wynikowego {best fil). Należy również podać nazwę pliku wynikowego i wybrać 
ścieżkę zapisu.

_*l

avalabe variables

Paititbn into 2 clusters [ro i 
Paititbn into 3 durian? (ro

selected variables

inter__cont [September) 
inter_corf Pctobarj 
inler_con: (Novenibsi)
inter_cptt jDecsrntei)

a)

available categories opi'ioiis j woriobles I coiocsonos 1

{elected colcgoiics

4.N01 (January) (1) 
AN02 (June) (2)
AN03 (February] |31 
&N04 (September) (4) 
A.N05 (May) (5)itvlflp. fń nrilT fPI

L j

b)

-aggregation variable. ■
• [ANO0 (H’lnvTlfty; :; J)

sample options:
F  ‘pba>\ sample- r  force globoJ

modal wanables geneiBlizafipfi type 
ft  maximum C minimum

taxonomies 
r  use taxonomies

textile idenńficolinir .....:
f t  names C  labels f* bestfU

L

save file as.

• jf brô ê i ij

OK CmMf

c)
Rys. 1. Okna aplikacji „Clint” programu Sodas v. 2.0

Źródło: [3, s. 178-181].
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W oknie „kategorie” spośród dostępnych symboli klas {available categories) 
należy wybrać symbole {selected categories) odnoszące się do skupień podlegają­
cych interpretacji (zob. rys. 1, pkt b). Wynikają one z wcześniej wskazanej zmien­
nej charakteryzującej skupienia.

Plik wynikowy modułu „Clint” zawiera wykresy 2D i 3D (zob. [13]) wyodręb­
nionych skupień oraz arkusz obejmujący:
-  listę obiektów wchodzących w skład poszczególnych skupień,
-  opis klas w szerokim i wąskim zakresie,
-  udziały poszczególnych skupień w ogólnej zmienności próby,
-  tabelę wynikową ilustrującą udział skupień w zmienności każdej ze zmiennych 

oraz ważność poszczególnych zmiennych dla zmienności wyodrębnionych sku­
pień.

6. Podsumowanie

Specyfika zmiennych symbolicznych implikuje odrębny sposób charakteryzo­
wania skupień i konstrukcji wskaźników udziałowych niż w przypadku zmiennych 
mierzonych na mocnych lub słabych skalach pomiaru. Autorzy analizy danych 
symbolicznych zaproponowali rozwiązania adekwatne do analizy obiektów symbo­
licznych. Rozszerzyli również aplikację Sodas o moduł „Clint”, który umożliwia 
otrzymanie interpretacji wyników klasyfikacji tego rodzaju obiektów.
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INTERPRETATION OF CLUSTERS OF SYMBOLIC OBJECTS

Summary

The article characterizes types of symbolic data and a way of interpreting the clusters of 
symbolic objects. The author also presents how to evaluate the contribution of a cluster to the total 
variability of the sample, the importance of each variable for each cluster and the contribution of 
a cluster to the variability of a variable. Moreover the article illustrates the application of „Clint” 
module of Sodas v. 2.0.
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