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OPTYMALIZACJA WAG W MODELU
SREDNIEJ RUCHOMEJ WAZONEJ

1. Szacowanie parametrow

Model sredniej ruchomej wazonej zaklada, ze prognoz¢ na okres ¢ okreslaja
odpowiednio wazone ostatnie £ warto$ci szeregu oraz wahania przypadkowe:

* ’ ]
Vi SOk @Y fy1 + .+ Oy +E, N

gdzie: y; — warto$¢ zmiennej ¥ w prognozowanym okresie ¢,
y,_;— warto$¢ zmiennej w (¢ — i )-tym okresie,
®; — i-ty parametr modelu,

¢ —skladnik losowy.

Zastgpujac w réwnaniu (1) wartosci rzeczywiste teoretycznymi, otrzymuje sig:
A K
Vi =Wk ¥ W2V mfs] T oo F Who 1Yy + WiV, (2)

gdzie: y; — prognoza zmiennej ¥ na okres ¢,
w; — i-ta waga,
i=12,...,k.
Na wagi natozone sg warunki:
wi+wy+. +wp =1, (3a)
O<wj <wy<...<wp <L (3b)
Warunek (3b) oznacza, ze wszystkie wagi w modelu moga by¢ réwne, co

oznacza srednia ruchoma prosta. Poszczegdlne wagi mozna rozpisa¢ w nastgpujacy
sposob:

W{ =w, (4a)
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wy =w| +wy, (4b)
Wi =W +Wy 4. +wy, (4k)
przy czym:
Wl'ZO, (5)
kW1+(k—1)W2+...+Wk =1. (6)

Podstawiajac réwnania (4a)-(4k) do rownania (2), otrzymuje sig:

j}; =W Vik +(Wl +w2)yt—k+l +...+(W1 +wy +...+Wk)y’_]. @)

Wymnazajac wyrazenia w nawiasach przez czynniki stojace przed nawiasami i
dokonujac odpowiednich przestawien, dochodzi si¢ do rownania:

A%
Ve SWW ok WYkl F e F Wl T WY et WY WY, (8)

ktore jest tozsame z:

t—1 -1
Ak
Y =w ZJ’i+W2 Zyi oWV 9
i=t—k i=t—k+1

Aby uprosci¢ zapis, sumy przy wagach mozna zastapi¢ w nastgpujacy sposob:

-1
X0= 2 Vis (10a)
i=t—k
-1
X20= D Vis (10b)
i=t—k+1
Xi, ¢ = Yi-1- (10k)
W takim razie:
)A/,*=w1x1‘,+w2x2’,+...+wkxk,,. (11)

Roéwnanie (11) i ograniczenia (3a), (3b) mozna zapisa¢ w postaci macierzowej:
yi=X,w, (12)
w20, (13a)
kw=1, (13b)
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gdzie:
Xe =[x, %20 - %), (14)
W]
w=|"2| (15)
wy
k=[k k-1 ... 1. (16)

Przyjmujac, ze szereg czasowy sklada sie z n obserwacji, mozna wyznaczy¢
n—k prognoz wygastych. Odnoszac réwnanie (12) do calego wektora prognoz

wygastych, otrzymuje si¢:
¥ =Xw, (17)
gdzie:

" T
Yk+1

*
Y =|Yhs2 |, (18)
.*
Yn |
xk+lq

x=| X2 |, (19)

Xn

czyli:

k k
Z.Vi Z)’i Yk
i=1 i=2

k+1 k+1
Zyi Zyi cor Y41

x=|=2 = . (20)
n-1

n-1
Z)’i Z)’i -eo Yn-1

Li=n—k  i=n—-k+]
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Poniewaz prognozy wygaste dotycza okresow przeszlych, mozna je traktowaé
jako wartosci teoretyczne modelu. To znaczy z rownania (17) mozna wyelimino-
wac ,,gwiazdke” oznaczajaca prognoze:

y = Xw. @1)

Roéznice migdzy wartosciami rzeczywistymi zmiennej a teoretycznymi (prog-
nozami wygastymi) stanowig reszty modelu:

e=y-y, (22)
czyli:
e=y— Xw. (23)
Przyjmujac sredni kwadratowy btad prognoz wygastych dany wzorem:

*2_e e
= 24
ST =Tk (24)
za funkcje celu

f(w)=s"2, (25)
S W)= {yTy -2y TXw+ w'XTXw), (26)

1 szukajac jej minimum
f(w)—> min, 27)

mozna okresli¢ optymalny zestaw wag w;.

Poniewaz na wektor w nalozone sa ograniczenia dane wzorami (13a) i (13b),
minimalizacja funkcji (26) wymaga zastosowania programowania kwadratowego,
np. algorytmu Beale’a [1]. Znajac w i korzystajac z réwnan (4a)-(4k) mozna ustali¢
ostateczne wartosci wag modelu.

2. Dopuszczalno$¢ prognozy

Prognoz¢ wyznaczona na okres £ mozna uznac za dopuszczalng, gdy wzgledny
biad prognozy ex ante jest niewigkszy od pewnej wartosci progowej:
n<n, (28)
gdzie: n, — wzgledny btad prognozy ex ante na okres ¢,

n" — warto$é progowa biedu prognozy ex ante.
Wartosé wzglednego biedu prognozy ex ante wyznacza si¢ jako stosunek bez-
wzglednego btedu prognozy ex ante i prognozy zmiennej:
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7 =~ x 100, (29)
Ve

gdzie: v, — bezwzgledny blad prognozy ex ante.
Bezwzgledny blad prognozy ex ante jest pierwiastkiem z wariancji bigdu

prognozy:
v, :Jvar(y; —)7,*) (30)

Problem wyznaczenia wariancji bledu prognozy nie nastrgczalby trudnosci,
gdyby wektor estymatorow parametrow strukturalnych w (wektor wag) byt nie-
obciazony. Niestety, nieliniowe ograniczenia narzucone na wektor w powoduja, ze
jego rozklad (zakladajac, ze sktadnik losowy ma rozktad normalny) ma charakter
rozktadu dyskretno-ciagtego (zob. rys. 1 i 2). Oznacza to, ze obszar na lewo od
poczatku uktadu wspotrzednych zastepuje masa prawdopodobienstwa zgromadzona
w punkcie 0, a obszar na prawo od 1 reprezentuje masa prawdopodobienstwa
w punkcie 1 [3, s. 360]. W wigkszosci przypadkéw rozklady te nie bgda symetrycz-
ne. Z tego wzgledu estymator w parametrow @ jest estymatorem obcigzonym, tzn.
Ew)zo.

J. Kmenta [2, s. 497] zauwaza, ze jezeli prawdziwa warto$¢ parametru o;
znajduje si¢ wewnatrz przedziatu (0, 1), to ograniczenia naktadane na estymator w;
asymptotycznie beda stawad si¢ nieistotne. Spostrzezenie to ma zasadnicze znacze-
nie dla dalszego post¢powania.

- .
—-_— ~

Rys. 1. Funkcja ggstosci estymatoréw przy warunkach pobocznych w postaci nieréwnosci

Zrodto: [3, s. 360].
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Rys. 2. Dystrybuanta estymatoréw przy warunkach pobocznych w postaci nieréwnosci

Zrédto: opracowanie wiasne.

Bez zmniejszenia ogolnosci rozwazan wektor wag otrzymany za pomoca algo-
rytmu Beale’a po przestawieniu jego elementéw mozna podzieli¢ na dwa, z kté-
rych pierwszy zawiera wagi wigksze od zera, a drugi skfada si¢ z samych zer:

Wi
w'= , (€18
W2
gdzie w" — pewna permutacja elementéw wektora w, przy czym:
w;>0, (32a)
wy=0. | (32b)

Analogicznie postgpuje si¢ z wektorem ograniczen:
k" =[k; ky), (33)
gdzie k" — permutacja elementow wektora k, przy czym:
kiw;=1. (34)

Liczba elementow wektorow k; oraz w;: m €[1; k].

Dokonujac przestawien odpowiednich kolumn wektora X, réwnanie (21)
mozna zapisa¢ nastgpujaco:

y=[X Xz][::‘}X]w]- (35)

2
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Druga réwnos¢ w powyzszym rownaniu wynika z tego, ze powyzszy iloczyn
jest skalarem. Poniewaz wszystkie wartosci wektora w, sa wigksze od zera, ograni-
czenia w postaci nierownosci (13a) staja si¢ ograniczeniami nieaktywnymi. Ozna-
cza to, ze gdyby z géry znano niezerowe elementy wektora w, nie trzeba by bylo
korzysta¢ z algorytmu Beale’a. Warto$¢ wag wektora w; mozna bowiem znalez¢,

rozwiazujac nast¢pujace zadanie:

f(wl) — min,

gdzie:
T
Sw)=(y-Xyw) (y-Xywy),
przy czym:
klwl = 1
Niech:

T
L=(y-Xyw) (y-Xywp)+A(1-Kkywy),
bedzie funkcja Lagrange’a. Wyznaczajac pochodne czastkowe:
' T T
Lwl = —2X1 Y +2X1 X]W] - lkl,

L/'l =1 —klwl,

a nastepnie przyrownujac je do zera, otrzymuje si¢ ukfad réwnan:

0=-2X]y+2X]X,;w, - Ak,
0=1—k]w1.
Z rownania (41a) wyznacza si¢ wy:
-1 -1
T T T T
wi=(XIX,) X{y+12(XX;) k{4,

Podstawiajac wektor w do rownania (41a), otrzymuje sig:

kl(xlTxl)_l xTy+] ,11(1()(1Tx1)_l k| -1=0,

2

(36)

37

(33)

(39)

(40a)

(40b)

(41a)
(41b)

(42)

(43)

-1
A= 2[k1(xfx1)_lkf) —2k1(XlTX1)_IXITy(kl(XlTXI)-lle). (44)

Nastepnie nalezy wstawi¢ A do réwnania (43):
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W =(x,Txl)_]xlTy+(x,Txl)_lk,T(kl(xfxl)_lk,T)—] _

y (45)
—(XITXI)_lle(kI(XlTXI)_IleJ kl(xlTxl)—lxlTy.
lub

wy =8"'Xy+S7'k{P!(1-Kk;87'X]y), (46)

gdzie:
S=X[X, (47)
P - skalar; P = kl(X]TXI)—] k. (48)

Na podstawie otrzymanego oszacowania oraz wykorzystujac rownosci:

y=Xj0,+§, (49)
ko, =1, (50)
E)=9, (51)

gdzie: E(E) — wartos¢ oczekiwana skladnika losowego,
mozna wyznaczy¢ wartos¢ oczekiwana wektora wag:

E(wy)= E[s“xlTy +87K P (1- kls“xlTy)] =
= E[S“xf(xlm1 +8)+STK P (1-187X] (X0 +g))]= (52)
- E[ml +87IxTe + 87K TPI(1- k1m1)+s“k1TP“‘E_,]=m1.

Réwnanie (52) oznacza, ze wektor w | jest wektorem nieobciazonym.
Znajac warto$¢ oczekiwang wj, z definicji mozna wyznaczy¢ jego macierz
wariancji i kowariancji:
T T
var(wy)=E(w; - E(w)) E(w;—E(w)))=E(w;-0) E(w -0y). (53)
Poniewaz:
wi-—o;=SIXy+s kP sk P ;s !X ]y-0, =
=sIXT (X0, +&)+ST kP =Sk [P 1Kk STIXT (X001 +8) -0 =
=0+ IXJe+S k[P -8k TP k0, -ST'KJ Pk STIXT -0 =
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=87k [P (1-kjo )+ (STXT -8k PN S TIX [ g = (54)
=(s7'XT -8k P s TIXT e
Nastepnie, wykorzystujac, ze s jest macierza symetryczng, czyli jest rowna
wlasnej transpozycji:
(wl—m,)(w,—a)1)T=(s“xlT—s“leP“k,s“x,T)ggT(xls“-X,S“leP"kls“)
(55)
oraz:
B(e") = E(E -0)E-0)T)= E((& - E©)(E - E@®))" ) =var(®) =071, (56)
otrzymujemy:
Va’(wl)=E((Wl —o)fw _(-')I)T):
= E((s7'XT -8k PNk sTIXT Jeg T (X7 - X8 kP Ky ST )) =
=o?(s7IXTX;8 7 - s TIXTX S KPR +
+87K PRy TIXTX S TIPS T - ST PGS TIXT X8 T =
=0 (87 =87 P ST + 8Tk Pk S -s7'k{P kST =

=o?(s7' -8k P ks, (57)

bo:
s7!xTx,=s7!s=1, (58)
k,ST'kipl=pPpl=1. (59)

Analogicznie do (49) wektor prognoz mozna zapisac:
y =Xjo+&", (60)

gdzie: y* — wektor prognoz,
X — macierz zmiennych objasniajacych w okresach prognozowanych,

£* — wektor sktadnikéw losowych w okresach prognozowanych.
Btad prognozy rozumiany jako réznica migdzy wartosciami rzeczywistymi a
teoretycznymi wynosi wigc:



73

*

Yy = Xiw; =Xjo; +&" - Xjw; =X](0; -w()+E&" =

o’y — - —_ *® oy - * 61
= (X787 [Py TIXT - X(sTIXT g 2" D

Trzeci znak powyzszej rownosci wynika z (54).
Przy wyznaczaniu wariancji bledu predykcji uzyteczne jest obliczenie warto$ci
wyrazenia:

(y = Xiw )y - x’;‘w,)T = ((x‘l‘s“kITP“‘kIS“xlT -XiS7IX] g + g*) x
x (gT(XIS“leP“kls“x;‘T -x,57'X]T)+ g*T) -
= (X7 k[P s TIXG - X(STIXT Jee T (X8 Tk P K 87X - (62)
=X STIXT)+ £ 4 (XIS T P IS TIX - XS TIX Jeg T 4
+ETET (X8 PN STIXTT - X8 TIXTT).
Z zalozenia, ze skladniki losowe z réznych okresOw nie sa ze sobg skorelowane:
E(g"eT)=E(e")E(eT)=0x0T, (63)
E(gg™T) = E(E)E(E™T)=0 x0T, (64)
otrzymuje sie:
E{(y*XYw])(y*X;wl)T:‘z o (X187 PNk STIX XS T k(P K STIX T -
-xis7IxTx sk Pk s TIXT - xS Tk Pk s TIX T X (s TIXGT 4
+ X187 X 87X 4 1) = oA (X787 PR s TIX T - (65)
- X787 P s X T - XIS T PTG S TIXG T + XS TIXT 1) =
= {1+ X787'X]T - X8 7k P TIXTT ).

Tak wyznaczona macierz wariancji i kowariancji zaklada posiadanie wiedzy o
wartosci parametru o, Niestety wartos¢ ta najczg¢sciej pozostaje nieznana, mozna
ja jednak estymowa¢. Niech:

e=y-X;w; =Xj0; +&- X w; =X (0; ~w,)+E=

66
= (X8 'k Py S TIXT - XS TIXT + g = Mg, (66)
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gdzie: e — reszty modelu,
M — macierz idempotentna:

M™™ =M= (X;8"'k{ P~'k;s7X] - X;87'xT +1). (67)
Wobec tego:
efe=gTMMe=TME =7 (X;S7'k{P "I STIXT - X;87IX] + )5 (68)
Poniewaz e e jest skalarem, zatem uzyskany wynik rowny jest swojemu sladowi:
ele=tr(e (X8 kP8 7XT - X;87IXT +1)g )=

=£Te (X, 87K P S TIXT - X, 87IXT +1)=

(69)
= ng[tr(xls"k,TP“k,s“xlT) ~ (X 87T + 1)] =
= ng[tr(P“k,s"x,Txls*‘l) ~tr(X;87'XT ) - tr 1] =tTE(n—m+1).
Czwarta rdwnos$¢ powyzszego rownania wynika z tego, ze:
tr(AB) = tr(BA), (70)
o ile wymiary macierzy pozwalaja na wykonanie obu iloczynow. W takim razie:
E(eTe)=E(ng(n—m+1))=az(n—m+1). (71)
Nieobciazonym estymatorem wariancji sktadnika losowego jest wigc:
T
2__ee
S; m— (72)

Na podstawie (65) i (72) wariancja bledu prognozy wynosi:
v = S2(1+ Xis7XGT - X8 Tk P s X, (73)

Ostatecznie bezwzgledny blad prognozy ex ante mozna wyznaczy¢ ze wzoru:

y=S,1+ X8 IXT - xis kTP ks 7IX]T (74)
3. Prognoza przedzialowa

Gdy wyznaczana jest jedna prognoza, réwnanie (60) mozna zapisa¢ nastgpujaco:

Yy =Xjo;+&". (75)
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Jezeli E_‘Ti* ma (n + 1)-wymiarowy rozktad normalny, to:
Xiw; -y
o1+ X3871X;T - Xis k[P ks 'X;T

(76)

ma rozkiad normalny standaryzowany, poniewaz wyrazenie w mianowniku jest
pierwiastkiem z wariancji bedu predyke;ji [3, s. 152].
Z kolei:

(n-m+1)S2 ="Mz, (77)
gdzie macierz M jest macierza idempotentng (zob. wzér (67)) rzegdu n—m+1, ma

rozktad 12 o n—m+ 1 stopniach swobody [3, s. 104-105, 147]. Zatem:

(n—-m+ l)Se2

0_2

(78)

ma rozklad 12 o n—m+1 stopniach swobody. Ponadto zmienne dane wzorami
(76) i (78) sa niezalezne. Aby to udowodnié, wystarczy wykazaé, ze iloczyn macie-

rzy $7'XT STk [P 'k ™'X[ z wyrazenia w —o; =(S7X] -Sk[P kS X[
oraz macierzy M réwna sig zeru:
(s7'x} -8 'k{P 'K s 7IX] M =
=(87'XT -7k P Tk STIXT )X ST P TGS TR - X 8TIX 1) =
=87 IxTx;s7 kP Ik, s7IxT -s7IxTx,s7!xT +s7Ix] - (79)
STk PR STIXTX ST P TR STIXT 48Tk Pk sTIXTX S TIXT -
sk Pk STIXT =87k Pk STIXT -s7IX T 487X -
sk TP 'k s7IXT sk TP 'k s 7IXT sk TP 'k 87X =0,
Z powyzszych rozwazan oraz definicji rozktadu ¢-Studenta wynika, ze:

erl—y* Nn-m+1

o1+ X8 1XT - X! kTP 'k, s7IX;T

0'2
Xijwy -y” _Xjwi -y’

S, 1+ X7 T - X s~k TP i 571X T v
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ma rozktad ¢-Studenta o » — m + 1 stopniach swobody.
Na podstawie powyzszego rownania oraz wiedzac, ze:

Pty <ty p<ty}=1-a, (81)

gdzie ¢, — warto$¢ statystyki odczytana z tablic +-Studenta z dwustronnym obsza-

rem krytycznym dla poziomu istotnosci rownego a i n—m+1 stopni swobody,
mozna wyznaczy¢ przedzial ufnosci dla prognozy:

P{Xiw —tav<y" < Xiwi +1gv}=1-a. (82)
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WEIGHTS OPTIMIZATION IN WEIGHTED MOVING AVERAGE
MODEL

Summary

The paper presents a way to optimize weights in weighted moving average model. The minimum
of the ex post forecasts mean-square error was chosen as a criterion of optimization. The author also
presents the way of estimating ex ante forecasts errors. They are useful both for evaluating the
admissibility of forecasts calculated with the use of estimated models and for calculating forecasts
confidence intervals.
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