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1. Wstep

W pracy rozwaza si¢ formalne wzorce dynamiki zjawisk ekonomicznych. Beda
to przede wszystkim modele proceséw o charakterze przypadkowym (wystepujace w
zagadnieniach aktuarialnych i finansowych). Nieco uwagi poswigecimy roéwniez de-
terministycznym ,,prawom ruchu”, znanym z teorii ekonomii. Modyfikacja klasycz-
nych zaleznosci mikroekonomicznych umoziiwia opis fluktuacji wielkosci pojawia-
jacych si¢ na rynkach finansowych. Skonfrontowanie tych dwdch metodologii ma na
celu nie ich przeciwstawienie, lecz raczej uwypuklenie ich komplementarnosci.

Omoéwimy najpierw pokrétce procesy Poissona, Coxa 1 ich uogélnienia (procesy
podwdjnie stochastyczne). Znajduja one zastosowania w matematyce ubezpieczenio-
wej 1 finansowej (procesy zgloszen o losowej intensywnosci, zrandomizowany czas
operacyjny, procesy podporzadkowane). Nastgpnie zajmiemy si¢ martyngatami jako
modelami stochastycznie ,,sprawiedliwej” dynamiki i ich zastosowaniami w ubezpie-
czeniach 1 finansach. Dalej przedstawimy model procesu ryzyka z kapitalizacja nad-
wyzek 1 podamy informacj¢ o wykorzystaniu w teorii ryzyka kawatkami determini-
stycznych proceséw markowskich. Ostatnia czgs¢ pracy bedzie poswigcona mikroeko-
nomicznej analizie rynkéw finansowych. Akcent potozony jest na rézniczkowa forma-
lizacj¢ klasycznych praw ruchu ,,mechaniki wielkosci ekonomicznych”. Wydaje sig, ze
sferyczny model spiralny dynamiki rynkéw finansowych syntetyzuje: klasyczny model
pajeczynowy, jego ,ptaskie” uogdlnienie (spirala logarytmiczna) oraz ,,metodologi¢
falowa” Elliota. Spostrzezenie to sformulowano na podstawie analizy szeregéw cza-
sowych oraz tréjwymiarowej symulacji komputerowe;'.

U Cz¢s¢ zagadnien omawianych w ninicjszym artykule byla juz poruszana we wczesniejszych
pracach autoréw (por. np. [Rybicki 1998; 2000; 1995, s. 237-247; Juzwiszyn 1999; 2001]).
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2. Klasyczne-procesy zgloszen

Problematyka modelowania dynamiki ryzyka wiaze si¢ z aktywnoscia aktu-
arialng i finansowa podmiotéw ekonomicznych. Formalnymi modelami tej dyna-
miki sa procesy stochastyczne, ktore opisuja fluktuacje wielkosci kapitatu towa-
rzystw ubezpieczeniowych w czasie oraz zmiany cen waloréw na rynkach finan-
sowych. Stanowia one szczegdlna (a zarazem szeroka) klase¢ modeli. Sktada si¢ na
to kilka przyczyn: (a)stosunkowa latwos¢ przetozenia ,,zdroworozsadkowych”
postulatéw behawioralnych i spostrzezen natury mikroekonomicznej na jezyk ma-
tematycznych wiasnosci funkcji losowych; (b) istnienie naturalnego numeraire —
doskonale podzielnej zmiennej ,,bogactwa finansowego”; (c) mnogos¢ realizacji,
znaczna dlugo$é szeregdw czasowych oraz mozliwo$¢ ,,quasi-ciaglej” reje-
stracji ich wartosci, co umozliwia statystyczng identyfikacje (i weryfikacje)
struktury probabilistycznej tych proceséw. Stosowanie modeli stochastycz-
nych stanowi wigc wiarygodna i efektywna metode badawcza.

Inspiracje o rodowodzie ekonomicznym sa tu ,,réwnorzednym partnerem” tra-
dycyjnych stymulatoréw fizyczno-przyrodniczych: masowe procesy zgloszen
(roszczen) mozna poréwnywacé z rejestracja promieniowania radioaktywnego, a
wfalowanie” gietdy — z dyfuzja. Trudno przeceni¢ rol¢ wizjonerskich dokonan w tej
materii F. Lundberga [1903] czy L. Bacheliera [1900], ktérzy przed wiekiem
konstruowali swe pierwsze modele. Jednak dopiero w ostatnim pétwieczu powstaty
formalne podstawy i narz¢dzia analityczne niezbgdne do Scistego opisu — waznych
m.in. dla matematyki ubezpieczeniowej i finansowej — proceséw punktowych,
Levy’ego, dyfuzyjnyth, stabilnych oraz martyngaléw. Niektére z nich oméwimy
W niniejszej pracy.

Matematycznymi modelami losowych potokéw zdarzen sa procesy punktowe.
»Licza” one zgloszenia jednostek do obstugi (teoria kolejek), awarie urzadzen i
momenty instalacji nowych (teorie niezawodnosci i odnowy) oraz rejestruja rosz-
czenia odszkodowawcze (matematyka ubezpieczeniowa). Ponizsza definicja odwo-
luje si¢ do ciagu chwil, w ktérych pojawiaja si¢ owe ,,sygnaty”.

Definicja 1 (por. np. [Serfozo 1990])
Niech dany bedzie ciag rzeczywistych zmiennych losowych, okreslonych na
przestrzeni probabilistycznej (£2,.7, P)

T={T

n?

n=1,2,.}; O<T<T,<.; limT, =co, (1)

n—ooo

Procesem punktowym (liczacym) nazywa si¢ funkcje losowg
N={N (t), 120}, )

okreslong wzorem
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N(t)=> 1{T, <1}, €)

gdzie symbol I{A} oznacza indykator zbioru A (w réwnosci (3) pominigto argu-

ment ,Josowy”: N(t)= N(r;@)). Dualizm proceséw T oraz N wyraza sig relacja
P(N(r)>n)=P(T, 1) (@)

(ciag losowy {T,, n=1,2,...} takze nazywany jest procesem liczacym). Jezeli proces
punktowy N ma niezalezne, stacjonarne, poissonowskie przyrosty (dla dowolnych
czterech punktéw 1, <t, <, <t, réznice N(t,)—N(t) i N(5,)=N(r,) sa nieza-
leznymi zmiennymi losowymi, oraz dla kazdego t 201 7>0

k
P(N(r+r)—N(r)=k)=e"“%; k=0,1,2,..), (5)

to jest to oczywiscie proces Poissona. Proces odstgpdw pomigdzy zgloszeniami
r={¥,
ktadach wyktadniczych z parametrem A. Parametr ten to intensywno$é procesu
zgloszen, czyli wartos¢ oczekiwana zmiennej N(1).

Ln=1,2 .}, (Y, =T, —T,) jest ciagiem niezaleznych zmiennych o roz-

Zalozenie o wyidealizowanej ,,poissonowskiej losowosci” rozmieszczenia sy-
gnaléw na osi czasowej moze budzi¢ zastrzezenia praktykéw i teoretykéw. Rozpa-
truje si¢ wigc takze niejednorodne procesy Poissona — o zmiennej intensywnosci,

czyli funkcji intensywnosci A(r) (,intensywnoéci chwilowej”). Catkowanie tej
funkcji prowadzi do innej charakterystyki procesu — miary intensywnosci A, zde-
finiowanej relacja

!

A({0.1)) = Jl(r)dt. (6)

0

Jesh jako wielkos¢ pierwotng przyjmiemy miar¢ A (borelowska, skonczona
na zbiorach ograniczonych), okreslona na przestrzeni (R*,.ﬂ), to funkcja
A(r)=A((0,r>)2 jest niemalejaca, nieujemna i prawostronnie ciagla — posiada

wiec uogélniona funkcje odwrotna A™ .

2 W dalszym ciagu bedziemy uzywaé lych samych oznaczed (A) na t¢ miarg i jej dystrybuante.
Dodajmy, ze wtasnos$¢ (6) oznacza absolutng ciaglos¢ miary intensywnosci wzglgdem miary Lebes-
gue’a ! na prostej.
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Przypomnijmy teraz, ze tzw. miare losowg A? (na <0;oo)) mozna okresli¢ ja-
ko proces stochastyczny A={A(r), 120}, spetniajacy warunki: (i) A(0)=0;
(if) Vre (0;00) A(t)<oo; (iii) o niemalejacych realizacjach [Grandell 1979]. Do-
daymy, ze miara losowa A na (();oo) jest procesem punktowym, jesli jej

P-prawie wszystkie (p.w.) realizacje sa niemalejacymi funkcjami schodkowymi o
wartosciach catkowitych. Niejednorodny proces Poissona N (r)= N((O;r);t > 0) ,Z

miarg intensywnosci A, jest miarg catkowicie losowa?, dla ktére;j

P(N(B)=k)= x : k=0,1, ..., Be. % . @)

Proces N ma stacjonarne przyrosty tylko wowczas, gdy A jest arkrotnoscig
(a>0) miary Lebesgue’a I . Dla & =1 otrzymujemy tzw. standardowy proces Pois-

sona, oznaczany symbolem N(t) (zatem N(1)=N((0;1))e 2(1)). VBe . %,
zachodzi réwnos¢ A(B)=E(N(B)). W szczegéinosci A(t)=E(N((0;1)))=
=E(N(r)). W zwiazku z tym miar¢ A i jej dystrybuant¢ A nazywa si¢ rowniez
miarami $redniej procesu N.

Jesli dla zadanego procesu punktowego N (f) oraz dystrybuanty A (miary A)

na prostej zdefiniujemy formalne ztozenie wzorem
N (t)=(NoA)(1), (8)
to whasciwg rola funkcji A jest ,,przeskalowywanie czasu”: N™(t)=N(A(r)),a

k-ty punkt procesu liczacego T, zmienia potozenie na 7, = A (T,). Proces punk-
towy N z miarg Sredniej A jest procesem Poissona wtedy i tylko wtedy, gdy

3 Najogélnicj rzecz ujmujac, miara losowa jest funkejg zbioru okrelona na (R' ,ﬂk) 0 warto-
$ciach w ustalonej przestrzeni zmicnnych losowych (spetniajaca odpowiednie warunki regularnosci).
Formalna dyskusj¢ tego pojecia mozna znaleZz¢ np. w [Grandell 1976]. Podobnic jak w przypadku
deterministyczncj miary intensywnosci, nic bgdziemy rozréznia¢ symbolu miary losowej A od ozna-
czenia jej dystrybuanty A (nie powinno to prowadzi¢ do nieporozumien).

* Miara losowa A na (0;m) nazywa si¢ calkowicie losowa, jesli dla dowolnego uktadu wzajem-
nic roztacznych, ograniczonych zbioréw borelowskich jej wartosci s3 niczalezne slochastycznie
(oznacza to w szczegdInosci niezaleznos¢E przyrostéw procesu A).
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d ~
N=NoA3 Proces N jest tzw. transformacja w czasie procesu N (i vice versa).

Funkcj¢ A™' nazywa si¢ w tym kontekscie czasem operacyjnym. Zwréémy uwa-
g¢ na dualizm interpretacyjny funkcji A: miara deterministyczna A ,,zdalnie”

kieruje procesem N (¢) (fluktuacje intensywnosci), a zarazem tylko ,$ciska lub
rozciaga” w czasie proces standardowy N (1) - eliminujac (czgdciowo) efekty typu

trendOw 1 sezonowoscl.

3. Zrandomizowany czas operacyjny i procesy podporzagdkowane
Zalézmy teraz, ze miara kierujaca procesem zgloszen jest losowa. Ponizej po-
damy trzy — réwnowazne — sposoby formalnego okreslenia takich proceséw.

Definicja 2 [Grandell 1976; Serfozo 1990]
(a) Niech dany bedzie standardowy proces Poissona N (¢) oraz niezalezna od nie-

2o (stochastycznie) miara losowa A na <0;oo) . Odwzorowanie (IV,A) SNoA jest

mierzalne. Proces N(r) zdefiniowany wzorem

N(r)=(N=A)(r) ©)

nazywa si¢ podwdjnie stochastycznym procesem Poissona [Grandell 1976].
(b) Oznaczmy symbolem !¢ o -cialo generowane przez zmienne procesu A

.‘5):50{A(t), 120}. Proces punktowy {N(t), tZO} nazywa si¢ warunkowym
procesem Poissona z procesem wartosci §redniej A6, jezeli N(0)=0 (P-p.w.) -
oraz

(i) Vne{l,2,..},V0<s <t <..<s,<t, , VB,,..,B, € B

(l
. L. . . . .. 1 = .
5> Réwnowaznie: dla procesu Poissona N z miarg intensywnoéci A mamy No A =N, gdzie
symbol N oznacza tzw. standardowy proces Poissona — proces Poissona o intensywnosci | (por. np.
[Grandell 1976])).
6 Réwnoznaczne sq terminy: proces Coxa oraz warunkowy proces Poissona (nazwami tymi

okresla si¢ takze procesy stochastycznie réwnowazne N ;N ). Ich angiclskie nazwy to: double
stochastic Poisson process (np. [Kingman 1964, s. 923-930]), conditional Poisson process [Serfozo
1972, s. 288-302] oraz, oczywiscic, Cox process. Dodajmy, ze A nazywany jest procesem kierujg-
cym lub procesem intensywnosci.
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P{(N(4)-N(s,)e By, .. N(1,)-N(s,)€ B,)1%]=

(10)
= P[(N(t)-N(s)e B)IF]-.. P[(N(t,)-N (5,)e B,)I¥] P-pw.,
(i) VOss<t Vke{0,1,2,..},
P[(N(r)-zv(s)=k)m]=Me[“’ O ppw. (1)

k!
(c) Niech N bedzie procesem punktowym, a A — miara losowa na <0;oo).
N nazywa si¢ procesem Coxa kierowanym przez miar¢ A, jezeli Vne {1, 2, ..}

Vky, ky, ..o k,€{0, 1, ..} i wzajemnie rozlacznych zbioréw A, ..., A, €. B

n kf ‘A(A,‘)
P[N(A)=k, ... N(4,)=k,|=E|[]4(4,) "T . (12)

J=l

Zauwazmy, ze w pierwszej definicji eksponuje si¢ losowa transformacj¢ czasu
(realizowang przez miarg A ). W drugiej i trzeciej na pierwszy plan wybija si¢ fakt,
ze procesy Coxa sq to, w zasadzie, procesy Poissona przebiegajace w ,,zmieniaja-
cym si¢ losowo otoczeniu’. Ta interpretacja najbardziej oddaje ducha ,,podwéj-
nej losowosci” — szczegdlnie sugestywna jest ona w kontekscie modelowania
procesow ryzyka matematyki ubezpieczeniowe;.

Oto ilustracja ,,mechaniki” proceséw Coxa: logicznie pierwotnym aktem jest
generowanie realizacji A miary losowej A — sukcesywnie ,tworzy si¢” miarg
intensywnosci {Z(r), tZO} »dla” realizujacego si¢ zarazem procesu poissonow-

skiego N. Wtdémos¢ procesu N w stosunku do procesu A nie jest wigc prostym
nastgpstwem czasowo-przyczynowym: ,,po losowym wyborze i ustaleniu parame-
tru »rusza« proces, zalezny od tego parametru™’. Kreacja parametru funkcyjnego
A nie jest aktem jednorazowym (w ,,pionowej” przestrzeni fazowej): proces A
ewoluuje losowo w czasie i na biezaco aktualizuje probabilistyczne charakterystyki

7 Syluacja taka ma micjsce tylko w przypadku, gdy A(l)=lt, gdzie A jest ustalong

zmienng losowa. N (1) jest wiedy tzw. mieszanym procesem Poissona, a 2 — wskaznikiem struk-
tury. O stochastycznych wlasciwosciach catego procesu decyduje wowczas tylko ,.impuls po-
czatkowy™: 2= 1 (por. np. [Panjer 1986]). Warto przy okazji doda¢, ze wyrdzniona pozycj¢ w
klasie proceséw Coxa zajmujg ujemnie dwumianowe procesy, w kidrych proces kierujacy jest
procesem gamma. Stanowig one uogdlnienie proceséw Pélya: niezalezne przyrosty maja rozkia-
dy gamma, ktérych parametry zaleza tylko od dtugosci przedziatu, a nie od jego polozenia
|Bandor[f-Nielsen 1969, s. 633-647].
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(intensywnosci), toczacego si¢ réwnolegle procesu Poissona. Nalezaloby zatem ten
dynamiczny warunek ,sytuowaé ukosnie” w produktowej przestrzeni czasowo-
fazowe;js.

Zmiennos¢ otoczenia wiodacego procesu czgsto udaje si¢ opisaé stochastycz-

nym procesem intensywnosci (chwilowych) A={A(r), 120}, zwiazanym z
!

miara intensywnosci zaleznoscia A(1)= j}.(s) ds®. Sam proces 4 moze mie¢
0

reprezentacje postaci A(t)=g(&(r)), gdzie g jest pewna borelowska funkcja

g:R—>R, fz{f(r);tz()} jest procesem informujacym o losowych zmianach

otoczenia. Postulaty dotyczace rodzaju tych zmian formutuje si¢ wtedy w jezykach
proceséw A lub ¢ — moga to by¢ procesy odnowy, markowskie, stacjoname itp.
Stochastyczna dynamika otoczenia procesu ryzyka moze mie¢ rézne zZrédta i
przejawiac si¢ w réznych formach. Moga to by¢, na przykiad, fluktuacje warunkéw
atmosferycznych lub mie¢ charakter bardziej ,technologiczny”. Rozwazmy super-

pozycje skoniczonej (n) ilosci niezaleznych proceséw Poissona, (N,,...,N"),

gdzie liczba proceséw sktadowych (dodawanych, w sensie funkcyjnym) zmienia
si¢ — losowo — w czasie [Serfozo 1972, s. 288-302]). Oznaczmy intensywnosci tych
proceséw odpowiednio: A, 4,,...,4,. Procedura ta ,steruje” wektorowy proces

stochastyczny &=(&,....£,), ktdrego wspélrzedne sa procesami przyjmujacymi
wartosci ze zbioru dwuelementowego {0;1}. W danej chwili 7>0 ,wybierane” i
sumowane sq te procesy (N, ), dla ktérych odpowiednie procesy &, (f) przyjmuja
wartos¢ rowna 1 (,,wlaczajac” je w ten sposéb).

Rozwazmy teraz niektére uogdlnienia podwdjnie stochastycznych procesow
Poissona. Niech na ustalonej przestrzeni probabilistycznej (£2,.7,P) okreslony
bedzie proces stochastyczny {A(t), 120} o P-p.w. realizacjach niemalejacych i
prawostronnie  ciagtych, przy czym  A(0)=0 (P-p.w.) i niechaj
A=0c{A(1);t20}.

8 Idca konstrukcji blizsza jest wige metodologii empirical Bayes niz klasycznej stalystyce bay-
csowskicj (por. [Robbins 1956, s. 157-164]).
?Proces A musi spehnia¢ warunki gwarantujace sens tej catki: np. jego P-prawie wszystkie re-

alizacjc sg calkowalne w sensie Riemanna na kazdym odcinku (0; t> .
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Definicja 3 [Serfozo 1972, s. 303-315]
Proces stochastyczny {X (t),tZO} nazywa si¢ procesem o przyrostach wa-

runkowo niezaleznych i stacjonarnych wzgledem procesu A(¢), jesli
(1) X jest procesem okreslonym na tej samej przestrzeni co A,
(i) Vne{l,, ..}, Vs, <t, <..<s, <t,, VA, .., A, €. 7

n?

PX (1)~ X(s5)e Ay, o X(1,)-X(s,)e4,1.2]=

13

=P[X(1)-X(s)e A 1. 2]... P[X(1,)-X(s,)e A, 1. 2] P-p.w., 4
(iii) VO<s<r VneR

E{[expiu(x(r)—x(s))]l./@}=qb(u)A(')_A(‘) P-pw., (14)

(@ jest funkcja charakterystyczng pewnego rozktadu nieskonczenie podzielnego).

Roéwnosé (13) definiuje warunkowa niezaleznosé¢ procesu X wzgledem ele-
mentu losowego A, relacja (14) za$ oznacza warunkowa stacjonarnos$¢ przyro-
stow X wzgledem A . Warto podkresli¢, ze relatywizm ten przejawia si¢ w dwo-
jaki sposéb: po lewej stronie wzoru wystgpuje warunek A (o -cialo . ), po
prawej za$ stacjonarno$¢ przyrostéw procesu X (1) wzgledem przyrostéw pro-
cesu A na tych samych przedzialach czasu. Inaczej méwiac: jest to jednorod-
nos¢ przyrostow wzgledem zrandomizowanego czasu operacyjnego, a nie —
czasu rzeczywistego.

Waznymi przykladami proces6w z omawianej przez nas klasy sa:
(1) warunkowy ztozony proces Poissona — wzglgdem procesu sredniej procesu ze-
wnetrznego (w relacji (14) & (u) =exp[l//(u)— 1], gdzie i jest funkcjq charakte-

rystyczng zmiennych procesu zewngtrznego); (ii) warunkowy proces Wienera —
2
wzgledem procesu wariancji (w relacji (14) @ (u)=exp [%J)

Miarg losowa A nazywa si¢ rowniez procesem kierujgcym, sam proces Coxa
N(t) jest procesem podporzadkowanym procesowi Poissona N(r).

Nietrudno pokazaé, ze jesli proces kierujacy ma przyrosty stacjonarne, to wlas-
nos¢ te dziedziczy proces podporzadkowany. W pracy Fellera [1969] bada si¢ nie-
zmienniki operacji podporzadkowania dla proceséw Markowa (na péiprostej do-

datniej) X ={X (1), +=0}, o stacjonarnych prawdopodobiefstwach przejscia.
Okazuje sig, ze proces X oAz{X(A(t)), 120} ,,pozostanie” procesem Marko-

wa, jesli A jest procesem Levy’ego [Sato 1999]. Splotowa wlasnos¢, charaktery-
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zujaca rozklady nieskonczenie podzielne, implikuje wtedy — dla prawdopodo-
bienstw przej$¢ (P) procesu zlozonego — wzér

oo

F(xT)= [0, (x.1)(F,(ds)), (15)
0
gdzie F, jest dystrybuanta (rozktadem) zmiennej A(t); (r>0). Relacja (15) ozna-
cza wilasnie ,,markowskos$¢” procesu X o A.

Jesli proces X ma réwniez przyrosty niezalezne, to procedura zrandomizowanego
przeskalowania czasu znacznie si¢ upraszcza i mozna otrzymac analityczne opisy efek-

téw wielu interesujacych zestawien — par( X, A). Okazuje sig, na przyklad, ze proces
Cauchy’ego jest podporzadkowany ruchowi Browna [Feller 1969]. Dokladniej: jesli
X = {X (1), t2 0} jest procesem Wienera o gestosciach prawdopodobienstw przejscia

2

1
q,(x)=(27t) 2 exp (—;—] , natomiast kieruje nim proces stabilny A= {A(t) , 12 0}
t
1 : :
o wykladniku charakterystycznym a= 5 ktérego gestosci prawdopodobienstw

l 2
L, . -5 =t V.
przejécia sq postaci g,(x)=(27rx3) 2exp(z—j, to rozklad P ma gestosé
x

1 1
p’(x)_z 2 +x

- . Réwnie wazna jest interpretacja tego wyniku: zmienna Z(r)

(podporzadkowanego) procesu Cauchy’ego, jest warto$cia procesu X (t) w chwili
A(t), gdy pewien (niezalezny od X) proces Wienera ¥ ={Y(s), s20} po raz

pierwszy osiaga wartos¢ ¢ . Spostrzezenie to ma kapitalne znaczenie w kontekscie
praktyki aproksymacji proceséw ryzyka procesami dyfuzyjnymi i rejestracji po-
zioméw wiodacych wskaznikéw (tych proceséw), w momentach osiagania przez
procesy pewnych wartosci krytycznych. W matematyce finansowej procesy podpo-
rzadkowane pojawily si¢ juz w latach siedemdziesiatych [Clark 1973, s. 135-155]
(por. takze [Karandikar, Rachev 1995, s. 427-447]).

W. Feller pokazat réwniez, ze jesli X (¢) i A(t) sa markowskimi procesami sta-

bilnymi, to proces podporzadkowany X o A jest stabilny [Feller 1969]'°. Dodajmy
jeszcze, ze pojecie podporzadkowania pochodzi od Bochnera [1955] (w jego bada-
niach wystapito ono w kontekscie probabilistyki i analizy harmoniczne;).

10 Autor ten informuje réwniez o naturalnych zastosowaniach pojecia podporzadkowania w
ogdlnej teorii polgrup.
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4. Martyngaly — modele ,,stochastycznie sprawiedliwej’’ dynamiki

Martyngaly to matematyczne modele powtarzalnych gier losowych, ,,sprawie-
dliwych” na kazdym etapie [Doob 1954; Feller 1969; Bojdecki 1976]. Formalnie sa
to czgsto uogdlnione ciagi projekcji ustalonych elementéw pewnych przestrzeni
liniowych na ich podprzestrzenie wstgpujace. Znane sa zwiazki martyngatéw i
p6étmartyngatéw z teoria potencjatu i funkcjami harmonicznymi [Doob 1971; Ma-
yer 1973] oraz ich zastosowania do badania zbieznosci w przestrzeniach funkcyj-
nych [Bojdecki 1976; Szirajew, Jacod 1987]. Ich uogélnienia matematyczne si¢ga-
ja procesow o wartosciach w przestrzeniach Banacha [Scalora 1961, s. 347-374;
Szulga 1979, s. 303-312], multifunkcji [Hiai, Umegaki 1977, s. 149-182] oraz al-
gebr von Neumanna [Hiai, Tsukada 1984, s. 791-799].

W samym obszarze badawczym probabilistyki znajdujemy wiele powiazan
martyngaléw z innymi obiektami tej-teorii. W ich wlasciwosciach tatwo dostrzec
charakterystyczne rysy innych klas proceséw: proceséw o przyrostach niezalez-
nych (lub — nieskorelowanych), stacjonarnych, ciagéw ,.czysto losowych”, syme-
trycznie zaleznych i tancuchéw Markowa. Nalezy tu wiele proceséw punktowych
gaussowskich!'. Techniki martyngalowe okazaly si¢ mocnym narzedziem matema-
tycznym przy badaniu procesow Markowa. Wreszcie — stanowia clou analizy sto-
chastycznej (catka Ito). Niektére zastosowania martyngaléw w teorii ryzyka i w
matematyce finansowej oméwimy w nastgpnym paragrafie. Podamy teraz podsta-
wowe definicje i standardowe ,.konstrukcje martyngatowe”.

Definicja 4

(a) Niech dana bedzie zupelna baza stochastyczna (b.s.)'? (2,.7%,.7 =
={7Z, n=0,1, 2, ..}, P). Martyngalem (nadmartyngalem, podmartyngalem) wzgle-
n=0,1,2, ]

adaptowany'? do filtracji 7,0 zmiennych catkowalnych'4, dla ktérego spetniony
jest warunek: Vm, ne {0,1,2,..}

dem filtracji F i miary P nazywa si¢ proces stochastyczny {X

"’

I1 Szczegdlina rola przypada procesom Poissona oraz Wienera, ktére w pewnym scnsie generuja
cala ¢ klas¢ proceséw. Sam proces Poissona nic jest martyngalem, jednak niewielka ,korekta” czyni
7 niego martyngat.

12 Przypomnijmy, z¢ baza stochastyczna to ,,zwykla™ przestrzen probabilistyczna (Q,.7 , P) uzu-
petniona o tzw. fliltracj¢ 7, czyli wstgpujaca rodzing pod- o -cial ¢ -ciala .7 . Zupetnosé¢ bazy
stochastycznej oznacza zupetnos¢ przestrzeni (.Q,.7, P) oraz spetnicnic warunku: zbiory miary zcro
naleza do wszystkich historii .%,; n=0,1,2, ..

13 Wszystkie zmicnne X, sa - odpowiednio — %, -mierzalne.

14 Mozna ostabi¢ to zatozenic (np. dla martyngaléw nieujemnych).
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m<n=>E(X, 1.7 )=X, P-p.w. (16)

m

(odpowiednio: E(X,|.7,)< X
(b) W przypadku czasu ciagglego zmienne procesu sg indeksowane parametrem
te (0;00) ({X (1), 120}, F ={.7(r);r20})s.0

Nalezy podkresli¢ element relatywizmu w okresleniu martyngatu: proces X na

m? E(Xn IZ;)ZXIH)

ogo6t nie bedzie martyngalem, jesli zmieni si¢ rodzing .77 lub miarg P. Z kolei dla
wielu proceséw mozliwa jest transformacja miary bazowej w réwnowazna (w sensie
réwnosci klas zbioréw zerowych), wzgledem ktérej procesy te sa martyngatami'®. Jesli
filtracje tworza o -ciala, generowane przez przeciwobrazy segmentéw procesu X (r)

def
(.7)( (1) = O'(X(.Y) , S St)j , to X jest martyngalem wzgledem wiasnej historii

(krétko — martyngatem). Filtracj¢ t¢ nazywa si¢ standardowg i oznacza symbo-
lem .7 ¥ ={.7X (1), )‘20} (FX :{.V;,X, n=0,],...} )'7. Postulaty typu ciaglo-
sci wiaze si¢ zwykle z ,,milczacym”. zalozeniem o przyjgciu tej wilasnie filtracji
(.7 -adaptowalnos$¢ procesu X staje sie wdowczas trywialna). Dla zmiennych
X (t)e LZ(.Q,.?, P) wygodna jest interpretacja ,,geometryczna funkcjonalna”:

w jezyku rzutdw ortogonalnych. Z definicji

E(X(t+®)-X(1)1.Z (1)) =E(X (t+7)1.7Z (t))-E(X (¢)1.7 (t)) =
=X, -X, =0,

przyrosty procesu sa wigc niezalezne od historii procesu. W przypadku zmiennych
z I (Q2,.7,P) wynika stad nieskorelowanie (ortogonalno$¢) przyrostéw. To

uogodlnienie wilasnosci klasycznych btadzen przypadkowych oraz proceséw o przy-
rostach niezaleznych jest istotne — w definicjach nie postuluje si¢ konstrukcji
martyngaléw droga sumowania zmiennych z ciagéw niezaleznych zmiennych lo-

15 Zaklada si¢ tez na ogét prawostronng ciaglosé filtracji (.7 (f) = ﬂ.7(s)(‘v’l > 0)) , a tak-

z¢ wlasno$¢ cadlag procesu, czyli istnicnie zbioru £, € .% , dla kidrego P(.Q")=I takiego, ze

wszystkie realizacje procesu X (a)) dia we R, sa prawostronnie ciagle i maja lewostronne granice
(por. np. [Janicki, Weron 1994; Revuz, Yor 1998]).

16 Zabicg ten odgrywa istotng rolg w modelowaniu i wycenie stochastycznych instrumentéw
matematyki finansowej (por. np. [Musiela, Rutkowski 1997; Szirjajew i in. 1994, s. 23-79; Weron,
Weron 1997)).

17 Uzywa sig tez nazwy wewnetrzna historia (internal history) procesu.
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sowych'8. Z réwnosci E(E(Z|.4))=EZ (Ze L'(Q,. 7 ,P); ..# - pod-o -cialo . 7§
wynika, ze w przypadku martyngatéw funkcja m(t)=E(X(t)) (teT, T=N lub
T= <O,oo) ) jest stata'® — jak w przypadku proceséw stacjonarnych.

Bezposrednie uogdlnienie ciagéw zmiennych niezaleznych stanowia tzw. ciggi

absolutnie fair (a.f.) — zmiennych lesowych catkowalnych {Y“, n=0,1,.}, dla
ktérych

EY, =0, E(Y,,,|.%)=0, n=0,1,2,..., Z =0a(Y,,...7,). (17)

n

Ciag {X 2 n=0,1,2, ...} jest martyngatem wtedy i tylko wtedy, gdy jest postaci
X,=C+) Y, (18)
k=0

gdzie {Yk, k=0,1,2,..} jest ciagiem a.f., a C — stala rzeczywista [Feller 1969)].
Urozmaicenie najprostszej (powtarzalnej) gry hazardowej (modelowanej sumami
czg¢sciowymi ciagu n.i.r.2% o Sredniej zero), poprzez dopuszczenie opcjonalnego
ustalania stawek (oraz decyzji o uczestniczeniu w kolejnych powtdrzeniach) na
podstawie wynikéw poprzednich edycji gry, psuje wzajemna niezalezno$¢ po-
szczegdlnych partii. Stynne twierdzenie Halmosa ,,0 niemozliwosci systeméw gry”
(zwigkszajacych szanse wygranych) stanowi, iz zabiegi takie nie pozbawiaja gry
a.f. jej definicyjnego atrybutu. Oto formalne ujecie tego zagadnienia (por. [Taylor
1990, t. 2]). Zmienne ciagu a.f., wystgpujace w reprezentacji (18) sa kolejnymi
réznicami martyngatlowymi Y, =X, — X, | (k =1,2,...). Zdefiniujmy ciag losowy
S ={S,\., k=0, 1,...} wzorami

So =Y5; Sn+l=Zyk+l'fk(Y0"“’yk)’ (19)
k=0

gdzie funkcje f, (k=0,...,n) sa ograniczone (.7, -mierzalne). S jest martynga-
fem 1 nazywa si¢ transformacja martyngalowg procesu X . Jesli zmienng Y,
bedziemy interpretowac jako wysoko$¢ wygranej (przegranej) w k -tej rozgrywce,
odpowiadajaca ,,obstawieniu” jednej zlotéwki, a funkcj¢ f, jako instrument usta-

'8 Sumy czgsciowe ciagéw n.ir. (zob. wyjasnienic w przypisic 20) o zerowej wartosci oczeki-
wanej, a takze procesy o przyrostach niczaleznych i zerowej srednicj, stanowia jednak ,,akademickie”
przyklady martyngatéw.

19 Dla nadmartyngaléw — malejaca, dla podmartyngaléw — rosnaca.

20 Tym skrétem begdziemy zastgpowaé zwrol: ,niezalezne zmienne o identycznych rozkladach”
(i.i.d. — idependent, identically distributed).



67

lajacy wielko$¢ stawki w (k + 1)-szym zaktadzie, na podstawie wynikéw poprzed-
nich zaklad6éw, to zmienne S, beda opisywac fluktuacje ,,fortuny” gracza w czasie.

Dziedziczenie wlasnosci martyngatowej przez transformacj¢ S wyklucza istnienie
systemu przeksztatcajacego gre a.f. w gre korzystna dla gracza. Oznaczmy
zmienng losowa fk(Yo,..., Yk) symbolem Z, (k=0,..,n) i wyeksponujmy
»réznicowa” natur¢ zmiennych Y, w relacji (19). Otrzymamy zaleznos¢

So=Yy, S,u =sz+|(xk+| =Xy )v (20)

k=0

ktéra mozna traktowad jako ,,dyskretny prototyp” catki stochastycznej z procesu
prognozowalnego {Z,, k=0,1,..} wzgledem martyngatu {X,, k=0,1,..} 2.

Jesli Y, jest ciagiem n.i.r. (Y0 =0) zmiennych o funkcji tworzacej momenty
M, ()= Elexp(AY,)], skonczonej dla pewnego A#0, to ponizszy proces
{X,, ne N}

XO =l’ Xn :[MY (l)]_" 'CXp[l(yl,..., Yn )] (21)

jest martyngalem. Jest to tzw. martyngal Walda?2. Definicyjng réwnosé
E(X, 1.7 )=X . (m<n) mozna, w tym przypadku, sprawdzi¢ krétkim rachun-
kiem?*. Jesli ¥, ~ N (0,1), to martyngat (21) przyjmuje prostsza postaé

X”=exp[l(Yl +...+Y")—%n12j|. (22)

Martyngal Levy’ego [Chow, Rabbins, Siegmund 1971; Bojecki 1976] (,,se-
kwencyjnych projekcji”). Niech dana bedzie b.s. (Q,.?,.’«’};,P) oraz zmienna

losowa Ze L'(Q,.7,P). Ps. {X (), teT}
X()=EZ1.7(t)) (P-pw.); teT (23)
jest martyngatem: dla s <t mamy bowiem

X(s)=E@Z1.7 (s))=E[E@VZ (N7 ) =E@\7Z (1))=X (r) P-p.w.

2l Definicje proceséw prognozowalnych beda podane w dalszej czgsci pracy (por. takze [Rolski i
in. 1998)).

22 Nalezy on do klasy martyngaléw wykdadniczych stosowanych do modelowania kapitalizacji
ciggtej w stochastycznej matematyce finansowej [Gerber 1979].

23 Przy czym wystarczy pokazaé ja tylko dla przypadku, gdy n = m + | (por. np. [Rolski i in. 1998]).
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Martyngat (23) tworza kolejne rzuty prostokatne funkcji Z na narastajace pod-
przestrzenie przestrzeni L*(Q,.7, P)?. Niech teraz sigma-cialo .7 stanowi do-

mknigcie filtracji T 7 =0'(U.7 (r)j Mozna réwniez ,,domkna¢” martyn-
el
gal (23). P. Levy pokazal, ze martyngat ten jest jednostajnie catkowalny i zbiezny
do pewnej.7_ -mierzalnej zmiennej X_ € L,(2,.7,P) (zob. [Chow, Robins,
Siegmund 1971; Bojdecki 1976]) 2
ImE(Z1.7 (1)= X

1 >eo

(24)

o ¢

Modyfikacja martyngatu, polegajaca na dodaniu do niego rosnacej funkcji (cia-
gu) afiniczej, przeksztalca go w podmartyngat. Réwniez na odwrét — odjecie od
danego podmartyngatu odpowiedniéj funkcji (deterministycznej lub losowej)
czyni z niego martyngal (elementarnym pierwowzorem takiej metodologii jest
musuwanie trendu” z szeregdw czasowych). Zacznijmy od trzech przyktadow.

(i) Niech X ={X(t), +20} bedzie procesem o przyrostach niezaleznych,
X(0)=0, E(X(t))=0. Jesli V>0 X,e[*(Q,.7,P), to proces stochastyczny
(p.s.) Z={Z(r),1>0}, gdzie Z(t)=X2(t)—E(X2(r)), jest martyngalem (wzgle-
dem standardowe; filtracji T )

(i1) Niech N ={N (1), rZO} bedzie procesem Poissona z parametrem
A>0. Rozwazmy dwa p.s. X i Z, ktérych zmienne okre$lone sa wzorami
X()=N(r)-A(r) oraz Z(1)=X*(r)-A. N jest podmartyngatem wzgledem
FV miary P, X (t) i Z(t) za§ sa Vp=21 prawostronnie ciaglymi
L" -martyngatami (wzgledem TN P )%,

(iit) Niech B={B(r),r >0} bedzie jednowymiarowym ruchem Browna?’, przy
czym B, e L”(Q,.7, P) dla pewnego p 1. Zaréwno B, jak i B, ={B, (1), +=20},
gdzie B, (t)= B2(t)-1 saciagtymi L” -martyngatamidla p>2.

Podamy teraz twierdzenia dekompozycyjne dla podmartyngalow.

24 Przy zalozeniu, ze Vie T X (1)e L'(Q,.7,P).

25 Warto dodaé, ze martyngaly Levy’ego pojawiaja si¢ jako modele , sprawiedliwych wycen™ w
matematyce ubezpicczeniowej i linansowej. Stanowig lez szeroka klase wzorcéw formalnych porzad-
kujacych teori¢ tych procesow.

% x(1)iv(1)e ’(Q,7,P) VteT.

27 Czyli standardowym procesem Wienera.
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Definicja 5 ([por. np. [Bojdecki 1976; Revuz, Yor 1998])

(a) Niech bedzie dana bis. (Q,.7,.7,P), . F ={.7,, n=0, 1, 2, ..} . Ciag lo-
sowy X ={X,, ne N} nazywa sig .7 -prognozowalny, jesli zmienna losowa
X, jest .7, -mierzalna, oraz, dla kazdego ne N, X,,, jest .7, -mierzalna.

(b) Niech bedzie dana b.s. (Q7f P), F ={7(t),t20}. Méwimy, ze
ps. X={Xx(t),r>0} jest .f-prognozowalny, jesli jest .‘7~-adaptowany, a
funkcja dwéch zmiennych X :<O,oo)x.Q—>R (X (t,w)) jest mierzalna wzgle-
dem O -ciala o((s,)xA; 520, Ae. 7 )30

Twierdzenie 1 (rozkiad Dooba-Mayera)
(a) Czas dyskretny. Niech bedzie dana b.s. (Q, F,F = {F;n=0,1,2.}, P) i

n=0,1,2,..} wzgledem FiP. Istnieje dokladnie jedna
n=0,1,2,..} oraz A={4,,n=0,1,2,..}, z ktérych

podmartyngal X ={X

n’

para proceséw M ={M R

pierwszy jest martyngalem (.7,P), a drugi — .7 -prognozowalnym, rosnacym
ciggiem zmiennych losowych, taka, ze dla kazdego n=0,1, 2,... zachodza nierow-
nosci X, =M, +4,, A, =0. Symbolicznie mozna ten zwiazek zapisa¢ w postaci

X=M+ 47 (25)

(b) Czas ciagly. Niech bedzie dana b.s. (Q,.’/’f',.f ={7, 120}, P) oraz pod-
martyngat X ={X (¢), t20} (7, P), dla ktérego rodzina zmiennych losowych
{X.,.;Te ve }30 jest jednostajnie catkowalna. Istnieje dokladnie jedna para proce-

sow M ={M (t),1 20} oraz A= {4(r),t >0}, z ki6rych pierwszy jest jednostajnie

28 Kazdy .7 -adaptowany proces X o P-p.w. lewostronnie ciaglych realizacjach jest .7 -pro-
gnozowalny — mozna wiasnic tak wyobraza¢ sobie procesy prognozowalne. W przypadku czasu
dyskretnego zmienna X, zalezy funkceyjnie od zmiennych o wezesniejszych indeksach — (P-p.w.).

29 Jesli zamiast podmartyngatéw wziaé dowolny .f—adaplowany ciag losowy, to ,tracimy” w
rozkiadzie (25) monotonicznos¢ czgsci prognozowalnej, ale mozliwa jest prosta konstrukcja procesu
n-|
A Ay =0, 4, = Z(X,\.Jrl =X, .74 ) . Jednoznacznos¢ rozumiana jest P-p.w. (por. np. [Bojdec-
k=0
ki 1976)).

30 Symbol 7, oznacza rodzing wszystkich skonczonych (P-p.w.) czaséw Markowa.
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catkowalnym martyngatem (f, P), a drugi — F -prognozowalnym, rosnacym
p.s. o zmiennych catkowalnych, para taka, ze Ve 20 X (t)=M (t)+ A(1).
(iii) Proces A nazywa sig .7~-kompensat0rem procesu X [

Przytoczymy jeszcze trzy nieréwnosci dla martyngaléw z czasem dyskretnym,
majace zastosowania m.in. w teorii ryzyka.

Nieréwnosci Kolmogorowa-Dooba*
(a) Zatoézmy, ze S={S,,,n=0,|,...} jest nieujemnym podmartyngalem

(.7. P). Dla kazdego x>0 ikazdego naturalnego n zachodzi nieréwnos¢

E(S
P(Umax S, Zx)s—(L). (26)
<k<n X
(b) (Wniosek z (a)) Jezeli S = {S,, ,n=0,1, } jest martyngatem, to dla kazde-
go x>0 i1 kazdego naturalnego n
E(s?

n

2

Sa——

P({nax|Sk|2x)S

<k<n X

(27)

(c)Jezeli §=(S

kazdego x 2 0 i kazdego naturalnego n

n=0,1, ) jest nieujemnym nadmartyngatem, to dla

n?

P(ﬂmax S, 2x)$ E(SO). (28)

<k<n X

5. Przyklady procesow stochastycznych
w matematyce ubezpieczeniowej i finansowej

Towarzystwo asekuracyjne, jak kazdy podmiot ekonomiczny, zainteresowane
jest zyskiem, natomiast jego klienci bacza, aby koszty polis byty ,,rzetelnie skore-
lowane” z rozmiarami i prawdopodobiefistwami ewentualnych roszczen. Tak wigc
strony wymuszaja na sobie nawzajem prowadzenie gry fair — i to w wersji dy-
namicznej. Obydwaj protagonisci ksztattuja swe opinie, odczucia i oceny w spo-

3 Zazwyczaj zaktada si¢ prawostronna ciagtosé procesu X . Procesy M i A dziedzicza t¢ whas-
no$¢. Dowody twierdzenia Dooba i Mayera mozna znale7¢ w kazdej monografii 7 analizy stochastycznej
(por. np. [Doob 1954; Mayer 1973; Rolski i in. 1998; Neveu 1972; Bojdecki 1976; Mayer 1973]).
W przypadku procesu punktowego kompensatorem jest jego stochastyczna intensywnosé A .

32 Wiaze si¢ je z nazwiskami Kolmogorowa oraz Dooba, ponicwaz sa to uogdlnione przez Do-
oba, martyngatowe wersje nicrownosci podanych wczesnicej przez Kotmogorowa (por. np. [Do-
ob 1954; Gichman, Skorochod 1968; Bojdecki 1976; Gerber 1979; Rolski i in., 1998; Weron, We-
ron 1997}, w pracach tych mozna znaleZ¢ proste dowody tych nieréwnosci).
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s6b adaptacyjny — w miarg rejestracji kolejnych obserwacji interesujacego ich pro-
cesu losowego. Ich decyzje, na kazdym etapie tej konfrontacji, musza spetniaé
warunki racjonalnosci i sprawiedliwosci — w aspekcie oczekiwan, wynikajacych
z informacji dostarczanych przez narastajacg histori¢ procesu oraz jego otocze-
nia. Réwniez liczba tych etapéw nie zawsze jest a priori znana stronom — i takze
zalezy od przypadku. Opcjonalne sa wiec zaréwno wysokosci stawek i skali ubez-
pieczen, jak i decyzje o ich kontynuacji. Modele dynamiki ubezpieczen powinny
by¢ odporne na ten rodzaj zakldcen — losowe zastopowanie procesu nie moze wy-
wolywaé drastycznego zachwiania zalozonej symetrii rél ,,graczy”. Widaé zatem,
ze rolg ,,straznikow czystosci sekwencyjnych gier ubezpieczeniowych” najlepiej
moga spetni¢ martyngaty.

Rozwazmy uproszczony wariant klasycznego modelu ryzyka — z czasem dyskret-
nym. Niech dany bedzie ciag X = {)? .» 1 =1,2, ...} nieujemnych, catkowalnych zmien-
nych losowych n.i.r., reprezentujacych laczne wartosci roszczen zglaszanych
towarzystwu ubezpieczeniowemu w kolejnych jednostkowych przedzialach czasu,

S :{S",n =1,2,..} za$ niechaj bedzie ciagiem skumulowanych roszczen (w okresach

(0; n) ). Przyjmijmy oznaczenie EX, =c¢ >0 . Oczywista tozsamosé S, :(S,, —c-n)+c~n;
n =1, 2, ... mozna zapisa¢ w skrétowej, symbolicznej postaci:
S=M+P. (29)

W réwnosci (29) ,,ukryty” jest zaréwno rozktad Dooba, jak i przepis na ,,uczci-
wa” skladke: proces S jest podmartyngalem, M — martyngalem, a P — procesem
naptywu sktadek (ktéry tutaj jest deterministyczna funkcja P (n)=c-n, interpre-
towang jako rekompensata ponadprzecigtnych strat towarzystwa). Analogiczny
model dla czasu ciaglego i procesu o przyrostach niezaleznych sprowadza si¢ prak-
tycznie do zmiany oznaczen: S{t)=M (t)+ P(t); r=0%.

Druga przestanka dla zastosowan martyngaléw w teorii ryzyka ma charakter
techniczny — chodzi o wykorzystanie technik martyngatowych do zadan szacowa-
nia prawdopodobienstwa ruiny (i innych parametréw proceséw ryzyka) [Gerber
1973, 5. 205-216; 1979]. Zalézmy zatem, Ze istnieje funkcja malejaca v:R — R,
dla ktérej Ii_l)n v(x)=0 (o wartosciach dodatnich), przeksztalcajaca oryginalny

proces ryzyka w nadmartyngat V={V , n=1,2,..}. Mamy wiec, z definicji

n’

vV, = V(U,,), n=1,2,... . Z nieréwnosci Dooba otrzymujemy nast¢pujace oszaco-
wanie prawdopodobienstwa ruiny firmy, dysponujacej majatkiem poczatkowym u >0

3 Kompensator P jest tu deterministyczng reguly ciaglego naliczania sprawiedliwej skladki.
W ogdinym przypadku rozktadu Dooba nic otrzymuje si¢ w lak prosty sposéb. Jednak w szerokie)
klasic procesdw ryzyka naturalne jest zatozenie o ich ,,podmartyngatowym zachowaniu sig¢”.
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EV,
. =V—(”—). (30)
v(0) v(0)

Niech T bedzie czasem Markowa (wzgledem standardowej filtracji nadmar-
tyngatu V), okreslonym jako moment ruiny: T =inf{ne N:V, >u} i niech

V=V, * Poniewaz E(V,)2EW,)(vn=1,2,..), wiec E(V,)2E(V,IT<n)

‘I’(u)s

P(T <n)+E(V, IT >n) P(T >n). Przejicie graniczne (n — o) prowadzi do uscis-
lenia relacji (30)

v(u) 1s

“EpW,)iT<e]

‘I’(u) (1)

Udang adaptacj¢ modeli (i technik) martyngatlowych do opisu dynamiki ryn-
kéw finansowych tlumaczy si¢ podobnie jak w ubezpieczeniach. Permanentna
konfrontacja elementéw chaosu z procesami poszukiwania réwnowagi (w skali
makroekonomicznej) wiaze si¢ (w skali mikroekonomicznej) ze stala wzajemna
kontrola stron w indywidualnych kontraktach finansowych, wymuszajaca ,,spra-
wiedliwg” strukture funkcjonowania tych uméw. Stad specyfika racjonalnych
oczekiwan (podmiotéw) co do przyszlych stanéw proceséw finansowych: sa to
inercyjne ekstrapolacje poziomu status quo. Latwo tu rozpozna¢ klasyczny
paradygmat — ,hipotez¢ rynku efektywnego” [Fama 1970, s. 284-418; LeRoy
1989, s. 1563-1621]. Z matematycznego punktu widzenia, okres$lanie optymalnej
prognozy (rzutu ortogonalnego) ,,pézniejszej” zmiennej losowej na poziomie
»obecnej” oznacza akceptacj¢ martyngalowej struktury procesu predykcyjne-
go E(X ([, ).7(t,)=X(tr,) P-p.w. (t, <t,).

Rdzen rynkéw finansowych stanowia instrumenty finansowe [Jajuga, Jajuga
1996]. Ich matematycznymi abstraktami sa odpowiednie elementy losowe. Warto
zwroci¢ uwage na dualizm, wystgpujacy u podstaw formalnego modelowania rze-

M T=oco,jesli Vne N V <u.V, tonadmartyngal ,stopowany” czasem Markowa T, \7;, =V,,’ =V
3 Bardziej wyspecylikowany przykiad podano w pracy [Rolski i in. 1998]. Dla danego ciagu

ii.c. X = {X,,, n =1, 2,...| oraz catkowitoliczbowej zmicnnej ,liczacej” T rozwaza si¢ rozktad ztozo-

— T
ny sumy losowej liczby skladnikow Y = ) X, , przy czym T jest ttaj reguly stopu niczalezng
k=1

od ciagu X.W nastepnym ctapic konstruuje si¢ ciag V = {V,,, n=\,2, }, gdzie V. =expy X

n+l
(7 > 0 odgrywa rolg analogiczna do wspétczynnika dostosowania — nie wchodzimy w szczegéty,
poniewaz jedynic odtwarzamy szkic konstrukcji). Na nim — z kolei — wykonuje si¢ zlozenie operacji
stopowania czasem T, z anihilacjq zmiennych ,dalszych” niz T . Otrzymany w ten sposéb proces
okazuje si¢ nadmartyngalem, kiéry umozliwia dokonanie zgrabnego oszacowania prawdopodobieni-

stwa P (¥ > u)< fexp(u) - EV, .
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czonych instrumentéw. Sa to konkretne produkty ekonomiczne o wyspecyfikowanych
cechach jednostkowych (regutach funkcjonowania). Uzasadnione jest wigc pytanie o
warto$¢ kazdego z takich instrumentéw jako calosci. Mozna teraz ograniczy¢ si¢ do
matematycznego charakteryzowania okreslonej zmiennej losowej. Jednak ,forma
zycia” klasycznego instrumentu o ustalonym terminie wygasniecia (T') jest ewolu-
owanie w czasie jego wartosci. Dynamike tych zmian ksztattuja zaréwno reguly okre-
slajace dzialanie danego instrumentu, jak i ustawiczna, nie kontrolowana randomizacja
— konsekwencja losowych zmian w jego otoczeniu. Jest to zatem proces stochastyczny
— zbior zmiennych losowych. Proces wyceny wartosci instrumentu nie jest jednak
dowolnym strumieniem zmiennych, wygenerowanym egzogenicznie (takim jak ciag
zmieniajacych sie w czasie, obiektywnych wartosci zjawiska przyrodniczego). Mamy
tu raczej do czynienia z permanentna ewolucja i ewaluacja jednego obiektu. Zmia-
ny szacunkéw badanych cech tego obiektu wynikaja z ciagltych zmian zbioru informa-
cji o jego — zmieniajacym si¢ — otoczeniu ekonomicznym. Oszacowania te maja cha-
rakter predykeyjny: sa to oczekiwane — w swietle naptywajacych informacji — warto-
Sci interesujgcej nas zmiennej. Zatemn: zmienna, czy proces? | jedno, i drugie! I nie
ma w tym sprzecznosci. Naturalnym warunkiem (o charakterze spdjnosci logicznej
oraz rzetelnosci) stawianym okresleniom wartosci jest ich odpomos¢ na procedure
wyceny: niezalezno$¢ wartosci przypisywanej instrumentowi w chwili f, od —
ewentualnego — wyboru ciggu momentéw dla ,,wycen posrednich”. Prognoza
(wartosci instrumentu) konstruowana w chwili ¢, powinna ,,zgadza¢é si¢” z pro-

gnoza prognozy (tej wartosci) liczona w chwili pézniejszej ¢, . Niech zatem dana
bedzie b.s. (.(277/: ={.Z; 0<t ST}, P) i rzeczywista, catkowalna zmienna lo-

sowa X : £ — R (instrument finansowy). Wycena wartosci instrumentu X w chwili ¢
to wyznaczanie warunkowej wartosci oczekiwanej W ()= E(X |.7 (r)). Proces W

wycen ,.X-a” dokonywanych w czasie, W ={W (t),0<r < T} jest zatem martyngatem
Levy’ego. Kofo si¢ zamyka: jeden instrument (x ) wraz z historig (filtracja .7:')

generuje caly proces W )) swoich warunkowych wartosci.

A oto prosty model, taczacy w sobie elementy stochastycznej dynamiki finan-
sOw oraz ubezpieczen [Gerber 1979]. Uwzglednienie zmian wartosci kapitalu w
czasie umozliwia jeszcze ,konfrontacj¢ czgsci dodatniej 1 ujemnej” procesu ryzyka.

Niech X ={X,, n=1, 2, ...} bedzie ciagiem n.i.r. zmiennych losowych (na prze-
strzeni (£2,.7,P)), oraz X, =u P-p.w. Dla stopy procentowej i oznaczmy sym-
bolami r oraz v czynniki: oprocentowujacy (r=1+i) oraz dyskontujacy
(v =(1+ i)_') (odpowiednio). Wartos¢ obecna (,,wieczystej””) sumy wktadéw okre-

sowych, o wielkosciach X, (n =1, 2, ) dana jest wzorem
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X, =) Vv'X,. (32)
n=0
Z kolet skumulowana wartos¢ tych wplat do chwili n -tej (wlacznie) wynosi

o0

8, =3 " X, n=0,1,.... (33)
n=0
Zdefiniujmy funkcj¢ G(u)=P(X, <0)= P[z v'X, S—u], a nastepnie ciag
n=l1

losowy G:{G,,, n=0,1,..}, gdzie G, :G(S,,); n=0,1,.... Proces G jest mar-
tyngatem (.‘?7~X,P). Jest to martyngal Levy’ego: G, = E(I{X” <0} .ZX );
n=0,1,... Rejestruje on zmiany — w czasie — prawdopodobiefstw (warunko-
wych) zachodzenia pewnej ,krytycznej” relacji pomigdzy zdyskontowang warto-
scig sumy wkiadéw a skumulowang wielkoscia tych wktadéw do chwili n. Réwnie
wazny jest tutaj aspekt ,techniczny’: rola funkcji G , ktéra transformuje proces
S, w martyngal G,. Dzigki temu nietrudno pokaza¢, ze prawdopodobienstwo
ruiny dla procesu S, dane jest wzorem doktadnym
B G (u)
E[G(S, )I(T <o)’
(T oznacza tu, oczywiscie, moment ruiny) *6.
Przedmiotem ogélnej teorii ryzyka w otoczeniu ekonomicznym?’ s3 modele
uwzgledniajace czynniki makroekonomiczne: stopy procentowe dla wkladéw i
kredytéw oraz inflacj¢. Juz w latach siedemdziesiatych H. Gerber zaproponowat
podejscie w duchu programowania dynamicznego z dyskontowaniem [Gerber

1972, s. 37-45], a M.J. Harrison rozwazal [Harrison 1977, s. 67-79] ciagly ,,pro-
ces aktywow” postaci

(1) (34)

Z()=e"+ "0 ax (s); 120, (35)
0

gdzie [ jest stopa procentowa, a relacja (35) stanowi zapis ,konfrontacji strat i zyskow”
towarzystwa (inwestujacego oraz zaciagajacego kredyty na tych samych warunkach).
Zalézmy, ze ubezpieczyciel umieszcza nadwyzki (rezerwy) na rachunku ban-
kowym, nominalna chwilowa stopa procentowa jest stata i wynosi f — przy opro-
centowaniu ciaglym kazda ztotéwka ulokowana w banku warta jest, po czasie f,
exp () ztotych. Zatézmy, ze sktadki naptywajace od nabywcéw polis natych-

36 Korzysta si¢ (u z klasycznych twierdzen granicznych teorii funkcji rzeczywistych
(por. [Sikorski 1958; Gerber 1979]).
3 Risk theory in an economic environment.
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miast wptacane sa do banku, a roszczenia ubezpieczonych realizuje si¢ ze Srodkow
towarzystwa, znajdujacych si¢ na jego koncie. Jesli stan konta ubezpieczyciela
wynosi zero, to bank automatycznie udziela mu pozyczki, oprocentowanej tak jak
wklady, réwniez stosujac oprocentowanie ciagle. Niech u oznacza wielkos¢ kapi-

tatu poczatkowego towarzystwa, a t,,1,,... — momenty, w ktérych nastepuja kolej-
ne zgtoszenia. Wéwczas wysokos¢ rezerw w chwili ¢ opisana jest réwnaniem
! N(1)
U)=ePu+ [ce?ds =3 P )x, 120. (36)
0 k=)

n=1,2.} - cia-
giem wielkosci zglaszanych roszczen. Zalézmy teraz, ze na ustalonej
przestrzeni (£2,.7,P) dany jest proces Levy'ego [Sato 1999; Szirjajew, Jacod
1987] X ={X (¢r),r >0}, o realizacjach cadlag (P-p.w.), przy czym E[X (t)]=,ut,

Var[X (t)]: ot (/.le R, 0*>0,1> 0). Relacjg¢ (36) mozna zapisaé w postaci

N ={N(r), 1 >0} jest procesem liczacym zgtoszenia, a X ={x

n?

U)=e?u+v(e)); 120, (37
gdzie
v(r)= [ePax (s); r20. (38)
0

Funkcja losowa V ={V (¢), 120} jest procesem wartosci biezacej zyskow
(zdyskontowanej do chwili ¢t; =0),a U ={U (1), tZO} — nogdlnionym procesem

ryzyka. Standardowa procedura kompensacyjna, zastosowana do procesu X, pro-
wadzi do okreslenia martyngatu M ={M (¢), k >0} (gdzie M (t)= X (¢)- pt;

t > 0). Mozna teraz zapisaé proces ryzyka U (f) w postaci
i
Ulr)= je-ﬂu M(s)+[%] (=e#); (20, (39)
0

Zréznicujmy teraz stopy procentowe dla inwestycji oraz kredytéw, wprowa-
dzajac takze pewne naturalne ograniczenia na aktywnos$¢ ekonomiczna towarzy-

3 zaréwno proces X, jak i V moga przyjmowaé takze wartosci ujemne. Oczywiscie, zdarzenic
{z(1) < 0} oznacza ruing towarzystwa, zmicnna T =inf {f > 0: Z(t)< 0} to moment ruiny, a funk-
cja l,l/(u)= P(T Sool Z(O)= u) okresla prawdopodobiefistwo tego zdarzenia (analogicznic do mo-
delu klasycznego).

¥ W pracy [Harrison 1977] sprawdza si¢ lormalna poprawnos$¢ operaciji zdefiniowanych wzora-

mi (37), (38), (39), a takzc podaje rownanie, ktére winno spetnia¢ prawdopodobiefistwo ruiny (jako
funkcja kapitalu poczatkowego ).
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stwa ubezpieczeniowego; (i) firma zbyt uboga nie moze inwestowa¢, (ii) bankru-
tom nie udziela si¢ pozyczek. Skutecznym narz¢dziem do opisu takich modeli i ich
analitycznej ,,obrébki” okazaty sie tzw. kawalkami deterministyczne procesy
Markowa [Davis 1984, s. 353-388]. A. Dassios i P. Embrechts (1989, s. 181-217]
zauwazyli, ze moga one stanowi¢ wzorce matematyczne dla obszeme;j klasy proce-
s6w ryzyka. Poglad ten uzasadnia sama natura jednych i drugich proceséw (wszak
procesy opisujace dynamik¢ zmian kapitatu firmy ubezpieczeniowej sa — warun-
kowo — deterministyczne na przedzialach czasowych pomigdzy poszczegélny-
mi zgloszeniami). Markowskos¢ tych proceséw w naturalny sposéb ,,wspétgra” z
technikami  martyngalowymi. Rozwazmy (za [Dassios, Embrechts 1989,
s. 181-217]) nastgpujaca modyfikacj¢ klasycznego modelu ryzyka. Kiedy proces
nadwyzek kapitalu towarzystwa ubezpieczeniowego maleje do wartosci ujemnych,
firma nie traci — od razu - zdolnosci funkcjonowania. Moze pozyczy¢ pieniadze na
swa dziatalnosé¢, ptacac odsetki od zaciagnigtego kredytu, o ustalonej intensyw-

nosci 0 (efektywna stopa procentowa i wynosi wigc IOO(eJ - 1)% ). Zat6zmy, ze
— w rozwazanym przedziale czasowym — intensywnos¢ naptywu skladki (p)
jest stata. Woéwczas funkcja dochodéw towarzystwa ma (lokalnie) postaé
p(2)=p+ & -1({z<0}). Z chwila, gdy proces zyskéw zejdzie ponizej pewnego
krytycznego poziomu, towarzystwo nie bgdzie w stanie placi¢ odsetek. Poziom ten

wynosi oczywiscie —g, bo wlasnie wtedy intensywno$é wplaty odsetek

przewyzszy intensywnos$¢ naptywu skladki. Zdarzenie

{EIt>O:Z(r)S—§} (40)

nazywa si¢ absolutng ruing.

W klasycznym modelu ryzyka skumulowane roszczenia tworza ztozony proces
Poissona, a sktadka naptywa (liniowo) z intensywnoscia p i stanowi jedyne zrédlo
dochodéw firmy. Zmiany kapitatu ubezpieczyciela pomigdzy zgloszeniami opisane
sa funkcjami liniowymi postaci

x(e+h)=x()+phdlaT, <t<t+h<T, d. (41)

n+l

Model ten mozna uczyni¢ bardziej realistycznym [Embrechts, Schmidli 1994,
s. 1-34]. Oznaczmy przez 4 sume, ktora towarzystwo ustalito jako rezerwg¢ plyn-
nosci, a przez B, oraz 3, stopy procentowe dla inwestycji oraz kredytéw — odpo-
wiednio. Dla T, <t <t+ h<T

n n+l

deterministyczna (warunkowo) trajektori¢ proce-
su okreslimy wzorami



77

P n_ P s 2l .
x(f)+-= [P -2 jesli x(r)<0 i x(r+h)<0,
( (1) ,sz 5 () (r+h)
x(r+h)=<x(¢)+ ph jesli 0<x(r)<A i x(t+h)<A, (42)

(x(t)—A+—g] A +A—§ jesli A< x(1).

Lepsze mozliwosci interpretacyjne daje analiza pochodnej funkcji x(¢) — po-
zwala dostrzec 1 skwantyfikowa¢ ,,pasmowy” regulamin funkcjonowania firmy
Box(t)+p dla x(1)<0,
={p dla 0<x(1)<A, (43)
B (x(t)-A)+p dla A<x(r).

dx (1)

dt

Widzimy, ze jezeli x(r)<0, to firma musi placi¢ odsetki o intensywnosci
—,Bzx(r), jesli x(r)>A4, to zarabia na inwestycjach — z intensywnoscia
B (x(r)— 4), natomiast w pasie wyznaczonym przez przedziat (O; A) proces ryzy-
ka ewoluuje identycznie jak w modelu klasycznym.

6. Spiralna dynamika rynkow finansowych

W roku 1939 R.N. Elliott opublikowat w ,Financial World” cykl artykuléw
poswigconych nowo stworzonej przez siebie teorii o tematyce prognostycznej
[Elliot 1939]. Teoria nosila nazwe ,,zasada fal”. Okazalo sig, ze od strony mate-
matycznej jest to metodologia prognozowania rynku, oparta na rekurencji
L. Fibonacciego [Fischer 1996]. W roku 1995 analitycy A. Forst i R. Prechter
uogdlnili zasade fal Elliotta [Forst, Prechter 1995]. W swym uogdlnieniu probo-
wali wykorzystaé plaska krzywa zwana spiralg logarytmiczna. Analizy rynku
dokonywane przez wyzej wymienionych badaczy zawsze byly oparte na spo-
strzezeniach dotyczacych ,dwuwymiarowych” obserwacji rynku. Konstrukcja
dwuwymiarowej spirali logarytmicznej pozwala jednoczesnie ,,otrzymaé” z niej
tzw. zlotg liczbe ¢ =~ 0,618. Zlota liczba [Ghyka 2001] jest podstawowa propor-
cja, na ktdrej oparta jest prognostyczna zasada fal Elliotta. Na podstawie obser-
wacji dlugich szeregéw czasowych zauwazono, ze ztota proporcja dobrze opisuje
dynamik¢ rynku. Wykorzystywana jest w zwiazku z tym do (adaptacyjnej) cha-
rakteryzacji trendu i ustalania poziomu cen akcji. Wyznacza réwniez tzw. wzdér
gieldowego ruchu, okreslajac jednoczesnie poziom cen i czas trwania trendu
[Forst, Prechter 1995]. Wspélczesna ekonomia zna wiele teorii, ktére definiuja i
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opisuja dynamike rynku. Pierwszymi, ktérzy w 1930 r. niezaleznie od siebie
opisali dynamiczny model rynku, byli: T. Hanau, R. Ricci i J. Tinbergen [Mante-
gna, Stanley 2001]. Model ten mial wyjasniaé¢ cykliczno$¢ wahan cen pewnych
débr w zaleznosci od zmian popytu i podazy, w konsekwencji za$ — dostarcza¢
narze¢dzi dla ekstrapolacji (w czasie) podstawowych wielkosci opisujacych rynki.
Zatozenia tego klasycznego modelu pochodza od L. Walrasa (1874) [Walras
1954; Klimczak 1998].

W celu uproszczenia analizy przyjmujemy, ze funkcje popytu i podazy sg po-
staci liniowej, {j.

d(pl)zadpl +bll’
s(p,)=a,p, +b,, (44)
po=cld(p)+s(p)].

gdzie: d(p,) i s(p,) sa odpowiednio funkcjami popytu i podazy pewnych débr
zaleznych od ceny p, Zmiana ceny w réznych okresach uzalezniona jest od bez-
wzglednej wartosci ilorazu wspdlczynnikéw kierunkowych funkcji popytu i poda-
zy. Tak zwany model pajgczynowy-spiralny wyjasnia wpltyw, jaki wywieraja zmia-
ny ilosci débr na ich ceny. Oscylacje ceny wokét hipotetycznego poziomu réwno-
wagi wyznaczonego przez punkt e wskazujg na stabilno$¢ modelu (decyduje o
tym bezwzglgdna warto$¢ ilorazu wspélczynnikéw kierunkowych funkcji popytu i
podazy). Sytuacje¢ t¢ ilustruje rys. 1.

Analiza dynamiki rynku wskazuje na jego oscylacje wzgledem hipotetycznego
poziomu réwnowagi rynkowej. Najpowszechniejsza definicja réwnowagi gospo-
darczej glosi, ze rynek jest w réwnowadze, gdy istnieje rownos¢ pomigdzy popy-
tem 1 podaza. Ta pozornie statyczna definicja w istocie jest oparta na zalozeniu o
charakterze dynamicznym, postulujacym istnienie sif, ktére oddzialuja na takie
zmienne ekonomiczne, jak ceny i ilosci pewnych débr.

Trzecie rownanie okreslane jest mianem postulatu cenowego Walrasa, w kto-
rym duza warto$¢ parametru ¢ >0 $wiadczy o gwaltownym charakterze rynku,
natomiast mata warto$¢ parametru ¢ okresla tzw. rynek ospaly. Parametr ¢ nazy-
wany jest parametrem dynamiki rynku [Panek 2000]. Wzrost lub spadek ceny w
postulacie Walrasa wyrazaja odpowiednie nieréwnosci:

p>04:)d(p,)>s(p,),

p<0ed(p)<s(p), (45)
a, <0, a,>0, b, >b,.
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s(p)=asp, +b,

\/\\/\\//Z:

P2

d1939¢ 94 92

Rys. 1. Model pajgczynowy — oscylacje umione

Zrédlo: [Klimezak 1998, s. 98].

Rynek jest zatem w réwnowadze dla ceny réwnowagi p,: d{(p,)=s(p.),

. b,
CZ)/]I a,p, +b{l =a,p, +1)l‘, lub (ﬂd —aj)p‘, =b_\' —b(l yd Sta_d pP. = a-\ _a(/ .
d

h)

Funkcja ceny w modelu Walrasa jest postaci [Panek 2000]:
p(t)=(po = p. )expl:c(ad -a.\.)t:|+ p.» p(0)=p, (46)
(jezeli p,=p,., to funkcja p(t)=p, =const). Jesli wspéiczynniki kierunkowe
liniowych funkcji popytu i podazy spetniaja nieréwnosci: a, <0, a, >0 i ¢>0,
to — oczywiscie - c(a, —a,)<0. Wéwczas limexpc(a, —a,)r =0, zatem
1 —oo

lim p () =(py - p.) limexp{ c(a, ~a,)t ]+ p, =0. (47)

{—o0

W modelu rynku zréwnowazonego (d(p,)=s(p,)) powyzsza relacja gra-
niczna ma nastgpujaca interpretacj¢ ekonomiczna. Jesli tylko cena odbiegala w
pewnym okresie od okreslonego poziomu réwnowagi p, # p,, to w wyniku od-
dziatywania rynku bg¢dzie ona samoczynnie dazy¢ do tego poziomu.

Funkcja ceny (46) w modelu Walrasa jest rozwigzaniem réwnania rézniczko-
wego [Panek 2000; Arnold 1983]
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p'(t)=c(ad—a_\_)p(t)+c(bd _b.\')’ (48)
przy warunkach
a=c(a,—a,)<0,
b=c(b,-b,)>0, (49)
b
pc =—.
a

Nieréwnosci powyzsze sa spetnione dla tzw. rynku typowego, tzn. niezaleznie
od tego, jak duza jest r6znica pomiedzy p, a p,, spelniona jest réwnos¢ graniczna

]Lm p(r) = p,, tak wigc cena wytracona z poziomu réwnowagi p, powraca w cza-
sie do tego samego poziomu — wykazujac tym samym ,,stabilng dynamikg™.

Zalézmy teraz, ze istnieja funkcje u(r) i v(¢), ktére sa rozwigzaniami réwna-
nia rézniczkowego p'(t)=ap(r)+b z warunkami brzegowymi p(0)=u,,
v(0)=v,:

u(ty=_(u, - pe)exp[c(ad -a, )t]+ D,

(50)
V(f) = (VO - P, )exp[c(ad -a )’]+ p..
Bezwzgledna réznica tych funkcji réwna jest
|u(t)—v(!)| =\(u0 - p()expl:c(ad _a.\')t:l_(vo - pe)exp[c(ad _a.\')t:” = (5|)
= [utg —v0|exp[c(ad —al‘.)r]
lim|u0—v0|exp[c(ad —a.\.)t]=0. (52)

Zatem kazde dwa rozwiazania wraz ,,z uptywem czasu zblizaja si¢ do siebie” (réz-
nica pomigdzy wartosciami tych funkcji dia tzw. duzych ¢ maleje do zera).
Prawdziwe jest tez jednostajne (stabe) oszacowanie tej réznicy

|u(t)—v(t)| = |up - volexp[c(ad —a_\.)t] S|ug —vo| VE20 (53)

(réznica wartosci funkcji u(ty) 1 v(f,) w punkcie poczatkowym determinuje
zakres ich zréznicowania na calej dodatniej pdtosi czasowej). Dodatkowo nalezy
zauwazy¢, ze jesli a=c(a,—a,)>0 (przypadek rynku nietypowego), to dla

p, # p, nie istnieje skonczona granica lim p(¢). Natomiast nawet niewielka réz-
| D=
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nica pomigdzy i, i v, spowoduje znaczacy wzrost wartosci bezwzglednej réznicy
|u(t)—v(t)| , gdy t — . W takiej sytuacji rynek bedzie wykazywat bardzo duza

dynamikg cen.

Empiryczna analiza tréjwymiarowych modeli gietdowych umozliwia pelniejszy
- niz w metodologii standardowej — opis dynamiki rynku [Juzwiszyn 1999; 2001].
Ruch ten jest ruchem spiralnym. Wystgpuje on we wszystkich przebadanych indek-
sach gieldowych z WGPW. Spiralna dynamika tego ruchu jest najlepszym uzasad-
nieniem tak czestego pojawiania si¢ wspétczynnikéw Fibonacciego na gietdach. By¢
moze tréjwymiarowa spirala jest rwniez naturalna forma opisu ewolucji otaczajace-
go nas rynku globalnego. Potwierdzeniem tréjwymiarowego spiralnego charakteru
gieldowych ruchéw sa kinematyczne trajektorie indekséw notowanych na GPW w
Warszawie [Mantegna, Stanley 1996; 1997].

Rys. 2. WIG20 za okres od 18.04.94 do 18.01.01

Zrédto: opracowanie wlasne (J. Juzwiszyn).

Dynamika tréjwymiarowego rynku dokonuje si¢ wokét hipotetycznego pozio-
mu réwnowagi i jest bardzo scisle uzalezniona od zmian takich zmiennych, jak
cena, ilo$¢ i czas [Juzwiszyn 2001]. Reakcje uczestnikéw rynku powoduja, ze
punkt rownowagi ¢ porusza si¢ po blizej nieokreslonej krzywej. Ortogonalne rzuty
tréjwymiarowej linii o charakterze spiralnym na plaszczyzn¢g OPQ swoim ksztat-

tem przypominajg tzw. spiral¢ Archimedesa, ktérej uproszczeniem jest model paje-
czynowy. Natomiast rzuty ortogonalne wspomnianej spiralnej linii na plaszczyzng
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OTP lub OTQ sa niczym innym, jak tylko tzw. dwuwymiarowymi funkcjami seg-

mentowymi (w najprostszym przypadku poligonalnymi [Smoluk 2001]). Potwier-
dzeniem tréjwymiarowego spiralnego charakteru gieldowych ruchéw sa dane z
WIG20 za okres od 18.04.94 do 18.01.01 przedstawione w ukladzie PQT (opra-

cowane przy wykorzystaniu programu Mathematica v. 3.0) [Drwal i in. 1998].

Rys. 3. WIG20 za okres od 18.04.94 do 18.01.01

Zrédio: opracowanie wlasne (J. Juzwiszyn).

1500

Rys. 4. WIG20 za okres od 18.04.94 do 18.01.01

Zré6dio: opracowanie wlasne (J. Juzwiszyn).
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7. Zakonczenie

W artykule przedstawiono kilka stochastycznych modeli dynamiki ubezpieczen
i finanséw oraz model deterministyczny —~ spiralnej dynamiki rynkéw finansowych.
Wyrdzniong pozycje¢ zajmuja — z naturalnych powodéw — procesy punktowe (lo-
sowe) oraz martyngaty. Od dawna panuje konsensus w kwestii stochastycznej na-
tury zjawisk przyrodniczych i ekonomicznych (przynajmniej w sferze modelowe;j).
Z drugiej strony nonsensowne byloby ignorowanie podstawowych, zweryfikowa-
nych po wielokro¢, zaleznosci ekonomicznych i wymyslania ad hoc ,,nowych praw
ekonomii” (na podstawie odpowiednio skompilowanych kolekcji danych). Intere-
sujace jest natomiast to stadium badan, w ktérym rozwaza si¢ rézne warianty tzw.
rozsadnej formalizacji ewoluujacych, nie rozpoznanych jeszcze do konca zjawisk
(by¢ moze — z natury — efemerycznych).

By¢ moze rolg ,.tacznika” migdzy prezentowanymi ujeciami spetnia model ra-
cjonalnych oczekiwan Mutha-Lucasa. W tej adaptacyjnej procedurze prognostycz-
nej (w martyngatlowym ,,procesie prognoz”) przyjeto bowiem pierwotnie — jako
punkt wyjscia — uktad klasycznych zaleznosci miedzy podstawowymi zmiennymi
ekonomicznymi d la Walras (cena, podaz, popyt) [Nerlove 1958, s. 227-240; Muth
1961, s. 315-335; Lucas 1972, s. 103-124].
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SOME MODELS FROM THE AREA OF THE ACTUARIAL
AND FINANCIAL MATHEMATICS

Summary

In the paper some formal models concerning dynamics ol economic phenomena are considered.
First ol all we discuss random processes appearing in theoretical investigations of insurance and
financial practical (“real”) problems. We also consider some deterministic “rules of motion” known
from economic theory. A slight modilication ol classic economic relations cnables us to describe in
new fashion (luctuations of crucial quantities characterizing financial markets.

We begin with discussing Poisson processes, Cox processes and their generalizations such as so
called doubly stochastic processes. These processes play an important role in the insurance as well as
in the linancial mathematics (processes of calls with random intensity , randomized operational time,
subordinated processes). Next we consider martingales as a models of “fair stochastic dynamics™. At
the same time we reveal (and report) their applications in insurance and {inance. The final part of the
article is devoted 1o microeconomic analysis ol [inancial market (in deterministic setting — as men-
tioned above). We propose Lo use so called three dimensional spiral model of behavior of financial
markets. It seems to generalize a classical cobweb model and logarithmic spiral on the planc as well
as famous Elliot waves. This hypothesis has been formulated on the basis of time series analysis
joined with compuler simulations.
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