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WYKORZYSTANIE GEOWNYCH SKEADOWYCH
W ANALIZIE REGRESJI WIELORAKIEJ

1. Wstep

Liniowa regresja wieloraka jest najczesciej stosowang metoda statystycznej
analizy wielowymiarowej. Gléwnym problemem pojawiajacym si¢ pszy zastoso-
waniu tej metody jest wspotliniowos$é ziniennych objasniajacych, ktora wystepuje,
gdy kilka regresorow jest w zaleznosci liniowej. O wspdtliniowosci czgsto infor-
muja wysokie korelacje migdzy niektorymi zmiennymi objasniajacymi.

Wspolliniowosé w analizie regresji jest przyczyna wysokich wariancji estymo-
wanych wspolczynnikow regresji, co powoduje, ze estymowane réwnanie regresji
jest niestabilne i bledne. W celu przezwycig¢zenia tego problemu proponowane sg
rézne rozwiazania. Jedna z mozliwosci jest wykorzystanie w analizie regresji
glownych sktadowych, ktore sa ortogonalne, a zatem niewspotliniowe.

2. Gléwne skladowe w analizie regresji

Standardowy model regresji liniowej (por. np. [1; 8; 9]) ma postac:
Y=XB+e, 4]

gdzie: Y — wektor n obserwacji zmiennej zaleznej,
X — macierz (nxp), ktorej (i, j)-ty element jest wartoscia j-tego predyktora
dla i-tej obserwacji,
B — wektor (px 1) wspotczynnikdw regresji,
£ — wektor (nx 1) sktadnikow losowych.
Wszystkie zmienne sa wyrazone za pomocg ich $rednich oraz elementy € sa
niezalezne i maja t¢ sama wariancje¢. Ponadto zatozono, ze zmienne objasniajace sa

standaryzowane, a zatem X'X jest proporcjonalne do macierzy korelacji predykto-
row.
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Glowne skiadowe (por. np. [2; 6; 7]) wyznacza si¢ na podstawie wzoru:
Z=XA ()

gdzie: Z — macierz (nxp), ktorej (i, k)-ty element jest wartoscia k-tej skladowej
dla i-tej zmiennej,
A — macierz (pxp), ktérej k-ta kolumna jest k-tym wektorem wiasnym
macierzy X'X.
Macierz A jest ortogonalna (AA’ =1I) (por. np. [5]), zatem: Xp = XAA'B =Zy,
gdzie y = A'B. W zwiazku z tym réwnanie (1) mozna przeksztalci¢ nastepujaco:

Y=Zy+e. 3)

We wzorze (3) predyktory zostaty zastapione glownymi skfadowymi, w przy-
padku gdy w analizie wykorzystuje si¢ m (m < p) gtéwnych skladowych model ten
redukuje si¢ do postaci:

Y=Z,v,te,, @

gdzie: y,, — wektor (mx 1), ktorego elementy tworza podzbior elementow v,
Z,, — macierz (n x m) zawierajaca m kolumn macierzy Z,

e,, —wektor (nx 1) skladnikow losowych.

m

Wykorzystanie glownych skladowych w analizie regresji ma wiele zalet. Po
pierwsze estymowanie y z rownania (3) jest duzo prostsze niz 3 z (1). Po drugie
tatwiej jest zinterpretowaé wklad gléwnej sktadowej w réwnaniu regresji niz wkiad
pierwotnej zmiennej. Ponadto wkiad i wspolczynniki regresji gtéwnej sktadowe;j
nie zaleza od tego, ktére sktadowe sa uwzglednione w analizie. Natomiast w regre-
sji z pierwotnymi zmiennymi wkiad i wspélczynniki regresji moga radykalnie ulec
zmianie, gdy zmienna zostanie dodana lub usunigta z analizy.

3. Zastosowanie metody gléwnych skladowych w analizie regresji

Przeprowadzono badanie ankietowe, ktérego celem bylo okreslenie, jakie
zmienne maja decydujacy wplyw na popularnos¢ danej czekolady. Przedmiotem
badania bylo sze$¢ polskich czekolad mlecznych — Goplana, Wedel, Terravita,
Sniezka, Pomorzanka, Wawel — i sze$¢ zagranicznych czekolad mlecznych —
Milka, Alpen Gold, Fazer, Lindt, Nestle, Cadburry. W badaniu wzigto udziat 340
studentow Wydziatu Gospodarki Regionalnej i Turystyki Akademii Ekonomicznej
we Wroctawiu. Respondenci oceniali tylko znane im czekolady.

W tabeli 1 zamieszczono liczby respondentow oceniajacych poszczegodlne mar-
ki czekolad.
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Tabela 1. Liczba ankiet wypetnionych przez respondentéw przy ocenie poszczegdinych marek czekolad

Nr Nazwa czekolady . . Nr Nazwa czekolady . .
. .~. | Liczba ankiet . . .| Liczba ankiet
czekolady | mlecznej, polskiej czekolady [mlecznej, zagranicznej

1 Goplana 314 7 Milka 332

2 Wedel 317 8 Alpen Gold 324

3 Terravita 275 9 Fazer 232

4 Sniezka 233 10 Lindt 213

5 Pomorzanka 159 11 Nestle 260

6 Wawel 205 12 Cadburry 257

Zrédto: opracowanie wiasne.

Czekolady poréwnywano ze wzgledu na 8 zmiennych zaprezentowanych na
skali semantycznej (siedmiostopniowej). Krance skali okreslono w postaci antoni-
moéw. Przyktadowa oceng czekolady mlecznej Goplana podana przez jednego z res-
pondentow przedstawiono w tab. 2.

W tabeli 3 zamieszczono mediany ocen wszystkich czekolad, a w tab. 4 —
posta¢ macierzy korelacji mi¢dzy zmiennymi.

Tabela 2. Przykladowa ocena czeckolady Goplana dokonana przez jednego respondenta

1[2[3[4]5]6]7
Popularna X Niepopularna
Tania X Droga
Niski poziom slodko$ci Wysoki poziom stodkosci
Szeroki asortyment smakowy Waski asortyment smakowy
(bakaliowe, nadziewane) (bakaliowe, nadziewane)
Opakowanie estetyczne X Opakowanie nieestetyczne
Szeroko dost¢pna X Malo dost¢pna
Znana marka X Malo znana marka
Czgsto promowana X Rzadko promowana

Zrédlo: opracowanie wiasne.

Tabela 3. Mediany ocen dwunastu czekolad dla o$miu badanych zmiennych

Symbol Numer czekolad

zmiennej 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12
a 3 1 3 4 7 4 ] 1 3,5 4 2 2
b 3 4 3 2 3 3 5 4 5 7 4 5
c 4 5 4 4 4 4 6 5 5 5 5 5
d 4 2 4 5 5 4 1 2 3 3 3 3
e 3 2 3 4 4 4 1 2 2 2 2 2
f 2 1 3 4 6 4 1 2 3 4 3 3
g 3 1 4 4 6 5 1 2 3 4 3 3
h 3 2 3,5 6 7 6 1 2 4 6 3 3

Zrédlo: opracowanie wlasne na podstawie przeprowadzonego badania ankietowego.
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Tabela 4. Macierz korelacji migdzy zmiennymi

Symbol zmiennej a b c d e S/ g
1,000 | 0,252 | 0,656 | 0,823 | 0,750 | 0,925 | 0920 | 0,919
—0,252 1,000 | 0,725 { 0,610 | 0,744 | 0,191 [ —0,318 | 0,192
-0,656 [ 0,725 1,000 | 0,919 | 0,934 | 0,592 | 0,752 | 0,650
0,823 | 0,610 | -0,919 1,000 [ 0,920 | 0,793 | 0,869 [ 0.808
0,750 [ 0,744 | 0,934 | 0,920 1,000 | 0,710 | 0,814 | 0,773
0,925 ( -0,191 | -0,592 | 0,793 | 0,710 1,000 | 0,952 | 0,932
0,920 | -0,318 | 0,752 | 0,869 | 0814 | 0,952 1,000 | 0,915
0,919 | -0,192 | 0,650 | 0,808 | 0,773 | 0,932 | 0915 1,000

>e [~ [ ]o [o{a

Zrédlo: obliczenia wlasne z wykorzystaniem pakietu SPSS.

Przed przystapieniem do analizy obliczono wskazniki KMO i MSA,, (por. np.
[3; 10]). Na podstawie wskaznika MS4, wyeliminowano z analizy zmienng b
(ceng). Wspotczynnik KMO bez tej zmiennej wynosi 0,82, czyli jest wysoki.

W modelu regresji liniowej zmienng zalezna jest pierwsza zmienna — popu-
larno$¢, natomiast pozostate zmienne sa zmiennymi objasniajacymi. Na podstawie
tab. 4 mozna zauwazy¢, ze migdzy zmiennymi wystepuja wysokie korelacje, co
wskazuje na wspotliniowosé.

Metoda najmniejszych kwadratow przeprowadzono analiz¢ regresji dla zmien-
nej objasnianej (popularnos¢) i zmiennych objasniajacych: poziom stodkosci, asor-
tyment smakowy, estetyka opakowania, dostepnos¢ w sprzedazy, powszechnosé¢
marki i promocje. Otrzymano nastgpujace wyniki:

e wspodtczynnik korelacji wielorakiej R = 0,946,

o kwadrat wspotczynnika korelacji wielorakiej R?= 0,895,

e dopasowany R? = 0,77,
¢ btad standardowy estymacji = 0,834,
o warto$¢ F(6, 5) = 7,127 przy poziomie istotnosci a = 0,024.
Dokfadnos¢ oszacowania funkcji regresji liniowej ocenia si¢ za pomoca
kwadratu wspotczynnika korelacji wielorakiej, ktéry jest tutaj wysoki, podobnie

jak dopasowany R?. Istotnosé statystyczna modelu testuje si¢ za pomocg rozkfadu
Fishera-Snedecora; otrzymany model regresji jest istotny statystycznie na poziomie
istotnosci 0,024.

W tabeli 5 zamieszczono wspotczynniki regresji, ich bledy standardowe oraz
graniczne poziomy istotnosci dla rozkladu Studenta, ktére okreslaja, czy poszcze-
gélne wspotczynniki sg istotne statystycznie. Wszystkie wielkosci w ostatniej
kolumnie tab. 5 sa wieksze od 0,05, a zatem wszystkie wspotczynniki sa nieistotne
statystycznie.
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Tabela 5. Wspétczynniki regresji liniowej

Wyszczeg6lnienie z?'r)l,ir::r?:j Wspélczynniki s tanlc?;?:owy Statystyka ¢ Grml;i?g oz:izmm
Wyraz wolny —4,455 12,431 —0,358 0,735
Poziom stodkosci c 0,602 1,984 0,303 0,774
Asortyment smakowy d 0,485 0,899 0,539 0,613
Estetyka opakowania e —0,004 0,911 —0,005 0,996
Dostgpno$é f 0,139 1,041 0,134 0,899
Popularno$¢ marki g 0,432 0,939 0,460 0,665
Promocje h 0,315 0,404 0,779 0,471

Zrédto: obliczenia wlasne z wykorzystaniem pakietu SPSS.

Nastgpnie zastosowano metod¢ gldwnych skltadowych w celu wyodrgbnienia
ortogonalnych sktadowych, ktore zostana wykorzystane w analizie regresji.

W tabeli 6 zamieszczono wyniki metody gléwnych sktadowych z rotacja orto-
gonalna varimax. Na podstawie tych wynikéw mozna zauwazy¢, ze zmienne maja
istotne tadunki tylko dla dwéch pierwszych sktadowych, a pozostale skiadowe
wyjasniaja tylko 3,73% wariancji wszystkich zmiennych, dlatego zostana uwzgled-
nione tylko dwie pierwsze sktadowe.

Trzy ostatnie zmienne maja istotne fadunki dla pierwszego czynnika, natomiast
trzy pierwsze zmienne maja istotne tadunki dla drugiego czynnika. Zatem otrzyma-
no dwa czynniki, ktére wyjasniaja 96% zasobu zmiennosci wspolnej wszystkich
zmiennych:

e pierwszy czynnik jest opisany przez: dostgpnos¢, powszechnos$é marki, promo-
cje, czynnik ten nazwano ,,powszechno$¢ czekolady”;

e drugi czynnik jest scharakteryzowany przez nastgpujace zmienne: poziom
stodkosci, asortyment smakowy, estetyka opakowania, czynnik ten nazwano

,wiasciwosci smakowe”.

Tabela 6. Ladunki czynnikowe uzyskane po zastosowaniu metody gtéwnych skltadowych z rotacja
varimax

. Nr sktadowe;j | 5 3 4 5 6

Zmienne

Poziom stodkosci 0,307 —0,948 —0,019 0,015 0,080 —0,026
Asortyment smakowy 0,551 0,793 0,025 0,258 —-0,019 —0,004
Estetyka opakowania 0,454 0,856 0,086 0,026 0,230 —0,007
Dostgpno$é 0,938 0,328 —0,053 0,072 0,041 —0,055
Popularno$é marki 0,841 0,517 —0,064 —0,008 —0,015 0,145
Promocje 0,865 0,404 0,294 0,018 0,044 —0,011
Procent wyjasnionej wariancji [ 85,28 10,99 1,73 1,06 0,74 0,20

Pogrubiong czcionkg zaznaczono tadunki czynnikowe wigksze od 0,65, co do wartosci bezwzgledne;.

Zrédlo: obliczenia wlasne z wykorzystaniem pakietu SPSS.
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Warto zauwazy¢, ze pierwszy czynnik wyjasnia 85%, a drugi tylko 11%
wariancji, wigc czynnik ,,wlasciwosci smakowe” jest duzo mniej wazny przy opisie
zaleznosci pomiedzy zmiennymi.

Pierwotny zbior badanych 12 czekolad w przestrzeni szeSciowymiarowej zostat
przeksztalcony w zbior 12 czekolad w dwuwymiarowej przestrzeni niezaleznych
czynnikdéw gtéwnych (por. tab. 7).

Nastgpnie przeprowadzono analize regresji wielorakiej, w ktérej zmienna za-
lezna jest popularnos$¢ czekolady, natomiast zmiennymi objasniajacymi sa giéwne
skladowe: powszechnos¢ czekolady i wlasciwosci smakowe. Otrzymano nastepu-
jace wyniki:
¢ wspodlczynnik korelacji wielorakiej R = 0,944,

e kwadrat wspétczynnika korelacji wielorakiej R?= 0,892,

e dopasowany R®= 0,868,
e blad standardowy estymacji = 0,633,
e warto$¢ F(2, 9) = 37,015 przy poziomie istotnosci a = 0,000.

Tabela 7. Wspétrzedne badanych czekolad w uktadzie dwéch czynnikéw giéwnych

Nr czekolady Czekolada Czynnik 1 Czynnik 2
1 Goplana -1,16 1,39
2 Wedel -1,42 —0,10
3 Terravita -0,41 1,03
4 Sniezka 0,36 1,24
5 Pomorzanka 1,87 0,53
6 Wawel 0,65 0,90
7 Milka —0,86 -1,68
8 Alpen Gold -0,79 -0,40
9 Fazer 0,28 —0,65

10 Lindt 1,40 1,18
11 Nestle 0,04 —0,54
12 Cadburry 0,04 -0,54

Zrodlo: obliczenia wlasne z wykorzystaniem pakietu SPSS.

Podane wielkosci $wiadcza o dobrym dopasowaniu modelu do danych i sa zbli-
zone do wynikdéw otrzymanych na podstawie regresji dla zmiennych pierwotnych.

W tabeli 8 zamieszczono wspolczynniki regresji, ich bledy standardowe oraz
graniczne poziomy istotnosci. Z ostatniej kolumny tej tabeli wynika, ze wszystkie
wspotczynniki sg istotne statystycznie przy poziomie istotnosci 0,004.

Model wielorakiej regresji liniowej, w ktorym zmiennymi objasniajacymi sa
glowne skltadowe, ma nastgpujaca postac:

Y =2958+1,463Z, +0,743Z, . *)
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Tabela 8. Wspdlczynniki regresji liniowej

Wyszczegélnienie | Wspdlczynniki | Biad standardowy | Statystyka ¢ |Graniczny poziom istotnosci
Wyraz wolny 2,958 0,183 16,199 0,000
Powszechnos¢ 1,463 0.191 7,672 0,000

czekolady

Wiasciwosci 0,743 0,191 3,895 0,004

smakowe

Zrédlo: obliczenia wlasne z wykorzystaniem pakietu SPSS.

Model regresji liniowej, w ktérym uwzgledniono gtowne sktadowe, jest dobrze
dopasowany do danych i w odrdznieniu od modelu z pierwotnymi zmiennymi ma
istotne statystycznie wspdtczynniki.

4. Podsumowanie

Metoda gléwnych sktadowych przeksztatca zbior skorelowanych zmiennych
w zbidr ortogonalnych gtéwnych sktadowych. Dzigki temu gléwne skltadowe sa
pozbawione wspolliniowosci i dlatego sa wykorzystywane w liniowej analizie
regresji. Jednak nalezy pamietaé, ze zastosowanie gtownych sktadowym w regresji
ma sens tylko wtedy, gdy skladowe daja si¢ zinterpretowaé, dlatego czgsto
uwzglednia sie tylko kilka interpretowalnych gtéwnych sktadowych.

Wykorzystanie gtownych skladowych w analizie regresji liniowej pozwala na
lepsze dopasowanie modelu do danych, a takze na pozbycie si¢ niestabilnosci
modelu regresji otrzymanego na podstawie zmiennych pierwotnych.
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PRINCIPAL COMPONENTS IN REGRESSION ANALYSIS

Summary

In multiple regression, one of the major difficulties is the problem of multicollinearity. To over-
come this problem various approaches have been proposed. One possibility is to use principal compo-
nents.

The article presents the usage of principal components in regression analysis to reduce the
collective features of chocolate in order to obtain a few components, which contribute mostly to the
popularity of the product on the market.

Dr Miroslawa Sztemberg-Lewandowska jest pracownikiem Katedry Ekonometrii i Informaty-
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