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1. Wstep

Planowanie eksperymentéw jest dzialem statystyki rozwijanym od lat 30. wie-
ku XX. Poczatkowo eksperymenty konstruowano z mysla o opracowaniu ich wyni-
kéw z uzyciem analizy wariancji, jednakze w latach 50. ubieglego wieku rozwinig-
to planowanie eksperymentéw w odniesieniu do zagadnien regresji w celu popra-
wienia wlasnosci estymator6w modelu regresji.

Szybki rozwdj teorii planowania eksperymentéw w wieku XX zwigzany jest
z dostrzeganiem coraz to szerszych mozliwosci zastosowania tej teorii do réznych
zagadnien praktycznych, a nie tylko, jak to mialo miejsce na poczatku, w rol-
nictwie. Zastosowania metod planowania eksperymentéw to np.: ekonomika pro-
dukeji (maksymalizacja wydajnosci procesu), zarzadzanie jakoscia (osiagnigcie za-
fozonego poziomu jakosci produktu), medycyna (zmniejszenie kosztow badania le-
kow), geografia (np. wybor potozenia obserwatoriow meteorologicznych), badania
marketingowe i wiele innych.

Rownolegle do wzrostu liczby obszaréw zastosowania metod planowania eks-
perymentOw rozwijala si¢ teoria planéw optymalnych w odniesieniu do zagadnien
regresji i plandw kosztowo-optymalnych. Istota tych teorii jest uzyskiwanie planow
o mozliwie najlepszych wlasnosciach statystycznych przy limitowanej liczbie
doswiadczen wyznaczonej przez ograniczone naklady kosztowe.

W zakresie metod optymalizacji statystycznej kosztowo-optymalne planowanie
eksperymentow pozwala:

— uzyska¢ optymalny lub quasi-optymalny plan eksperymentu przy zadanych
naktadach kosztowych,

— uzyskac plan eksperymentu zapewniajacy zadane wiasnosci statystyczne, ktéry
minimalizuje koszty eksperymentu.
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Teorie te zostang zarysowane szerzej i beda zilustrowane przykladami empi-
rycznymi w dalszej czg¢sci pracy.

2. Eksperyment w zagadnieniu regresji

Eksperyment w zagadnieniu regresji polega na zbadaniu okreslonej liczby
cech, ktore moga by¢ rowniez okreslone mianem cech (zmiennych) objasnianych
w stosunku do innego zbioru cech (zmiennych), zwanych objasniajacymi. W prak-
tyce czgsto realizuje si¢ eksperymenty z jedna zmienna objasniang w stosunku do
zbioru wielu zmiennych objasniajacych.

Tego rodzaju eksperyment moze by¢ przedstawiony jako ciag do$wiadczen,
przy czym doswiadczenie polega na uzyskaniu jednej obserwacji zmiennej objas-
nianej dla jednoczesnie zaobserwowanych (planowanie pasywne) albo ustalonych
przez warunki tego doswiadczenia wartosci (lub stanow) poszczegdlnych cech
objasniajacych. W tej pracy rozpatrywane bedzie jedynie planowanie aktywne, co
oznacza, ze wszystkie zmienne objasniajace sa zmiennymi kontrolowanymi.

Istotna kwestia dotyczaca planowania aktywnego w zagadnieniu regresji jest
ustalenie wartosci wszystkich zmiennych objasniajacych w poszczegdlnych
doswiadczeniach wchodzacych w sklad eksperymentu. Jesli eksperyment skiada
si¢ z n doswiadczen, a liczba zmiennych objasniajacych wynosi m, to zbiér danych
do eksperymentu mozna przedstawi¢ w formie macierzy

X11 le e X

ml
X12 X922 ... X0
X=| "7 . M
Xin X2n -+ Xmn
Elementy ciagu x) = [xll- Xy . x,m-] sa odpowiednio rowne kolejnym elemen-

tom i-tego (i =1,2,...,n) wiersza macierzy X, zwanej macierza planu eksperymen-
tu lub macierza planowania. Macierz (1) wyznacza jednoczesnie plan eksperymen-
tu P, obejmujacy n doswiadczen zdefiniowany jako zbidr

P = {x(l), x(z),..., x(")}, 2)
gdzie: x(©) =[xlk Xog - xmk]eDl,
k=12,...,n.
Elementami zbioru P, sa te punkty obszaru eksperymentowania Dy, w ktérych

nalezy wykona¢ poszczegdlne doswiadczenia eksperymentu obejmujacego » do-
$wiadczen. Kazdy z elementéw planu B, okresla jednoznacznie wartosci kontrolo-
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wanych zmiennych objasniajacych X;, X, ..., X,, w jednym z n do$wiadczen
eksperymentu.

W przypadku zagadnienia regresji z jedna zmienng objasniang Y(x) jej obser-
wacje uzyskane w wyniku realizacji planu F, przedstawia si¢ w postaci wektora

y —Y(x(l))-
g y:z _ Y(x:(2)) | 5
Yn Y(x("))

Omawiane zwiazki pomi¢dzy zmienna objasniana a zbiorem zmiennych objas-
niajacych mozna przedstawi¢ w postaci rGwnania regresji

Y(x) = h(x;0) + &(x). “)
Funkcja A(x;0) zwana jest powierzchnia odpowiedzi i wyraza si¢ wzorem
h(x,0) =6, fi(x)+..+ 6, f.(x), (5)
natomiast
0=[6, 6, ... 6,]" 6)

jest wektorem nieznanych parametrow rzeczywistych przedstawionego réwnania.
Z kolei wektor

(0 =[A() L& ... f0] (M
skfada si¢ z r znanych funkcji rzeczywistych fj(x), f>(x), ..., f,.(x) zmiennych x;,

Xy, ..., X, ktore sa ciagle i liniowo niezalezne w dziedzinie D C R™ réwnania (4).
Przez £(X) oznaczony zostal wektor bledow losowych dla kazdego z n do-
$wiadczen

5(X)=|:£(x(l)) #x?) . g(x("))] (8)

Niech

p=[1(x?) o(x) . (x)] ©)

Jesli sie przyjmie powyzsze oznaczenia, to mozna zdefiniowa¢ macierz F,,
ktérej elementy, gdy funkcje fi(x), f>(x), ..., f,(X) sa zadane, zaleza wylacznie
od elementéw macierzy X
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fl(x(”) fz(xm) fr(xu))'
£ | A7) A 6)]

f](x(n)) fz(x(")) fr(x(n))

(10)

3. Estymacja parametrow ogolnego roéwnania liniowego regresji
metoda najmniejszych kwadratow

Zakiadamy, ze celem planowania eksperymentow jest estymacja MNK wektora

parametrow 6 = [9] 6, ... 0, ]T lub powierzchni odpowiedzi (por. (5))

h(x,0) =6, f(X)+...+ 6, f,.(x)

réwnania regresji (3).

W teorii optymalnych plandéw eksperymentoéw dla estymacji wektora (6) lub
funkeji (5) zaktada sie m.in., ze:

1. Dziedzina D rownania (4) jest zbiorem ograniczonym i domknigtym prze-
strzeni R™.

2. Zbiér D; nazywany obszarem eksperymentowania D; c D jest zbiorem
ograniczonym i domknigtym.

3. Podzbior D, zbioru D, na ktérym nalezy oszacowaé powierzchnig odpowie-
dzi (5), bedzie nazywany obszarem prognozowania. Zbiér D, jest zbiorem ograni-

czonym i domknigtym.

4. Eksperyment majacy na celu estymacjg¢ wektora 6 =[¢91 6y ... Br]T reali-
zowany jest wedtug planu eksperymentu P, o macierzy planowania (1) spetniaja-

cej warunek det(FxTFx) >0.

5. Ee(x([)) =0,/=1,2,...,n, co oznacza, ze wartoSci oczekiwane bledow loso-
wych w kazdym doswiadczeniu sg rowne 0.
6. Vg(x(")) = 02, i=1,2,...,n, co oznacza, ze wariancje bltedéw losowych sa

w kazdym z n do$wiadczen jednakowe i niezalezne od wartosci zmiennych objas-
niajacych w poszczegdlnych do§wiadczeniach.

7. C[a(x(i)); £(x(j))}: 0, 1<i< j<n, co oznacza, ze bledy losowe poszcze-

goélnych doswiadczen nie sg ze sobg skorelowane.
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Z teorii estymacji wektora (6) MNK nieznanych parametrow & wynika, ze
rozwiazanie problemow oszacowania rownania regresji (4) wyraza si¢ za pomoca
wzoru

6=(k7R,) HLy, an

skad estymator MNK powierzchni odpowiedzi A(x; 6) wyraza si¢ odpowiednio
wzorem

h(x; 0) = h(x; 8). (12)

4. Zarys teorii planowania eksperymentow dla estymacji MNK
parametrow ogoélnego modelu regresji liniowej

4.1. Pojecia podstawowe

Zbiory mozliwych wartosci x;, x5, ..., X,, zmiennych objasniajacych X, X,
...y X, 0ZNaczymy jako

X, Xy, oy X, (13)

Niech D; oznacza zbiér utworzony z punktéow x=[x1 Xy ... xm], x; €X;,
j=12,...,m, takich ze w obrg¢bie planowanego eksperymentu istnieje mozliwo$¢
wykonania doswiadczenia przy wartosciach zmiennych kontrolowanych ustalo-
nych tak, aby jednoczesnie X;=x;, Xp =x,, .., X, =x,,. Zbior D; nazwiemy
obszarem eksperymentowania. Na og6l D jest podzbiorem wiasciwym iloczynu
kartezjanskiego X; x X, x...xX,, (por. [4]).

Zbior F,, czyli plan eksperymentu okreslony przez wzor (2), zawiera te ele-
menty (punkty) obszaru eksperymentowania D, w ktérych powinno si¢ wykonaé
poszczegodlne doswiadczenia eksperymentu obejmujacego » doswiadczen zgodnie
zplanem B,.

Plan eksperymentu zdefiniowany zgodnie ze wzorem (2) nie wyklucza sytuacji,
w ktorej

x(i):x(j),i;tj, i,j=12,...,n, (14)

co oznacza, ze mozliwe jest wykonanie wigkszej liczby doswiadczen w jednym
punkcie, czyli dla tego samego zbioru wartosci zmiennych X, X5, ..., X,,.

Jak juz wspomniano, plan eksperymentu B, definiuje z dokladnoscia do
kolejnosci wierszy pewng macierz planowania X o wymiarach » x m i odwrotnie:
dowolna macierz planowania eksperymentu okresla odpowiadajacy jej plan. Czgsto
w literaturze zamiast terminu ,,plan eksperymentu” stosuje si¢ terminy ,,plan
doktadny”, ,,plan konkretny” lub tez ,,plan realny”.
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Oznaczmy przez 9%, rodzing wszystkich planéw eksperymentu o n doswiadcze-

niach w obszarze eksperymentowania D;  R™. Z kolei niech
@
7=J# (15)

oznacza rodzing wszystkich planéw eksperymentu, ktére mozna zdefiniowa¢ na
zbiorze D;. W praktyce planowania eksperymentéw wystarcza zwykle ogranicze-
nie do okreslonej podrodziny 73 < Z°. Ograniczenie to jest spowodowane czynni-
kami natury zaréwno ekonomicznej, jak i matematyczno-statystycznej. Ekonomia
naktadow czasu, materialow i kosztow przeznaczonych na eksperyment zwykle eli-
minuje plany z nadmierna liczba doswiadczen. Zaakceptowana metoda statystycz-
na rozwiazania zagadnienia regresji moze dopuszczaé tylko takie plany nalezace do
rodziny 73 ktore spetniaja dodatkowe warunki wynikajace ztozen przyjetej metody.
W wyniku tego uzyteczna w praktyce rodzina 7} sklada si¢ na ogoét z takich pla-
néw 7,,, w ktdrych liczba doswiadczen spetnia nieréwno$¢ n;, <n <ng,, iktora
ponadto spetnia inne zalozenia zastosowanej metody statystycznej. Wobec tego

%= Uz (16)

4.2, Macierz informacyjna planu

Macierza informacyjna planu P, nazywa si¢ macierz
T
M(F,)=LRF,. (17)

Po uwzgledniieniu wzoru (9) mozna macierz informacyjna planu P, wyrazi¢
w postaci

_%i f(x®)rT (x®). (18)

Na uwage zasluguje to, iz zaré6wno macierz kowariancji estymatora © dana
wzorem:

- -1
C(9)=02(FXTFX) , (19)
jak i wariancja estymatora l;(x) opisana przez wzor

Vh(x)= ot (x)(Fy F,‘)_l £(x) (20)
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sq funkcjami planu P, lub jego macierzy planowania. Zauwazy¢ nalezy réwniez,
Ze prawe strony rownan (19) i (20) nie zaleza od 6.

Po uwzglednieniu przeksztatcenia F;(r F, = nM(P”) otrzymujemy wzory na ma-

cierz kowariancji estymatora 6 oraz na wariancje¢ estymatora A(x) postaci:

C(é)="72M“(Pn), Q1)
- 2 T )
Vh(x):UTf ()M~ (P,)f(x). (22)

Wiasnosci statystyczne estymatora MNK wektora 6 oraz powierzchni odpowie-
dzi h(x;0) zaleza jedynie od P,. Ze wzordw (21) i (22) wynika, ze stanowi to uza-
sadniony powdd, aby do wyznaczania planéw optymalnych postuzy¢ si¢ kryterium,
ktore bgdzie pewnym funkcjonatem prawej strony réwnania (21) lub (22). Funk-
cjonal taki powinien by¢ pewna miara dokladnosci wyznaczanych estymatorow,
czyli miarg ich rozrzutu (zmiennosci). Miary rozrzutu wielowymiarowych estyma-
torow nieobciazonych sa zwykle okreslane jako pewne funkcje rzeczywiste macie-
rzy kowariancji, dla estymatoréw jednowymiarowych za$ miary te sa po prostu wa-
riancjami lub funkcjami ich wariancji.

Wzory (21) 1 (22) opisujace C(é) i Vl:z(x) pozwalaja traktowac takie miary roz-
rzutu jako funkcjonaly zdefiniowane na danej rodzinie .’76(;{.’7}1 E.’y):det(F,‘T F, )>0} ,
wartosci tych funkcjonatdéw sa zalezne od poszczegdlnych planéw P, € 7 poprzez

macierz F,TFx oraz liczbg do$wiadczen n (poniewaz F, jest macierza o n wier-
szach).

Wynika stad, iz dla réznych planow F, € 73 dana miara rozrzutu estymatoréw
6,, 65, ..., 6, osiaga rézne wartosci, a co za tym idzie — estymatory oszacowane na
podstawie réznych plandéw B, € 7} maja rézna doktadnos¢.

Optymalne planowanie eksperymentéw w celu estymacji MNK wektora (6) lub
funkcji (5) bedzie si¢ wiazato z rozwigzaniem zadania optymalizacyjnego polegaja-

cego na wyznaczeniu planu Pn0

v €70 spelniajacego rownanie !//(P,,O,V,)=

= inf w(P,), wktorym funkcjonal y zalezny jest od pewnej miary rozrzutu esty-
hesy

matora MNK, gdzie miara ta zalezy od planu P, z danej rodziny 73 poprzez liczbg
doswiadczen n oraz macierzFxT F, . Doktadnos¢ estymatora 6 lub A(x; 6) zwigksza
si¢ wraz ze zmniejszaniem si¢ wartosci funkcjonatu y.
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5. Kryteria optymalnosci planéow

Definicja 1

Plan P"o, w €/) nazywa si¢ yoptymalnym planem eksperymentu w klasie

planow 7, jesli

WPy )= ol v(B). (23)

Funkcjonatl y, jak juz wczesniej wspomniano, pelni funkcje kryterium opty-
malnosci planéw eksperymentéw P, € 7).

Precyzujac to kryterium, nalezy poda¢ explicite posta¢ funkcjonalu y. Szczegé-
towe kryteria optymalnosci planéw eksperymentéw zostana przedstawione w dal-
szej czgsci pracy.

Doktadno$¢ estymatora mozna rozumieé na wiele sposobdéw. Kazdemu ze
sposobow rozumienia doktadnosci mozna przyporzadkowaé pewien specyficzny
funkcjonat y, ktory okresla si¢ przez podanie explicite postaci tegoz funkcjonatu.
Uzyskane kryterium bedzie okresla¢ szczegblowo statystyczny sens okreslonego
rozumienia pojecia doktadnosci estymatora MNK.

Poszczegdlne kryteria optymalnosci oznaczane sa zwykle duzymi literami
alfabetu tacinskiego w celu odréznienia ich od ogdlnego kryterium . W tej pracy
zdefiniowane beda tylko kryteria 4- oraz D-optymalnosci.

Definicja 2
Plan P”o’ 4 €73 nazywa si¢ A-optymalnym planem eksperymentu w klasie 73,

jeshi
| IR [
Lim (P%’A)_égf%ner (B,). (24)

Z definicji 2 wynika, ze przedstawiony w niej plan minimalizuje sume

,

VO +V8y +...+V8, (lub srednia arytmetyczna %ZV&,-) wariancji estymatorow
i=1

MNK parametrow 8|, 6,, ..., 8,. w ogélnym modelu liniowym regresji. Ze wzoru

(21) widaé wyraznie, ze

- - - 2
VO, +V8; +..+V6, =M™\ (B,), (25)

gdzie o’ Jest stata niezalezna od F,.
Definicja 3
Plan P"07 p €7} nazywa si¢ D-optymalnym planem eksperymentu w klasie

H, jesli
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1 -1 . 1 -1
—detM™!(P, p)= inf —-detM™'(P,). (26)
n Fefyn
Z definicji 3 wynika, ze plan D-optymalny maksymalizuje doktadnos¢ estyma-
cji wektora parametréow ), 6,, ..., 8, w takim sensie, ze plan taki minimalizuje
objgtosé r-wymiarowej elipsoidy koncentracji

A T N
(6- 6) nM(P, )(e - e) <al(r+2) Q7)
facznego rozkiadu estymatorow él’ éz, - é,.

Objetos¢ opisanej elipsoidy jest proporcjonalna do pierwiastka kwadratowego
Z wyrazenia

g n

-1
{de{izM(Pn )J} =U—r2detM_l(Pn), (28)

czyli z wyrazenia det C(é). Wyrazenie (29) zostalo nazwane przez Wilksa (1932 r.)
wariancja uogélniang rozktadu r-wymiarowego, a wielkos$¢

-2r ~ 105 1 -1 03
[0' detC(®)] =|Ldem™'(p,) (29)
n

Frish (1929 r.) okreslit jako wspdtczynnik rozrzutu rozktadu wielowymiarowego.
Mowiac inaczej, plan D-optymalny minimalizuje wariancj¢ uogdlniong lub
wspodtczynnik rozrzutu r-wymiarowego rozktadu estymatoréw &y, 65, ..., 6,.

W niektérych przypadkach zamiast funkcjonatu (26) wygodniejsze jest stoso-
wanie funkcjonatu

D'(M(P,),n)= ln[D(M(Pn ), n)] = —rIn(n) - In[det M(P,)]. (30)

Lokalizacja ekstremdw obu funkcjonatdéw jest jednakowa, poniewaz funkcjonat
(30) jest monotonicznym przeksztatceniem funkcji D(M(Pn )s n). Zgodnie z defini-

cja 3 plan D-optymalny jest planem spetniajacym warunek:

_rln(n)—ln[detM(PnO‘D)]= Pu;_f/O [=rIn(m) ~ [detM(B,)]}.  GD)

6. Kosztowo-optymalne plany eksperymentow
W planowaniu optymalnym eksperymentow, kierujac si¢ okreslonymi kryteriami,

dazy sie do wyznaczenia takich plandw, ktére cechuja si¢ mozliwie najwigksza staty-
styczna doktadnoscig szacowanych parametréw rownania regresji opisanego wzorem
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Y(x)=h(x,0)+e(x). 32)

W klasycznym podejsciu do optymalnego planowania eksperymentow nie jest
uwzgledniony aspekt kosztowy. Wyznacza si¢ plany spelniajace ustalone kryteria
optymalnosci, nie biorac pod uwage kosztu realizacji tych plandw.

Na catkowity koszt eksperymentu wptywaja takie same czynniki jak na doklad-
nos¢ planow eksperymentow, tzn. liczba doswiadczen oraz lokalizacja poszczegodl-
nych doswiadczen w obszarze eksperymentowania.

W teorii planéw kosztowo-optymalnych mozna wyrozni¢ dwa przypadki. Pier-
wszy z nich, latwiejszy, zachodzi, kiedy to catkowity koszt eksperymentu wzrasta
proporcjonalnie do liczby doswiadczen. Oznacza to, ze koszt przeprowadzenia
obserwacji w kazdym punkcie obszaru eksperymentowania D jest taki sam. W ta-
kiej sytuacji proces kosztowej optymalizacji planu eksperymentu polega na warun-
kowej minimalizacji odpowiedniego kryterium optymalizacyjnego planu przy wa-
runku ubocznym

nK < kg, (33)

gdzie: n — liczba doswiadczen,
K — koszt przeprowadzenia pojedynczej obserwacji,
ko — catkowity naklad kosztowy przeznaczony na przeprowadzenie
eksperymentu.

W przypadku drugim problem staje si¢ nieco bardziej skomplikowany,
poniewaz catkowity koszt eksperymentu zalezy dodatkowo od potozenia punktow,
w ktorych wykonywane sa obserwacje, w obszarze eksperymentowania. Inaczej
moéwiac, koszt wykonania pojedynczej obserwacji nie jest taki sam w kazdym
punkcie obszaru D;. Doswiadczenia wykonywane w réznych punktach powoduja
rozne wielkosci ponoszonych kosztow jednostkowych. Wtedy catkowity koszt eks-
perymentu przedstawia si¢ jako sume kosztow k(xi), i=1,2,...,n, poszczegodl-
nych doswiadczen:

K(Pn)=ik(x,-)- (34)
i=l1

W poszukiwaniu planow kosztowo-optymalnych mozna wyrdzni¢ dwa podej-

scia do rozwiazania tego problemu:

nmax

1. Poszukiwanie planu B, v €7, gdzie 7 = &, dlaktérego y(P,)<w
n=Pin

i catkowity koszt K(P

" V/) = inf . Przytym y jest zalozona z gory wartoscia

ny 0
dopuszczalna funkcjonatu y.
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nmax
2. Poszukiwanie planu P,: v €7, gdzie 7 = UPn , ktorego K(Pn*, V/) <kgi
N=Ngin
W(Pno, '//): . iniy) w(P,). Przy tym y(P,) jest wartoscia funkcjonatu  dla planu
ny 0
P, stanowiacego kryterium optymalnosci planéw P, € A,
Przykiad 1
Przykiad dotyczy sytuacji, w ktdrej poszukiwany bedzie kosztowo-optymalny
plan w przypadku, gdy catkowity koszt eksperymentu wzrasta proporcjonalnie do
liczebnosci proby. Wykonanie obserwacji w kazdym miejscu obszaru eksperymen-
towania jest tak samo kosztowne.
W tym przykladzie rownanie regresji jest rOwnaniem z jedng zmienna objasnia-
Jaca
h(x)=6y+6,x. (35)
Zaklada sig, ze obszarem eksperymentowania jest zbior Dy = {-1; 1}.
Przez /4 w tym przykfadzie oznaczony bedzie zbior wszystkich planéw o
spektrum ze zbioru Dy = {-1; 1}, tzn. elementami rodziny 4§ sa plany postaci

-1 1
P=/_"M IR (36)
npt+ny m +hny

gdzie n; +ny =n.
Poszukiwany jest plan P;:‘ €7}, dla ktorego suma wariancji estymatorow
parametréw réwnania (35) bedzie mniejsza niz 0,20'2. Innymi stowy,
VOy+V6; <020°. (37)

Plany, ktérych doktadno$¢ wyrazona jest przez kryterium dotyczace sumy
wariancji estymatorow rozpatrywanego rownania regresji, zwiazane sa z kryterium
A-optymalnosci.

Wyrazajac warunek (37) w formie macierzy informacyjnej planu F,, mozna
ten warunek przedstawi¢ w postaci

-1
%trM(Pn) <02. (38)

Zadanie w tym przypadku polega na wyznaczeniu planu P; €.7} 0 najmniej-
szej mozliwej liczbie doswiadczen n, ktéry spetnia¢ bedzie kryterium doktadnosci
(38). Zaktadamy dodatkowo, ze 79 zawiera tylko takie plany, dla ktorych istnieje

M(P, )_] oraz zawiera co najmniej jeden plan spetniajacy kryterium (38).
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Procedura poszukiwania planu spelniajacego powyzsze warunki polega na po-
szukiwaniu planu o zalozonej dokladnosci, poczynajac od planu o mozliwie naj-

mniejszej liczbie doswiadczen ny. W przypadku, gdy A(M(Pn, )) <0,2 przerywa-

my procedur¢ i stwierdzamy, ze plan P,: = Pn*] jest rozwiazaniem sformutowanego
zadania, czyli najmniej kosztownym planem speiniajacym kryterium doktadnosci
(38). W przypadku przeciwnym, gdy WA(M(Pn] )) > 0,2, zwiekszamy i o 1, szuka-

jac dalej rozwiazania. Procedurg powtarzamy do momentu uzyskania planu o zada-
nej doktadnosci zdefiniowanej przez kryterium (38).

Przy zdefiniowanym wczesniej spektrum oraz ze wzgledu na kryterium A4-opty-
malnosci wystarczy rozwazy¢ plany postaci

(-1,...,=1),(1,..., 1), gdy n; jest liczba parzysta,
| S S —
P /2 n[2
n 1 (=1,...,=1),(,..., 1), gdy n; jest liczba nieparzysta,
%’_J %,—J
(n,il)/2 (n,il)/Z

dla ustalonej liczby doswiadczen n;.

Z wynikéw teorii klasycznych plandw optymalnych wiadomo bowiem, ze dla
spektrum o dwoch elementach A-optymalne plany dla liniowej funkcji regresji
maja jednakowa liczbe obserwacji w kazdym punkcie spektrum.

Wartos¢ funkcjonatu y, stosowanego jako kryterium A-optymalnosci, dla
planéw postaci (40) jest nastgpujaca

(39)

=, gdy n; jest liczba parzysta,
vaM(P, )= " o (40)
ﬁ, gdy n; jest liczba nieparzysta.
n; —
Zgodnie z omdwiona procedura rozpoczynamy poszukiwanie planu spenia-
Jjacego przedstawione warunki, od liczebnosci n; =2, dla ktérej WA(M(PZ*)) =1

Oznacza to, ze plan obejmujacy n; =2 doswiadczenia nie spetnia warunku (38).
Gdy postgpuje si¢ dalej zgodnie z procedura, okazuje si¢, ze po raz pierwszy
warunek dokfadnosci spetniony jest dla liczebnosci ng =10, przy ktorej

V/A(M(P,Z )): 0.2.

Poszukiwany plan ma wigc postaé

n =10, Pn*. =(-1,-1,-1,-1,-1,1,1,1,1,1). 1)
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Przyklad 2

W tym przykiadzie zaprezentowana zostanie procedura poszukiwania D-kosz-
towo-optymalnego planu w przypadku, gdy catkowity koszt eksperymentu mierzo-
ny jest funkcja kosztoéw postaci

K(P)=3 52, (42)
i=1

natomiast rownanie regresji ma postac
h(x)=6y+6x. (43)

W tym przypadku macierz informacyjna dowolnego planu P, ma posta¢

x

n
inZ . (44)
i=1

Zaklada si¢ tutaj, ze obszar eksperymentowania D, =[-1,1]. Przez %}, ozna-
czony zostanie zbiér wszystkich planow P, gdzie n>2 okreslonych na odcinku
[-1; 1] o dokladnie okreslonych macierzach informacyjnych.

Zadanie polega na wyznaczeniu planu P,: € 7, ktory bedzie spetniat nieréw-
nosc¢ (45) odnoszaca si¢ do definicji D-optymalnosci planu (por. def. (3))

n

det(M(P ) ) <2, tzn. det(M(£,)) 20,5 (45)

i jednoczesnie bgdzie minimalizowat funkcje kosztow (42)
Ze wzoru (44) wynika wowczas, ze

n
det(M(P,))= in,-z ~x22085. (46)
i=1

Z tak sformutowanych ograniczen wynika, Zze koszty eksperymentu musza
spetnia¢ warunek

n
K(Pn)=zx52 2"(0,5+372)21 dla B, € %). 47)
i=1

Zatem minimalny koszt eksperymentu, ktdry spetnia zatozone warunki doktadno-
sci, wynosi K(P,)=1. Minimum to uzyskane jest dla n=2 do$wiadczen. Wow-

czas z (42) oraz (47) otrzymujemy
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x|2 + x% =1, 43

2(05+%%)=1, “8)
skad x =0, czyli x; = —x,. Wobec tego

2 =2x% =1, (49)
a wiec

xt=x=d (50)

2
czyli
X =——"/2—E,zaé Xy = ‘/25

Ostatecznie plan kosztowo-optymalny, spefniajacy zatozenia warunku (45), ma
posta¢

7 ={-1y2, 133} (51)
2 2
Dla poroéwnania wyznaczony zostanie rowniez plan D-optymalny o liczbie

doswiadczen n=2. Plan ten, zgodnie z definicja 3 i wzorem (45), maksymalizuje
wyrazenie

det( )

:I—-

Z (52)

Dla n =2 otrzymujemy

x12+x§ xl+x2 2
det(M(P,))= SR (53)

skad po przeksztatceniach uzyskujemy
2
det(M(P,))=(x; —x3)". (54)

Uwzgledniajac fakt, iz plany eksperymentow realizowane sa na odcinku
[-1, 1], wyrazenie (54) osiaga wartos¢ maksymalna dla x; = -1 oraz x, =1, z cze-
go wynika, ze szukany plan D-optymalny ma postaé

P p={-L1. (55)
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Warto zauwazy¢, ze jesli zaostrzymy warunki dotyczace dokladnosci planu,
zastepujac nierownos¢ (46) przez warunek

det(M(P,,)" ) <1, tzn. det(M(P,)) 21, (56)

to minimalny koszt eksperymentu wynosi 2 i eksperyment taki obejmuje rowniez
n =2 doswiadczen. Ze wzordw (46), (52) oraz (56) mamy bowiem

Zn: (1+x )_2. (57)

Po zastapieniu nieréwnosci w wyrazeniu (57) przez znak rownosci otrzymujemy
réwnanie

xt+xd=2, (58)
skad x; =-1, x5 =1 1 szukany plan w ostatecznosci ma posta¢
B ={-LY (59)

i jest on identycznym planem jak wczesniej uzyskany D-optymalny plan 7, p.

Na uwagg zastuguje to, iz uwzglednienie czynnika kosztowego w procedurze
wyznaczania planéw optymalnych w sposob znaczacy wpiywa na ich strukture.
Powoduje to, ze plany optymalne roznia si¢ na ogét od plandéw kosztowo-optymal-
nych. Niekiedy jednak, jak to pokazano w ostatniej cz¢sci przykiadu 2, plan opty-
malny moze by¢ réwnoczesnie planem kosztowo-optymalnym.
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THE SELECTED ISSUES OF COST-OPTIMAL DESIGN
OF EXPERIMENTS IN REGRESSION

Summary

This paper presents the bases of the theory of cost-optimal designs of experiment for the
estimation of parameters of regression model. In this theory we can differentiate two cases. In the first
case the total cost of experiment depends only on the number of observations. In the second case the
total cost of experiment is additionally dependent on the allocation of points in the experimental area,
in which the observations are done. In the article it is shown that the cost-optimal designs can be
obtained according to two approaches. Both approaches are illustrated with examples.

Megr inz. Lukasz Kuzminski jest doktorantem w Katedrze Statystyki w Akademii Ekonomicz-
nej we Wroctawiu.



	WYBRANE ZAGADNIENIA KOSZTOWO-OPTYMALNEGO PLANOWANIA EKSPERYMENTÓW W ZAGADNIENIU REGRESJI
	1. Wstęp
	2. Eksperyment w zagadnieniu regresji
	3. Estymacja parametrów ogólnego równania liniowego regresji metodą najmniejszych kwadratów
	4. Zarys teorii planowania eksperymentów dla estymacji MNK parametrów ogólnego modelu regresji liniowej
	4.1. Pojęcia podstawowe
	4.2. Macierz informacyjna planu

	5. Kryteria optymalności planów
	6. Kosztowo-optymalne plany eksperymentów
	Literatura

