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1. Wstep

Jedna z pierwszych analiz wymagajacych potraktowania materiatu statystycz-
nego jako zbioru niejednorodnych obserwacji pochodzacych z dwoch populacji
przeprowadzit w roku 1894 Karl Pearson. Zaproponowat on model oparty na mie-
szance dwodch rozkltadéw normalnych, o réznych $rednich i wariancjach. Takie ujg-
cie zagadnienia pozwolito, w oparciu na danych dotyczacych dtugosci 1000 kra-
bow, wyprowadzié¢ wniosek o istnieniu dwoch podgatunkow tych skorupiakéw [9].

Chociaz uptynat wiek od propozycji Pearsona, to jednak stosunkowo niedawno,
bo od pojawienia si¢ pracy Dempstera, Laida i Rubina w 1978 r., metody uwzgled-
niajace heterogeniczno$¢ obserwacji, takie jak mieszanki rozktadow (FMD) i anali-
za klas ukrytych (LCA), zyskaly duze zainteresowanie. Wspomniani autorzy prze-
zwycigzyli problem estymacji parametrow metoda najwigkszej wiarygodnosci, wy-
korzystujac koncepcj¢ algorytmu EM. Tym samym mozliwosci aplikacyjne znacz-
nie wzrosty i trudno wskaza¢ obszar dziedziny naukowej, w ktdérej wskazane meto-
dy pozwalajace rezygnowac z zatozenia o jednorodnosci proby bylyby pomijane.

Nalezy odnotowa¢, ze mieszanki rozkladéw i analiza klas ukrytych wyrosty na
gruncie innych koncepcji. Jak wspomniano wczesniej, modelowanie na podstawie
FMD mialo na celu uwzglednienie faktu, ze obserwacje pochodza z réznych po-
pulacji. Istota LCA sprowadza si¢ natomiast do badania zwiazkéw miedzy danymi
dyskretnymi — a wigc mierzonymi w skali nominalnej lub porzadkowej. Zaklada
si¢ zatem, ze migedzy obserwowanymi zmiennymi zaleznosSci istnieja do czasu
wprowadzenia tzw. dodatkowej zmiennej ukrytej. Jej obecnos¢ sprawia, ze zbior
zmiennych jest juz niezalezny, a zmienna ukryta wyjasnia istotg tych zwiazkow.

Wazng cecha charakterystyczng LCA — ktdéra czyni t¢ analiz¢ podobng do
analizy skupien — jest mozliwosé¢ zidentyfikowania wzajemnie wylaczajacych sig
klas (por. [15]). To z kolei sprawia, ze jest ona — podobnie jak FMD — czgsto
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wykorzystywana metoda klasyfikacji, pozwalajacg uwzgledni¢ niejednorodnosé
obserwacji. Czy wobec tego nalezaloby stwierdzi¢ za Vermuntem [14], ze
,-mieszanki rozktadéw to inna nazwa dla analizy klas ukrytych™?

Wydaje sig, ze rozstrzygnigé nalezy poszukiwaé w odpowiednich kryteriach —
wyprowadzonych z istoty i koncepcji obu metod — pozwalajacych odroznic te
podejscia. W konsekwencji umozliwiloby to okreslenie sytuacji, w ktérych obie
metody maja zastosowanie.

Wihasnie taki cel, zorientowany na wskazanie podobiefistw i réznic migdzy me-
todami, przy$wieca niniejszej pracy. W celu kompletnosci rozwazan przedstawiono
caly proces modelowania — od budowy modelu, poprzez estymacj¢ parametrow i
weryfikacje. Podstawa wyprowadzanych wnioskéw beda modele logitowe, ktore
na gruncie badan marketingowych bardzo czesto wykorzystywane sa do modelo-
wania zachowan (decyzji wyboru) konsumentéw.

2. Wielomianowy, warunkowy model logitowy

W modelach logitowych wykorzystuje si¢ dwa typy obserwacji. Pierwszy ma
charakter dyskretny i zwiazany jest z wyborem badanych produktéw. Rozwazajac

T
w tym wypadku wektor losowy Y, = [Y;l Yoy ... Y;j] oraz jego realizacj¢ postaci

* * * «17 . T
y; =[y,-1 Yio .- y,-j] , przyjmuje sig, ze

« |1, gdy konsument i zakupi produkt j, M
Yi = 0, w przeciwnym wypadku.
Obserwacje drugiego typu:
X,-:[x,-ja]ij,izl,L...,N,j=1,2,...,J,a=1,2,...,A
sa nielosowe i odpowiadaja ocenie, jaka konsument i dat atrybutowi a marce J.
Sformutowanie modelu wymaga przyjecia zalozenia, ze uzytecznosé Uy, jaka
dla konsumenta i ma produkt j, mozna przedstawi¢ jako addytywna formute
T
UU:B XU +£U, (2)

w ktorej &jj jest skladnikiem losowym reprezentujacym te cze$¢ uzytecznosci,

ktora nie zostala zaobserwowana; natomiast B jest wektorem parametréw. Wyko-
rzystujac informacje empiryczna o realizacji zmiennej losowe;j Y, definiuje sig

prawdopodobienstwo wyboru produktu j (por. [13])
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Pr()q.j = 1) = Pr(U,.j) >max{Uy,]. 3)
ms j

Ponadto, jezeli F =(g;;,&;2,...,€;s) jest dystrybuanta oraz Fj = dF /&, to
mozna zdefiniowa¢ prawdopodobienstwo wyboru pierwszej marki

T T T T
Pf(KjZI)ZJﬂ(Eilagtﬁﬂ X;1 =B X505+ B X —B XiJ)dEil- “)

Aby otrzymaé wielomianowy model logitowy, przyjmuje si¢, ze skiadniki
losowe sa niezalezne, o jednakowym rozkladzie Gumbela. Biorac funkcje gestosci
tego rozktadu

fley)=e™ exp(—e"s’f ) )
oraz wzor (4), otrzymuje si¢ wielomianowy model logitowy:

T ..
= =M,m=l,2,...,.]. 6)

> exp(is" xim)

Pr<

o=

3. Modele logitowe ze zmienng ukrytg

Koncepcja modeli ze zmiennymi ukrytymi pozwala na uwzglednienie hetero-
genicznosci zachowan konsumentéw. W wypadku zaprezentowanego modelu logi-
towego dotycza one wyboru produktu oraz jego oceny (atrybutdow). Z tymi zacho-
waniami zwiazana jest zmienna ukryta @. Nie jest ona bezposrednio obserwowal-
na, a wiec nie posiadamy jej realizacji. Rola jej sprowadza si¢ do podzialu badanej
zbiorowosci na wzajemnie roziaczne i bezposrednio nieobserwowalne klasy (seg-
menty). Po uwzgledniieniu tej zmiennej funkcja rozkladu wektora y; ma posta¢:

p(y.2.X,)= [p(y]e:¥", X, )dH,(0), ©
Ro

gdzie: H,(O) jest miarg prawdopodobicfistwa zmiennej ukrytej, natomiast ¥ i "
sa wektorami parametrow. Taka reprezentacja pozwala uwzglednié zarowno ciagly,
jak 1 dyskretny charakter tej zmiennej. Najcz¢sciej jednak — zardbwno w analizie
klas ukrytych, jak i mieszankach rozkladéw — przyjmuje si¢ jej dyskietna nature
(por. [12]). Niech wobec tego zmienna ukryta @ przyjmuje nastgpujace wartosci
6y, 6,, ..., 85 odpowiednio z prawdopodobienstwami 7(6,), #(6,), ..., 7(fs).
Prawdopodobienstwo przynaleznosci do klasy s bedzie wigc rowne:
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Pr(@=0,)=n(0,),s=12,...,S. (8)

Po uwzglednieniu powyzszych zatozen wzér (7) mozna zapisaé w postaci:
S
P(Yi"P’ X[)zZﬂ(es)p(y[|@=ﬁs;‘}’s,x,-), ®
s=1

ktéra w swojej ogoélnosci wyraza ideg¢ zarowno analizy klas ukrytych (LCA4), jak i
mieszanek rozktadow (FMD)!. Kluczowym obszarem zainteresowania jest wiec
rozstrzygnigcie, kiedy i w jakich warunkach mozna méwi¢ o kazdym z tych mo-
deli.

Punktem wyjscia do dalszych rozwazan jest przywolanie cech charakterystycz-
nych dla analizy klas ukrytych. U jej podstaw lezy dyskretny charakter zmiennej
zaleznej Y, oraz zmiennej ukrytej @. Przyjete wezesniej zalozenia, pozwalajace
zdefiniowa¢ prawdopodobienstwo (9), odnosza sie wlasnie do dyskretnej natury
zmiennych. Chociaz dla mieszanek rozkladéw zmienna zalezna zazwyczaj jest
ciagla (por. [9]), to jednak w literaturze przedmiotu nie traktuje si¢ tego jako
warunku koniecznego. W konsekwencji dopuszcza si¢ rowniez zmienne dyskretne.
To z kolei sprawia, ze ta cecha (zmienne ciagle a dyskretne) nie pozwala odrézni¢
LCA od FMD.

Fundamentalnym zatozeniem analizy klas ukrytych jest aksjomat o tzw. lokal-
nej niezalezno$ci. Wystgpuje ona wtedy, kiedy miedzy obserwowanymi zmienny-
mi zaleznosci istnieja do czasu wprowadzenia tzw. dodatkowej zmiennej ukryte;j.
Jej obecno$¢ sprawia, ze zbidr zmiennych jest juz niezalezny, a zmienna ukryta
wyjasnia istote tych zwiazkdéw [5]. Formalnie zapisuje si¢ to w postaci:

Pr(Y,- =y;

@=9S;ws,xi):Pr(nlzy;lyezes;ws,x,)-...-Pr(njzy;lca:es;\ys,x,-). (10)

W kontekscie decyzji konsumenckich w zakresie wyboru produktéw zatozenie
(10) implikuje mozliwo$¢ niezaleznego (warunkowego) wyboru kilku wyrobdw,
przy czym nie wigcej niz J. Oznacza to, Ze analiza klas ukrytych nie moze by¢ pod-
stawa do uwzglednienia niejednorodnosci obserwacji w sformutowanym wielomia-
nowym modelu logitowy (6). Uwaga ta pozwala w istotny sposob dokona¢ roz-
réznienia i sformutowa¢ taki model, w ktorym moze by¢ wykorzystana tylko kon-
cepcja FMD.

Aby zbudowac¢ taki model, przyjeto zatozenie dotyczace liczby nabywanych
produktéw — konsument wybiera jeden wyrob sposrod J rozwazanych. Nastgpnie
okreslono strategie decyzyjna — konsument wybierze ten produkt, ktéry w jego

! Przyjete skroty pochodza z jezyka angielskiego: LCA — latent lass analysis, FMD - finite
mixture distributions.
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osadzie bedzie mial najwyzsza uzyteczno$¢ w segmencie s. Model ten, z prawdo-
podobienstwem warunkowym wyboru produktéw, przedstawiono ponize;j?.
Model I. Wielomianowy model logitowy oparty na mieszankach rozkladow
Zalozenia:

Vina, . n| 2y =1ay; €{0,1}].
J

Strategia decyzyjna konsumenta i:

(nT
? J exp([} s x,--)
) T T Y
Pr(Uijls > maX[U’mls]j - I f(é'y-ls)HF (gy'ls +By Xjj— Bs xim)d‘giﬂs = T
-0 m=1 ZBS Xim
m#j m
Prawdopodobienstwo warunkowe zaobserwowania wektora y;:
T
exp(B sX U)

! s y‘J s
P36 =05 M1, 20, X,) =TT[ B UMD 5 B2 My) =

—T .
j:l ZBS xlm
m

Kontynuujac watek dotyczacy liczby nabywanych produktéw, warto nadmie-
ni¢, ze dos¢ czgsto konsumenci decydujg sig na wybor kilku marek lub, co bardziej
prawdopodobne, dokonuja tego w pewnym przedziale czasowym. Ta sytuacja do-
tyczy przede wszystkim dobr konsumpcyjnych szybko zbywalnych. Przykladowo
w jednym z badan respondenci mieli wybra¢ t¢ marke¢ kawy, ktora zakupiliby. Za-
znaczono, ze moga zdecydowac si¢ na wybdr wigcej niz jednej z nich. Okazato sig,
decyzja o zakupie tylko jednej marki kawy byla rzadka; najczesciej wskazywano
na dwie lub trzy [6].

Zamodelowanie tej sytuacji wymaga wykorzystania innej strategii decyzyjnej
niz ta, ktora uwzgledniono w pierwszym modelu. Mozna wigc przyjac, ze jezeli
uzytecznos¢ produktu w segmencie s przekroczy pewien prog A, = & + £, to taki
produkt zostanie wybrany. Czg¢s¢ deterministyczna reprezentuje d, a losowa — &,
o rozkladzie Gumela (5).

Konsekwencja przyjetej strategii decyzyjnej bedzie, po pierwsze, prawdopodo-
biefistwo wyboru marki oparte na regresji logistycznej, a nie wielomianowym mo-
delu logitowym. Po drugie, dokonywane wybory migdzy produktami sa niezalezne,
co jest rownowazne z przyjgciem aksjomatu o lokalnej niezaleznosci (10). Naleza-
loby wigc sadzi¢, ze LCA bedzie odpowiednia do uwzglednienia heterogenicznosci
zachowan konsumentéw. Aby to rozstrzygnaé, sformutowano nast¢pujacy model.

2 Prezentowane modele beda oznaczone przez M, — dla modelu / (/ =1, 2, 3).
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Model II. Model logitowy oparty na mieszankach rozktadéw
Zatozenia:

Vi, N|0SD v <TAy; {01} .
J

Strategia decyzyjna konsumenta i:

[s o] —
Pr{U > 45)= [ (e )Fleyge +BExy = 82)de =1+ exof -1, )]
-0

iniech V; ;x;0=-1, Bos = ;.

Prawdopodobienstwo warunkowe zaobserwowania wektora y;:

y ;o -y
P(yi|@ =65 My, ¥, X, ) = [Pis(j;Mz)]yjH[I—Pis(j;Mz)] ,

J=1 Jj=1
-1
P(js M) = [1 + exp(—BsTx,-j )]

Nalezy wyrazi¢ przekonanie, ze i w tym wypadku model opiera si¢ na mieszan-
kach rozkiadow. Potwierdzeniem stusznosci tej tezy jest poglad, wedlug ktorego
»cecha wspolna modeli klas ukrytych jest zalozenie, ze kazda osoba w klasie ma
identyczne prawdopodobienstwo zaobserwowania zmiennej na odpowiednim po-
ziomie, tzn. osoby nie réznig si¢ wewnatrz klasy” [11, s. 28]. Bezposrednia impli-
kacja tego stwierdzenia jest wymog, aby prawdopodobiefistwa wyboru marki w za-
danej klasie byly identyczne dla wszystkich konsumentéw. Jak fatwo spostrzec, nie
Jest tak ze wzgledu na rézne oceny atrybutow x;;, dokonywane przez konsumen-
tow. Dopiero przyjecie zagregowanej oceny atrybutow spowoduje, ze rozwazane
prawdopodobienstwa warunkowe beda identyczne dla wszystkich konsumentow.
To z kolei pozwoli wykorzysta¢ analizg klas ukrytych.

Model III. Model logitowy oparty na analizie klas ukrytych

Zalozenia:

* *
Vi,i‘=1,2,_..,N OsZy,-j STy e{O,l}/\x,-jxl_.j .
J

Strategia decyzyjna konsumenta i:

Pr(Ul-j|s > As) = If(e‘U|S)F(£U|S + BsTx,-j —5S)a’£,-j|s = [1 + exp(_BsTx’_j)]‘l
-0
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1 niech Vi,ijO = —1, ﬂOS = 53.

Prawdopodobienstwo warunkowe zaobserwowania wektora y;:

4 S{ y’; / S( l_yl;
p(3i0 =0, My, ¥ X)) =T I[ B M) ' TT[1- B G Ma)]
j=1 j=1

P(j; M3) = [1 + exp(—Ble_j) -1

4. Estymacja parametréw modeli
W wypadku analizy klas ukrytych i mieszanek rozktadéw do estymacji para-

metrow podchodzi si¢ w identyczny sposob: wykorzystujac najczesciej algorytm
EM. Odwotujac sie do niego (por. [3]), funkcje wiarygodnosci

L(¥

N §
Vi X, M) =[]0 7(05)p(vil6s: ¥s. Xy My) (D
i=1s=1

traktuje sie jako te, ktora opiera si¢ na niekompletnym zbiorze danych, dlatego
wprowadza sie dodatkowa zmienna ukryta

1, gdy konsument i eCq,
is = { : (12)

0, w przeciwnym wypadku,

o wielomianowym rozktadzie. Wtedy dla kompletnego zbioru danych
(y]’z]), (yzzz), v (y?z,-), - (y}‘va),

funkcja wiarygodnosci ma postac:

N S N S
log L (¥|Y, Z; X, M) = > > "z log m(8,) + D ) zis log p(y:|0s: Ps, X; My). (13)

i=ls=1 i=1s=1

Funkcja (13) staje si¢ podstawa do wykorzystania algorytmu EM, na ktéry
skladaja sie dwa kroki:

Krok E: W iteracji (k + 1) obliczy¢ Q(‘PI‘P(I‘)), przyjmujac za nieznany wektor

parametrow ¥ poczatkowe wartosci rowne p k) , gdzie
o(¥¥®)= Eg [log L(#]Y. Z: X, MY, ‘P(k)]. (14)

Jezeli si¢ przyjmie za
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Eg[Zal¥]=x)

[ A

to fatwo pokazac, ze
(k) g )p(yiles;ly.sgk)’xi’Ml)
K’ = )
i > 7(6,)p(yil05 ¥, X1, M)

N

Biorac to pod uwagg, funkcja (14) przeksztaltca sie do nastepujacej postaci:

Q(‘P|‘I’(k)) ZZK(k)IOgﬂ ZZK‘ logp(y,-]&s;‘{’s,x,-,M,) (15)
i=1s=1 i=ls=1

Krok M: Nalezy maksymalizowa¢ warto$¢ oczekiwana, ktéra zostata obliczona
w poprzednim kroku E, czyli

(k) - arg max Q(‘I’|‘I’(k)) .
P

W wypadku estymatoréw prawdopodobienstwa przynaleznosci do klas mozli-
we jest podanie ich postaci analitycznej. Odwolujac si¢ do (15), nalezy obliczy¢
odpowiednie pochodne czastkowe. Po przyréwnaniu ich do zera otrzymuje si¢
nastgpujace oszacowanie:

ZK(k) _

Pozostatle parametry mozna oszacowaé, wykorzystujac w tym celu jeden
z algorytmow optymalizacji nieliniowe;j.

5. Kryteria weryfikacji

Otrzymany model nalezy podda¢ weryfikacji statystycznej. Wsérdd najczesciej
wykorzystywanych testow, majacych zastosowanie w modelach opartych na
zarébwno LCA, jak i na FMD, wyréznia si¢ test Walda i test oparty na ilorazie
wiarygodnosci.

Niech H(W) bgdzie macierza Hessianu. Sprawdzeniem hipotezy Hjy:'¥ =¥,
w tescie Walda jest nastgpujaca statystyka

~ (¥ -,) H)(¥ %), (16)

ktéra asymptotycznie zbiega do rozktadu 12 z K stopniami swobody, gdzie K jest
liczba estymowanych parametréw. Zaleta tego testu jest mozliwos¢ tacznego
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wnioskowania o parametrach, bez koniecznosci przeprowadzania dodatkowych
estymacji. Tej cechy brakuje testowi opartemu na ilorazie wiarygodnosci, jednak
w poréwnaniu z testem Walda jest bardziej doktadny w wypadku préb o malym
i $rednim rozmiarze. Co wiece), zgodnie z badaniami W.W. Haucka i A. Donnera
[4], gdy roznica migdzy warto$cia parametru estymowanego a parametru przyje¢te-
go powigksza si¢, wtedy wartos¢ statystyki W bardzo szybko zbiega do zera; row-
niez maleje jego moc. Tych niepozadanych wlasnosci nie ma test oparty na ilorazie
wiarygodnosci®. Przyjeta statystyka testowa

LR= —2[log L(%|Y; X, M;) - log L{H|Y; X, M;)} (17

ma réwniez asymptotyczny rozklad ,1'2 z liczba stopni swobody réwng liczbie
nalozonych ograniczen na parametry.

Przedstawione statystyki testowe (16) i (17) pozwalaja podja¢ decyzje doty-
czaca tylko wyboru migdzy dwoma modelami hierarchicznymi. Bardziej dokladne
rozstrzygnigcia — zmierzajace do ustalenia, czy proponowany model jest dobrze
dopasowany do danych empirycznych — mozliwe sa lele statystykom Pearsona,

G? i Cressiego-Reada. Oznaczajac 0dpow1edmo przez fv i f, czgstosci oczekiwa-

ne i zaobserwowane, statystyki Pearsona i G? maja nastepujaca postaé:
2’ A2 /A
= Z(fv _fv) /fv ’
=]

2/ )
2 ‘_—Zva log(fv/fv)’

v=]

aczkolwiek tylko w wypadku modeli opartych na LCA mozna je wykorzysta¢. Tym
samym, rozwazajac kolejny etap modelowania, jakim jest weryfikacja modelu, nie
mozna méwié o FMD jako ogdlniejszym podejsciu w stosunku do LCA.

Nasuwa sie rowniez pytanie dotyczace tego, ktora ze statystyk ( 12 czy G2)
jest lepszym miernikiem oceny dopasowania modelu. Watpliwosci rodza sig
wtedy, gdy roznica ich wartosci jest znaczna. Okazuje si¢, ze jezeli wystgpuja mate
oczekiwane czestotliwosci, to wartosci obu statystyk moga by¢ wypaczone, powo-
dujac te réznice. Z tego powodu dla matych czegstotliwosci oczekiwanych proponu-
je sig statystyke Cressiego-Reada o postaci:

2./ R
CR()=2[A(A+D]"' Y £, {(fv /7)) - 1}.
v=]

3 Wspomniani autorzy przeprowadzili badania z wykorzystaniem modelu logitowego.
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W zaleznosci od przyjetych wartosci A otrzymuje si¢ statystyke G? i Pearsona
odpowiednio dla 4 =0 (w granicy) i A =1. N. Cressie i T.R.C. Read proponuja,
aby przyjaé 1 =2/3.

W modelach opartych zarbwno na mieszankach rozkiadéw, jak i analizie klas
ukrytych pojawia sie problem zwiazany z rozstrzygnigciem, ktory z dwdch modeli
o roznej liczbie klas lepiej dopasowany jest do danych. Posrednio mozna to
rozwiazac¢, odwotujac si¢ do kryteriow informacji [2; 7]. W tym celu wykorzystuje
si¢ kryterium informacji Akaikego (41C)

AIC = -210g L(¥|Y; X, M) +2K.

Zostaje wybrany ten model, dla ktorego wartos¢ AIC jest najmniejsza. Alterna-
tywnym podejsciem jest uzycie statystyki opartej na ilorazie wiarygodnosci LR.
Wtedy dla modelu o df stopniach swobody

AIC" =-LR-2df .

Warto zauwazy¢, ze dla dwoch poréownywanych modeli, dla ktorych logarytm
funkcji wiarygodnosci rozni si¢ nieznacznie, na podstawie kryterium AIC wybiera
si¢ model z mniejsza liczba estymowanych parametrow.

Kolejnym wykorzystywanym miernikiem jest kryterium informacyjne BIC
(Bayesian information criteria). Ma ono, w odréznieniu od 4/C, whasnos$ci asymp-
totyczne, tzn. uwzglednia wielko$¢ proby. Podobnie jak w kryterium informacyj-
nym Akaikego, BIC mozna wyrazi¢ w dwojaki sposdb:

BIC =-2log L{¥|Y; X, M;) + Klog N,

BIC™ = LR—df log N .

Nalezy odnotowac, ze A/C ma tendencj¢ do wyboru modeli, ktére sa nazbyt
rozbudowane, nawet wtedy, gdy proba jest duza. Z kolei BIC preferuje modele
mniej ztozone, tzn. z mniejsza liczba parametrow.

6. Porownanie metod

Przedstawiona problematyka uwzglednienia heterogenicznosci w modelach lo-
gitowych daje podstawe, by sadzi¢, ze FMD jest podejsciem bardziej elastycznym
od LCA, a co wigcej, podejsciem, ktore skupia w sobie LCA. Chociaz formalne roz-
strzygnigcia (por. wzor (9)) przemawiaja za takim wnioskiem, to jednak koncepcje,
na ktérych zrodzily si¢ te metody, byly odmienne. Jak wspomniano we wstepie,
mieszanki rozktadéw zostaly wykorzystane przez wzglad na istnienie obserwacji
pochodzacych z réznych populacji. Od samego poczatku byly wiec przeznaczone
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do uwzglednienia niejednorodnosci obserwacji. Z kolei analiza klas ukrytych
pozwala na badanie zaleznosci, jakie wystgpuja migdzy zmiennymi mierzonymi na
skalach stabych. Istota tych zwiazkéw jest pozorna, gdyz istnieje do momentu
wprowadzenia zmiennej ukrytej. Jej obecnos$¢ sprawia, ze zbior zmiennych jest juz
niezalezny, a zmienna ukryta wyjasnia te zwiazki.

Tym samym pierwotne przeznaczenie LCA bylo inne niz FMD. Dopiero poz-
niej, ze wzgledu na podobienstwo do analizy skupien, analiza klas ukrytych coraz
czgsciej byla wykorzystywana jako metoda klasyfikacji (por. VerMag). W odnie-
sieniu do marketingu mowi si¢ o metodzie segmentacji, pozwalajacej otrzymaé
segmenty (klasy) ukryte. Okreslenie to (segmenty ukryte) jest uzywane rowniez
w stosunku do modeli, ktore nie sa oparte na LCA, lecz na mieszankach rozkfadow
— tak jak w sformulowanym modelu pierwszym i drugim. Przyktadem moga by¢
prace {10; 16]. Daje to podstawe, by sadzi¢, ze nastapito przeniesienie terminolo-
giczne. O jego stusznosci (lub niestuszno$ci) trudno rozprawia¢ bez doktadnej defi-
nicji zmiennej ukrytej. Choc¢ intuicyjnie jest ona wyczuwana, niemniej jednak w li-
teraturze pojawia si¢ wiele propozycji. Ze wzgledu na swoja obszernos¢ zagad-
nienie to nie bgdzie rozwazane w niniejszym opracowaniu.

Tabela 1. Poréwnanie analizy klas ukrytych i mieszanek rozkladéw

Punkt widzenia Modele oparte na
statystyki marketingu LCA FMD

zmienna objasniana|wybdr produktow kilka marek jedna marka

(dyskretna)

zmienne objasniaja-|ocena atrybutdw identyczna dla kazdego|rézni si¢ migdzy

ce konsumenta konsumentami

prawdopodobiensiwa [szanse  wyboru  produktéw |takie same rézne

warunkowe przez konsumentéw naleza-

cych do tej samej klasy

model logitowy strategia decyzyjna regresja logistyczna warunkowy, wielo-
mianowy model lo-
gitowy

kryteria weryfikacji |kryteria weryflikacji 1,2 Pearsona, G2, CR, LR,|{LR, W, AIC, AIC",

W,AIC, AIC*, BICi BIC"|BICi BIC"

Zrédto: opracowanie wlasne.

Przyjmujac wczesniej przyjety podzial (modele oparte na LCA | FMD), w tab. 1
przedstawiono porownanie obu podejs¢. Przyjete kryteria stanowia punkt widzenia
statystyki i marketingu.



106

(1]
(2]
B3]
(4]
(5
(6]

(71
(8]
&
[10]

(1]

(12]

(13]
(14]

(15}
[16)

Literatura

Bozdogan H., Mode! Selection and Akaike's Information Criterion: The General Theory and its
Analytical Extensions, ,Psychometrika” 1987, vol. 52, nr 3, s. 345-370.

Dayton C.M., Latent Class Scaling Analysis, Sage University Papers Series on Quantitative
Applications in the Social Sciences, 07-126, Thousand Oaks, CA Sage1998.

Dempster A.P., Laird N.M., Rubin D.B., Maximum Likelihood from Incomplete Data via the
EM Algorithm, ,,Journal of the Royal Statistical Society” 1977, ser. B, nr 1(39), s. 1-22.

Hauck Jr. W.W., Donner A., Wald's Test as Applied to Hypothesis in Logit Analysis, ,Journal
of the American Statistical Association”, 1977, 72(360), s. 851-853.

Kapton R., Analiza danych dyskretnych za pomocq metody LCA, [w:] Taksonomia 9, Prace
Naukowe Akademii Ekonomicznej we Wroctawiu nr 942, AE, Wroctaw 2002.

Kapton R., Mapy pozycjonowania wyrobow przy wykorzystaniu analizy czynnikowej klas
ukrytych, [w:} Taksonomia 10, Prace Naukowe Akademii Ekonomicznej we Wroctawiu, AE,
Wroctaw 2003.

Kass R.E., Raftery A.E., Bayes Factors, ,,Journal of the American Statistical Association”
1995, vol. 90, s. 773-793.

McFadden D., Conditional Logit Analysis of Qualitative Choice Behavior, [w:] Frontiers in
Econometrics, red. P. Zarembka, Academic Press, New York 1974.

McLachlan G.J., Peel. D., Finite Mixture Models, Wiley, New York 2000.

Oh M.S., Choi J.W_, Kim D.G., Bayesian Inference And model Selection in Latent Class Logit
Models with Parameter Constraints: An Application to Market Segmentation, ,Journal of
Applied Statistics” 2003, vol. 30, nr 2, s. 191-204.

Rost J., Langeheine R., 4 Guide Through Latent Structure Models For Categorical Data, [w:]
Applications Of Latent Trait And Latent Class Models In The Social Science, red. J. Rost,
R. Langeheine, Waxmann, Berlin 1997.

Titterington D.M., Smith A.F.M., Markov U.E., Statistical Analysis of Finite Mixture
Distributions, John Wiley & Son, New York 1985.

Train K.E., Qualitative Choice Analysistr, MIT Press, Cambridge 1986.

Vermmunt J.K., Finite Mixture Model, [w:] Encyclopedia of Research Methods for the Social
Sciences, red. M. Lewis-Beck, A. Bryman, T.F. Liao, Sage Publications, New Bury Park 2004.
Vermunt J. K., Magidson J., Latent Class Cluster Analysis, (w:] Applied Latent Class Models,
red. J. Hagenaars, A. McCutcheon, Cambridge University Press, Cambridge 2002.

Zenor M.J., Srivastava R K., Inferring Market Structure with Aggregate Data: A Latent
Segment Logit Approach, ,,Journal of Marketing Research” 1993, vol. 30, Issue 3, s. 369-379.

HETEROGENEITY IN LOGIT MODELS

Summary

In order to model heterogeneity in the logit models one can use latent class analysis as well as

finite mixture distribution. Frequently, these two names are used interchangeably. Taking into account
the fact that these methods were originally meant for different goals, the aim of this paper is to
compare these methods — pointing out similarities and differences.
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