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Przedmowa

Analizg widmowsg sygnatu okre§lamy problem wyznaczenia czestotliwo$cio-
wej struktury sygnatu, jego widma czestotliwo$ciowego.

Pojecie rozkladu sygnatu na skladowe harmoniczne wzielo swéj poczatek
w pracach Pitagorejczykéw, w ich analizie ruchéw planet (,muzyka sfer”),
w odkryciach praw muzycznej harmonii, w pracach Newtona nad widmem
$wiatta stonecznego (1677 r.), analizach drgajacych membran Bernoulli’ego
(1738 r.) i Eulera (1755 r.), w aproksymacji Prony’ego drgajacych mecha-
nizméw (1793 r.). Nowoczesna analiza Fouriera, stosowana powszechnie,
ma swoje podstawy w pracach Fouriera (1807 r.), chociaz elementy szyb-
kiej transformacji Fouriera (FFT) powstaly w dzietach Gaussa o mechanice
orbitalnej (1805 r.).

Podstawowym narzedziem analizy sygnaléw jest widmo mocy. Algo-
rytmy estymacji widma mocy znalazly szerokie zastosowanie w wielu dzie-
dzinach nauki, takze w elektrotechnice.

Dokladne i szybkie wyznaczenie czestotliwoéciowych parametréw skia-
dowych badanego sygnatu jest istotne z wielu powodéw.

Sygnaly rzeczywiste zawieraja zwykle wiele skltadowych o réznych cze-
stotliwo$ciach, czesto ze znaczng zawartoScia szumu a ponadto parametry
ich widm sa zmienne w czasie. Dokladnoé¢ estymacji widma skiadowych
tych sygnatéw zalezy od wielu czynnikéw, takich jak rozdzielczos¢, obciaze-
nie, wariancja zastosowanego estymatora, dlugoé¢ badanej sekwencji danych,
faz poszczegblnych skltadowych i ich wzajemnego oddziatywania.

W wielu zagadnieniach telekomunikacji, elektroniki, automatyki, tech-
niki zabezpieczen energetycznych, istnieje konieczno§¢ identyfikacji stanu
pracy, separacji i estymacji parametréow sygnaléw elektrycznych, np.: wy-
dzielanie z sygnalu podstawowej harmonicznej, filtracja szumu, separacja
wyzszych harmonicznych, ocena zawartoéci wyzszych harmonicznych czy es-
tymacja czestotliwosci, amplitudy i fazy.

Praca niniejsza jest kontynuacja i rozwinieciem cyklu publikacji ([1], [21-
25], [27-33]), majaca na celu ich usystematyzowanie i uzupelnienie. Au-
tor proponuje metode wizualizacji widma sygnatéw elektrycznych (w tym
tréjfazowych) przy pomocy metod podprzestrzeni a takze poddaje analizie
wlasciwosci réznych metod analizy widmowej zastosowanych w praktyce.
Wybrane metody analizy widmowej przedstawione w rozdziatach 3-6 zna-
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PRZEDMOWA v

lazty juz zastosowanie w innych dziedzinach nauk stosowanych takich jak
telekomunikacja czy akustyka, jednak ich zastosowanie w elektrotechnice
i elektroenergetyce nie jest rozpowszechnione. Nowoczesne metody analizy
widmowej charakteryzuja sie szeregiem zalet, nie spotykanych w klasycznych
metodach fourierowskich, jednak niewatpliwym zaletom, takim jak wysoka
rozdzielczo$é czy niewrazliwo$¢ na szum towarzysza ograniczenia. Jednym
z celéw tej pracy jest wykazanie tych cech, zaréwno korzystnych jak i ogra-
niczajacych obszar zastosowarn.



Cel i teza pracy

Celem pracy jest szczegélowe zbadanie wiaSciwosci zaawansowanych metod
analizy widmowej, takich jak metody podprzestrzeni, statystyki wyzszych
rzedéw, metody analizy czasowo-czestotliwo$ciowej - dystrybucja Wignera-
Ville’a, krétkoczasowa transformacja Fouriera, zastosowanych do badania
odksztatconych sygnaléw wystepujacych w elektrotechnice i elektroenerge-
tyce, okreSlenie obszaru zastosowan badanych metod, ich cech charaktery-
stycznych, zaréwno korzystnych z punktu widzenia zastosowan praktycznych
jak i ograniczajacych celowo$¢ ich wykorzystania.

Teza pracy

Zaawansowane metody przetwarzania sygnatéw, takie jak metody podprze-
strzeni, statystyki wyzszych rzedéw, dystrybucja Wignera-Ville'a, umozliwiajg
doktadniejsze wyznaczanie parametréw mocno znieksztatconych sygnatéw elek-
trycznych oraz lepszg diagnoze stanu pracy uktadéw elektrycznych niz metody
fourierowskie.
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Rozdzial 1

Pojecia podstawowe

Przedstawiono definicje i wlasciwo$ci podstawowych pojeé oraz wielkosci do-
tyczacych sygnatow i procesow losowych.

W pracy beda rozpatrywane sygnaly spetniajace warunek ergodycznosci
stacjonarnosci, jak i nie spetniajace tych warunkdéw. Ponizej podano warunkz,
jakim musi odpowiadaé proces stochastyczny, aby mozna go bylo uznac za
stacjonarny i ergodyczny oraz definicje podstawowych wielkosci statystycz-
nych wykorzystanych w dalszej cze$ci pracy.

1.1 Stacjonarno$¢ procesu

Ze wzgledu na ceche stacjonarnosci procesy stochastyczne dzieli sie na sta-
cjonarne i niestacjonarne [57]. Z kolei procesy stacjonarne dzieli sie na sta-
cjonarne w waskim oraz szerokim sensie.

Proces stochastyczny z(t) nazywamy stacjonarnym w waskim sensie, je-
zeli funkcja gestoéci prawdopodobienstwa wektora losowego o skladowych
[x(t1),x(t2),...,x(tn)] jest réwna gestosci prawdopodobienstwa wektora
losowego o skladowych [z (t1 +7),z(t2+7),...,2z(tn +7)] dla dowolnie
wybranych chwil czasu t1,to,... ,t,, dowolnego przesuniecia 7 i dowolnej
liczby skladowych n. N-wymiarowa funkcja gestoéci prawdopodobienstwa
procesu stochastycznego stacjonarnego w waskim sensie nie zalezy zatem
oddzielnie od kazdej z chwil czasu ¢, o, ... ,t, a tylko od réznicy pomiedzy
tymi chwilami, np. to —t1,t3 —t1,... ,tn — t1.

Jednowymiarowa funkcja gestoéci prawdopodobienstwa procesu stocha-
stycznego x(t), stacjonarnego nie zalezy od czasu t, czyli f, (z,t) = f, ().

Z definicji warto$ci oczekiwanej i funkeji korelacji procesu stochastycz-
nego wynika, ze warto$¢ oczekiwana procesu stochastycznego x(t), stacjo-
narnego w waskim sensie, jest stala i nie zalezy od czasu t.

Proces stochastyczny x(t) nazywamy stacjonarnym w szerokim sensie,
jezeli warto$¢ oczekiwana tego procesu nie zalezy od czasu.
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Proces stochastyczny stacjonarny w waskim sensie jest zawsze stacjo-
narny w szerokim sensie. Twierdzenie odwrotne nie zawsze jest prawdziwe.
Procesy stochastyczne, ktére nie sa stacjonarne w waskim lub szerokim sen-
sie, sa procesami niestacjonarnymi.

1.2 Ergodycznosé

Stacjonarny proces stochastyczny x(t) jest procesem ergodycznym, jezeli
spemia zaleznosé [57]:

Tli_I};oE { [% /tHTm(t) dt —mmr} =0 (1.1)

Jto

gdzie: T - dlugo$¢ przedzialu uéredniania, ¢ - dowolnie wybrana chwila
poczatkowa przedziatu uSredniania.

Dla procesu stochastycznego ergodycznego wartos¢ oczekiwana w zbio-
rze realizacji jest réwna wartoSci $redniej jednej realizacji dla nieskonczenie
dlugiego okresu obserwacji 7'.

1 to+T
my qul_r)r;o?/t x(t)dt (1.2)
Jito

Tylko procesy stacjonarne moga by¢ ergodyczne. Proces {z(t)} jest pro-
cesem ergodycznym [40], jezeli z prawdopodobiefistwem réwnym jednosci
wszystkie jego momenty moga by¢ okre§lone na podstawie pojedynczej re-
alizacji procesu, czyli uérednianie po zbiorze realizacji moze by¢ zastapione
uérednianiem po czasie. Na tej podstawie zamiast zapisu {z(t)}, oznaczaja-
cego zbidr realizacji, mozna stosowac zapis x(t) dla sygnaléw ciagltych oraz
z(n) dla sygnaléw dyskretnych, tzn. za proces stochastyczny uznaje sie jego
pojedyncza realizacje.

1.3 Quasi-stacjonarnosé

Podstawowym problemem analizy sygnaléw losowych jest niemozliwos¢ prze-
prowadzenia operacji uSredniania po zbiorze realizacji procesu losowego.
Przy zatozeniu ergodyczno$ci procesu uSrednianie po zbiorze realizacji moze
by¢ zastapione uérednianiem po czasie, jednak dla proceséw niestacjonar-
nych taka operacja jest niedostepna, poniewaz uérednianie po czasie usuwa
zmienne w czasie wlasciwoéci badanego sygnatu [34]. Wprowadza sie dla
sygnaléw niestacjonarnych pojecie ,quasi-stacjonarnoéci” czyli zalozenie, ze
funkcja autokowariancji C' sygnatu zmienia sie dostatecznie powoli aby spet-
ni¢ warunek:

IC(t+7,t—7)—Cy(27)] < & (T) (1.3)
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Zaklada sie, ze w danej chwili ¢ istnieje stacjonarna funkcja autokowa-
riancji Cs i przedzial czasu T, dla ktérych spelniona jest nieréwnosé¢ (1.3).
Przedziatem stacjonarnos$ci Ts nazwano najmniejszy przedzial T" spelniajacy
(1.3). Proces niestacjonarny nazwano quasi-stacjonarnym jesli 7y > 0 dla
danego € > 0, gdzie ¢ jest miarg przyblizenia.

1.4 Bialy szum dyskretny

Kazdy proces losowy o zerowej $redniej, ktérego prébki nie sa skorelowane
nazywa sie procesem ,biatym” [58]. Funkcja korelacji tego procesu ma po-
staé:

Rsb [nl, ’rl()] = O'(QJ [nl] 6 [m = TL()] (1.4)

Najczesciej zaklada sie, ze mamy do czynienia z procesem stacjonarnym.
W tym przypadku funkcja korelacji tego procesu ma postac:

Ry [l] = 036 |1 (1.5)
a widmowa gesto§¢ mocy:
Ssb (ej“’) = 0'% (1.6)

Odmiang bialego szumu jest biaty szum gaussowski, ktéry powstaje przez
prébkowanie biatego szumu ciggtego. Jezeli w jest wektorem losowym skla-
dajacym sie z N kolejnych prébek bialego procesu losowego to jego macierz
kowariancji ma postaé:

Cw =Ry =0l (1.7)

Prébki bialego szumu gaussowskiego sa nieskorelowane i niezalezne.

Szum kolorowy otrzymuje sie np. na wyjéciu filtru, na ktérego wejscie
podano bialy szum gaussowski. Przebieg widmowej gestoSci mocy szumu
kolorowego zalezy od doboru wspélezynnikéw tego filtru.
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Wektor przestrzenny

Przedstawiono metode reprezentacji uktadu tréjfazowego przy pomocy wek-
tora przestrzennego, podstawowe zaleznosci tej wielkosci zespolonej z syme-
trycznym i niesymetrycznym uktadem wielkosci w uktadzie tréjfazowym @ w
obecnodci wyzszych harmonicznych. Wskazano na zwigzki pomiedzy ukia-
dem zgodnym i przeciwnym znanym z metody sktadowych symetrycznych a
widmem wektora przestrzennego.

Metoda sktadowych symetrycznych (sktadowych 012) jest jedna z pod-
stawowych metod analizy tréjfazowych obwodéw elektrycznych [26]. Me-
toda ta umozliwia analize wylacznie przebiegéw stacjonarnych i sinusoidal-
nych dla skltadowej podstawowej. W maszynach elektrycznych ukltad napie¢
zasilajacych o kolejnoéci zgodnej powoduje powstanie wirujacego pola ma-
gnetycznego. Skutkiem oddzialywania ukladu symetrycznych napie¢ zasila-
jacych stojana jest powstanie symetrycznego uktadu pradéw przy zakladanej
symetrii budowy maszyny.

Badany sygnat tréjfazowy moze by¢ kombinacja skladowej podstawowej,
harmonicznych i szumu losowego. Dodatkowe zaklécenia moga by¢ spowo-
dowane wystepowaniem skladowych przejsciowych oraz obciazen nielinio-
wych. Istnieje wiele mozliwych sposobéw opisu wielko$ci wystepujacych w
uktadach tréjfazowych, ktérych zadaniem jest uproszczenie analizy i modelo-
wania ukladéw elektrycznych. Jednym z mozliwych opiséw systeméw tréj-
fazowych jest wektor przestrzenny (Raumzeiger) zdefiniowany w [19] jako
ztozenie dwéch niezaleznych wektoréw wirujacych opisujacych uklady o ko-
lejnosci zgodnej i przeciwne;j.

Metoda wizualizacji przy pomocy wektora przestrzennego jest stosowana
w przypadku analizy widma i symetrii napie¢ i pradéw wystepujacych w
uktadach tréjfazowych [51].
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2.1 Podstawowe zaleznoSci

2.1.1 Definicja

Zespolony wektor przestrzenny, opisujacy sktadowa zgodna, przeciwna, skia-
dowe harmoniczne i nieharmoniczne wystepujace w ukladzie tréjfazowym
fr, fs, fr jest dany wzorem:

(2.1)

gdzie

1 _1 Ir
fﬂ}:\/g L %] 2.2
[fﬁ 3{0\@—% ;i =

Dzieki wprowadzeniu dodatkowej wielkoSci - skladowej zerowe;]

fo=3 (fa+ fs+ fr) 23

mozliwy jest pely i jednoznaczny opis uktadu tréjfazowego.

2.1.2 Zwiazki wektora przestrzennego z symetrycznym ukia-
dem tréjfazowym.

Dla sktadowej zgodnej mozna utworzy¢ wektor przestrzenny f przy pomocy
réwnan opisujacych wartosci chwilowe wielko$ci wystepujacych w symetrycz-
nym uktadzie tréjfazowym [50]:

1 ; ; ;
fH = A(l) sin (wt + ’)’) = 5 (A(l)ejwt + A’(kl)ejwt) e (2.4)

fs = Aqsin (wt +7- 233) = % (a2A(1)€j‘”t + aA’{l)ej“’t) e’7(2.5)

2 1 : ; .
fr = Aq)sin <Wt +7+ %) =3 (aA(l)eJ“Jt + a2A?1)€]“’t) e’7(2.6)
gdzie a = €’ % . Po podstawieniu do (2.1) otrzymano:

f= A(l)ej“’teﬂ (27)

Dla sktadowej zgodnej wektor przestrzenny wiruje na plaszczyznie zespo-
lonej w kierunku dodatnim. Odpowiednio dla skladowe]j przeciwnej wektor
przestrzenny wiruje w przeciwnym kierunku i opisany jest wzorem:

f= A(Q)e—j“’te“” (2.8)
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W przypadku niesymetrycznych sinusoidalnych przebiegéw tréjfazowych
wektor przestrzenny przedstawia sie jako suma wektoréw wirujacych w prze-
ciwnych kierunkach:

f= A( )eju"t + A{Z)e—jwt (29)

Réwnanie to opisuje na plaszczyznie zespolonej elipse, ktérej jedna z osi
jest réwna sumie amplitud skladowej zgodnej i przeciwnej a druga réznicy
tych wielko$ci.

2.1.3 Opis wektora przestrzennego szeregiem Fouriera

Przebieg okresowy opisujacy wektor przestrzenny mozna rozwinaé w szereg
Fouriera:

n=oo )
flwt)= Y Apel™ (2.10)
o wspoétezynnikach:
T 2T )
An=T / £ (wt) F™td(wt) (2.11)
Jo

Wystepujace w rozwinieciu w szereg Fouriera harmoniczne o indeksach
n dodatnich odpowiadaja wirujacym zgodnie z kierunkiem wirnika syste-
mom zgodnym a harmoniczne o indeksach n ujemnych odpowiadaja wi-
rujacym przeciwnie do kierunku wirowania wirnika systemom przeciwnym.
Dwie podstawowe harmoniczne wektora przestrzennego o indeksach n = 1
i n = —1 odpowiadaja skladowej zgodnej i przeciwnej. Stad:

Any = Anlmy Ap = A} (2.12)

n=-1

2.1.4 'Wektor przestrzenny a wyzsze harmoniczne

W przypadku obecno$ci w systemie tréjfazowym wyzszych harmonicznych o
czestotliwo$ciach bedacych catkowitymi wielokrotno§ciami k& czestotliwosci
podstawowe] w, mozna opisa¢ ich przebiegi czasowe réwnaniami [51]:

() = Agsin (Kot + ) (2.13)
fox(t) = Agsin [k (wt - %) +7k] (2.14)
fre(t) = Apsin [k (m + %”) +7k} (2.15)

Wyzsze harmoniczne w symetrycznym stanie pracy ukladu nalezg kolejno
do réznych systeméw napie¢ [36]:
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e System napie¢ o kolejnoSci zgodnej tworza harmoniczne o wspélczyn-

nikach £ =1,4,7,10,...=3n+1;ne N
f(k) = A(k)eﬂmﬁ (216)
e System napie¢ o kolejnosci przeciwnej tworza harmoniczne o wspol-
czynnikach k£ = 2,5,8,11,...=3n+2;n € N
f(k) = A(k)e_jkWt (2.17)

e System o kolejnosci zerowej tworza harmoniczne o wspélczynnikach
k=0,3,6,9,...=3n;ne N

2.1.5 Wizualizacja ukiadu tréjfazowego

Wykres wektora przestrzennego na plaszczyznie zespolonej jest naturalng
i najprostsza metoda wizualizacji uktadu tréjfazowego [50]. Interpretacja
przebiegéw czasowych i wykresu na plaszczyznie zespolonej wektora prze-
strzennego jest latwa tylko w przypadku przebiegéw nie zmieniajacych sie
w czasie i o niewielkiej liczbie harmonicznych.

Ponizej podano wykresy przyktadowych prostych przypadkéw niesyme-
trii i znieksztalcenia przebiegéw tréjfazowych.

1. Przebieg nie znieksztalcony symetryczny:

4 [ S et S N ’
0 100 200 300 400 500 600
t

Rys.2.1. Przebiegi czasowe napiec.
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Im(f)
=3

-1
-1

0
Re(f)

0.5-

ob—— 1y L ¢y ou g
8 -7 6 5 4 3 -2 4 o 1 2 3 4 5 6 7 8
harmoniczne

Rys.2.3. Widmo wektora przestrzennego.

Wektor przestrzenny w tym przypadku zakreSla na plaszczyznie zespo-
lonej okrag.
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2. Przebieg nie znieksztalcony niesymetryczny (amplituda napiecia w fa-

zie T réwna 1—60 amplitudy napiecia w pozostatych fazach).

gL = A -
0 100 200 300 400 500 600|

Rys.2.4. Przebiegi czasowe napiec.

Im(f)
o

[ |
l L 7 i
g T —

-1 0 1
Re()

Rys.2.5. Wykres wektora przestrzennego.
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L o e e e e T T T T T

0

Rys.2.6. Widmo wektora przestrzennego.

W przypadku niesymetrii uktadu tréjfazowego wektor przestrzenny za-
kresla na plaszczyznie zespolonej elipse a w jego widmie pojawia sie sktadowa
przeciwna o ujemnej czestotliwosci.

3. Przebiegi z zawartoscig 5. harmonicznej o amplitudzie réwnej 1—10 am-
plitudy sktadowej podstawowe;.

— R

I 1 L L L
0 100 00 00 00 00 00

Rys.2.7. Przebiegi czasowe napiec.
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Im(f)
o

Rys.2.8. Wykres wektora przestrzennego.

15—

\

Rys. 2.9. Widmo wektora przestrzennego.

W obecnosci piatej harmonicznej obrazem wirujacego wektora przestrzen-
nego na plaszczyznie zespolonej jest hipocykloida a w widmie pojawia sie
piata harmoniczna nalezaca do przeciwnego ukladu napie¢.
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4. Przebiegi z zawarto$cig 7. harmonicznej o amplitudzie réwnej 1—10 am-

plitudy skladowej podstawowe;.

400 500 600|

-1.5
0 100 200 300
t

Rys.2.10. Przebiegi czasowe napie¢.

Im(f)
o

15 ——1 - -
0 15

e Re(f)
Rys.2.11. Wykres wektora przestrzennego.
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L I B e o o N B m

W

0‘,,4A_\ — 1 L - L 1 O W T I
$ - - - 4 0 1 5
e

Rys.2.12. Widmo wektora przestrzennego.

W obecnoéci siédmej harmonicznej obrazem wirujacego wektora prze-
strzennego na plaszczyznie zespolonej jest epicykloida a w widmie pojawia
sie siédma harmoniczna nalezaca do zgodnego ukladu napie¢.



Rozdzial 3
Widmowa gestoS¢ mocy

Klasycznym narzedziem widmowej analizy sygnaléw jest widmowa gesto$é
mocy. Podstawowym ograniczeniem jakosci estymaty widma sygnatow loso-
wych jest ograniczony w czasie okres obserwacji badanego sygnatu. Przed-
stawiono zaleznosdci opisujace Zrédia bledu wyznaczenia widma sygnatéw wy-
stepujacych w rzeczywistych zastosowaniach: wplyw okna analizujgcego i in-
terakcji pomiedzy sktadowymi sygnatu.

3.1 Doktadno$é¢ estymacji widma

3.1.1 Sygnaly ciagle
Sygnaty o jednej skladowej

W rzeczywistych zastosowaniach mozliwe jest badanie sygnatu o ograniczo-
nej czasowo dlugoéci co jest réwnoznaczne z nalozeniem na sygnatl o nieskon-
czonej dlugosci okna prostokatnego o skoriczonej dtugosci [59].

Badany sygnal zawiera jedna skltadowsg sinusoidalng o czestotliwoéci w; i
fazie ¢ 1 jest postaci:

x (t) = sin (w4t + @) (3.1)
Po poddaniu go transformacji Fouriera otrzymano:
Xw)=mn [ejd’é (w — w;i) + 796 (w + wz)] (3.2)

podczas gdy okno prostokatne o szeroko$ci [—%,—g] ma nastepujaca
transformate Fouriera:

sin (w3) = T'sinc (w%) (3.3)
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Ostatecznie widmo mocy sygnalu x(t) mozna przedstawi¢ wzorem:

x@x@=(3) - dranceron]

1
+ 2cos(2¢) sinc (w — wq) 3 sinc (w + w1) % (3.4)

Ostatni sktadnik wyrazenia (3.4) opisuje interakcje pomiedzy ujemnymi
i dodatnimi sktadowymi przebiegu sinusoidalnego. Interakcja ta jest przy-
czyna zmian polozenia maksimum widma wraz ze zmiana fazy poczatkowej
¢ badanego sygnatu (rys. 3.1). Wraz ze wzrostem diugoéci okna 7' (rys.
3.2) maleje wplyw tego sktadnika (co wynika z wlasciwosci funkeji sinc) na

dokladno$¢ wyznaczenia widma sygnatu.

f[Hz]

Rys.3.1. Widmo mocy sygnatu rzeczywistego (3.4) dla cos(¢) =0 (—),
cos(¢) =0,5 (- - - =), cos(¢p) =1 (- - - -).

Istnieje mozliwo$¢ minimalizacji wplywu fazy poczatkowej sygnatu na
doktadnos$é estymacji widma dla $cile okreSlonych dlugo$ci okna 7' i fazy
¢. Nalezy tak dobra¢ faze poczatkowa sygnatu aby wyrazenie cos(2¢) = 0.

Ten warunek jest spelniony dla:

¢ = n%; n nieparzyste (3.5)
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Rys.3.2. Wplyw dhugosci okna T na zalezno$¢ doktadnosci widma od fazy
sygnatu (3.4).

W przypadku, gdy warunek (3.5) jest spemiony, widmo mocy sygnatu
dla czestotliwo$ci wy przyjmie postaé:

P(w) = (g) [1 + sine? (. T)] (3.6)

Funkcja sinc?(.) jest zawsze dodatnia i posiada miejsca zerowe w od-
stepach (n7) od swojego maksimum. Wplyw ujemnych skladowych widma
zanika, gdy miejsce zerowe przypada dokladnie na w;. Otrzymuje sie wtedy
bezbledna estymate widma po spelnieniu warunku:

n
T = ——; n catkowite 3.7
o7 (3.7)
Otrzymanie bezblednej estymaty wymaga uprzedniej znajomodci czesto-
tliwoéci badanego sygnatu. Jesli oba warunki (3.5) i (3.7) sa spelnione to
otrzymuje sie doktadne estymaty widma sygnatu [59].

Sygnaty o wielu skltadowych

Analiza sygnaléw o wielu sktadowych jest trudna ze wzgledu na obecnoéc¢
dodatkowych interakcji. W przypadku, gdy badany sygnal zawiera dwie
sktadowe sinusoidalne o czestotliwoéciach wi,ws i fazach ¢;, ¢, i jest postaci:
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z (t) = sin (w1t + ¢;) + sin (wat + @) (3.8)

Jego transformata Fouriera jest postaci:

X () =7 |16 (w — w1) + €716 (w + wy) + €726 (w — wy) +
+ e (w4 wy)| (3.9)

Po nalozeniu okna prostokatnego o szerokoéci 7" widmo mocy sygnatu w
(3.8) przyjmuje postaé:

2
T T
1X (w)|* = (%) [sian (w—w1) 3 + sinc? (w 4 w1) 3 T

T T
+ sinc? (w — wy) 3 + sinc? (w + wa) 3 +

+ 2 cos (2¢,) sinc ((w —w1) %) sinc ((w +w1)

N’
+

+2.cos (24, sinc ((w — wy) %) Rinie <(w +wa)

ol N oS
~_
_|_

+ 2cos (¢ — ¢y) sinc (w — w1) % sinc (w — ws)

+

+

NN

: &
+ sinc (w + w1) 5 sine (w+ w2)

+

| N

T
+ 2cos (1 + ¢y) sinc (w — wr) 3 sinc (w + wa)

+ sinc (w + w1) % sinc (w — wa) % (3.10)

W wyrazeniu (3.10) cztery pierwsze skladniki reprezentuja interakcje
pomiedzy dodatnimi i ujemnymi skladowymi sygnatu, kolejne reprezentuja
inne wzajemne oddzialywania pomiedzy skladowymi. Polozenie maksiméw
widma zmienia sie w zalezno$ci od faz poczatkowych ¢, ¢, sygnatu (3.8).

Rozwazania dotyczace poprawy dokladnosci estymaty widma sprawdzaja
sie takze dla sygnatéw o wielu sktadowych. Po zastosowaniu pewnych uprosz-
czen [59] dokladng estymate widma otrzymuje sie dla warunkéw (3.5) 1 (3.7)
po podstawieniu ¢ = 92—;-‘7’1 iep = L

3.1.2 Sygnatly dyskretne
Sygnaly o jednej skladowej

Analiza sygnaléw dyskretnych jest bardziej skomplikowana. Widmo mocy
w przypadku sygnaléw dyskretnych dla sygnatu x(n) = sin (nwi7p + ¢)
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(To—okres prébkowania, N -dlugo$¢ okna) wyraza sie wzorem [59]:

S

- Tt 1
| X (e7470) ‘2 = %sind?\, ((w —wy) ?0> + sind% ((w +w1) ?> +

=

5 005 26+ @)sindy (0 =) ) sind (W +e) T ) 1)

gdzie funkcja sindy () jest zdefiniowana jako sindy %—(-—ZS;?HJ(\; ?
1—e—dw—w1)NTp ]_e—i(w+w1)NTp
1—e~i(w—w1)To 1—e—i(wtw1)To

aazarg[

Odpowiednik (3.4) dla sygnatéw dyskretnych ma podobna strukture (po
zastgpieniu funkcji sinc (z) funkcjg sind (z)). Trzeci skladnik (3.11) repre-
zentuje interakcje pomiedzy skltadowymi sygnatu i jest zalezny od fazy po-
czatkowej badanego sygnatu, czyli od pozycji okna pomiarowego.

W przypadku sygnatéw dyskretnych jest trudniej znalezé optymalng diu-
go$¢ i pozycje okna, aby zminimalizowa¢ wplyw fazy sygnalu na dokiad-
noé¢ estymacji. Mozliwa jest tylko pozycja okna przypadajaca na moment
préobkowania a dlugo$é okna musi by¢ wielokrotno$cig okresu prébkowania.
Mozna wyprowadzi¢ [59] w tym przypadku przyblizony warunek na mini-
malizacje bledu estymacji jako:

N ; k nieparzyste, N calkowite (3.12)

_ k
4f1To

Tu takze otrzymanie bezblednej estymaty jest uzaleznione od wcze$niej-
szej znajomosci czestotliwosci badanego sygnalu, co mozna uzyskaé przy
pomocy algorytméw iteracyjnych.

Sygnaly o wielu skltadowych

Analiza sygnatu o dwéch skltadowych

x (n) = sin (nw1Zp + ¢1) + sin (nweTo + @) (3.13)

prowadzi do nastepujacych zalezno$ci. Widmo mocy sekwencji probek
sygnatu o diugosci N dane jest zaleznoscia:
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| X (ej“’TO)‘2 = le [sind%, <(w w1) 1; > + sind%, ((w +wy) %) +
sind%, ((w wz)j; ) + sind% <(w + ws) TO) +
+ 2cos (2¢; + ) sindy [((w—wl >smdN < w+ wi) ) -
2

+ cos (2¢9 + ) sindy <(w wa) 70> sind v ( w + wa) —O>

+ 2cos (¢ — ¢y) sindy <(w w1) > sind < w—wa) )

-sindy ((w +w1) %) sindy ((w + w2) >]

gdzie
'1 _ e~ i(w—wi)NTo 1 _ e—j(w+w1)NTo"
o =arg | T T oo (3.15)
[1 — g—d(w-w2)NTo | _ o—j(w+w2)NTo |
B = arg oy el B e (3.16)

Ze wzgledu na skomplikowane zaleznosci pomiedzy poszczegélnymi skia-
dowymi sygnatu i obecnoéé wielu zaleznych od fazy sktadnikéw widma mocy
nie jest mozliwe wyprowadzenie warunku na eliminacje wpltywu faz poczat-
kowych sktadowych badanego sygnalu. W przypadku sygnatéw dyskretnych
dodatkowym zrédlem bledu jest dyskretyzacja sygnatu.



Rozdziatl 4

Metody podprzestrzeni

Metody estymacji widma sygnatéw losowych zwanych metodami podprze-
strzeni naleza do grupy metod parametrycznych bazujgcych na szczegdlnym
modelu sygnalu. Zaklada sie, ze badany sygnal sktada sie z zespolonych skta-
dowych wyktadniczych (4.5) oraz szumu. Najistotniejszq informacija z punktu
widzenia wyznaczenia widma sygnatu sq dyskretne sktadniki widma. Metody
te charakteryzuja sie znacznie lepszq rozdzielczo$ciq i odporno$ciq na szum
niz metody fourierowskie.

W 1973 roku V.F. Pisarenko [43]| zauwazyl, ze zera transformaty Z wek-
tora wlasnego odpowiadajacego najmniejszej wartoéci wiasnej macierzy ko-
wariancji leza na okregu jednostkowym, a ich polozenie odpowiada czesto-
tliwo$ciom sinusoid zawartych w badanym sygnale. Przyjeto, ze macierz
kowariancji ma rozmiar 2p + 1, gdy p odpowiada liczbie sinusoid. Ulepsza-
jac te metode zaczeto bada¢ macierz kowariancji o wiekszym rozmiarze i
wykazano, ze wektory wlasne mozna podzieli¢ na dwie grupy: na wektory
wlasne rozpiete na podprzestrzeni sygnatu i na wektory wlasne rozpiete na
podprzestrzeni szumu, przy czym te ostatnie sa wektorami wlasnymi od-
powiadajacymi najmniejszym warto§ciom wiasnym. Te ustalenia staly sie
podstawa metod MN, MUSIC, ESPRIT i metod pokrewnych [58].

4.1 Wprowadzenie

Ponizej przedstawiona metoda nalezy do grupy metod parametrycznych.
Zaklada sie, ze badany sygnatl opisany jest modelem macierzy korelacji. Opis
praktycznego zastosowania metody Pisarenki podano w dodatku A.

4.1.1 Macierz korelacji

Podstawa prezentowanej ponizej metody estymacji widma jest macierz ko-
relacji [37], zdefiniowana w nastepujacy sposéb. Niech x bedzie losowym
wektorem sktadajacym sie z N prébek procesu losowego x.

20
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X = ‘ (4.1)
CE(N.— 1)

Macierz korelacji dyskretnego procesu losowego jest zdefiniowana jako:

Rz:é’{x'x*T}:

e{l= )} Ew©@a {1} o Ef@(O)a (N-1)}

| e=maon e{lsP} o Efe@)a (N -1)

| £z -1z (O} EzW-Da* W} - E{kW-DP}
R, (0,0) R, (0,1) Ry (0,N —1)

_ Rm(:l,O) RZ(:LI) | Rz(l,N—l) . (42)
Ry(N—1,0) Ra(N—1,1) - Ro(N—1,N—1)

Dla stacjonarnego procesu losowego macierz korelacji przybiera forme
symetrycznej macierzy Toeplitza.

R, (0) Ry (-1) R, (-N+1)
R; (1)  R:(0)
R, = : (4.3)
| Ry (N —1) R;(1)  Rs(0) |

4.1.2 Macierz kowariancji

Macierz kowariancji jest zdefiniowana jako:
C. :8{(x—mz) (x—mz)*T} (4.4)

Dla stacjonarnego procesu losowego funkcja korelacji zalezy tylko od jed-
nego argumentu a macierz kowariancji przybiera takze forme symetrycznej
macierzy Toeplitza.
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4.2 Wprowadzenie metod podprzestrzeni

Rozpatruje sie sygnal x skladajacy sie z M niezaleznych sygnaléw w szumie
n:

M
X :ZAisi +m; A; = |A;] 2% s; = eI (4.5)

gdzie A; jest amplituda zespolong sygnatu s; o czestotliwosci w;, inaczej:
=S[ A A ... Au]T+7 (4.6)

gdzie:
S=[s1 sz ... sum] (4.7)

Jest to ogélny model sygnalu uzywany we wszystkich metodach podprze-
strzeni.

Macierz autokorelacji sygnatu (przy zalozeniu, ze szum jest bialy) wyra-
zamy zaleznoscia:

R, = 25 {A; A} sisT + o1 (4.8)
inaczej:
R, = SPS*T + 021 (4.9)
gdzie:
E{A1A7} 0 e 0
0 E{A45} --- 0
Py = . tal . (4.10)
: : & 0
0 0 e E{AMAY}

(N — M) najmniejszych warto$ci wltasnych macierzy autokorelacji, ktéra
ma wymiar N > M + 1 odpowiada szumowi a M najwiekszych (wiekszych
niz (T%) odpowiada sygnalowi.

Zdefiniowano macierze wektoré6w wiasnych sygnahui i szumu:

Esyg= e ey --- ey (4.11)
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Esz—': ep+1 eypm42 crr en (4.12)

i macierze wartoéci wlasnych:

Mg=| 0 Y (4.13)
0 O /\;\4
Av+r 0 0 ot 0 0
S B A 10 I I IORP
0 0 o An 0 0 - o
Macierz korelacji R, mozna zapisa¢ jako:
R; = EgygAsygEll, + B A, ELT (4.15)

Wyrazajac macierz operatora rzutowania ortogonalnego Py przy po-
mocy Eg,, (uwzgledniajac fakt, ze kolumny macierzy Esyg sa ortonormalne
i definiuja podprzestrzen sygnatu) otrzymano:

* =1 *
Pyyg = Esyg (Engg ) Esyg) E?fg = Egyg - Esg:,rg (4.16)

Podobnie mozna wyrazi¢ Px przy pomocy Eg.,.

P,,=ET.E,,=1-P, (4.17)
sz Y9

4.3 Metoda minimum normy (MN)

Podstawa tej metody jest dobér odpowiedniego wektora d nalezacego do
podprzestrzeni szumu i zdefiniowanie pseudospektrum jako jego funkeji [58].

Wektor ten jest tak dobrany, aby kwadrat jego modutu byl minimalny,
gdy pierwszy z jego elementéw jest réwny jednoéci. Uzasadnienie takiego
wyboru tego jednego szczegélnego wektora mozna znalezé w [20]. Aby zna-
lez¢ optymalny wektor d nalezy wyrazi¢ te dwa warunki w postaci:

d=E,, -E7d

gdzie: 1=[1 0 ... 0]"
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Z warunkéw (4.18) utworzono jeden warunek:
47l = (B, - ETd)" 1= &'TE,, BT . 1=1 (4.19)
a nastepnie utworzono lagrangian:
L=d"d+p(1-Es -E 1) +p* (1-1"E,, - Eild) (4.20)
Gradient zespolony (4.20) ma postaé:
VgL =d—uE,, -ET .1 (4.21)

gdzie p nalezy dobra¢ tak, aby pierwszy element wektora byl réwny
jedno$ci. W tym celu mozna przedstawi¢ macierz E;, w postaci:

E,.—| ¢ (4.22)
| E. '

gdzie ¢*T' jest gérnym rzedem macierzy Es,. Stad ¢ = EXT - 1. Z réwnan
(4.21) i (4.22) wynika, ze pierwszy element wektora d jest réwny uc*’c,
skad mozna wyznaczy¢ pu. Ostatecznie wektor d wyraza sie réwnaniem:

1 1
cTe
Pseudospektrum zdefiniowane przy pomocy wektora d ma postac:
~ : 1 1
Pyn (¢¥) = = (4.24)

CwTd)? wTddTw
gdzie w jest zdefiniowany nastepujaco:
1

w = , (4.25)
ej(N.—l)wi

Nazwa ,pseudospektrum” jest uzasadniona ze wzgledu na fakt, ze wy-
znaczona wielko§é Py (e7) nie jest estymatorem widma, umozliwia tylko
wyznaczenie czestotliwo$ci {wi}f\il dyskretnych sktadowych sygnathu.

Nalezy udowodnié¢, ze tylko czestotliwoSci {wi}ij\il s§ rozwigzaniem réw-
nania:

w*lddTw =0 (4.26)

Zaklada sie [54], ze istnieje jeszcze jedno rozwiazanie réwnania (4.26)
wy # w; (1 =1,...,M). Wyrazenie dd*7 jest operatorem rzutowania orto-
gonalnego wektora w na podprzestrzen szumu. Z réwnania (4.26) wynika, ze
w (wy) jest ortogonalny do tej podprzestrzeni. Jednoczeénie wektor w (wy)
jest liniowo niezalezny od {w (wz)}f\il Stad wynika, ze wy nie moze by¢ roz-
wigzaniem réwnania (4.26), poniewaz M + 1 niezaleznyvh liniowo wektoréw
nie moze naleze¢ do podprzestrzeni sygnalu o rozmiarze M.
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4.4 Estymacja parametréw sygnatu

Po wyznaczeniu czestotliwoéci skladowych sygnalu, wyznaczenie pozosta-
lych parametréw sprowadza sie do problemu regresji liniowej [54]. Zbidr
obserwacji sygnatu x moze by¢ przedstawiony jako funkcja regresji liniowej,
ktoérej wspélezynniki sa pozostalymi nieznanymi parametrami:

M
K= ZAiejwiej¢i +n (4.27)
i=1
Rozwigzanie réwnania (4.27) mozna uzyska¢ metodg najmniejszych kwa-
dratéw [46].
Korzystajac z estymatora funkcji autokorelacji sygnatu

M
R(k)=E{z(t)a* (t—k)} = Afe* + o6y (4.28)
=1

mozna wyznaczyé moc A? poszczegélnych sktadowych sygnatu, co réw-
niez sprowadza sie do problemu regresji liniowe;j.



Rozdzial 5
Statystyki wyzszych rzedow

Podstawowa, cechaq odrézniajacg kumulanty od korelacji jest to, ze wartosé
kumulantu jest catkowicie niezalezna od wszelkiego rodzaju proceséw o rozkta-
dzie normalnym. Oznacza to w praktyce, zZe zastosowanie statystyk wyzszego
rzedu wobec uzytecznego sygnatu, nie posiadajgcego rozktadu normalnego, za-
ktéconego szumem o rozkladzie normalnym - nawet szumem kolorowym - au-
tomatycznie polepsza stosunek sygnatu do szumu. Wiekszo$¢ rzeczywistych
sygnatow nie posiada rozktadu normalnego a szum pomiarowy mozna opisaé
jako kolorowy proces o rozkladzie normalnym. Ponadto, kumulanty zawie-
rajq informacje o amplitudzie i fazie danego procesu, podczas gdy korelacja
i widmo mocy zawiera informacje tylko o amplitudzie. Ponizej przedstawiono
definicje i wla$ciwosci kumulantow oraz sposdb ich zastosowania w parame-
trycznych metodach estymacji widma.

5.1 Definicje kumulantéw

Niech bedzie dany zbiér n rzeczywistych zmiennych losowych {x1, o, ... , zx}.
Kumulanty k-tego rzedu (k = ky + ka2 + ... ky) tych zmiennych mozna zde-
finiowa¢ nastepujaco [38]:

k
~ Nk 0 ln@(wl,wg,...,wn)
Chy.. k= (—J) (5.1)
! Owkrduke .. Qwk | _
gdzie ® (w1,ws,...,w,) = 5{ej(“’l’”1+“’2‘”2+"‘+“’"z")} jest ich funkcja

charakterystyczna.
Jednocze$nie momenty k-tego rzedu tych zmiennych losowych wyrazaja
sie wzorem:

~ Nk ak(I) (QJI,LUQ,... 7wn)

My k= (—J) Awk19wk2 ... Huwkn (5.2)

Wi=wo=...=wn=0

26
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Kumulanty drugiego, trzeciego i czwartego rzedu procesu {z (¢)} o éred-
niej zerowej mozna zdefiniowaé nastepujaco [40]:

coz (T)=E{z(t)z(t+7)}

3 (T)=E{xz(t)z(t+71)z(t+72)}
caz(T)=E{zt)z(t+T1)x(t+72)z(t+73)} —con(T1)cos (T2 —73) —
—c2,2 (T2) C2,2 (T3 — T1) — 2,2 (T3) €22 (T1 — T2)

(5.3)

Whnioski wynikajace z réwnan (5.3):
1. Kumulant pierwszego rzedu jest wartoécig $rednia.

2. Kumulant drugiego rzedu jest autokorelacjg z(t).

3. Kumulant trzeciego rzedu jest identyczny z momentem trzeciego rzedu
x(t).

4. Kumulant czwartego rzedu rézni sie od momentu czwartego rzedu sze-
$cioma réznymi funkcjami autokorelacji.

5. Kumulant k-tego rzedu nie zalezy od czasu t, pod warunkiem, ze proces
x(t) jest stacjonarny az do rzedu k.

Jednowymiarowy przekréj kumulantu k-tego rzedu otrzymuje sie przez
zamrozenie (k — 2) z jego (k — 1) indekséw. Mozliwe jest uzyskanie réznego
rodzaju przekrojéw np. przez podstawienie 7; = 7,1 = 1,2,... ,(k — 1)
otrzymuje sie przekrdj diagonalny.

5.2 Wiasciwosécl kumulantéow

Kumulanty mozna traktowaé jak operatory ze wzgledu na ponizsze wiasci-
wosci [38].

1. Kumulant zmiennych skalowanych przy pomocy wspélczynnikéw a;
réowna sie iloczynowi tych wspélczynnikéw i kumulantu zmiennych nie
skalowanych. Jesli a;, (¢ = 1,2,...,n) sg stalymi a x; zmiennymi loso-
wymi to:

UGB, -« Gnn) = (H ai> e (15 - 58n) (5.4)
i=1

2. Kumulant jest symetryczny wzgledem swoich argumentow:

CUITL (B 5 = Bn) = CUMATiys - < = 5 Bi, ) (5.5)



ROZDZIAL 5. STATYSTYKI WYZSZYCH RZEDOW 28

gdzie (i1,... ,i,) jest permutacjg (1,...,n); oznacza to, ze mozna do-
wolnie zmienia¢ kolejno$¢ argumentéw kumulantu bez zmiany jego
warto$ci, np. ¢ (73,71,72) = c§ (T2,73,7T1)-

3. Kumulant jest addytywny wzgledem swoich argumentéw, to znaczy,
ze kumulant sumy argumentéw jest réwny sumie kumulantéw tych
argumentéw czyli je$li nawet zg i yo nie sg statystycznie niezalezne to:

cum (o + Yo, 21, - - - »2n) = cum (Zg, 21, ... ,2n) + cum (Yo, 21, - - - ,2n)

(5.6)

4. Warto§¢ kumulantu nie zalezy od dodanej do argumentu stalej; jeli a
jest stala to:

cum (a+ 21,29,... ,2,) = cum(z1,... ,2p) (5.7)

5. Kumulant sumy statystycznie niezaleznych wielkoéci jest réwny sumie
kumulantéw pojedynczych wielkosci. Je$li zmienne losowe {z;} sa nie-
zalezne wobec zmiennych {y;}, ¢ = 1,2, ...,k to:

cum (z1 +Y1,--- ,Tn +Yn) = cum (z1,... ,Tn) +cum (Y1,... ,Yn)
(5.8)

6. Jesli n zmiennych losowych zbioru {z;} jest niezaleznych od pozosta-
tych to:

cum (z1,...,x,) =0 (5.9)

Dowody powyzszych wlasciwosci zawarte sg w [39].

5.3 Statystyki proceséw harmonicznych

5.3.1 Definicje proces6w harmonicznych

Zastosowania praktyczne przetwarzania sygnaléw dotycza sygnaléw, ktére
mozna okresli¢ jako rzeczywiste lub zespolone procesy harmoniczne (sinuso-
idalne). Sygnaly te mozna ogélnie przedstawi¢ wzorem [35]:

y(n) = ai(n) sn (wi) (5.10)
1=1

gdzie s,(.) oznacza ksztalt przebiegu sygnatu, w; sa stalymi a a;(n) sa
zmiennymi losowymi.
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Gdy zmienne losowe sg zespolone - (5.10) mozna przedstawi¢ w postaci

n) = Z e Winte:) (5.11)

gdzie ¢, oznacza zbiér niezaleznych zmiennych losowych réwnomiernie
roztozonych na [—, 7|, w; # w; dla i # j a a; i w; s statymi.
Odpowiednikiem wzoru (5.10) dla sygnaléw rzeczywistych jest:

p
= Zai COos (LUiTL+ Qb,) (512)

i=1
5.3.2 Definicje i wlasciwoéci kumulantéw procesé6w harmo-
nicznych
Niech b = eV, gdzie 1 jest réwnomiernie rozlozona na [—7, 7]. Udowodniono

nastepujace wiasciwosci [39):

1. Wszystkie kumulanty trzeciego rzedu zmiennych typu b = /¥ sa réwne
ZEro.

2. Tylko jeden z trzech sposobéw obliczania kumulantu czwartego rzedu
zmiennych b daje wynik rézny od zera, czyli: cum(b,b,b,b) = 0,
cum(b*,b,b,b) = 0 ale cum(b*,b*,b,b) = —

Z powyzszych witasciwoSci wynika definicja kumulantu czwartego rzedu
dla procesu zespolonego y(n):

cay = cum(y* (n),y* (n+71),y* (n+712),y" (n+ 73)) (5.13)
gdzie cum(...) zdefiniowany jest jak w (5.3)
Kumulant czwartego rzedu sygnaléw opisanych wzorem(5.10) ma postac:

p
Cay = Z S:L (wl) ‘S:H—n (wz) 8:L+T2 (wz) s;:.—%-‘rs (wl) C4,a; (Tla T2, T3) (5'14)
=1

W przypadku (5.11), zmiennych harmonicznych zespolonych:

Cay (T1,72,T3) = E ofedwr(—T1HT2+T3) (5.15)
k=1

W przypadku (5.12), zmiennych harmonicznych rzeczywistych:

(T
bS]

Elg— ~3 Z % [cos (wg (T1 — T2 — 73)) + cos (wg (—T1+ 72 — 73)) +
k=1

+cos (wg (=71 — T2 +73))] (5.16)
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Jednoczesnie:

12
Coy =5 Zak cos (wgT) (5.17)
k=1

Zwiazek pomiedzy autokorelacja a kumulantem

Jesli y (n) jest sumg p rzeczywistych sinusoid, to kazdy jednowymiarowy
przekréj jego kumulantu czwartego rzedu zawiera pelna informacje o liczbie
harmonicznych, ich amplitudzie i czestotliwoéciach. W szczegélnosci, jezeli
podstawi¢ 7 = 71 = 79 = 73 w (5.16) to réwnanie przyjmie postac:

| w

P
SZ o, cos (wgT) (5.18)
k=1

Jest to wyrazenie prawie identyczne z autokorelacja sygnatu. (por. (5.17)
i(5.18)).

Wszystkie korelacyjne metody analizy mozna uzupetni¢ ich odpowiedni-
kami wykorzystujacymi kumulanty, uzyskujac kosztem umiarkowanego wzro-
stu zlozonosci obliczeniowej teoretyczna niewrazliwo$é na addytywny gaus-
sowski szum kolorowy [55].

5.4 Estymacja statystyk wyzszych rzedéw

5.4.1 Wprowadzenie

Definicje i wladciwosci statystyk opieraja sie na zalozeniu, ze znane sa nie-
skoniczone realizacje procesu. W praktyce dostepne sa wylacznie dane w
postaci zbioru prébek sygnatu o skoniczonej dlugosci.

W przypadku, gdy rozktad badanej cechy mierzalnej nie jest znany, za-
chodzi potrzeba oszacowania potrzebnych parametréw tego rozkladu. Esty-
mator parametru 0, = U (x1,22,... ,x,) jest funkcja , ktéra ma te wladci-
wos¢, ze prawdopodobienstwo zdarzenia 6 ~ 0, jest tym blizsze jednosci im
wieksza jest liczebnoéé probki [6].

5.4.2 Estymatory statystyk wyzszych rzedéw

Niech {X (1),X (2),...,X (IN)} bedzie zbiorem prébek reprezentujacych
realizacje §cisle stacjonarnego procesu losowego lub sygnat deterministyczny.
Algorytm obliczania estymatora kumulantu jest nastepujacy [40]:

1. Nalezy podzieli¢ zbiér prébek na K segmentéw po M prébek kazdy,
tak aby N = K - M, w celu zmniejszenia wariancji estymatora [58]
Jedli proces jest okresowy wtedy M powinno byé réwne catkowitej wie-
lokrotnosci okresu sygnatu.
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2. Jezeli wartos¢ érednia procesu jest rézna od zera, to od kazdej z pro-
bek w segmencie odejmowana jest warto$¢ érednia wszystkich prébek
danego segmentu.

3. Przy zalozeniu, ze {z® (k);k=0,1,...,(M — 1)}jest zbiorem pré-
bek przypadajacym na segment ¢ = 1,2, ... , K | naturalne estymatory
momentéw wyzszych rzedéw sa wyrazone wzorem:

. 1 2 - : .
m® (11,... , Tno1) = i Z 2 (k)2 (k+711)...20 (k +7p1)
k=s1

(5.19)

gdzien = 2,3,..; 1 =1,2,..,K; s1 = max (0, —7T1,... ,—Tp—1); S2 =
min (M —-1,M—-1—-71,... M—1—7Tp_1); T =0,£1,4+2,...; oraz
|7k < Ly| (Ly, okre$la dziedzine estymowanego momentu rzedu n)

4. Estymator momentu rzedu n otrzymuje sie po uérednieniu wszystkich
segmentow wedlug wzoru:

k
1 )
mE (T1,... ,Tno1) = ?me (T, Tn1) (5.20)
=1

gdzien = 2,3,... ; |tk < Lyl

5. Estymatory kumulantéw ¢ (71,...,7,-1) sygnaléw stochastycznych
sg wyznaczane zgodnie ze wzorami:

s (T1) = m5 (11)
/C\g (7—177—2) = 'ffl% (TlvT2)
c§ (1T1,72,73) = m§ (T1,7T2,7T3) — Mg (T1) M§ (T3 — T2)

_ (5.21)
—m3 (T9) M3 (13 — 71) — M5 (73) M3 (72 — 71)



Rozdziat 6

Analiza
czasowo-czestotliwosciowa

Przedstawiono zagadnienie wyznaczania czasowo-czestotliwo$ciowej repre-
zentacji sygnatéw zmiennych w czasie, wtasciwosci krétkoczasowej transfor-
macji Fouriera, definicje, wltasciwosci i zagadnienie wyznaczania dystrybucyi
Wignera-Ville’a, Zrédla bledow w przypadku zastosowania tego przeksztat-
cenia do wyznaczania widma skoriczonych sygnatow o wielu sktadowych.
Zaproponowano sposcb wyznaczania widma sygnatow przy pomocy parame-
trycznego modelu otrzymanego metodg minimum-normy.

Podstawowym zadaniem przetwarzania sygnaléow jest takie przeksztalce-
nie sygnatu, aby jego wlasciwosci staly sie widoczne i dostepne dla analizy
[47]. Badany sygnal mozna przedstawi¢ jako funkcje czasu lub jako funkcje
czestotliwoSci. Reprezentacja czasowa jest reprezentacja naturalna, pod-
czas gdy reprezentacja czestotliwo$ciowa zyskata popularno$¢ w poczatkach
XIX wieku, gdy Fourier zaproponowal zastosowanie harmonicznych szere-
géw trygonometrycznych. Teoretycznie mozliwe jest przedstawienie sygnatu
na wiele sposobéw, jednak tylko te dwie metody zyskaly popularncé¢ i wiele
praktycznych zastosowan.

Tradycyjnie analizuje sie sygnal jako funkcje czasu lub jako funkcje cze-
stotliwosci. W rzeczywisto$ci, zawartosé¢ czestotliwoSciowa wiekszosci sygna-
16w zmienia sie w czasie i korzystniej jest analizowa¢ sygnaly jednocze$nie
w dziedzinie czasu i w dziedzinie czestotliwosci.

Celem analizy czasowo-czestotliwoSciowej jest znalezienie takiej funkcji,
ktéra okreSla rozklad gestoéci energii sygnalu jednocze$nie w czasie i cze-
stotliwo$ci. Z matematycznego punktu widzenia istnieje nieskonczenie wiele
dystrybucji czasowo-czestotliwosciowych speliajacych fundamentalny wa-
runek niepewnogci'. Nie istnieje dotad pelna matematyczna teoria tych
dystrybucji. Wybér stosowanych w praktyce dystrybucji nie jest tylko wyni-

! zasada nieoznaczono$ci Heisenberga

32
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kiem Scistych wyprowadzenn matematycznych, ale wypadkowa do$wiadczen,
matematycznej intuicji i interpretacji opisywanych zjawisk fizycznych [10].

Najczeéciej stosowana liniowa reprezentacja czasowo-czestotliwosciowa
jest krétkoczasowa transformacja Fouriera (STFT?). Przedstawicielem bili-
nearnej reprezentacji jest dystrybucja Wignera-Ville’a, ktéra lepiej charakte-
ryzuje zalezne od czasu widmo sygnatu niz spektrogram (STFT podniesiona
do kwadratu) czy skalogram (reprezentacja falkowa sygnatu podniesiona do
kwadratu) [47], lecz posiada takze wlasciwosci utrudniajace interpretacje
widma. Poréwnanie rozdzielczo$ci dystrybucji Wignera-Ville’a i STFT po-
dano w dodatku B.

6.1 Kroétkoczasowa transformacja Fouriera

Klasyczna transformacja Fouriera uniemozliwia ocene zmian widma sygnatu
w czasie, poniewaz jego funkcje bazowe nie sg zlokalizowane w czasie. Uzy-
skanie widma sygnalu zaleznego od czasu umozliwia wprowadzenie funk-
cji bazowej zlokalizowanej zaréwno w dziedzinie czasu jak i czestotliwoSci.
Funkcja analizujaca, z ktéra poréwnuje sie badany sygnal, nazywana jest
funkcja okna. Funkcje okna dobiera sie tak, aby w jak najmniejszym stop-
niu zmieniata wlasciwosci sygnatu wokét chwili czasu ¢t a eliminowalta go dla
czaséw T odlegtych od t. Krétkoczasowa transformacja Fouriera sygnatu
s () jest przedstawiona wzorem [47):

~O0

Xsrrr (t,w) = /

J —00

(oo}

s(T) fyf’w (r)dr= / s(T)y* (Tt —1) e T dr (6.1)

J —00

gdzie v (t) jest funkcja okna. Polega ona na poréwnaniu badanego sy-
gnatu z funkcja bazows postaci: v* (7 —t) e™/“7. Jedna z interpretacji wzoru
(6.1) jest metoda praktycznej implementacji algorytmu STFT. Polega ona na
wyznaczeniu iloczynu przebiegu czasowego sygnatu i funkcji okna a nastep-
nie poddaniu transformacji Fouriera iloczynu s (1) v* (7 — t). Wyznaczone
przy pomocy funkcji okna widmo reprezentuje lokalng zawarto$é czestotliwo-
Sciows sygnatu. Jesli oznaczy¢ jako A; przedzial niezerowej wartosci funkeji
v (t) a jako A, szeroko&¢ pasma to Xgrpr (t,w) charakteryzuje sygnal na
przedziale [t — Ay, t + A¢] X [w — Ay, w — A,]. Powaznym ograniczeniem tej
metody jest wzajemna zalezno$¢ rozdzielczo$ci w czasie od rozdzielczosci w
dziedzinie czestotliwosci.

Nie jest mozliwe dowolne zwiekszanie rozdzielczoéci czasowej widma, po-
niewaz widmo sygnalu wyznaczane w krétkich przedziatach czasowych traci
zwiazki z sygnatem oryginalnym i staje sie nieprzydatne do analizy. Podsta-
wowym ograniczeniem w przypadku widma sygnatu jest warunek niepewno-
§ci w odniesieniu do krétkich przedzialéw czasowych, w ktérych wyznaczane
jest widmo sygnatu [10].

2short-time Fourier transform
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6.1.1 Wiasciwosci STFT
Widmo gestosci energii STFT dane jest wzorem [10]:

ge ]

1 :
|Ssrrr (t,w)|* = = s(T)y (T —t) e HTdr (6.2)

Stad mozna wyprowadzic:

e brzegowy warunek czasowy - poprzez catkowanie po w.

P(t) = /°° |Ssrpr (t,w)? dw = /°° s ()2 by (r = P dr # |5 ()2

J =00
(6.3)
podobnie mozna wyznaczy¢:
e brzegowy warunek czestotliwoéciowy:
b 2 2
Pw) = / 15 () 2|8y (') [2 do’ # |8 (@) ? (6.4)
J =00

Oznacza to, ze STFT nie spelia tych podstawowych warunkéw i $rednie
wartosci funkcji czasowych i czestotliwo$ciowych nie beda nigdy zachowane
w tym przeksztalceniu. Istota przeksztalcenia STFT jest zmieszanie funk-
cji gestosci energii okna z funkcja gesto$ci energii sygnatlu co wprowadza
znieksztalcenia nieobecne w sygnale oryginalnym.

6.2 Dystrybucja Wignera-Ville’a

Dystrybucja Wignera jest pierwszym z przeksztalcen jako$ciowo réznych od
spektrogramu. Mimo fundamentalnych réznic obie te metody naleza do
jednej klasy reprezentacji okreSlonej jako klasa Cohena [10].

6.2.1 Wstep

Reprezentacje sygnalu mozna podzielic na liniowe (jak transformacja
Fouriera) i kwadratowe (jak widmo mocy). Reprezentacje czasowo-czestotli-
woSciowe mozna takze podzieli¢ na liniowe (jak STFT, falki) i nieliniowe.
Dystrybucja Wignera-Ville’a jest kwadratowa albo bilinearna reprezentacja
czasowo-czestotliwo$ciowa.

Otrzymanie dystrybucji Wignera dla danej chwili czasu polega na doda-
niu do siebie elementéw bedacych iloczynami wartoéci sygnatu w przesziosci
1 wartosci sygnalu w przyszlosci, przy jednakowych odstepach czasowych.
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6.2.2 Definicja

Jedna z metod poznania, jak czestotliwo$ciowa zawarto$¢ sygnalu zmienia
sie w czasie, jest utworzenie widma mocy zaleznego od czasu.

o0
P (tw) = / R(t,7)e 7" dr (6.5)
J =00

Wybér funkeji R (¢, 7) nie jest dowolny [47]. Nalezy ja tak dobra¢ , aby
widmo odzwierciedlalo rzeczywiste zmiany czestotliwo$ci badanego sygnatu
a ponadto spehlialo dodatkowe warunki: brzegowy warunek czestotliwo-
Sciowy, brzegowy warunek czasowy oraz powinno by¢ wielkoScia rzeczywista
i nieujemna. Spekienie powyzszych warunkéw nie jest proste (np. spek-
trogram STFT nie spelia ani brzegowego warunku czestotliwoéciowego ani
czasowego)[10].

W dystrybucji Wignera-Ville’a (WVD) wybrano, jako czasowo zmienna
funkcje autokorelacji, nastepujaca funkcje (s - dowolny sygnat):

T T
= t+—)s*(t— = :
Rit,7)=s(t+3)s (t-7) (6.6)
Po podstawieniu do (6.5) otrzymano:

00

W(t,w)=/

—00

s (t + %) s* (t - %) e T dr (6.7)
i réwnowazne wyrazenie wykorzystujace widmo sygnatu S (w)

o) /Oo s <w + g) s* < - g) =40 gp (6.8)

J —00

6.2.3 Wiasciwosci dystrybucji Wignera-Ville’a

e Dystrybucja Wignera jest zawsze wielkoicig rzeczywista nawet dla sy-
gnaléw zespolonych.

W (t,w) = W* (t,w) (6.9)
e Wiasciwosé czestotliwo$ci chwilowej

Wiasciwosé ta okresla czy dana reprezentacja czasowo-czestotliwoSciowa
odzwierciedla wiernie rzeczywiste zmiany zawartoci widma badanego sy-
gnatu. Dowodzi sie [47], ze WVD spelia warunek:

WP (t,w) dw ,
Ll b ® ) (6.10)
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¢ (t) czyli pierwsza pochodna fazy sygnatu odpowiada éredniej chwilo-
wej czestotliwodci sygnatu (w), . Oznacza to, ze w chwili ¢ érednia chwilowa
czestotliwo§¢é WVD odpowiada éredniej chwilowej czestotliwosci badanego
sygnatu.

e Brzegowy warunek czestotliwo$ciowy

Suma wszystkich chwilowych mocy widmowych jest réwna catkowitej
mocy widmowej, czyli:

Y

= P (t,w)dw = |s (t)|? (6.11)

J =00

e Brzegowy warunek czasowy

Podobnie mozliwe jest catkowanie po osi czasu

/'oo P(t,w)dt = |S ()] (6.12)

Oznacza to, ze wynik catkowania po osi czasu jest réwny chwilowej ener-
gii sygnatu.

WVD spehia zaréwno brzegowy warunek czasowy jak i czestotliwo-
Sciowy. Stad, korzystajac z twierdzenia Parsevala, mozna stwierdzi¢, ze
energia zawarta w W (¢,w) jest réwna energii sygnatu s ().

// W (t,w) dwdt = —/ ) dw = / ®2dt  (6.13)

6.2.4 Pseudo-dystrybucja Wignera-Ville’a

Dystrybucja Wignera-Ville’a jest przeksztalceniem wysoce niezlokalizowa-
nym. Wyznaczajac dystrybucje dla czasu t dazy sie w praktyce do zbadania
wiadciwosci sygnatu w najblizszym otoczeniu tej chwili czasu. Zastosowanie
funkeji okna 7 (7) posiadajacej maksimum dla 7 = 0 pozwala na zlokali-
zowanie dystrybucji (analiza sygnatu odbywa sie w otoczeniu chwili czasu
t) oraz w pewnym zakresie zmniejsza amplitude czlonéw krzyzowych [10].
Pseudo-dystrybucja Wignera-Ville’a wyraza sie wzorem:

Wos (t,w) = /_Z'y (1) s (t + %) s* <t - g) e T dr (6.14)
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6.2.5 Dokladno$é estymacji widma
Sygnatl analityczny

Niekorzystng wlasciwosciag WVD jest pojawienie sie w widmie sygnatu ,czto-
néw krzyzowych®. Dla sygnatu s (t) = s1 (¢) + s2 (t) widmo Wignera wyraza
sie wzorem [47]:

Ws (t,w) = Ws, (t,w) + Wy, (t,w) + 2Re {Wy, s, (t,w)} (6.15)

W celu zmniejszenia amplitudy cztonéw krzyzowych w WVD zapropo-
nowano [4] zastosowanie sygnatu analitycznego zamiast rzeczywistego.

Jesli S (w) jest transformata Fouriera rzeczywistego sygnatu s (t) to sy-
gnat analityczny jest odwrotng transformatg Fouriera S, (w) okreSlonego
zaleznoscia:

25 (w) w>0
Se(w)=¢ S(w) w=0 (6.16)
0 w<0

W praktyce sygnat analityczny otrzymuje sie zgodnie ze wzorem:
1 [ s(t
Sq(t) =s(t)+j— / Mdt' (6.17)

Cze$¢ urojona (6.17) jest transformatg Hilberta sygnatu.

Zastosowanie funkcji analitycznej zamiast rzeczywistej ma jednak nega-
tywne konsekwencje. Funkcja analityczna ma takie samo dodatnie widmo
mocy jak odpowiadajaca jej funkcja rzeczywista lecz jej chwilowe wlaSciwosci
moga znacznie odbiega¢ od wlasciwosci sygnatu oryginalnego [47].

Sygnaly ciagte

Sygnaly o jednej skladowej Dystrybucja Wignera-Ville’a sygnatu ana-
litycznego

2 (t) = efWit+d) (6.18)

jest postaci:

Wy (t,w) = / el (wittwig+0) g=i(wit—wi§ +6) o=iwT i1 = 97§ (w—w;) (6.19)

3 cross-term interference
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Dystrybucja Wignera-Ville’a prostokatnego okna analizujacego w (t) o
dlugosci T" dla t = 0 jest dana wzorem:

W, (0,w) = /w (0 I g) w* (o + %) e T dr = 2T sine (W)  (6.20)

Dowodzi sie (8], ze dystrybucja Wignera-Ville’a sygnatu ograniczonego
oknem jest dana wzorem:

Waw (t,w) = Wy (t,w) * Wy, (0,w) = 2T sinc [(w — w;) T (6.21)

WVD skoniczonego sygnatu o jednej skltadowej zawsze daje dokladne es-
tymaty widma niezaleznie od fazy czy dlugo$ci okna analizujacego a ponadto
charakteryzuje sie dobra koncentracjg czasows i czestotliwosciows (dodatek
B).

Sygnaly o wielu skltadowych Sygnal analityczny odpowiadajacy sygna-
lowi rzeczywistemu w (3.13) ma postac:

z, (t) = ef1ttr) 4 piwat+ds) (6.22)

Dystrybucja Wignera-Ville’a tego sygnatu jest postaci [59]:

Wz (t,w) — / (ej(w1t+w1%+¢1) +ej(w2t+w2%+¢2)) )
. (e‘j(w1t—w1%+¢1) £ e—j(w2t—w2%+¢2)> e—IWT g7
=27 [6 (w — w1) + 6 (W — wa) + 2cos (w1 — wa) t+

S CRTAL] CEE RS ICED

Z (6.19), (6.20) i (6.23) otrzymano dystrybucje Wignera-Ville’a sygnatu
analitycznego ograniczonego oknem analizujgcym:

Wy (t,w) = 2T [sinc ((w —w1) T') + sinc ((w —w2) T) +
+2cos (w1 —w2)t + (¢ — o)) t-

-sinc<< —%(w1+w2)> T)} (6.24)

Dwa pierwsze czlony (6.24) odpowiadajg dwém skladowym analizowa-
nego sygnatu, trzeci czton jest czlonem krzyzowym reprezentujacym inte-
rakcje pomiedzy dwoma skladowymi o réznych czestotliwoSciach i fazach
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[59]. Jest mozliwe takie dobranie czasu t, aby czlon krzyzowy byt réwny
zero. W praktyce stosuje sie wygltadzanie w czasie odpowiednio dobranym
oknem, uéredniajac amplitude czlonu krzyzowego i zmniejszajac jego wpltyw
na estymate widma.

Sygnatly dyskretne

Sygnaly o jednej skladowej Sygnatl analityczny dyskretny odpowiada-
jacy rzeczywistemu sygnatowi dyskretnemu o jednej sktadowej sinusoidalnej
ma postac:

24 (n) = el (@17To+9) (6.25)

Dystrybucje Wignera-Ville’a sygnatu (6.25) ograniczonego oknem pro-
stokatnym o dlugosci N mozna przedstawi¢ wzorem [59]:

k:(N2—1
Wow (n, eijo) = Z eI (ntk)w1To+e) o —i((n—k)w1To+¢) ,—j2kwTo (6.26)
k==U=1)
= sindy ((w — w1) Tp) ; N nieparzyste (6.27)

WVD skonczonego sygnatu dyskretnego o jednej sktadowej zawsze daje
doktadne estymaty widma niezaleznie od fazy czy dlugoSci okna analizuja-
cego

Sygnatly o wielu skladowych Sygnat analityczny dyskretny odpowiada-

jacy rzeczywistemu sygnalowi dyskretnemu o dwéch sktadowych sinusoidal-
nych ma postac:

Tq (n) = eiWinTo+é1) | pi(wanTo+é,) (6.28)
Dystrybucje Wignera-Ville’a tego sygnatu ograniczonego oknem prosto-
katnym o dtugo$ci N mozna przedstawi¢ wzorem [59):
Waw (n, ej‘“TO) = sindy ((w — w1) Tp) + sindy ((w — w2) Tp) +

+ 208 (w1 — w2) nTo + (1 — b)) sindy ((w _ & "2“"2) To) (6.29)

Ostatecznie, po zastosowaniu funkcji okna postaci: O = 0 kn _ dys-

. . w1—w2)To
trybucja przyjmie postac:
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Wawo (n,e70) = O [sindy ((w —w1) To) + sindy ((w — w2) Tp)]  (6.30)

Zastosowanie odpowiednio dobranej funkcji okna pozwala zminimalizo-
waé wplyw cztonu krzyzowego.

6.2.6 Dystrybucja Choi-Williamsa

Aby zmniejszy¢ amplitude cztonéw krzyzowych pojawiajacych sie w dystry-

bucji Wignera-Ville’a zmodyfikowano to przeksztalcenie przez wprowadze-

nie zamiast jadra przeksztalcenia ¢ (t,7) = 1, funkcji wyktadniczej postaci
2

o(t,7) = \/;—e—;t:f [47]. Tak zmodyfikowana dystrybucja nosi nazwe dys-

T2
trybucji Choi-Williamsa i jest postaci:

CW (t,w) = / /_-oo ! e_itrr;r?zs (u + Z) s* (u — %) e T dudr (6.31)

oT? 2

Parametr o nalezy dobra¢ eksperymentalnie tak, aby zmniejszy¢ am-
plitude czlonéw krzyzowych a jednocze$nie zminimalizowaé znieksztalcenie
skladowych sygnatu.

6.3 Metoda minimum-normy

Zaproponowano wykorzystanie opisanej w p. 4.3 metody minimum normy
do wyznaczenia widma sygnaléw o zmiennej w czasie zawartoci czestotli-
wosciowe].

Badany sygnat zawiera wiele sktadowych o zmiennej w czasie zaréwno
liczbie jak i czestotliwoéci. Podobnie jak w przypadku sygnalu stacjonar-
nego, mozna oczekiwaé, ze metoda bazujaca na modelu sygnalu umozliwi
wyznaczenie jego parametréow z wieksza dokladno$cia, opierajac sie na wie-
dzy a priori o sygnale (posta¢ modelu sygnatu i liczba sktadowych) [52].

Badana sekwencja prébek sygnatu jest analizowana przy pomocy funk-
cji analizujacej (okna prostokatnego), tak aby wyznaczy¢ lokalne parame-
try sygnatu wokét chwili czasu t. Jest to sposéb wyznaczenia reprezen-
tacji czasowo-czestotliwo$ciowej sygnatu, analogiczny do STFT, jednak, jak
tego dowodzg symulacje numeryczne, zastosowanie funkcji okna ma znacznie
mniejszy wpltyw na doktadno$é estymacji parametréw modelu (nie wystepuje
w obliczeniach numerycznych zaleznoé¢ bledu estymacji od fazy polozenia
okna analizujacego - p. 7.2.1).

Model sygnalu ma te samg posta¢ jak w przypadku stacjonarnym. Rzad
modelu (liczba sygnaléw M) jest wyznaczany dla kazdej chwili czasu ¢ nieza-
leznie metoda opisana w dodatku D. Czestotliwosci w; (4.26) moga by¢ wy-
znaczone jako chwilowe wartoSci argumentu pierwiastkéw wielomianu D (2)
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(lezacych na okregu jednostkowym na plaszczyznie z) [58] utworzonego z
elementow wektora d (4.23):

D(z)=) d[k]z" (6.32)



Rozdzial 7

Badania symulacyjne

7.1 Sygnaly stacjonarne

Program badan symulacyjnych obejmuje typowe zaklécenia przebiegéw na-
pie¢, jakie moga wystapi¢ w sieciach eksploatowanych przez energetyke za-
wodowg [48]. Pod pojeciem zaklécen napiecia rozumie sie odchylenia cze-
stotliwosci od wartoéci znamionowej i odksztalcenie ksztaltu przebiegu od
zalozonej sinusoidy wywolane wystepowaniem harmonicznych i interharmo-
nicznych oraz szumu.

W opracowaniu programu badan symulacyjnych brano pod uwage prze-
prowadzone badania kontroli jakoéci energii w sieciach §rednich i wysokich
napie¢ [14], wyniki badan nad awaryjnymi stanami sieci [2] i napedowych
uktadéw przeksztattnikowych [9], [13] oraz literature dotyczaca cyfrowych
metod wyznaczania widma sygnaléw , m.in. [16], [30], [32].

7.1.1 Badania wstepne

Dokonano wstepnej oceny dokladnoSci opisanych metod estymacji widma
przy pomocy nastepujacych procedur:

1. Badanie wplywu poziomu szumu bialego i rozmiaru prostokatnego
okna analizujacego na dokladno$¢ estymacji czestotliwoéci sygnatu o
jednej skltadowej (50 Hz) przy czestotliwo$ci prébkowania sygnatu 160
Hz. Celem tego do$wiadczenia jest zbadanie wpltywu fazy badanego sy-
gnatu na dokladno$¢ estymacji przy zmieniajacym sie poziomie szumu
bialego. Proces estymacji byl przeprowadzony 100 razy dla kazdego
rozmiaru okna analizujacego przy zmieniajacym sie polozeniu okna,
co odpowiadalo losowo zmieniajacej sie fazie sinusoidy w badanym
sygnale. Polozenie maksimum widma w kazdym z eksperymentow od-
powiadato estymowanej czestotliwoéci. Obliczenia przeprowadzono dla

42
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kazdej z czterech badanych metod estymacji widma!. Wyniki przedsta-
wiono na rysunkach nr 7.1 do 7.8 a podsumowanie wynikéw na rysunku
nr 7.9.

2. Badanie interakcji pomiedzy skladowymi sygnalu o liczbie od jednej
do pieciu przy zmieniajacej sie amplitudzie harmonicznych A (zawar-
to$ci harmonicznych). Podstawowa skltadowa ma czestotliwose 50 Hz,
dodatkowe skladowe sygnatu sa jej kolejnymi harmonicznymi, czesto-
tliwoé¢ prébkowania sygnatu wynosi 1000 Hz przy poziomie szumu 50
dB. Metodyka obliczen jest zgodna z opisang w punkcie 1. Wyniki
przedstawiono na rysunkach nr 7.10 do 7.13. Na rysunkach nr 7.14
do 7.16 przedstawiono zaleznos¢ bledu estymacji od zawartoSci har-
monicznych kolejno dla kazdej z metod.

Ocena biedu estymacji

Miara dokladno$ci estymacji parametréw sygnatu jest Sredni kwadratowy
blad estymacji widmowej. Calkowity blad estymacji jest dany wzorem:

K

A

=1 n=1
gdzie @ jest liczba sktadowych sygnatu, K jest liczba préb (K = 100),
fim jest czestotliwo$cia rzeczywista m-tej skladowej, f,,, jest estymowana
czestotliwo$cia m-tej skladowej wyznaczonej jako polozenie lokalnego mak-
simum widma polozonego najblizej m-tej sktadowej w n-tej prébie.

Stosunek sygnatu do szumu (SNR)

zdefiniowano jako:

o2
SNR = 101log;, <—2> (7.2)
90

gdzie 02 jest wariancjg sygnatu a 03 jest wariancja szumu.

Czestotliwo$¢ wyznaczano metodami:
e PSD-widmo mocy
e MN-minimum normy i autokorelacji
e WV-Wignera-Ville’a

e cum- minimum normy i kumulantu (statystyki wyzszych rzedéw)

'W przypadku estymacji widma przy pomocy przeksztalcenia Wignera-Ville’a z powo-
déw technicznych (dugi czas obliczen) ograniczono liczbe eksperymentow.
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7.1.2 Wyniki
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Zalezno$¢ bledu estymacji e od dlugosci okna N dla SNR=10 dB.
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Rys.7.3. Zalezno$¢ btedu estymacji e od dtugo$ci okna N dla SNR=20 dB.
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Rys.7.4. Zalezno$¢ bledu estymacji e od dtugo$ci okna N dla SNR=30 dB.
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szum kolorowy o wspétezynnikach AR=[1,1.6,0.9] i MA=[1,2,1].
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Rys.7.10. Zalezno$¢ bledu estymacji e od liczby sktadowych [ przy po-

ziomie wyzszych harmonicznych A=0,02.
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Rys.7.13. Zalezno&¢ bledu estymacji e od liczby sktadowych ! dla A=0,2.
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Rys.7.14. Zaleznos¢ bledu estymacji e od liczby sktadowych .
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Omowienie wynikow

1.

Jedli poziom szumu w sygnale jest bardzo wysoki (rysunki 7.1 i 7.2,
SNR rzedu 0 do 10 dB) najdokladniejsze wyniki uzyskano metodami
Wignera-Ville’a i widma mocy, pod warunkiem zastosowania okna ana-
lizujacego o odpowiednio duzej dlugosci.

. Wraz ze zmniejszaniem si¢ poziomu szumu (rys. 7.3, SNR=20 dB) naj-

mniejszy blad estymacji czestotliwoéci uzyskano przy zastosowaniu me-
tod minimum normy i Wignera-Ville’a, szczegblnie dla matych rozmia-
réw okna analizujacego. W przypadku widma mocy i metody bazuja-
cej na statystykach wyzszych rzedéw uwidocznia sie wpltyw interakeji
okna analizujacego i sygnalu w postaci cyklicznych zmian bledu esty-
macji (zalezno$¢ bledu od fazy badanego sygnatu).

Przy érednim poziomie szumu (rysunki 7.4 i 7.5, SNR rzedu 30 do 40
dB) w przypadku widma mocy i metody bazujacej na statystykach
wyzszych rzedéw poglebia sie ta zalezno$é a ponadto pojawia sie cy-
kliczne wahanie bledu estymacji w przypadku metody Wignera-Ville’a,
spowodowane zaréwno wplywem okna analizujagcego jak i interakcji
dodatnich i ujemnych sktadowych w widmie sygnatu.

. Przy malym poziomie szumu (rysunki 7.6 i 7.7, SNR rzedu 50 do

60 dB) najwyrazniej ujawnia sie¢ przewaga metod minimum normy i
Wignera-Ville’a nad pozostalymi metodami, szczegdlnie w przypadku
zastosowania okna analizujacego o malym rozmiarze.

. Jedli szum addytywny jest szumem bialym, metoda wykorzystujaca

statystyki wyzszych rzedéw jest obarczona w kazdym przypadku naj-
wiekszym bledem estymacji. Jesli szum addytywny jest szumem ko-
lorowym (rys. 7.8. szum kolorowy o SNR=0 dB i wspdélczynnikach
AR=[1,1.6,0.9] i MA=[1,2,1] uwidocznia sie cecha polegajaca na
zmniejszeniu wplywu tego szumu poprzez zastosowanie statystyk wyz-
szego rzedu wobec uzytecznego sygnatu. Wplyw ten jest widoczny
tylko w przypadku wysokiego poziomu szumu.

. Poréwnanie badanych metod pod wzgledem catkowitego bledu esty-

macji dla rozmiaréw okna analizujacego réwnego od 8 do 96 prébek
sygnatu w zalezno$ci od poziomu szumu przedstawiono na rys. 7.9.
Przy zmniejszajacym sie poziomie szumu, poczawszy od SNR=20 dB,
najmniejszym bledem estymacji czestotliwosci jest obarczona metoda
minimum normy, miedzy innymi dzieki nie wystepowaniu w przypadku
tej metody efektu interakcji okna analizujacego i sygnatu.

Kolejne rysunki od nr 7.10 do 7.16 przedstawiaja wyniki badan wplywu
interakcji pomiedzy skladowymi sygnatu przy rosnacej zawartosci har-
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monicznych. Dla jednej wybranej diugoSci okna analizujacego okre-
Slono zalezno$¢ btedu estymacji czestotliwosci podstawowej harmonicz-
nej przy zmiennej zawartoéci harmonicznych w badanym sygnale. Me-
toda minimum normy charakteryzuje sie bardzo silng zaleznoscia btedu
estymacji od amplitudy i liczby harmonicznych (rys. 7.15) i w przy-
padku duzej zawarto$ci harmonicznych (I=4 i A=0,2, rys. 7.13) blad
tej metody przekracza poziom bledu estymacji przy pomocy widma
mocy. Wplyw interakcji pomiedzy sktadowymi sygnatu na dokladnosé
estymacji jest najmniejszy w przypadku metody Wignera-Ville’a (rys.
7.16).

7.2 Sygnaly niestacjonarne

7.2.1 Widmo wektora przestrzennego - symulacje EMTP

1. Stan awaryjny napedu przeksztattnikowego? - zwiekszenie rezystan-
cji przewodu fazowego R silnika do 100 2. Czestotliwoé¢ podstawowa
falownika wynosi 120 Hz a czestotliwo$¢ prébkowania sygnatu 20 kHz.

25 1 1 L I L I 1
0 2 4 6 8 10 12 14 16 18 20

t[ms]
Rys.7.17. Stan awaryjny 1.

2opis symulacji EMTP w dodatku C
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2. Stan awaryjny napedu przeksztaltnikowego - zwarcie pomiedzy prze-
wodami fazowymi R i S silnika rezystancja 100 2. Czestotliwo$¢ pod-
stawowa wynosi 60 Hz a czestotliwo$¢ prébkowania sygnatu 20 kHz.

6 T T T T T T

6 1 1 1 1 1 1 1
0 5 10 15 20 25 30 35 40
t[ms]

Rys.7.18. Stan awaryjny 2.

3. Stan awaryjny napedu przeksztaltnikowego - zwarcie pomiedzy prze-
wodami fazowymi R i S silnika rezystancja 100 2. Czestotliwo$¢ pod-
stawowa wynosi 120 Hz a czestotliwoé¢ prébkowania sygnatu 20 kHz.

6 T T T

1 1 L 1 1 1 L
0 2 4 6 8 10 12 14 16 18 20
t[ms]

Rys.7.19. Stan awaryjny 3.
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7.2.2 Wyniki
Reprezentacja czasowo-czestotliwoéciowa wektora przestrzennego

Wyznaczono reprezentacje czasowo-czestotliwoSciowe sygnatéw opisanych w
p. 7.2.1 rys. 7.17, 7.18, 7.19 metodg minimum normy i spektrogramu. Wy-
znaczenie obu reprezentacji czasowo-czestotliwoSciowych polegato na wyzna-
czeniu chwilowego widma sygnatu na podstawie 40 prébek sygnatu, przesu-
nieciu okna czasowego o jedna prébke i wyznaczenie kolejnego chwilowego
widma sygnatu. W ten sposéb wyznaczono 150 linii reprezentacji i przed-
stawiono na wykresie, na ktérym wieksza warto$¢ amplitudy widma (skala
logarytmiczna) odpowiada ciemniejszemu odcieniowi w skali szarosci. Wy-
niki obliczen przedstawiono na rysunkach 7.20+7.29.

1. Stan awaryjny napedu przeksztaltnikowego - zwiekszenie rezystancji
przewodu fazowego R silnika do 100 2.

MN
-5000

3000

-1240 Hz

-120 Hz

1 2 3 4 5 6 7
t [ms]

Rys.7.20. Reprezentacja MN sygnatu z rys. 7.17.
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Rys.7.21. Przekrdj reprezentacji MN i spektrogramu (PSD) dla t=2 ms.
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Rys.7.22. Przekréj reprezentacji MN i spektrogramu (PSD) dla t=6 ms.
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Rys.7.23. Spektrogram sygnatu z rys. 7.17.

57

2. Stan awaryjny napedu przeksztaltnikowego - zwarcie pomiedzy prze-
wodami fazowymi R i S silnika rezystancja 100 2. Czestotliwo$¢ pod-
stawowa, pracy falownika wynosi 60 Hz.

-2500

-2000

-2000 Hz

-60 Hz
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2000 Hz
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t [ms]

7.24. Reprezentacja MN sygnatu z rys. 7.18.
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Rys.7.25. Przekréj reprezentacji MN i spektrogramu (PSD) dla =2 ms.

1077

4

0
f[Hz]

10 ¢
-2500 -2000 -1500 -1000 -500

500 1000 1500 2000 2500

Rys.7.26. Przekrdj reprezentacji MN i spektrogramu (PSD) dla t=6 ms.
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Rys.7.27. Spektrogram sygnatu z rys. 7.18.

3. Stan awaryjny napedu przeksztaltnikowego - zwarcie pomiedzy prze-
wodami fazowymi R i S silnika rezystancja 100 2. Czestotliwo$¢ pod-
stawowa falownika wynosi 120 Hz.
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-3000

-2000

-1000
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Rys.7.28. Reprezentacja MN sygnalu z rys. 7.19.
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PSD

f[Hz]

t [ms]

Rys.29. Spektrogram sygnatu z rys. 7.19.

Omowienie wynikow

1. W sytuacji, gdy zwiekszono rezystancje jednego z przewodéw zasila-
jacych silnik, wystapil prosty stan niesymetrii napie¢ zasilajacych. Na
rys. 7.20 jest widoczne pojawienie sie w chwili ¢ = 4 ms ujemnej skla-
dowej o czestotliwosci 120 Hz bedacej skutkiem niesymetrii zasilania.
Zauwazy¢ mozna takze sktadowsg intermodulacyjng symetryczng o cze-
stotliwosci 760 Hz (1000 Hz (czestotliwos¢ modulacji PWM) - 2-120
Hz = 760 Hz) i sktadowa niesymetryczng -1240 Hz (1000 Hz + 2-120
Hz = 1240 Hz. Spektrogram (rys. 7.23) tego samego przebiegu uwi-
docznia praktycznie tylko sktadowa podstawows o czestotliwosci 120
Hz.

2. W sytuacji, gdy zwarcie nastgpito pomiedzy przewodami zasilajacymi
silnik, powstaja dodatkowe skltadowe intermodulacyjne (rys. 7.24).
Spektrogram (rys. 7.27) zawiera te same skladowe a szczegélnie warty
uwagi jest zaznaczony strzalkami fragment przebiegu, ktéry potwier-
dza zaréwno prawidlowo$¢ wyznaczenia rzedu modelu w metodzie mi-
nimum normy jak i wyzsza dokladno$¢ i rozdzielczo$¢ tej metody.

3. Przebieg, ktérego widmo pokazano na rys. 7.28 wyréznia sie najwiek-
sza liczba skladowych jak i krétko trwajacymi przebiegami przejécio-
wymi. Oprécz sktadowych intermodulacyjnych widoczne sa przebiegi
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przejéciowe, np. przebieg o czestotliwosci od ok. 3300 Hz do 4000 Hz
o czasie trwania od 1 do 3 ms. Interpretacja spektrogramu (rys. 7.29)
jest znacznie trudniejsza.

7.2.3 Dystrybucja Wignera-Ville’a przebiegu zwarciowego

Badanym sygnalem jest przebieg zwarciowy, ktéry powstaje podczas jedno-
fazowego zwarcia doziemnego linii przesytowej. Analizie poddano przebieg
w fazie, w ktérej nastapilo zwarcie (przedstawiony na rys. 7.30). W chwili
zwarcia dla t= 50 ms powstaje wykladniczo ttumiona sktadowa przej$ciowa
o czestotliwosci 130 Hz.

1

0.8 -

06

04

02

0

-0.2

0.4 -

06

-0.8 -

0 20 40 60 80 100 120
t[ms]

Rys.7.30. Przebieg zwarciowy.

7.2.4 Wyniki

Wyznaczono dystrybucje Wignera-Ville’a przebiegu przedstawionego na rys.
7.30. Aby zmniejszy¢ amplitude cztonéw krzyzowych zastosowano postaé
analityczna sygnatu i dystrybucje zmodyfikowana przy pomocy wprowadze-
nia jadra przeksztalcenia typu Choi-Williamsa [47]. Dla poréwnania przed-
stawiono dystrybucje Wignera-Ville’a tego samego sygnalu na rys. 7.28.

Sporzadzono takze wykres czestotliwosci chwilowej (rys. 7.29) na pod-
stawie reprezentacji Choi-Williamsa jako polozenie na osi czestotliwoéci lo-
kalnego maksimum reprezentacji z rys. 7.27. Chwilowg amplitude sygnatu
uzyskano zgodnie z zaleznoScia:

S ai (t)
N

gdzie N jest liczba prébek reprezentacji w dziedzinie czestotliwo$ci, a; (t)
amplituda chwilowa. Powyzsza metoda jest prawidlowa tylko dla sygnaléw

A(t) = (7.3)
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o jednej sktadowej, poniewaz amplituda jest wyznaczana na podstawie cal-
kowitej chwilowej energii sygnatu.

1 1 3 & l - 1
20 40 60 80 100 120
t [ms]

Rys.7.31. Dystrybucja Choi-Williamsa (o = 0,05) syg. z rys. 7.20.

200 . 1 : i | |
0 20 40 60 80 100 120
t [ms]

Rys.7.32. Dystrybucja Wignera-Ville’a sygnatu z rys. 7.30.
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Rys.7.33. Chwilowa czestotliwo$é sygnatu.
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Rys.7.34. Chwilowa amplituda sygnatu.
Omowienie wynikow

1. W przypadku analizy sygnatu przy pomocy dystrybucji Wignera-Ville’a
powstaja utrudniajace interpretacje cztony krzyzowe (rys. 7.32). Za-
stosowanie zmodyfikowanej dystrybucji Choi-Williamsa (rys. 7.31)
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umozliwia uzyskanie reprezentacji pozbawionej znacznej czesci skia-
dowych utrudniajacych analize sygnatu.

2. Chwilowa czestotliwo$¢ sygnalu jest wyznaczana z bardzo dobra do-
ktadnoscig (rys. 7.33).

3. Wykres chwilowej amplitudy sygnatu (rys. 7.34), uzyskany na pod-
stawie chwilowej catkowitej energii sygnatu, wykazuje duza zgodnos¢ z
amplituda sygnatu oryginalnego (rys. 7.30). Znieksztalcenia tego prze-
biegu sa skutkiem zastosowania okna analizujacego i przeprowadzenia
filtracji w dziedzinie czasowo-czestotliwo$ciowe;.



Rozdzial 8

Badania przebiegow
doswiadczalnych

8.1 Badanie przebiegéw w awaryjnych stanach
pracy napedu przeksztaltnikowego

Przedstawiono wyniki badan awaryjnych stanéw pracy ukiadu przeksztalt-
nikowego. Zbadano widmo pradéw wystepujacych w poszczegdlnych modu-
tach ukladu przeksztaltnika podczas stanéw awaryjnych a w szczegdlnaosci
stanéw, ktére nie powoduja zadziatania zwykle spotykanych zabezpieczen
przy czeSciowym obciazeniu. Naped pokazany na rys. 8.1 dziala na za-
sadzie zachowania stalego stosunku napiecie-czestotliwo$¢. Jest to typowy
uktad napedéw przemystowych pradu przemiennego, skladajacy sie z tréj-
fazowego silnika asynchronicznego klatkowego i przeksztaltnika mocy. Mo-
dutami przeksztattnika sa: jednofazowy prostownik sterowany i falownik ze
zrédlem napieciowym o sterowaniu PWM.

I L |

T |

—
CF| SF

Y

o

Uktad sterowania mikroprocesorowego zmienia kat zaptonu tyrystoréw
prostownika, zmieniajac napiecie zasilania falownika w zaleznoéci od czesto-
tliwosci. Technika modulacji falownika zapewnia minimalizacje amplitudy
piatej i si6dmej harmonicznej w napieciach wyjéciowych.

Rys. 8.1. Schemat napedu przeksztaltnikowego.

65
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Badano niektére stany awaryjne, ktére w warunkach niepelnego obcia-
zenia napedu, nie powodujg zadziatania standardowych zabezpieczen:

1. OP - Przerwa w jednym z przewodéw zasilajacych silnika.

2. SF - Uszkodzenie jednego z tranzystoréw falownika.

3. CF - Uszkodzenie kondensatora, ktérego pojemno$¢ zmniejsza sie do
polowy wartosci prawidlowej.

Opisane powyzej stany awaryjne zostaly zbadane do$wiadczalnie [13].
Napiecie wejsciowe przeksztaltnika wynosi 230 V, czestotliwos¢ 50 Hz, cze-
stotliwo$¢ falownika 40 Hz, silnik pracowat przy poslizgu 6%. W stanie
awaryjnym zmniejszano obcigzenie silnika, aby utrzymaé¢ wartosci pradéw
w dopuszczalnych granicach.

Na rys. 8.2 abced przedstawiono przebiegi pradu wejsciowego falownika
Iy

(Al
(Al

I
1 V 0| /!
0 T T ' I T ] 271 T T 1
0.00 0.01 0.02 0.03 0.00 0.01 0.02 0.03
[s] [s]
Rys.8.2a. Stan bezawaryjny. Rys.8.2b. Awaria OP.
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Rys.8.2c. Awaria SF. Rys.8.2d. Awaria CF.
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Na rys. 8.3ab przedstawiono przebiegi pradu wejSciowego prostownika
It w przypadku awarii tranzystora falownika SF:

4 4 —

[A]
—

[A]

o
|
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4 1 ‘ w ! \ e e A w
0.00 0.01 0.02 0.03 0.00 0.01 0.02 0.03
[s] [s]
Rys.8.3a. Stan bezawaryjny. Rys.8.3b. Awaria SF.

Na rys. 8.4ab przedstawiono przebiegi pradu zasilajacego silnika Ip w
przypadku awarii tranzystora falownika SF':

4 4

2 e*»f’\\\\,"yf;f \\/\/ ﬁ\/J | 2-

g 0 | /\/\/ \ <o

g

e \M\j\" \Aﬁ ”

4 | T I 2 T T 1 -4"’_‘rﬁ*r' T —
0.00 0.01 0.02 0.03 0.04 0.00 0.01 0.02 0.03 0.04
[s] Is]

Rys. 8.4a. Stan bezawaryjny. Rys.8.4b. Awaria SF.

Przebiegi te analizowano przy pomocy metody widma mocy (PSD) i
metody minimum normy (MN).
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8.1.1 Wyniki
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Rys.8.6. Widmo pradu wejéciowego falownika (rys. 8.2b) Iy - awaria OP.
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Rys.8.7. Widmo pradu wejsciowego falownika (rys. 8.2c) I; - awaria SF.
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I; - awaria CF.

Rys.8.8. Widmo pradu wejsciowego falownika (rys. 8.2d)
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Rys.8.9. Widmo pradu wejéciowego prostownika (rys. 8.3a) I7 bez awarii.
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Rys.8.10. Widmo pradu wejéciowego prostownika (rys. 8.3b) I - awaria SF.
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Rys.8.11. Widmo pradu zasilania silnika (rys. 8.4b) Ip - awaria SF.

Omowienie wynikow

W normalnych warunkach pracy (rys. 8.5) w widmie pradu wejSciowego
falownika I7 wykryto sktadowe o czestotliwosciach 240, 480, 720, 960, 1440
i 1740 Hz (6, 12, 18, 24 36 i 44 harmoniczna czestotliwoéci podstawowej 40
Hz).

W warunkach pracy awaryjnej (OP - przerwy w jednym z przewodéw
fazowych silnika - rys. 8.6) wykryto charakterystyczne sktadowe o czestotli-
wosciach 640, 800 i 1600 Hz.

W warunkach pracy awaryjnej (SF - awarii jednego z tranzystoréw fa-
lownika - rys. 8.7) wykryto charakterystyczne skltadowe o czestotliwodciach
680, 760 1 1640 Hz.

W warunkach pracy awaryjnej (CF - zmniejszenie pojemnoéci kondensa-
tora filtrujacego do polowy - rys. 8.8) wykryto charakterystyczne sktadowe
o czestotliwosciach 640, 800 i 1600 Hz. Od stanu awaryjnego OP odréznia
ten stan obecno$¢ jednej sktadowej o czestotliwosci 320 Hz.

W normalnych warunkach pracy (rys. 8.9) w widmie pradu wejscio-
wego prostownika I wykryto sktadowe o czestotliwos$ciach 50, 150, 250,
360 1450 Hz (1, 3, 51 9 harmoniczna czestotliwosci napiecia zasilajacego).

W warunkach pracy awaryjnej (SF - awarii jednego z tranzystoréw fa-
lownika - rys. 8.10) wykryto dodatkowe charakterystyczne skltadowe o cze-
stotliwosciach 100 i 400 Hz.

W warunkach pracy awaryjnej (SF - awarii jednego z tranzystoréw fa-
lownika - rys. 8.11) w widmie pradu zasilajacego silnika Ip wykryto
sktadowe o czestotliwo$ciach 40, 80, 120, 680 i 760 Hz. Od normalnego
stanu pracy ten przebieg odréznia sie tylko obecnoécia skladowej statej.
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Obecno$¢ dodatkowych czy niecharakterystycznych sktadowych w sta-
nach awaryjnych moze by¢ wykorzystane jako wskaznik awarii [28][33]. Ana-
liza widma przy pomocy metody minimum normy umozliwia doktadniej-
sze wyznaczenie czestotliwo$ci sktadowych i latwiejsza analize i diagnostyke
stanu pracy ukladu przeksztaltnikowego.



Rozdzial 9

Whnioski

Ponizej przedstawiono ogélne wnioski wynikajace z przeprowadzonych i przed-
stawionych w tej pracy analiz teoretycznych i badan symulacyjnych. Szcze-
gblowe omdéwienie wynikéw przedstawiono w odpowiednich rozdziatach.

1. Zastosowanie statystyk wyzszych rzedéw nie znajduje uzasadnienia w
przypadku wyznaczania widma sygnaléw o duzym odstepie sygnatu
od szumu, spotykanych najczesciej w ukladach elektroenergetycznych.
Metoda obliczania kumulantu jest obarczona duzym bledem, wyste-
puje wyrazna zalezno$¢ bledu estymacji kumulantu od fazy sygnalu
(p. 5.4.2.1, p. 7.1.2 rys. 7.1-2). W przypadku malego odstepu sy-
gnaltu od szumu lepsze wyniki uzyskuje sie stosujac klasyczne metody
fourierowskie przy odpowiednio dobranej dlugosci okna analizujacego
(p. 3.1.2, p. 7.1.2 rys. 7.1).

2. Metoda minimum normy, reprezentujaca parametryczne metody pod-
przestrzeni, wykazuje szereg korzystnych cech. Charakteryzuje sie ona
najwieksza dokladno$cig wyznaczania czestotliwoéci dyskretnych skta-
dowych widma w przypadku umiarkowanego i malego poziomu szumu
(p. 7.1.2 rys. 7.5-T). Nie wystepuje przy tym zjawisko zaleznosci btedu
estymacji od polozenia okna analizujacego. W przypadku duzej ampli-
tudy harmonicznych roénie blad tej metody, jednak w praktyce rzadko
spotyka sie sygnaly zawierajace harmoniczne o duzej tak amplitudzie
[2]. Zastosowanie tej metody jest szczegélnie korzystne w przypadku
badania sygnaléw o wielu sktadowych, sktadowych przejéciowych, za-
wierajacych subharmoniczne [16], niecharakterystyczne harmoniczne i
sktadowe przejsciowe (p. 7.2.3, 8.1.1).

3. Metoda wizualizacji przy pomocy wektora przestrzennego jest stoso-
wana w przypadku analizy widma i symetrii napie¢ i pradéw wy-
stepujacych w ukladach tréjfazowych. Polaczenie tej metody z me-
toda minimum normy pozwala na uzyskanie reprezentacji czasowo-
czestotliwo§ciowych umozliwiajacych caloSciows wizualizacje obwodu
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tréjfazowego z bardzo dobra rozdzielczoscig i doktadnoscia i uzyskanie
obrazu stanu jego pracy o znacznie lepszych parametrach niz metoda
krétkoczasowej transformacji Fouriera (p. 7.2.3).

4. Analiza reprezentacji czasowo-czestotliwo§ciowych otrzymanych przy
pomocy dystrybucji Wignera-Ville’a jest utrudniona ze wzgledu na
charakterystyczne dla tego przeksztalcenia czltony krzyzowe. Modyfi-
kacja Choi-Williamsa usuwa wieksza ich cze$¢ kosztem nie zachowania
niektérych whasciwosei [47]. Zastosowanie tej metody jest korzystne
w przypadku badania sygnaléw o jednej skladowej (takze o zmien-
nych parametrach) i w przypadku malego odstepu sygnatu od szumu.
Whplyw interakcji pomiedzy sktadowymi sygnatu na doktadno$¢ esty-
macji jest najmniejszy w przypadku tej metody (p. 7.1.2 rys. 7.16).



Dodatek A

Z.astosowanie metod
podprzestrzeni

Metody podprzestrzeni sa narzedziem estymacji widma o odmiennych wia-
$ciwoséciach od dotychczas znanych metod. Metody te sa podzbiorem ogdlne;j
metodologii podprzestrzeni znanej jako dopasowanie podprzestrzeni' [58],
ktoéra, po spelieniu dodatkowych warunkéw, zapewnia uzyskanie estymat
widma speliajacych asymptotycznie ograniczenie Cramér-Rao. Przedsta-
wiono sposéb wyznaczania pseudospektrum metoda Pisarenki - pierwszej i
najprostszej z metod podprzestrzeni.

A.1 Praktyczne zastosowanie metody Pisarenki

Praktyczne wyznaczenie estymaty widma sygnatu sktada sie z nastepujacych
etapéw:

1i;
2.

Utworzenie macierzy korelacji (kowariancji) (4.2)

Wyznaczenie warto$ci wlasnych i wektoréw wiasnych macierzy korela-
cji.

Wydzielenie podzbioru najmniejszych warto$ci wlasnych o jednakowej
wartoéci réwnej wariancji szumu (7(2) zawartego w badanym sygnale, i o
liczebnoéci réwnej N — 1, gdzie N jest réwne liczbie probek badanego
procesu losowego.

Wektory whasne odpowiadajace tym warto$ciom wykorzystuje sie do
wyznaczenia czestotliwosci skladowych badanego sygnatu.

Pozostale wektory wlasne zawieraja informacje o amplitudach sklado-
wych badanego sygnatu.

'subspace fitting
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Dla zilustrowania tej metody przedstawiono powyzsze etapy na przykla-
dzie.

A.1.1 Sygnal o jednej skladowej wykladniczej

x [n] reprezentuje ciag losowy skladajacy sie pojedynczej zespolonej sktado-
wej wyktadniczej o zespolonej amplitudzie A w szumie 7 (niezaleznym od
sygnahi) o zerowej éredniej i wariancji o3 [58].

2[n] = |A] 9% - e + 1 [1) (A1)
czyli
x=As+n (A.2)
gdzie
z [0]
(1]
% = : (A.3)
Z[N = 1]
A=|A|e? (A.4)
| -
elwo
8= : (A.5)
oI (N=1)wo |
n[0] ]
n=| " El] (A.6)
n[N—1] |

Symbolem I'g oznaczono wariancje sygnatu

! | »
T T >
A o, m

Rys.A.1. Widmo sygnatu o jednej sktadowej wyktadniczej w szumie.
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Macierz korelacji wektora obserwacji x wyraza sie wzorem:
R, =& {4s- As*T . n*T} = Toss*T + o3I (A.7)

gdzie
Ty=& {|A|2} (A.8)

Jeden z wektoréw wiasnych macierzy korelacji jest wektorem sygnatu s.
Z (A.7) wynika:

R,s = (Toss*” + ofI) s =Lgss*s+ofs = (NTo + 03) s (A.9)

Wektorowi wlasnemu s odpowiada warto$é¢ whasna réwna (NTg + 0§ ) gdzie

N = ||s||>. Macierz korelacji ma N ortonormalnych wektoréw whasnych, stad
wszystkie pozostale wektory eg, sa ortogonalne do s. Wiasciwoéc¢ s - e, = 0,
wynikajaca z ortogonalnoéci wektoréw, umozliwia wyznaczenie czestotliwo-
$ci badanego sygnatu.

A.1.2 Sygnal o dwéch skladowych wykladniczych
Ciag prébek badanego sygnatu ma posta¢ [58]:
z [n] = Ays1 [n] + Agsg [n] + 1 [n] (A.10)

gdzie, dlai=1,2

1
ej“)i
A; = |Az| el (A].Q)
stad
x = A1 + Assa +1m (A.13)

Korzystajac z (A.7) otrzymano wyrazenie:
R, = 181877 + Dospsyl + 021 (A.14)

Wyznaczono wektory wlasne macierzy korelacji. Wektory s; i sg sa li-
niowo niezalezne, poniewaz w; # wg. W takim wypadku mozna znalezé
doktadnie NV — 2 wektory wlasne N—wymiarowe]j przestrzeni réwnoczeénie
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ortogonalne do s; i s2. Pozostate dwa wektory naleza do podprzestrzeni roz-
pietej na s; i sy i odpowiadajg wartoscion wlasnym wiekszym niz 0%. Pod-
przestrzen ta jest nazwana ,podprzestrzenia sygnatu”, podczas gdy ortogo-
nalna do niej podprzestrzen nazwana jest nieprecyzyjnie ,podprzestrzenia
szumu” (mimo, ze elementy wektora szumu 7 naleza do kazdej z obu pod-
przestrzeni). Na rysunku 2 wektory e; i e; odpowiadaja sktadowym sygnatu
a eg odpowiada szumowi.

podprzestrzen
szumu podprzestrzen
sygnatu

Rys.A.2. Podprzestrzenie sygnatu i szumu.

Czestotliwosci sktadowych sygnalu mozna wyznaczy¢ dzieki utworzeniu
funkcji

Es: (2) =es: [0] +es; [1] 271 +... 4 e [N — 1] 2~ V-D (A.15)

zwanej filtrem wektora wlasnego?.
Funkcja Es; (z) ma M = N — 1 pierwiastkéw o argumentach réwnych
czestotliwo$ciom badanego sygnatu.

Wyznaczenie mocy sygnalu

Gdy czestotliwosci skladowych sygnatu sa znane, korzystajac z informacji
zawartej w wektorach nalezacych do podprzestrzeni sygnatu, mozna wyzna-
czyt moce (amplitudy) poszczegélnych sktadowych sygnatu. Zaleznosc

e;‘TRzei = )\i (A16)
zostata przeksztalcona przy pomocy (A.14) dla ¢ = 1,2 do postaci:

Fle’{Tsls’{Tel + PQGITSQSETGI + 0'% =)\ (A.l?)

F1e§Tsls’{Te2 + FgeETSQSgTeQ + 0(2) = Ao (A.18)

%eigenfilter
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po zdefiniowaniu wspétczynnikéw o;; i przeksztalceniu do postaci ma-
cierzowej

_ *T | [
|:a11 0412]:|:—_ eiT _} s s (A.19)

Q1
(A.17) przyjmuje postac:
loa1® arel* ][ Iu A1 — 03
= A2
[ o1 |? Jagal Iy Ao — 03 (A-20)
Réwnania te mozna rozwiaza¢ wzgledem I'y i I'g.

Uogdlnienie powyzszych rozwazan dla M niezaleznych skladowych sy-
gnalu w szumie przedstawiono w (4.5) i nastepnych.

Przykilad

Sygnal x sklada sie z jednej rzeczywistej sinusoidy o czestotliwosci wg i am-
plitudzie A, czyli z dwéch (M = 2) zespolonych skltadowych wykladniczych
o czestotliwo$ciach +wq i szumu bialego o zerowej redniej i wariancji 3. W
tym przypadku w metodzie Pisarenki zaktada sie, ze liczba préobek sygnatu
N=M+1.

1 1
s1=| elwo) | sy = el-5wo) (A.21)
e(i2wo) e(—32wo)
1
R, =A% | elwo) |[1 e dwo e ~Zwo |4
e(j2wo)
1 1 00
+ A? | el=iwo) [1 el o |+ o3| 0 1 0|=
e(—72wo) 0 0 1
2A2 + 02 2A%coswy 2A2cos 2wy
= | 24%coswy 24%+4+03 2A%coswy (A.22)
2A%cos2wy 2A%coswg 242 + o}
Dla wg = %:
242 + o} A? —A?
R, = A? 2A% + o2 A? (A.23)

—A2 A2 242 4 0%
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Wyznaczono wektory wlasne i wartoSci wiasne macierzy R,

—1
e = 1 HU%
-1
1 0
€23 = 0 y 1 <—>O'%+3A2
-1 1

Wektor e; odpowiada wektorowi wlasnemu nalezacego do podprzestrzeni
szumu (odpowiada wartoéci wlasnej réwnej wariancji szumu) i ten wektor
wykorzystuje sie do wyznaczenia czestotliwosci skladowych badanego sy-
gnatu.

Szukane czestotliwosci sa pierwiastkami wielomianu (tworzacego filtr wek-
tora wlasnego) postaci:

Ei(2)=-14+2z"1—-272 .
(523 - 1iv3} (o= b+ 135)
stad wo = %

Wektory wlasne es i e sa wektorami sygnatu i zawieraja informacje o
mocy sygnatu:

1 1
sp= | 0% | sy | 9D (A.24)
e(j%’r) e(_j%r)
1 1
S=| elU3) ¢l-73) (A.25)
%) o(-3%)
1 0
=1
) 1 1
BlS — {(1) (1) B ] U5 i) | = (A.27)
(%) o(=3%)

= [%_.%j\/g %"L%j‘/g] (A.28)
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(A.20) przyjmuje postac:

[ F(3+3v8)° 1(3+5v9) ] 2 ]-] e [

3 -3 I'y 347
Rozwiazanie:
Ty [ A2 (=5 +35v3)
n]-[RC0s A

o] =14 ] a8



Dodatek B

Rozdzielczos¢ reprezentacji

B.1 Rozdzielczosé STFT

Rozdzielczo$¢ tej metody mozna w przyblizeniu oceni¢ [47] rozpatrujac krét-
koczasows transformate Fouriera sygnalu gaussowskiego s, gdy funkcja ana-
lizujaca v jest tego samego typu. Po podstawieniu:

slr) =4 %e[_%T2] (B.1)
1(r—t) = {f 2l (B2)

do wzoru (6.1) otrzymano:

Xstrr (t,w) \/_ / —3( =8’ gmdwr g —

\/_h
-7

~00 2
_atb |, 2_ 2bt _bt_ .
/ e 2 [T atb +(a+b) ]e—JWTdT —

J —00

2\@6(_

a+b

b 2_ 1 2 - b
Ty~ < H et (B.3)

Spektrogram odpowiadajacy (B.3) wyraza sie wzorem:

2 2Vab ol
a+ b
Spektrogram funkcji gaussowskiej jest skoncentrowany wokét poczatku
ukladu wspétrzednych i jego przekrdj ma ksztalt elipsy o polu powierzchni
A= ﬁ%j_bﬁ dla wartosci amplitudy widma réwnej % Pole A jest miara
koncentracji spektrogramu. Pole A osigga minimum gdy wariancja okna
analizujacego jest dokladnie réwna czasowi trwania badanego sygnatu. W
praktyce czas trwania sygnalu a jest nieznany a osiggniecie optymalnej roz-

dzielczosci gdy A = 27 jest niemozliwe.

1 2
|XSTFT (t’ (U) | 2(a+b) ~ 2(a+b) w ) (B4)
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B.2 Rozdzielczos¢ reprezentacji Wignera-Ville’a

Podobng analize mozna przeprowadzi¢ dla reprezentacji Wignera-Ville’a sy-
gnatu gaussowskiego z (B.1):

Xwy (t,w) = \/g/_(: e 2 [(t+§)2+(t—§)2] R

a 2 [ _a2 _.
=4/—e% e 4" e dr =
m J —00

= 2¢~1s+2+%] (B5)

Minimalne pole powierzchni A, ktére jest miara koncentracji reprezen-
tacji ma warto$¢ m. Rozdzielczo$¢ reprezentacji Wignera-Ville’a jest co naj-
mniej dwukrotnie lepsza od spektrogramu a ponadto negatywny wplyw okna
analizujacego moze by¢ calkowicie wyeliminowany [47].



Dodatek C

Symulacja EMTP napedu

Pakiet symulacyjny EMTP-ATP jest zbiorem programéw shwzacych do sy-
mulacji zlozonych ukladéw elektroenergetycznych, zaréwno statycznych jak
i dynamicznych a szczegdlnie do symulacji przebiegéw przejsciowych spowo-
dowanych zjawiskami elektromagnetycznymi wystepujacych w urzadzeniach
elektroenergetycznych.

Do symulacji przeksztattnikowego uktadu napedowego, sktadajacego sie
asynchronicznego silnika klatkowego i typowego przeksztaltnika tyrystoro-
wego z modulacja PWM, zastosowano typowy model maszyny klatkowej
zgodnie z [11] rozdzial VIII oraz model mostka tyrystorowego zgodnie z [11]
rozdzial XXIX-F [50].

Na rys. C.1 przedstawiono czeSciowy schemat uktadu przeksztattniko-
wego. Z powodu niedoskonatosci programu EMTP! do badania stanu zwar-
cia pomiedzy przewodami zasilajacymi silnika wykorzystano uproszczony
model przeksztaltnika bez modelowania mostka tyrystorowego a jedynie bez-

poérednie zasilanie modelu silnika z generatora napiecia opisanego polece-
niami TACS? [50].

Podstawowe dane modelu silnika:

napiecie znamionowe Uy =220V
moc znamionowa Py =1,1kW
poélizg znamionowy s=6%
wspoétczynnik mocy cosp = 0,81
predko$¢ obrotowa zn. n = 1410 min~!

czestotliwo§¢é modulacji PWM  fpy i = 1000 Hz

'w przypadku pelnej symulacji ukladu przeksztaltnikowego i silnika asynchronicznego
wystepowaly opéznienia obliczeniowe i cykliczna niesymetria sterowania przeksztaltnika.
?Transient Analysis Control Systems - podobne do jezyka Fortran polecenia odpowia-
dajace funkcjom modelu analogowego oraz bloki funkcjonalne (registry, akumulatory itp.).
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Rys.C.1. Schemat EMTP symulacji zwarcia.

'MW oonerprip gl omnd

_,——-'('l-'

T

85

v i pe e o

e :
- —— BT U '
rr smchur g renshire
L et lepil
A -

ST

Rys.C.2. Uktad symulacji przeksztattnika PWM.



Dodatek D

Wyznaczenie liczby sygnaléw

Teoria estymacji parametrycznej wymaga wczesniejszej znajomosci liczby sy-
gnaléw M zawartych w badanym sygnale zlozonym czyli wyznaczenia rzedu
modelu sygnatu. Je§li SNR jest wysoki, wtedy mozna wyznaczy¢ te liczbe
przez wydzielenie zbioru najmniejszych warto$ci wtasnych macierzy korela-
c¢ji w przyblizeniu jednakowych - ich liczba jest réwna N — M [58]. Metoda
ta zawodzi, gdy poziom szumu jest wysoki i gdy sekwencje badanych préobek
sa krotkie. Proponuje si¢ wtedy zastosowanie innych metod statystycznych,
jak AIC!. AIC jest zdefiniowany jako [58]:

AIC (M) = —2(N — M)Inp (M) +2M (2N — M) (D.1)

gdzie N jest liczbg prébek badanego sygnatu a p (M) jest ilorazem $red-
niej geometrycznej warto$ci wlasnych do éredniej arytmetycznej wartoSci
wiasnych macierzy korelacji i opisany wzorem:

1
()\M+1/\M+2 - /\N) N-M

57 Qv + A2 + .+ An)

p (M) = (D2)

Liczbe sygnaléw M wybiera sie jako minimalizujaca réwnanie (D.2)

Jednym z celéw tej pracy jest wykorzystanie metody minimum normy
do wyznaczenia widma sygnaléw o zmiennej w czasie iloci sktadowych. Ko-
nieczne jest w tym przypadku wielokrotne wyznaczanie widma sygnalu na
podstawie krétkich sekwencji danych i dla jednej realizacji badanego prze-
biegu. Praktyczne préby wykazaly,ze zaréwno proponowana w [56] metoda
wyznaczenia liczby sygnaléw z obserwacji wykresu wartosci wlasnych jak
i opisane kryterium AIC, nie dajg prawidlowych wynikéw przy opisanych
ograniczeniach.
 Zaproponowano metode wyznaczenia liczby M w nastepujacy sposéb,
praktycznie zastosowany w algorytmach wyznaczenia widma metoda mini-
mum-normy dla sygnaléw niestacjonarnych.

! Akaike Information Criterion

86



DODATEK D. WYZNACZENIE LICZBY SYGNALOW 87

Niech A bedzie wektorem wartoéci wlasnych macierzy korelacji utworzo-
nej z prébek sygnatu. WartoSci wlasne sg uszeregowane w kolejnosci male-
jacej: Ay > Ay > ... > \,. Po unormowaniu wektora A, liczbe M wyznacza
sie jako indeks najmniejszej wartoSci wlasnej wiekszej niz zatozona dodatnia
liczba e.

W szeregu do$wiadczen okreélono, ze liczba € powinna zawieraé sie w
przedziale (0,0005,0,001).
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