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Przedmowa

Analizą widmową sygnału określamy problem wyznaczenia częstotliwościo­
wej struktury sygnału, jego widma częstotliwościowego.

Pojęcie rozkładu sygnału na składowe harmoniczne wzięło swój początek 
w pracach Pitagorejczyków, w ich analizie ruchów planet („muzyka sfer”), 
w odkryciach praw muzycznej harmonii, w pracach Newtona nad widmem 
światła słonecznego (1677 r.), analizach drgających membran Bernoulli’ego 
(1738 r.) i Eulera (1755 r.), w aproksymacji Prony’ego drgających mecha­
nizmów (1793 r.). Nowoczesna analiza Fouriera, stosowana powszechnie, 
ma swoje podstawy w pracach Fouriera (1807 r.), chociaż elementy szyb­
kiej transformacji Fouriera (FFT) powstały w dziełach Gaussa o mechanice 
orbitalnej (1805 r.).

Podstawowym narzędziem analizy sygnałów jest widmo mocy. Algo­
rytmy estymacji widma mocy znalazły szerokie zastosowanie w wielu dzie­
dzinach nauki, także w elektrotechnice.

Dokładne i szybkie wyznaczenie częstotliwościowych parametrów skła­
dowych badanego sygnału jest istotne z wielu powodów.

Sygnały rzeczywiste zawierają zwykle wiele składowych o różnych czę­
stotliwościach, często ze znaczną zawartością szumu a ponadto parametry 
ich widm są zmienne w czasie. Dokładność estymacji widma składowych 
tych sygnałów zależy od wielu czynników, takich jak rozdzielczość, obciąże­
nie, wariancja zastosowanego estymatora, długość badanej sekwencji danych, 
faz poszczególnych składowych i ich wzajemnego oddziaływania.

W wielu zagadnieniach telekomunikacji, elektroniki, automatyki, tech­
niki zabezpieczeń energetycznych, istnieje konieczność identyfikacji stanu 
pracy, separacji i estymacji parametrów sygnałów elektrycznych, np.: wy­
dzielanie z sygnału podstawowej harmonicznej, filtracja szumu, separacja 
wyższych harmonicznych, ocena zawartości wyższych harmonicznych czy es­
tymacja częstotliwości, amplitudy i fazy.

Praca niniejsza jest kontynuacją i rozwinięciem cyklu publikacji ([1], [21- 
25], [27-33]), mającą na celu ich usystematyzowanie i uzupełnienie. Au­
tor proponuje metodę wizualizacji widma sygnałów elektrycznych (w tym 
trójfazowych) przy pomocy metod podprzestrzeni a także poddaje analizie 
właściwości różnych metod analizy widmowej zastosowanych w praktyce. 
Wybrane metody analizy widmowej przedstawione w rozdziałach 3-6 zna­

ły
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lazły już zastosowanie w innych dziedzinach nauk stosowanych takich jak 
telekomunikacja czy akustyka, jednak ich zastosowanie w elektrotechnice 
i elektroenergetyce nie jest rozpowszechnione. Nowoczesne metody analizy 
widmowej charakteryzują się szeregiem zalet, nie spotykanych w klasycznych 
metodach fourierowskich, jednak niewątpliwym zaletom, takim jak wysoka 
rozdzielczość czy niewrażliwość na szum towarzyszą ograniczenia. Jednym 
z celów tej pracy jest wykazanie tych cech, zarówno korzystnych jak i ogra­
niczających obszar zastosowań.



Cel i teza pracy

Celem pracy jest szczegółowe zbadanie właściwości zaawansowanych metod 
analizy widmowej, takich jak metody podprzestrzeni, statystyki wyższych 
rzędów, metody analizy czasowo-częstotliwościowej - dystrybucja Wignera- 
Ville’a, krótkoczasowa transformacja Fouriera, zastosowanych do badania 
odkształconych sygnałów występujących w elektrotechnice i elektroenerge­
tyce, określenie obszaru zastosowań badanych metod, ich cech charaktery­
stycznych, zarówno korzystnych z punktu widzenia zastosowań praktycznych 
jak i ograniczających celowość ich wykorzystania.

Teza pracy
Zaawansowane metody przetwarzania sygnałów, takie jak metody podprze­

strzeni, statystyki wyższych rzędów, dystrybucja Wignera-Ville’a, umożliwiają 
dokładniejsze wyznaczanie parametrów mocno zniekształconych sygnałów elek­
trycznych oraz lepszą diagnozę stanu pracy układów elektrycznych niż metody 
fourierowskie.
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Rozdział 1

Pojęcia podstawowe

Przedstawiono definicje i właściwości podstawowych pojęć oraz wielkości do­
tyczących sygnałów i procesów losowych.

W pracy będą rozpatrywane sygnały spełniające warunek ergodyczności i 
stacjonarności, jak i nie spełniające tych warunków. Poniżej podano warunki, 
jakim musi odpowiadać proces stochastyczny, aby można go było uznać za 
stacjonarny i ergodyczny oraz definicje podstawowych wiełkości statystycz­
nych wykorzystanych w dalszej części pracy.

1.1 Stacjonarność procesu
Ze względu na cechę stacjonarności procesy stochastyczne dzieli się na sta­
cjonarne i niestacjonarne [57]. Z kolei procesy stacjonarne dzieli się na sta­
cjonarne w wąskim oraz szerokim sensie.

Proces stochastyczny x(t) nazywamy stacjonarnym w wąskim sensie, je­
żeli funkcja gęstości prawdopodobieństwa wektora losowego o składowych 
[x (ti), (^2), - - • ,x (tn)] jest równa gęstości prawdopodobieństwa wektora 
losowego o składowych [x + r), x (£2 + t) ,... , x (tn + r)] dla dowolnie 
wybranych chwil czasu £1,^2,- - - fin, dowolnego przesunięcia t i dowolnej 
liczby składowych n. N-wymiarowa funkcja gęstości prawdopodobieństwa 
procesu stochastycznego stacjonarnego w wąskim sensie nie zależy zatem 
oddzielnie od każdej z chwil czasu ii,<2, ■ • ■ , tn a tylko od różnicy pomiędzy 
tymi chwilami, np. t2 — ti,ts — ti,... ,tn — ti.

Jednowymiarowa funkcja gęstości prawdopodobieństwa procesu stocha­
stycznego x(t'), stacjonarnego nie zależy od czasu t, czyli fx (x, t) = fx (x).

Z definicji wartości oczekiwanej i funkcji korelacji procesu stochastycz­
nego wynika, że wartość oczekiwana procesu stochastycznego x(tj, stacjo­
narnego w wąskim sensie, jest stała i nie zależy od czasu t.

Proces stochastyczny x(t) nazywamy stacjonarnym w szerokim sensie, 
jeżeli wartość oczekiwana tego procesu nie zależy od czasu.

1



ROZDZIAŁ 1. POJĘCIA PODSTAWOWE 2

Proces stochastyczny stacjonarny w wąskim sensie jest zawsze stacjo­
narny w szerokim sensie. Twierdzenie odwrotne nie zawsze jest prawdziwe. 
Procesy stochastyczne, które nie są stacjonarne w wąskim lub szerokim sen­
sie, są procesami niestacjonarnymi.

1.2 Ergodyczność

Stacjonarny proces stochastyczny x(T) jest procesem ergodycznym, jeżeli
spełnia zależność [57]:

(1-1)

gdzie: T - długość przedziału uśredniania, to - dowolnie wybrana chwila 
początkowa przedziału uśredniania.

Dla procesu stochastycznego ergodycznego wartość oczekiwana w zbio­
rze realizacji jest równa wartości średniej jednej realizacji dla nieskończenie 
długiego okresu obserwacji T.

| rto+T 
mx = lim — x (t) dt T—^oo T JtQ V 7 (1-2)

Tylko procesy stacjonarne mogą być ergodyczne. Proces {a;(t)} jest pro­
cesem ergodycznym [40], jeżeli z prawdopodobieństwem równym jedności 
wszystkie jego momenty mogą być określone na podstawie pojedynczej re­
alizacji procesu, czyli uśrednianie po zbiorze realizacji może być zastąpione 
uśrednianiem po czasie. Na tej podstawie zamiast zapisu {x(t)}, oznaczają­
cego zbiór realizacji, można stosować zapis a;(t) dla sygnałów ciągłych oraz 
x(n) dla sygnałów dyskretnych, tzn. za proces stochastyczny uznaje się jego 
pojedynczą realizację.

1.3 Quasi-stacjonarność

Podstawowym problemem analizy sygnałów losowych jest niemożliwość prze­
prowadzenia operacji uśredniania po zbiorze realizacji procesu losowego. 
Przy założeniu ergodyczności procesu uśrednianie po zbiorze realizacji może 
być zastąpione uśrednianiem po czasie, jednak dla procesów niestacjonar­
nych taka operacja jest niedostępna, ponieważ uśrednianie po czasie usuwa 
zmienne w czasie właściwości badanego sygnału [34], Wprowadza się dla 
sygnałów niestacjonarnych pojęcie „quasi-stacjonarności” czyli założenie, że 
funkcja autokowariancji C sygnału zmienia się dostatecznie powoli aby speł­
nić warunek:

|C (t + r, t — t) — Cs (2r)| < e (T) (1.3)
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Zakłada się, że w danej chwili t istnieje stacjonarna funkcja autokowa- 
riancji Cs i przedział czasu T, dla których spełniona jest nierówność (1.3). 
Przedziałem stacjonarności Ts nazwano najmniejszy przedział T spełniający 
(1.3). Proces niestacjonarny nazwano quasi-stacjonarnym jeśli Ts > 0 dla 
danego s > 0, gdzie e jest miarą przybliżenia.

1.4 Biały szum dyskretny

Każdy proces losowy o zerowej średniej, którego próbki nie są skorelowane 
nazywa się procesem „białym” [58]. Funkcja korelacji tego procesu ma po­
stać:

(1-4)

Najczęściej zakłada się, że mamy do czynienia z procesem stacjonarnym. 
W tym przypadku funkcja korelacji tego procesu ma postać:

Rsb[l] = a&[l] (1.5)

a widmowa gęstość mocy:

Ssb (1.6)

Odmianą białego szumu jest biały szum gaussowski, który powstaje przez 
próbkowanie białego szumu ciągłego. Jeżeli w jest wektorem losowym skła­
dającym się z N kolejnych próbek białego procesu losowego to jego macierz 
kowariancji ma postać:

Cw = R™ = ^1 (1.7)

Próbki białego szumu gaussowskiego są nieskorelowane i niezależne.
Szum kolorowy otrzymuje się np. na wyjściu filtru, na którego wejście 

podano biały szum gaussowski. Przebieg widmowej gęstości mocy szumu 
kolorowego zależy od doboru współczynników tego filtru.
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Wektor przestrzenny

Przedstawiono metodą reprezentacji układu trójfazowego przy pomocy wek­
tora przestrzennego, podstawowe zależności tej wielkości zespolonej z syme­
trycznym i niesymetrycznym układem wielkości w układzie trójfazowym i w 
obecności wyższych harmonicznych. Wskazano na związki pomiędzy ukła­
dem zgodnym i przeciwnym znanym z metody składowych symetrycznych a 
widmem wektora przestrzennego.

Metoda składowych symetrycznych (składowych 012) jest jedną z pod­
stawowych metod analizy trójfazowych obwodów elektrycznych [26]. Me­
toda ta umożliwia analizę wyłącznie przebiegów stacjonarnych i sinusoidal­
nych dla składowej podstawowej. W maszynach elektrycznych układ napięć 
zasilających o kolejności zgodnej powoduje powstanie wirującego pola ma­
gnetycznego. Skutkiem oddziaływania układu symetrycznych napięć zasila­
jących stojana jest powstanie symetrycznego układu prądów przy zakładanej 
symetrii budowy maszyny.

Badany sygnał trójfazowy może być kombinacją składowej podstawowej, 
harmonicznych i szumu losowego. Dodatkowe zakłócenia mogą być spowo­
dowane występowaniem składowych przejściowych oraz obciążeń nielinio­
wych. Istnieje wiele możliwych sposobów opisu wielkości występujących w 
układach trójfazowych, których zadaniem jest uproszczenie analizy i modelo­
wania układów elektrycznych. Jednym z możliwych opisów systemów trój­
fazowych jest wektor przestrzenny (Raumzeiger) zdefiniowany w [19] jako 
złożenie dwóch niezależnych wektorów wirujących opisujących układy o ko­
lejności zgodnej i przeciwnej.

Metoda wizualizacji przy pomocy wektora przestrzennego jest stosowana 
w przypadku analizy widma i symetrii napięć i prądów występujących w 
układach trójfazowych [51].

4
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2.1 Podstawowe zależności

2.1.1 Definicja

Zespolony wektor przestrzenny, opisujący składową zgodną, przeciwną, skła­
dowe harmoniczne i nieharmoniczne występujące w układzie trójfazowym 
/r, fs, fr jest dany wzorem:

f = (fa + jf^ ^2 1)

gdzie

Dzięki wprowadzeniu dodatkowej wielkości - składowej zerowej

/o = ó (Sr + fs + fr) (2-3)O

możliwy jest pełny i jednoznaczny opis układu trójfazowego.

2.1.2 Związki wektora przestrzennego z symetrycznym ukła­
dem trójfazowym.

Dla składowej zgodnej można utworzyć wektor przestrzenny f przy pomocy 
równań opisujących wartości chwilowe wielkości występujących w symetrycz­
nym układzie trójfazowym [50]:

gdzie a — eJ 3 . Po podstawieniu do (2.1) otrzymano:

fR = A(1) sin + 7) = | ( A(1)e^‘ + A^e^) (2-4)

fs
. ■ ( . 2tf'= A(1) sin wt+ 7 - —

\
\=±(a2A(iyf^ + ^ | e^(2.5)

fr
. / 2tf'= A(i) sin 1 tut + 7 + — 

\ J Łi \ /
| eJ7(2.6)

f = A^e^e^ (2.7)

Dla składowej zgodnej wektor przestrzenny wiruje na płaszczyźnie zespo­
lonej w kierunku dodatnim. Odpowiednio dla składowej przeciwnej wektor 
przestrzenny wiruje w przeciwnym kierunku i opisany jest wzorem:

f = A^e^e^ (2-8)
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W przypadku niesymetrycznych sinusoidalnych przebiegów trójfazowych 
wektor przestrzenny przedstawia się jako suma wektorów wirujących w prze­
ciwnych kierunkach:

f = A(1)e^ + A^e-^ (2-9)

Równanie to opisuje na płaszczyźnie zespolonej elipsę, której jedna z osi 
jest równa sumie amplitud składowej zgodnej i przeciwnej a druga różnicy 
tych wielkości.

2.1.3 Opis wektora przestrzennego szeregiem Fouriera

Przebieg okresowy opisujący wektor przestrzenny można rozwinąć w szereg 
Fouriera:

n=oo 

fH)= A^ 
n=—oo

o współczynnikach:

7T f27r
An = — f (ćjf) e-7"^4d(cut)

2 Jo

(2.10)

(2.H)

Występujące w rozwinięciu w szereg Fouriera harmoniczne o indeksach 
n dodatnich odpowiadają wirującym zgodnie z kierunkiem wirnika syste­
mom zgodnym a harmoniczne o indeksach n ujemnych odpowiadają wi­
rującym przeciwnie do kierunku wirowania wirnika systemom przeciwnym. 
Dwie podstawowe harmoniczne wektora przestrzennego o indeksach n = 1 
i n = — 1 odpowiadają składowej zgodnej i przeciwnej. Stąd:

^■(1) -A-nln=l ^(2) An|n=_i (2.12)

2.1.4 Wektor przestrzenny a wyższe harmoniczne

W przypadku obecności w systemie trójfazowym wyższych harmonicznych o 
częstotliwościach będących całkowitymi wielokrotnościami k częstotliwości 
podstawowej w, można opisać ich przebiegi czasowe równaniami [51]:

fRk (^ = Ak sin {kut + 7^) (2.13)

fsk G)
/ 2tt^

(2.14)= A& sin k 1 wt----—
\ o y + Łk

frk (t) = Ak sin
/ 27T>k 1 cut + — 

\ o / + Łk (2-15)

Wyższe harmoniczne w symetrycznym stanie pracy układu należą kolejno 
do różnych systemów napięć [36]:
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• System napięć o kolejności zgodnej tworzą harmoniczne o współczyn­
nikach k = 1,4,7,10,... = 3n + 1; n 6 N

(2.16)

• System napięć o kolejności przeciwnej tworzą harmoniczne o współ­
czynnikach k = 2,5,8,11,... = 3n + 2; n € N

(2-17)

• System o kolejności zerowej tworzą harmoniczne o współczynnikach 
k = 0,3,6,9,... = 3n; n E N

2.1.5 Wizualizacja układu trójfazowego

Wykres wektora przestrzennego na płaszczyźnie zespolonej jest naturalną 
i najprostszą metodą wizualizacji układu trójfazowego [50]. Interpretacja 
przebiegów czasowych i wykresu na płaszczyźnie zespolonej wektora prze­
strzennego jest łatwa tylko w przypadku przebiegów nie zmieniających się 
w czasie i o niewielkiej liczbie harmonicznych.

Poniżej podano wykresy przykładowych prostych przypadków niesyme- 
trii i zniekształcenia przebiegów trójfazowych.

1. Przebieg nie zniekształcony symetryczny:

Rys.2.1. Przebiegi czasowe napięć.
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Rys.2.2. Wykres wektora przestrzennego.

ol---- 1---- 1---- 1---- 1---- 1---- 1---- 1----- 1- ------ 1---- 1--- 1-----1----- 1--- 1-----
-8 -7 -6 -5 -4 -3 -2 -1 0 1 2 3 4 5 6 7 8

harmoniczne

Rys.2.3. Widmo wektora przestrzennego.

Wektor przestrzenny w tym przypadku zakreśla na płaszczyźnie zespo­
lonej okrąg.
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2. Przebieg nie zniekształcony niesymetryczny (amplituda napięcia w fa­
zie T równa amplitudy napięcia w pozostałych fazach).

Rys.2.4. Przebiegi czasowe napięć.

Rys.2.5. Wykres wektora przestrzennego.



ROZDZIAŁ 2. WEKTOR PRZESTRZENNY 10

Rys.2.6. Widmo wektora przestrzennego.

W przypadku niesymetrii układu trójfazowego wektor przestrzenny za­
kreśla na płaszczyźnie zespolonej elipsę a w jego widmie pojawia się składowa 
przeciwna o ujemnej częstotliwości.

3. Przebiegi z zawartością 5. harmonicznej o amplitudzie równej am­
plitudy składowej podstawowej.

Rys.2.7. Przebiegi czasowe napięć.
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Rys.2.8. Wykres wektora przestrzennego.

Rys. 2.9. Widmo wektora przestrzennego.

W obecności piątej harmonicznej obrazem wirującego wektora przestrzen­
nego na płaszczyźnie zespolonej jest hipocykloida a w widmie pojawia się 
piąta harmoniczna należąca do przeciwnego układu napięć.
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5 Ti "o o 
.2 ?

4. Przebiegi z zawartością 7. harmonicznej o amplitudzie równej am­
plitudy składowej podstawowej.

Rys.2.10. Przebiegi czasowe napięć.

Rys.2.11. Wykres wektora przestrzennego.
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Rys.2.12. Widmo wektora przestrzennego.

W obecności siódmej harmonicznej obrazem wirującego wektora prze­
strzennego na płaszczyźnie zespolonej jest epicykloida a w widmie pojawia 
się siódma harmoniczna należąca do zgodnego układu napięć.



Rozdział 3

Widmowa gęstość mocy

Klasycznym narzędziem widmowej analizy sygnałów jest widmowa gęstość 
mocy. Podstawowym ograniczeniem jakości estymaty widma sygnałów loso­
wych jest ograniczony w czasie okres obserwacji badanego sygnału. Przed­
stawiono zależności opisujące źródła błędu wyznaczenia widma sygnałów wy­
stępujących w rzeczywistych zastosowaniach: wpływ okna analizującego i in­
terakcji pomiędzy składowymi sygnału.

3.1 Dokładność estymacji widma

3.1.1 Sygnały ciągłe

Sygnały o jednej składowej

W rzeczywistych zastosowaniach możliwe jest badanie sygnału o ograniczo­
nej czasowo długości co jest równoznaczne z nałożeniem na sygnał o nieskoń­
czonej długości okna prostokątnego o skończonej długości [59].

Badany sygnał zawiera jedną składową sinusoidalną o częstotliwości a>i i 
fazie </> i jest postaci:

x (i) = sin (a>it + cp)

Po poddaniu go transformacji Fouriera otrzymano:

X (u>) = 7T (cu — lu+ e ^6 (co + uą)]

(3-1)

(3-2)

podczas gdy okno prostokątne o szerokości [—ma następującą 
transformatę Fouriera:

W (ćj) = T----------- “777 

w2

( T\= T sine I co— I (3-3)

14
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Ostatecznie widmo mocy sygnału x(t) można przedstawić wzorem:

X (w) X* (w) =
2 " rj~i rj'

sine2 (w — u?i) — + sine2 (w + uą) --

T T'+ 2 cos(2<)>) sine (w — wi) — sine (u? + wi) — (3-4)

Ostatni składnik wyrażenia (3.4) opisuje interakcję pomiędzy ujemnymi 
i dodatnimi składowymi przebiegu sinusoidalnego. Interakcja ta jest przy­
czyną zmian położenia maksimum widma wraz ze zmianą fazy początkowej 
© badanego sygnału (rys. 3.1). Wraz ze wzrostem długości okna T (rys. 
3.2) maleje wpływ tego składnika (co wynika z właściwości funkcji sine) na 
dokładność wyznaczenia widma sygnału.

Rys.3.1. Widmo mocy sygnału rzeczywistego (3.4) dla cos(ę6) = 0 (------),
cos(0) =0,5 (------ ), cos(<^>) = 1 (• • • •).

Istnieje możliwość minimalizacji wpływu fazy początkowej sygnału na 
dokładność estymacji widma dla ściśle określonych długości okna T i fazy 
0. Należy tak dobrać fazę początkową sygnału aby wyrażenie cos(20) = 0. 
Ten warunek jest spełniony dla:

7T= n—; n nieparzyste (3-5)



ROZDZIAŁ 3. WIDMOWA GĘSTOŚĆ MOCY 16

T

Rys.3.2. Wpływ długości okna T na zależność dokładności widma od fazy 
sygnału (3.4).

W przypadku, gdy warunek (3.5) jest spełniony, widmo mocy sygnału 
dla częstotliwości wi przyjmie postać:

(3-6)

Funkcja sinc2(.) jest zawsze dodatnia i posiada miejsca zerowe w od­
stępach (n.7r) od swojego maksimum. Wpływ ujemnych składowych widma 
zanika, gdy miejsce zerowe przypada dokładnie nawi. Otrzymuje się wtedy 
bezbłędną estymatę widma po spełnieniu warunku:

m n „
T = ——; n całkowite

2/1
(3-7)

Otrzymanie bezbłędnej estymaty wymaga uprzedniej znajomości często­
tliwości badanego sygnału. Jeśli oba warunki (3.5) i (3.7) są spełnione to 
otrzymuje się dokładne estymaty widma sygnału [59].

Sygnały o wielu składowych

Analiza sygnałów o wielu składowych jest trudna ze względu na obecność 
dodatkowych interakcji. W przypadku, gdy badany sygnał zawiera dwie 
składowe sinusoidalne o częstotliwościach , c^2 i fazach , /2 i jest postaci:
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x (t) = sin (tuR + 0i) + sin (w2i + 02)

Jego transformata Fouriera jest postaci:

X (<u) = 7F (<u — cui) + e (cu + cui) + (ću — 1x2) +

+ e-^2ó((u + <u2)]

(3-8)

(3-9)

Po nałożeniu okna prostokątnego o szerokości T widmo mocy sygnału w
(3.8) przyjmuje postać:

T
2 )

2 ' rj-t rjj

sine2 (cu — <ui) — + sine2 (cu + (Ui) — +

• 2 / x T . 2 T+ sine* (tu - cu2) — + sme^ (cu +1x2) ~z +
Z

+ 2 cos (20i) sine I (w — 

+ 2 cos (202) sine ( (w

T T
+ 2 cos (0i — 02) sine (<u — uą) — sine (cu — <u2) — +

Z z

T T
+ sine (cu + cui) — sine (cu + cu2) +

T T
+ 2 cos (0i + 02) sine (cu — cui) — sine (cu + cu2) — + 

Z Z

T T+ sine (cu + cui) — sine (tu — <u2) —
Z z

(3.10)

W wyrażeniu (3.10) cztery pierwsze składniki reprezentują interakcje 
pomiędzy dodatnimi i ujemnymi składowymi sygnału, kolejne reprezentują 
inne wzajemne oddziaływania pomiędzy składowymi. Położenie maksimów 
widma zmienia się w zależności od faz początkowych 0i,02 sygnału (3.8).

Rozważania dotyczące poprawy dokładności estymaty widma sprawdzają 
się także dla sygnałów o wielu składowych. Po zastosowaniu pewnych uprosz­
czeń [59] dokładną estymatę widma otrzymuje się dla warunków (3.5) i (3.7) 
po podstawieniu 0 = i (u = .

3.1.2 Sygnały dyskretne

Sygnały o jednej składowej

Analiza sygnałów dyskretnych jest bardziej skomplikowana. Widmo mocy 
w przypadku sygnałów dyskretnych dla sygnału x (n) = sin (nruiTb + 0)
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(To—okres próbkowania, N -długość okna) wyraża się wzorem [59]:

(eJcjT°) |2 = i sind^ | sind^
~x \ L

+ - cos (2cf> + o) sindjy hw - sindjy (3-11)

gdzie funkcja sind^ (^) jest zdefiniowana jako sind^r

a a = arg • ^(^to

Odpowiednik (3.4) dla sygnałów dyskretnych ma podobną strukturę (po 
zastąpieniu funkcji sine (a?) funkcją sind(x)). Trzeci składnik (3.11) repre­
zentuje interakcje pomiędzy składowymi sygnału i jest zależny od fazy po­
czątkowej badanego sygnału, czyli od pozycji okna pomiarowego.

W przypadku sygnałów dyskretnych jest trudniej znaleźć optymalną dłu­
gość i pozycję okna, aby zminimalizować wpływ fazy sygnału na dokład­
ność estymacji. Możliwa jest tylko pozycja okna przypadająca na moment 
próbkowania a długość okna musi być wielokrotnością okresu próbkowania. 
Można wyprowadzić [59] w tym przypadku przybliżony warunek na mini­
malizację błędu estymacji jako:

kN = ; k nieparzyste, N całkowite (3-12)

Tu także otrzymanie bezbłędnej estymaty jest uzależnione od wcześniej­
szej znajomości częstotliwości badanego sygnału, co można uzyskać przy 
pomocy algorytmów iteracyjnych.

Sygnały o wielu składowych

Analiza sygnału o dwóch składowych

x (n) = sin (nwiTb + + sin (nu^To + Ćć (3.13)

prowadzi do następujących zależności. Widmo mocy sekwencji próbek 
sygnału o długości N dane jest zależnością:
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/ A Tq|X(e^To)|2=l sind^ + sind^

sind^ + sind^

+ 2 cos (2^ + a) sind^r I (cj

+ cos (2<^2 + S) sindjy I (a; —

+ 2 cos (</>! — ^2) sind^r I (cu —

+ 2 cos (</>! + </>2) sind/y I (w

sindyy ( (w — 1^2) Tb 
2 (3-14)

gdzie

a = arg
। _ g-j(w-wi)7V7o

1 _ e-j(w-wi)T0

। _ g-j^+tujJNTo

1 _
(3.15)

J _ g—j(w—^2)^VTo । _ g-j(a;+w2)W7()

1 _ e~j^—^2)To 1 — g-j^+^To
(3.16)

Ze względu na skomplikowane zależności pomiędzy poszczególnymi skła­
dowymi sygnału i obecność wielu zależnych od fazy składników widma mocy 
nie jest możliwe wyprowadzenie warunku na eliminację wpływu faz począt­
kowych składowych badanego sygnału. W przypadku sygnałów dyskretnych 
dodatkowym źródłem błędu jest dyskretyzacja sygnału.



Rozdział 4

Metody podprzestrzeni

Metody estymacji widma sygnałów losowych zwanych metodami podprze­
strzeni należą do grupy metod parametrycznych bazujących na szczególnym 
modelu sygnału. Zakłada się, że badany sygnał składa się z zespolonych skła­
dowych wykładniczych (4-5) oraz szumu. Najistotniejszą informacją z punktu 
widzenia wyznaczenia widma sygnału są dyskretne składniki widma. Metody 
te charakteryzują się znacznie lepszą rozdzielczością i odpornością na szum 
niż metody fourierowskie.

W 1973 roku V.F. Pisarenko [43] zauważył, że zera transformaty Z wek­
tora własnego odpowiadającego najmniejszej wartości własnej macierzy ko­
wariancji leżą na okręgu jednostkowym, a ich położenie odpowiada często­
tliwościom sinusoid zawartych w badanym sygnale. Przyjęto, że macierz 
kowariancji ma rozmiar 2p + 1, gdy p odpowiada liczbie sinusoid. Ulepsza­
jąc tę metodę zaczęto badać macierz kowariancji o większym rozmiarze i 
wykazano, że wektory własne można podzielić na dwie grupy: na wektory 
własne rozpięte na podprzestrzeni sygnału i na wektory własne rozpięte na 
podprzestrzeni szumu, przy czym te ostatnie są wektorami własnymi od­
powiadającymi najmniejszym wartościom własnym. Te ustalenia stały się 
podstawą metod MN, MUSIC, ESPRIT i metod pokrewnych [58].

4.1 Wprowadzenie

Poniżej przedstawiona metoda należy do grupy metod parametrycznych. 
Zakłada się, że badany sygnał opisany jest modelem macierzy korelacji. Opis 
praktycznego zastosowania metody Pisarenki podano w dodatku A.

4.1.1 Macierz korelacji

Podstawą prezentowanej poniżej metody estymacji widma jest macierz ko­
relacji [37], zdefiniowana w następujący sposób. Niech x będzie losowym 
wektorem składającym się z N próbek procesu losowego x.

20
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M)
(4-1)

x(lV-l)

Macierz korelacji dyskretnego procesu losowego jest zdefiniowana jako:

R, =£{x-x*t} =
t{|.t(0)|2} £{rr(0)3;*{l}} ••• £ {x (0) P (N - 1)}

£{rr(l)x*(0)} £{H1)|2]> £{z(l)a;*(7V-l)}

£{x (^-1)^(0)} £{x(N-l)z*(l)} ••• 1)|2}

W) ^(0,1) ••• ^(0,^-1)
MM MM MMM

* (4.2)

_M^~M rx(n-i,V) ••• M^-MM.

Dla stacjonarnego procesu losowego macierz korelacji przybiera formę 
symetrycznej macierzy Toeplitza.

MO)

Ml)
MM 
MO)

Rx (-N + 1)

(4-3)

Rx (N - 1)
MO)
Ml)

Rx (-1) 
Rx(ty

4.1.2 Macierz kowariancji

Macierz kowariancji jest zdefiniowana jako:

(4-4)

Dla stacjonarnego procesu losowego funkcja korelacji zależy tylko od jed­
nego argumentu a macierz kowariancji przybiera także formę symetrycznej 
macierzy Toeplitza.
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4.2 Wprowadzenie metod podprzestrzeni

Rozpatruje się sygnał x składający się z M niezależnych sygnałów w szumie 
T

M
+ Ai = \Ai\ej<t,i- (4.5)

i=l

gdzie Ai jest amplitudą zespoloną sygnału Si o częstotliwości Wj, inaczej:

gdzie:

x = S [ Ai A2 ... AM ]T + rj

S = [ si S2 ... sM ]

(4-6)

(4-7)

Jest to ogólny model sygnału używany we wszystkich metodach podprze­
strzeni.

Macierz autokorelacji sygnału (przy założeniu, że szum jest biały) wyra­
żamy zależnością:

M

i=l
(4-8)

inaczej:

Rz = SP0S*T + agi (4-9)

gdzie:

Po =

0 ••• 0
0 £{A2A*} ... 0

• ; o
o 0 ... E{AmA*m} _

(4-10)

(N — M) najmniejszych wartości własnych macierzy autokorelacji, która 
ma wymiar N > M + 1 odpowiada szumowi a M największych (większych 
niż fp) odpowiada sygnałowi.

Zdefiniowano macierze wektorów własnych sygnału i szumu:

= ei e2 • • ■ gm (4-11)
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Esz &M+1 CM+2 &N (4-12)

i macierze wartości własnych:

Am+i 
0

0

ASyg —

Al 
0

0

0
A2 ■ ■ ■

0

0
0

o
Am+2

0

0 
o

°o .

(4-13)

(4-14)

Macierz korelacji RT można zapisać jako:

R— p A -i- p A E*tx — syg1'■syg1-'syg ' ^sz^sz ^sz (4-15)

Wyrażając macierz operatora rzutowania ortogonalnego P% przy po-
mocy Esm (uwzględniając fakt, że kolumny macierzy ES2/S są ortonormalne 
i definiują podprzestrzeń sygnału) otrzymano:

। ___ Tp /Tp*?^ TT
syg — ^syg y^syg '

\ i Tp*r _ Tp
'syg) syg — ^syg * ^syg (4-16)

Podobnie można wyrazić P% przy pomocy Esz.

p _ . p _ T _ px sz — ^sz ^sz — A x syg (4-17)

4.3 Metoda minimum normy (MN)

Podstawą tej metody jest dobór odpowiedniego wektora d należącego do 
podprzestrzeni szumu i zdefiniowanie pseudospektrum jako jego funkcji [58].

Wektor ten jest tak dobrany, aby kwadrat jego modułu był minimalny, 
gdy pierwszy z jego elementów jest równy jedności. Uzasadnienie takiego 
wyboru tego jednego szczególnego wektora można znaleźć w [20]. Aby zna­
leźć optymalny wektor d należy wyrazić te dwa warunki w postaci:

d = EszE£jd 
d*Tl = 1 (4-18)

gdzie: l = [ 1 0 ... 0 ]T
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Z warunków (4.18) utworzono jeden warunek:

d*Tl = (ES2 • • l = d*TEsz ■ E*f • l = 1 (4.19)

a następnie utworzono lagrangian:

£ = d*Td+n (1 - ES2 • e:J • z) + (1 - iTEsz • e;Jd) (4.20)

Gradient zespolony (4.20) ma postać:

V^C = d-ąEsz-E^ -l (4.21)

gdzie p należy dobrać tak, aby pierwszy element wektora był równy 
jedności. W tym celu można przedstawić macierz ES2 w postaci:

ES2
c*T
Esz

(4.22)

gdzie c*T jest górnym rzędem macierzy ES2. Stąd c = E*^ • l. Z równań 
(4.21) i (4.22) wynika, że pierwszy element wektora d jest równy pc*Tc, 
skąd można wyznaczyć p. Ostatecznie wektor d wyraża się równaniem:

d -- ... Es2c — 
c*1 c

(4-23)

Pseudospektrum zdefiniowane przy pomocy wektora d ma postać:

Pmn (ej“) =---- 1 T........................  (4.24)
V 7 |w*Td|2 w*Tdd Tw

gdzie w jest zdefiniowany następująco:

1

w = (4-25)

Nazwa „pseudospektrum” jest uzasadniona ze względu na fakt, że wy­
znaczona wielkość Pmn (eJW) nie jest estymatorem widma, umożliwia tylko 
wyznaczenie częstotliwości dyskretnych składowych sygnału.

Należy udowodnić, że tylko częstotliwości są rozwiązaniem rów­
nania:

w*Tdd*Tw = 0 (4.26)

Zakłada się [54], że istnieje jeszcze jedno rozwiązanie równania (4.26) 
cj^ uji (ź = Wyrażenie dd*T jest operatorem rzutowania orto­
gonalnego wektora w na podprzestrzeń szumu. Z równania (4.26) wynika, że 
w (w^) jest ortogonalny do tej podprzestrzeni. Jednocześnie wektor w (w#) 
jest liniowo niezależny od {w (up)}^. Stąd wynika, że nie może być roz­
wiązaniem równania (4.26), ponieważ M+l niezależnyvh liniowo wektorów 
nie może należeć do podprzestrzeni sygnału o rozmiarze M.
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4.4 Estymacja parametrów sygnału

Po wyznaczeniu częstotliwości składowych sygnału, wyznaczenie pozosta­
łych parametrów sprowadza się do problemu regresji liniowej [54]. Zbiór 
obserwacji sygnału x może być przedstawiony jako funkcja regresji liniowej, 
której współczynniki są pozostałymi nieznanymi parametrami:

M
x = Aie^ie^i +1] (4.27)

i=l

Rozwiązanie równania (4.27) można uzyskać metodą najmniejszych kwa­
dratów [46].

Korzystając z estymatora funkcji autokorelacji sygnału

M
R(k)=E {z (i) x* (i - k)} = ^2 (4.28)

i=i

można wyznaczyć moc Aj poszczególnych składowych sygnału, co rów­
nież sprowadza się do problemu regresji liniowej.



Rozdział 5

Statystyki wyższych rzędów

Podstawową cechą odróżniającą kumulanty od korelacji jest to, że wartość 
kumulantu jest całkowicie niezależna od wszelkiego rodzaju procesów o rozkła­
dzie normalnym. Oznacza to w praktyce, że zastosowanie statystyk wyższego 
rzędu wobec użytecznego sygnału, nie posiadającego rozkładu normalnego, za­
kłóconego szumem o rozkładzie normalnym - nawet szumem kolorowym - au­
tomatycznie polepsza stosunek sygnału do szumu. Większość rzeczywistych 
sygnałów nie posiada rozkładu normalnego a szum pomiarowy można opisać 
jako kolorowy proces o rozkładzie normalnym. Ponadto, kumulanty zawie­
rają informacje o amplitudzie i fazie danego procesu, podczas gdy korelacja 
i widmo mocy zawiera informację tylko o amplitudzie. Poniżej przedstawiono 
definicje i właściwości kumulantów oraz sposób ich zastosowania w parame­
trycznych metodach estymacji widma.

5.1 Definicje kumulantów

Niech będzie dany zbiór n rzeczywistych zmiennych losowych {a?i, %2, • ■ ■ , %k}- 
Kumulanty k-tego rzędu (k = ki + k^ + ■.. kn) tych zmiennych można zde­
finiować następująco [38]:

^...k^ (-»
k 5fcln$(W!,W2,---

... dwkn Wl=W2=-=Wn=0

(5-1)

gdzie $ (ćui,cj2, • • - ,wn) = £ ^ey(^ixi+u2X2+---+^nXn)j jest funkcją 
charakterystyczną.

Jednocześnie momenty A;-tego rzędu tych zmiennych losowych wyrażają 
się wzorem:

mkl...k„= (-jj
k .. ,wn)

dcukl dwk2... dcokn (5-2)
wi=u>2=- ..=w„=0
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Kumulanty drugiego, trzeciego i czwartego rzędu procesu {x (i)} o śred­
niej zerowej można zdefiniować następująco [40]:

C2,x (r) = £{x (i) x (i + t)}
C3,X (t) = £{x (t) X (t + Tl) X (t + T2)}

c^,x (r) = £{x (t) X (t + Tl) X (t + T2) x (t + T3)} - C2,x (Tl) C2^ (t2 - T3) - 

~C2,x (t2) C2tX (t3 - Tl) - C2tX (t3) C2,x (tX - T2)

(5-3)

Wnioski wynikające z równań (5.3):

1. Kumulant pierwszego rzędu jest wartością średnią.

2. Kumulant drugiego rzędu jest autokorelacją x(Ó.

3. Kumulant trzeciego rzędu jest identyczny z momentem trzeciego rzędu 
T(t).

4. Kumulant czwartego rzędu różni się od momentu czwartego rzędu sze­
ścioma różnymi funkcjami autokorelacji.

5. Kumulant A:-tego rzędu nie zależy od czasu t, pod warunkiem, że proces 
x(t) jest stacjonarny aż do rzędu k.

Jednowymiarowy przekrój kumulantu A:-tego rzędu otrzymuje się przez 
zamrożenie (k — 2) z jego (k — 1) indeksów. Możliwe jest uzyskanie różnego 
rodzaju przekrojów np. przez podstawienie Ti = r,i = 1,2,... , (k — 1) 
otrzymuje się przekrój diagonalny.

5.2 Właściwości kumulantów

Kumulanty można traktować jak operatory ze względu na poniższe właści­
wości [38].

1. Kumulant zmiennych skalowanych przy pomocy współczynników ai 
równa się iloczynowi tych współczynników i kumulantu zmiennych nie 
skalowanych. Jeśli aj, (ż = 1,2,... , n) są stałymi a Xi zmiennymi loso­
wymi to:

(
n \

ai I cum (a?i,... , xn) (5-4)
2=1 /

2. Kumulant jest symetryczny względem swoich argumentów:

cum (ti ,... , xn) = cum ÓT,xin) (5-5)
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gdzie (źi,... An) jest permutacją (1, ...,n); oznacza to, że można do­
wolnie zmieniać kolejność argumentów kumulantu bez zmiany jego 
wartości, np. (t2,T3,ti).

3. Kumulant jest addytywny względem swoich argumentów, to znaczy, 
że kumulant sumy argumentów jest równy sumie kumulantów tych 
argumentów czyli jeśli nawet a?o i yo nie są statystycznie niezależne to:

cum (x0Ty0,z-[,... ,zn) = cum (x0, zi,... , zn) + cum. (y0, z^,... , z^ 
(5-6)

4. Wartość kumulantu nie zależy od dodanej do argumentu stałej; jeśli a 
jest stałą to:

cum (a + zi, Z2, • ■ • , zn) = cum (zi,... , zn) (5-7)

5. Kumulant sumy statystycznie niezależnych wielkości jest równy sumie 
kumulantów pojedynczych wielkości. Jeśli zmienne losowe {xi} są nie­
zależne wobec zmiennych {yi}, ż = 1,2,..., k to:

cum (.Ti + yi,... , xn + yn) = cum (aą,... , xn) + cum (yi,... , yn) 
(5-8)

6. Jeśli n zmiennych losowych zbioru {xi} jest niezależnych od pozosta­
łych to:

cum (xi,... , Xn) = 0 (5-9)

Dowody powyższych właściwości zawarte są w [39].

5.3 Statystyki procesów harmonicznych

5.3.1 Definicje procesów harmonicznych

Zastosowania praktyczne przetwarzania sygnałów dotyczą sygnałów, które 
można określić jako rzeczywiste lub zespolone procesy harmoniczne (sinuso­
idalne) . Sygnały te można ogólnie przedstawić wzorem [35]:

Tl
= 5?Mw) (^) (5.io)

i=l

gdzie sn(.) oznacza kształt przebiegu sygnału, a>i są stałymi a ai^n) są 
zmiennymi losowymi.
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Gdy zmienne losowe są zespolone - (5.10) można przedstawić w postaci

n
y{n) = ^aie^in+^ (5.11)

2=1

gdzie oznacza zbiór niezależnych zmiennych losowych równomiernie 
rozłożonych na [—71,7r], uą Uj dla i j a a, i cui są stałymi.

Odpowiednikiem wzoru (5.10) dla sygnałów rzeczywistych jest:
p

y = ai cos (5.12)
t=l

5.3.2 Definicje i właściwości kumulantów procesów harmo­
nicznych

Niech b = , gdzie jest równomiernie rozłożona na [—7r, tt] . Udowodniono
następujące właściwości [39]:

1. Wszystkie kumulanty trzeciego rzędu zmiennych typu b = są równe 
zero.

2. Tylko jeden z trzech sposobów obliczania kumulantu czwartego rzędu 
zmiennych b daje wynik różny od zera, czyli: cum^b, b, b, b) = 0, 
cum(b*, b, b, b) = 0 ale cum(b*, b*, b, b) = — 1.

Z powyższych właściwości wynika definicja kumulantu czwartego rzędu 
dla procesu zespolonego y(n):

c^y = cum^y* (n), y* (n + n), y* (n + r2), y* (n + t3)) (5.13)

gdzie cum(...) zdefiniowany jest jak w (5.3)
Kumulant czwartego rzędu sygnałów opisanych wzorem(5.10) ma postać:

p
CŁy = ^2Sn M Sn+n (^2) <+T2 Sn+T3 (ti,t2,t3) (5.14)

2=1

W przypadku (5.11), zmiennych harmonicznych zespolonych:
p

C^y{TUT2,T3) =(5.15) 
k=l

W przypadku (5.12), zmiennych harmonicznych rzeczywistych:

1 P
[cos (n - r2 - r3)) + COS (wfe (-T1 + t2 - r3)) +

0 fc=l

+ cos(wfc (-T1-r2+ r3))] (5.16)
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Jednocześnie:

1 P 
c^y = (5-17)

2 k=l

Związek pomiędzy autokorelacją a kumulantem

Jeśli y (n) jest sumą p rzeczywistych sinusoid, to każdy jednowymiarowy 
przekrój jego kumulantu czwartego rzędu zawiera pełną informację o liczbie 
harmonicznych, ich amplitudzie i częstotliwościach. W szczególności, jeżeli 
podstawić r = Ti = T2 = w (5.16) to równanie przyjmie postać:

3 p
c^y = “ « 52 cos (5-18)

0 fc=i

Jest to wyrażenie prawie identyczne z autokorelacją sygnału, (por. (5.17) 
i (5.18)).

Wszystkie korelacyjne metody analizy można uzupełnić ich odpowiedni­
kami wykorzystującymi kumulanty, uzyskując kosztem umiarkowanego wzro­
stu złożoności obliczeniowej teoretyczną niewrażliwość na addytywny gaus­
sowski szum kolorowy [55].

5.4 Estymacja statystyk wyższych rzędów

5.4.1 Wprowadzenie

Definicje i właściwości statystyk opierają się na założeniu, że znane są nie­
skończone realizacje procesu. W praktyce dostępne są wyłącznie dane w 
postaci zbioru próbek sygnału o skończonej długości.

W przypadku, gdy rozkład badanej cechy mierzalnej nie jest znany, za­
chodzi potrzeba oszacowania potrzebnych parametrów tego rozkładu. Esty­
mator parametru 0n = U (xi,X2,... ,xn) jest funkcją , która ma tę właści­
wość, że prawdopodobieństwo zdarzenia 0 « 0n jest tym bliższe jedności im 
większa jest liczebność próbki [6].

5.4.2 Estymatory statystyk wyższych rzędów

Niech {X (1) , X (2) ,... , X (IV)} będzie zbiorem próbek reprezentujących 
realizację ściśle stacjonarnego procesu losowego lub sygnał deterministyczny. 
Algorytm obliczania estymatora kumulantu jest następujący [40]:

1. Należy podzielić zbiór próbek na K segmentów po M próbek każdy, 
tak aby N — K ■ M, w celu zmniejszenia wariancji estymatora [58] 
Jeśli proces jest okresowy wtedy M powinno być równe całkowitej wie­
lokrotności okresu sygnału.



ROZDZIAŁ 5. STATYSTYKI WYŻSZYCH RZĘDÓW 31

2. Jeżeli wartość średnia procesu jest różna od zera, to od każdej z pró­
bek w segmencie odejmowana jest wartość średnia wszystkich próbek 
danego segmentu.

3. Przy założeniu, że {a;W (fc) ■ k = 0,1,... , (M — l)}jest zbiorem pró­
bek przypadającym na segment i = 1,2,... , K , naturalne estymatory 
momentów wyższych rzędów są wyrażone wzorem:

1 82 . .
(n,... ,rn_Ę = -^^2 + (k + Tn^ó

k=si
(5.19)

gdzie n = 2,3,...; i = 1,2,..., K-, si = max (0, —Ti,... , — rn-i); s2 = 
min (M — 1,M — 1 — Ti,... ,M — 1 — Tn_i); Tk — 0, ±1, ±2,...; oraz 
\rk < Ln\ (Ln określa dziedzinę estymowanego momentu rzędu n)

4. Estymator momentu rzędu n otrzymuje się po uśrednieniu wszystkich 
segmentów według wzoru:

1
(n,-.. ,Tn_i) = — (n,... ,Tn—i) (5.20)

i=i

gdzie n = 2,3,... ; \rk < Ln\.

5. Estymatory kumulantów (ti, ... ,Tn_i) sygnałów stochastycznych 
są wyznaczane zgodnie ze wzorami:

ÓÓ = ^2 
^(ri,r2) = (ti,t2)

C4 (ti,T2,t3) = ml (ti,T2,t3) - (t3 - r2)

-^2 (t2) m% ós ~ n) - ^2 (^2 - n)

(5.21)



Rozdział 6

Analiza
czasowo-czestotliwościowa

Przedstawiono zagadnienie wyznaczania czasowo-częstotliwościowej repre­
zentacji sygnałów zmiennych w czasie, właściwości krótkoczasowej transfor­
macji Fouriera, definicje, właściwości i zagadnienie wyznaczania dystrybucji 
Wignera-Ville’a, źródła błędów w przypadku zastosowania tego przekształ­
cenia do wyznaczania widma skończonych sygnałów o wielu składowych. 
Zaproponowano sposób wyznaczania widma sygnałów przy pomocy parame­
trycznego modelu otrzymanego metodą minimum-normy.

Podstawowym zadaniem przetwarzania sygnałów jest takie przekształce­
nie sygnału, aby jego właściwości stały się widoczne i dostępne dla analizy 
[47]. Badany sygnał można przedstawić jako funkcję czasu lub jako funkcję 
częstotliwości. Reprezentacja czasowa jest reprezentacją naturalną, pod­
czas gdy reprezentacja częstotliwościowa zyskała popularność w początkach 
XIX wieku, gdy Fourier zaproponował zastosowanie harmonicznych szere­
gów trygonometrycznych. Teoretycznie możliwe jest przedstawienie sygnału 
na wiele sposobów, jednak tylko te dwie metody zyskały popularność i wiele 
praktycznych zastosowań.

Tradycyjnie analizuje się sygnał jako funkcję czasu lub jako funkcję czę­
stotliwości. W rzeczywistości, zawartość częstotliwościowa większości sygna­
łów zmienia się w czasie i korzystniej jest analizować sygnały jednocześnie 
w dziedzinie czasu i w dziedzinie częstotliwości.

Celem analizy czasowo-częstotliwościowej jest znalezienie takiej funkcji, 
która określa rozkład gęstości energii sygnału jednocześnie w czasie i czę­
stotliwości. Z matematycznego punktu widzenia istnieje nieskończenie wiele 
dystrybucji czasowo-częstotliwościowych spełniających fundamentalny wa­
runek niepewności1. Nie istnieje dotąd pełna matematyczna teoria tych 
dystrybucji. Wybór stosowanych w praktyce dystrybucji nie jest tylko wyni­

1 zasada nieoznaczoności Heisenberga
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kiem ścisłych wyprowadzeń matematycznych, ale wypadkową doświadczeń, 
matematycznej intuicji i interpretacji opisywanych zjawisk fizycznych [10].

Najczęściej stosowaną liniową reprezentacją czasowo-częstotliwościową 
jest krótkoczasowa transformacja Fouriera (STFT2). Przedstawicielem bili- 
nearnej reprezentacji jest dystrybucja Wignera-Ville’a, która lepiej charakte­
ryzuje zależne od czasu widmo sygnału niż spektrogram (STFT podniesiona 
do kwadratu) czy skalogram (reprezentacja falkowa sygnału podniesiona do 
kwadratu) [47], lecz posiada także właściwości utrudniające interpretację 
widma. Porównanie rozdzielczości dystrybucji Wignera-Ville’a i STFT po­
dano w dodatku B.

2short-time Fourier transform

6.1 Krótkoczasowa transformacja Fouriera

Klasyczna transformacja Fouriera uniemożliwia ocenę zmian widma sygnału 
w czasie, ponieważ jego funkcje bazowe nie są zlokalizowane w czasie. Uzy­
skanie widma sygnału zależnego od czasu umożliwia wprowadzenie funk­
cji bazowej zlokalizowanej zarówno w dziedzinie czasu jak i częstotliwości. 
Funkcja analizująca, z którą porównuje się badany sygnał, nazywana jest 
funkcją okna. Funkcję okna dobiera się tak, aby w jak najmniejszym stop­
niu zmieniała właściwości sygnału wokół chwili czasu t a eliminowała go dla 
czasów t odległych od t. Krótkoczasowa transformacja Fouriera sygnału 
s (r) jest przedstawiona wzorem [47]:

/•oo
f s
—oo

/•oo
( s (t) 7* (t — t) e^^dr (6.1)
—OO

gdzie 7 (t) jest funkcją okna. Polega ona na porównaniu badanego sy­
gnału z funkcją bazową postaci: 7* (r — t) e~^T. Jedną z interpretacji wzoru 
(6.1) jest metoda praktycznej implementacji algorytmu STFT. Polega ona na 
wyznaczeniu iloczynu przebiegu czasowego sygnału i funkcji okna a następ­
nie poddaniu transformacji Fouriera iloczynu s (r) 7* (r — t). Wyznaczone 
przy pomocy funkcji okna widmo reprezentuje lokalną zawartość częstotliwo­
ściową sygnału. Jeśli oznaczyć jako At przedział niezerowej wartości funkcji 
7 (t) a jako Aw szerokość pasma to Xstft charakteryzuje sygnał na 
przedziale [i — At, t + At] x [tu — Aw,w — A^]. Poważnym ograniczeniem tej 
metody jest wzajemna zależność rozdzielczości w czasie od rozdzielczości w 
dziedzinie częstotliwości.

Nie jest możliwe dowolne zwiększanie rozdzielczości czasowej widma, po­
nieważ widmo sygnału wyznaczane w krótkich przedziałach czasowych traci 
związki z sygnałem oryginalnym i staje się nieprzydatne do analizy. Podsta­
wowym ograniczeniem w przypadku widma sygnału jest warunek niepewno­
ści w odniesieniu do krótkich przedziałów czasowych, w których wyznaczane 
jest widmo sygnału [10].
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6.1.1 Właściwości STFT

Widmo gęstości energii STFT dane jest wzorem [10]:

1 r°°\SSTFT(t,w)\2 = — / s (r) 7 (r - i) e^dr 
J—oo

(6-2)

Stąd można wyprowadzić:

• brzegowy warunek czasowy - poprzez całkowanie po w.
/•OO

P (t) = / \SsTFT {i, w)|2 dw =
—oo

M^)!2 I? - t)|2 dr |s(t)|2

(6-3)

podobnie można wyznaczyć:

• brzegowy warunek częstotliwościowy:

/OO 
|5(u;')|2|S7H|2da;V|5M|2 (6.4)

-oo

Oznacza to, że STFT nie spełnia tych podstawowych warunków i średnie 
wartości funkcji czasowych i częstotliwościowych nie będą nigdy zachowane 
w tym przekształceniu. Istotą przekształcenia STFT jest zmieszanie funk­
cji gęstości energii okna z funkcją gęstości energii sygnału co wprowadza 
zniekształcenia nieobecne w sygnale oryginalnym.

6.2 Dystrybucja Wignera-Ville’a

Dystrybucja Wignera jest pierwszym z przekształceń jakościowo różnych od 
spektrogramu. Mimo fundamentalnych różnic obie te metody należą do 
jednej klasy reprezentacji określonej jako klasa Cohena [10].

6.2.1 Wstęp

Reprezentacje sygnału można podzielić na liniowe (jak transformacja 
Fouriera) i kwadratowe (jak widmo mocy). Reprezentacje czasowo-częstotli­
wościowe można także podzielić na liniowe (jak STFT, falki) i nieliniowe. 
Dystrybucja Wignera-Ville’a jest kwadratową albo bilinearną reprezentacją 
czasowo-częstotliwościową.

Otrzymanie dystrybucji Wignera dla danej chwili czasu polega na doda­
niu do siebie elementów będących iloczynami wartości sygnału w przeszłości 
i wartości sygnału w przyszłości, przy jednakowych odstępach czasowych.
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6.2.2 Definicja

Jedną z metod poznania, jak częstotliwościowa zawartość sygnału zmienia 
się w czasie, jest utworzenie widma mocy zależnego od czasu.

/•oo
P(t,u>) = / R(t,r) e~^Tdr

J —OO
(6-5)

Wybór funkcji R(t,r) nie jest dowolny [47]. Należy ją tak dobrać , aby 
widmo odzwierciedlało rzeczywiste zmiany częstotliwości badanego sygnału 
a ponadto spełniało dodatkowe warunki: brzegowy warunek częstotliwo­
ściowy, brzegowy warunek czasowy oraz powinno być wielkością rzeczywistą 
i nieujemną. Spełnienie powyższych warunków nie jest proste (np. spek- 
trogram STFT nie spełnia ani brzegowego warunku częstotliwościowego ani 
czasowego) [10].

W dystrybucji Wignera-Ville’a (WVD) wybrano, jako czasowo zmienną 
funkcję autokorelacji, następującą funkcję (s - dowolny sygnał):

(6-6)

Po podstawieniu do (6.5) otrzymano:

e~^rdT (6-7)

i równoważne wyrażenie wykorzystujące widmo sygnału S (ćj)

6.2.3 Właściwości dystrybucji Wignera-Ville’a

• Dystrybucja Wignera jest zawsze wielkością rzeczywistą nawet dla sy­
gnałów zespolonych.

W(t,u) = W* (6-9)

• Właściwość częstotliwości chwilowej

Właściwość ta określa czy dana reprezentacja czasowo-częstotliwościowa 
odzwierciedla wiernie rzeczywiste zmiany zawartości widma badanego sy­
gnału. Dowodzi się [47], że WVD spełnia warunek:

f°° wP(t,w)dw
J— OO \ ’ / ' /,\

f°° d /+ \ j 9? W (6.10)
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y (i) czyli pierwsza pochodna fazy sygnału odpowiada średniej chwilo­
wej częstotliwości sygnału {u))t . Oznacza to, że w chwili t średnia chwilowa 
częstotliwość WVD odpowiada średniej chwilowej częstotliwości badanego 
sygnału.

• Brzegowy warunek częstotliwościowy

Suma wszystkich chwilowych mocy widmowych jest równa całkowitej 
mocy widmowej, czyli:

1
2%

P (t, w) da> = \s (t)|2 (6.U)

• Brzegowy warunek czasowy

Podobnie możliwe jest całkowanie po osi czasu

p{t,uj)dt = |SH|2 (6-12)

Oznacza to, że wynik całkowania po osi czasu jest równy chwilowej ener­
gii sygnału.

WVD spełnia zarówno brzegowy warunek czasowy jak i częstotliwo­
ściowy. Stąd, korzystając z twierdzenia Parsevala, można stwierdzić, że 
energia zawarta w W (i, w) jest równa energii sygnału s (i).

i /• roo -i /*oo roo
— / W (t,aŁ) divdt = — \S^\2da)= |s (t)|2 dt (6.13)
27T J J—oo 27T J—oo J—oo

6.2.4 Pseudo-dystrybucja Wignera-Ville’a

Dystrybucja Wignera-Ville’a jest przekształceniem wysoce niezlokalizowa- 
nym. Wyznaczając dystrybucję dla czasu t dąży się w praktyce do zbadania 
właściwości sygnału w najbliższym otoczeniu tej chwili czasu. Zastosowanie 
funkcji okna 7 (r) posiadającej maksimum dla r = 0 pozwala na zlokali­
zowanie dystrybucji (analiza sygnału odbywa się w otoczeniu chwili czasu 
t) oraz w pewnym zakresie zmniejsza amplitudę członów krzyżowych [10]. 
Pseudo-dystrybucja Wignera-Ville’a wyraża się wzorem:
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6.2.5 Dokładność estymacji widma

Sygnał analityczny

Niekorzystną właściwością WVD jest pojawienie się w widmie sygnału „czło­
nów krzyżowych3. Dla sygnału s (i) = Si (i) +S2 (i) widmo Wignera wyraża 
się wzorem [47]:

3 cross-term interference

Ws = WS1 (i,w) + WS2 (M + 2Re{WS1)S2 (6.15)

W celu zmniejszenia amplitudy członów krzyżowych w WVD zapropo­
nowano [4] zastosowanie sygnału analitycznego zamiast rzeczywistego.

Jeśli S jest transformatą Fouriera rzeczywistego sygnału s (t) to sy­
gnał analityczny jest odwrotną transformatą Fouriera Sa (w) określonego 
zależnością:

' 2SH w>0 
w = 0 (6.16)

W praktyce sygnał analityczny otrzymuje się zgodnie ze wzorem:

sa (i) = s
---  7T

(6-17)

Część urojona (6.17) jest transformatą Hilberta sygnału.
Zastosowanie funkcji analitycznej zamiast rzeczywistej ma jednak nega­

tywne konsekwencje. Funkcja analityczna ma takie samo dodatnie widmo 
mocy jak odpowiadająca jej funkcja rzeczywista lecz jej chwilowe właściwości 
mogą znacznie odbiegać od właściwości sygnału oryginalnego [47].

Sygnały ciągłe

Sygnały o jednej składowej Dystrybucja Wignera-Ville’a sygnału ana­
litycznego

xa (f) = (6.18)

jest postaci:

wx = (619)
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Dystrybucja Wignera-Ville’a prostokątnego okna analizującego w (i) o
długości T dla t = 0 jest dana wzorem:

(6.20)

Dowodzi się [8], że dystrybucja Wignera-Ville’a sygnału ograniczonego 
oknem jest dana wzorem:

Wxw = Wx * Ww (0, w) = 2T sine [(w — uą) T] (6.21)

WVD skończonego sygnału o jednej składowej zawsze daje dokładne es- 
tymaty widma niezależnie od fazy czy długości okna analizującego a ponadto 
charakteryzuje się dobrą koncentracją czasową i częstotliwościową (dodatek 
B).

Sygnały o wielu składowych Sygnał analityczny odpowiadający sygna­
łowi rzeczywistemu w (3.13) ma postać:

Xa gj(w2t+02) (6.22)

Dystrybucja Wignera-Ville’a tego sygnału jest postaci [59]:

| gj(^2t+W2^+Ó2

g-J^it-wi^+^i) e-j^2t-^2^+4>2)\ e~^Tdr

= 2tt [ó (w — uą) + 5 (u; — u>2) + 2 cos ((u?i — <^2) t+

+ (01 — ^2)) (6.23)

Z (6.19), (6.20) i (6.23) otrzymano dystrybucję Wignera-Ville’a sygnału 
analitycznego ograniczonego oknem analizującym:

Wx = 2T [sine ((w — uą) T) + sine ((w — W2) T) +
+ 2 cos ((u>i - w2) i + (</>i - (fo)) i ■

■ sine (6.24)

Dwa pierwsze człony (6.24) odpowiadają dwóm składowym analizowa­
nego sygnału, trzeci człon jest członem krzyżowym reprezentującym inte­
rakcje pomiędzy dwoma składowymi o różnych częstotliwościach i fazach



ROZDZIAŁ 6. ANALIZA CZASOWO-CZĘSTOTLIWOŚCIOWA 39

[59] . Jest możliwe takie dobranie czasu t, aby człon krzyżowy był równy 
zero. W praktyce stosuje się wygładzanie w czasie odpowiednio dobranym 
oknem, uśredniając amplitudę członu krzyżowego i zmniejszając jego wpływ 
na estymatę widma.

Sygnały dyskretne

Sygnały o jednej składowej Sygnał analityczny dyskretny odpowiada­
jący rzeczywistemu sygnałowi dyskretnemu o jednej składowej sinusoidalnej 
ma postać:

Xa (n) = eJ^To+^ (6.25)

Dystrybucję Wignera-Ville’a sygnału (6.25) ograniczonego oknem pro­
stokątnym o długości N można przedstawić wzorem [59]:

K~_2
Wxw{n,e^T°} = eJ^n+k^1To+^e~j^^ (6.26)

.-(N-l)
K- 2

= sindjy ((w — mi) Tb); N nieparzyste (6.27)

WVD skończonego sygnału dyskretnego o jednej składowej zawsze daje 
dokładne estymaty widma niezależnie od fazy czy długości okna analizują­
cego

Sygnały o wielu składowych Sygnał analityczny dyskretny odpowiada­
jący rzeczywistemu sygnałowi dyskretnemu o dwóch składowych sinusoidal­
nych ma postać:

xa (n) = elOmTo+N) _|_ ej(^2nT0+32) (6.28)

Dystrybucję Wignera-Ville’a tego sygnału ograniczonego oknem prosto­
kątnym o długości N można przedstawić wzorem [59]:

Wxw (n, e^T°) = sindyy ((w - wi) To) + sind^ ((u; - u?2) Tb) +

+ 2cos ((u>i - w2) nT0 + - c/)^) sindw ( ~ y ) To ) (6.29)
\ \ " / /

Ostatecznie, po zastosowaniu funkcji okna postaci: O = dys­
trybucja przyjmie postać:
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Wxwo (n, e^T°) = O [sindjy ((w - To) + sind^ ((w - w2) To)] (6.30)

Zastosowanie odpowiednio dobranej funkcji okna pozwala zminimalizo­
wać wpływ członu krzyżowego.

6.2.6 Dystrybucja Choi-Williamsa

Aby zmniejszyć amplitudę członów krzyżowych pojawiających się w dystry­
bucji Wignera-Ville’a zmodyfikowano to przekształcenie przez wprowadze­
nie zamiast jądra przekształcenia <$(t,r) = 1, funkcji wykładniczej postaci 

- ‘2^>(t,r) = [47]. Tak zmodyfikowana dystrybucja nosi nazwę dys­
trybucji Choi-Williamsa i jest postaci:

Parametr a należy dobrać eksperymentalnie tak, aby zmniejszyć am­
plitudę członów krzyżowych a jednocześnie zminimalizować zniekształcenie 
składowych sygnału.

6.3 Metoda minimum-normy

Zaproponowano wykorzystanie opisanej w p. 4.3 metody minimum normy 
do wyznaczenia widma sygnałów o zmiennej w czasie zawartości częstotli­
wościowej .

Badany sygnał zawiera wiele składowych o zmiennej w czasie zarówno 
liczbie jak i częstotliwości. Podobnie jak w przypadku sygnału stacjonar­
nego, można oczekiwać, że metoda bazująca na modelu sygnału umożliwi 
wyznaczenie jego parametrów z większą dokładnością, opierając się na wie­
dzy a priori o sygnale (postać modelu sygnału i liczba składowych) [52].

Badana sekwencja próbek sygnału jest analizowana przy pomocy funk­
cji analizującej (okna prostokątnego), tak aby wyznaczyć lokalne parame­
try sygnału wokół chwili czasu t. Jest to sposób wyznaczenia reprezen­
tacji czasowo-częstotliwościowej sygnału, analogiczny do STFT, jednak, jak 
tego dowodzą symulacje numeryczne, zastosowanie funkcji okna ma znacznie 
mniejszy wpływ na dokładność estymacji parametrów modelu (nie występuje 
w obliczeniach numerycznych zależność błędu estymacji od fazy położenia 
okna analizującego - p. 7.2.1).

Model sygnału ma tę samą postać jak w przypadku stacjonarnym. Rząd 
modelu (liczba sygnałów M) jest wyznaczany dla każdej chwili czasu t nieza­
leżnie metodą opisaną w dodatku D. Częstotliwości co i (4.26) mogą być wy­
znaczone jako chwilowe wartości argumentu pierwiastków wielomianu D (2)
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(leżących na okręgu jednostkowym na płaszczyźnie z) [58] utworzonego z 
elementów wektora d (4.23):

D^=^d[k]z~k 

k=0
(6.32)



Rozdział 7

Badania symulacyjne

7.1 Sygnały stacjonarne

Program badań symulacyjnych obejmuje typowe zakłócenia przebiegów na­
pięć, jakie mogą wystąpić w sieciach eksploatowanych przez energetykę za­
wodową [48]. Pod pojęciem zakłóceń napięcia rozumie się odchylenia czę­
stotliwości od wartości znamionowej i odkształcenie kształtu przebiegu od 
założonej sinusoidy wywołane występowaniem harmonicznych i interharmo- 
nicznych oraz szumu.

W opracowaniu programu badań symulacyjnych brano pod uwagę prze­
prowadzone badania kontroli jakości energii w sieciach średnich i wysokich 
napięć [14], wyniki badań nad awaryjnymi stanami sieci [2] i napędowych 
układów przekształtnikowych [9], [13] oraz literaturę dotyczącą cyfrowych 
metod wyznaczania widma sygnałów , m.in. [16], [30], [32].

7.1.1 Badania wstępne

Dokonano wstępnej oceny dokładności opisanych metod estymacji widma 
przy pomocy następujących procedur:

1. Badanie wpływu poziomu szumu białego i rozmiaru prostokątnego 
okna analizującego na dokładność estymacji częstotliwości sygnału o 
jednej składowej (50 Hz) przy częstotliwości próbkowania sygnału 160 
Hz. Celem tego doświadczenia jest zbadanie wpływu fazy badanego sy­
gnału na dokładność estymacji przy zmieniającym się poziomie szumu 
białego. Proces estymacji był przeprowadzony 100 razy dla każdego 
rozmiaru okna analizującego przy zmieniającym się położeniu okna, 
co odpowiadało losowo zmieniającej się fazie sinusoidy w badanym 
sygnale. Położenie maksimum widma w każdym z eksperymentów od­
powiadało estymowanej częstotliwości. Obliczenia przeprowadzono dla 

42
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każdej z czterech badanych metod estymacji widma1 .Wyniki przedsta­
wiono na rysunkach nr 7.1 do 7.8 a podsumowanie wyników na rysunku 
nr 7.9.

1W przypadku estymacji widma przy pomocy przekształcenia Wignera-Ville’a z powo­
dów technicznych (długi czas obliczeń) ograniczono liczbę eksperymentów.

2. Badanie interakcji pomiędzy składowymi sygnału o liczbie od jednej 
do pięciu przy zmieniającej się amplitudzie harmonicznych A (zawar­
tości harmonicznych). Podstawowa składowa ma częstotliwość 50 Hz, 
dodatkowe składowe sygnału są jej kolejnymi harmonicznymi, często­
tliwość próbkowania sygnału wynosi 1000 Hz przy poziomie szumu 50 
dB. Metodyka obliczeń jest zgodna z opisaną w punkcie 1. Wyniki 
przedstawiono na rysunkach nr 7.10 do 7.13. Na rysunkach nr 7.14 
do 7.16 przedstawiono zależność błędu estymacji od zawartości har­
monicznych kolejno dla każdej z metod.

Ocena błędu estymacji

Miarą dokładności estymacji parametrów sygnału jest średni kwadratowy 
błąd estymacji widmowej. Całkowity błąd estymacji jest dany wzorem:

(7.1)

gdzie Q jest liczbą składowych sygnału, K jest liczbą prób (K = 100), 
fm jest częstotliwością rzeczywistą m-tej składowej, fem jest estymowaną 
częstotliwością m-tej składowej wyznaczonej jako położenie lokalnego mak­
simum widma położonego najbliżej m-tej składowej w n-tej próbie.

Stosunek sygnału do szumu (SNR)

zdefiniowano jako:

SNR = 101og10 (7-2)

gdzie jest wariancją sygnału a jest wariancją szumu.

Częstotliwość wyznaczano metodami:

• PSD-widmo mocy

• MN-minimum normy i autokorelacji

• WV-Wignera-Ville’a

• cum- minimum normy i kumulantu (statystyki wyższych rzędów)
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Rys.7.1. Zależność błędu estymacji e od długości okna N dla SNR=0 dB.

Rys.7.2. Zależność błędu estymacji e od długości okna N dla SNR=10 dB.
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Rys.7.3. Zależność błędu estymacji e od długości okna N dla SNR=20 dB.

Rys.7.4. Zależność błędu estymacji e od długości okna N dla SNR=30 dB.
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Rys.7.5. Zależność błędu estymacji e od długości okna N dla SNR=40 dB.

Rys.7.6. Zależność błędu estymacji e od długości okna N dla SNR=50 dB.
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Rys.7.7. Zależność błędu estymacji e od długości okna N dla SNR—60 dB.

Rys.7.8. Zależność błędu estymacji e od długości okna N dla SNR=0 dB 
szum kolorowy o współczynnikach AR=[l,1.6,0.9] i MA=[1,2,1|.
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Rys.7.9. Zależność całkowitego błędu estymacji od SNR.

Rys.7.10. Zależność błędu estymacji e od liczby składowych l przy po­
ziomie wyższych harmonicznych A=0,02.
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Rys.7.11. Zależność błędu estymacji e od liczby składowych l dla A—0,05.

Rys.7.12. Zależność błędu estymacji e od liczby składowych l dla A=0,l.
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Rys.7.13. Zależność błędu estymacji e od liczby składowych l dla A=0,2.

Rys.7.14. Zależność błędu estymacji e od liczby składowych l.
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Rys.7.15. Zależność błędu estymacji e od liczby składowych l.

Rys.7.16. Zależność błędu estymacji e od liczby składowych l.
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Omówienie wyników

1. Jeśli poziom szumu w sygnale jest bardzo wysoki (rysunki 7.1 i 7.2, 
SNR rzędu 0 do 10 dB) najdokładniejsze wyniki uzyskano metodami 
Wignera-Ville’a i widma mocy, pod warunkiem zastosowania okna ana­
lizującego o odpowiednio dużej długości.

2. Wraz ze zmniejszaniem się poziomu szumu (rys. 7.3, SNR=20 dB) naj­
mniejszy błąd estymacji częstotliwości uzyskano przy zastosowaniu me­
tod minimum normy i Wignera-Ville’a, szczególnie dla małych rozmia­
rów okna analizującego. W przypadku widma mocy i metody bazują­
cej na statystykach wyższych rzędów uwidocznia się wpływ interakcji 
okna analizującego i sygnału w postaci cyklicznych zmian błędu esty­
macji (zależność błędu od fazy badanego sygnału).

3. Przy średnim poziomie szumu (rysunki 7.4 i 7.5, SNR rzędu 30 do 40 
dB) w przypadku widma mocy i metody bazującej na statystykach 
wyższych rzędów pogłębia się ta zależność a ponadto pojawia się cy­
kliczne wahanie błędu estymacji w przypadku metody Wignera-Ville’a, 
spowodowane zarówno wpływem okna analizującego jak i interakcji 
dodatnich i ujemnych składowych w widmie sygnału.

4. Przy małym poziomie szumu (rysunki 7.6 i 7.7, SNR rzędu 50 do 
60 dB) najwyraźniej ujawnia się przewaga metod minimum normy i 
Wignera-Ville’a nad pozostałymi metodami, szczególnie w przypadku 
zastosowania okna analizującego o małym rozmiarze.

5. Jeśli szum addytywny jest szumem białym, metoda wykorzystująca 
statystyki wyższych rzędów jest obarczona w każdym przypadku naj­
większym błędem estymacji. Jeśli szum addytywny jest szumem ko­
lorowym (rys. 7.8. szum kolorowy o SNR=0 dB i współczynnikach 
AR=[l,1.6,0.9] i MA=[1,2,1] uwidocznia się cecha polegająca na 
zmniejszeniu wpływu tego szumu poprzez zastosowanie statystyk wyż­
szego rzędu wobec użytecznego sygnału. Wpływ ten jest widoczny 
tylko w przypadku wysokiego poziomu szumu.

6. Porównanie badanych metod pod względem całkowitego błędu esty­
macji dla rozmiarów okna analizującego równego od 8 do 96 próbek 
sygnału w zależności od poziomu szumu przedstawiono na rys. 7.9. 
Przy zmniejszającym się poziomie szumu, począwszy od SNR=20 dB, 
najmniejszym błędem estymacji częstotliwości jest obarczona metoda 
minimum normy, między innymi dzięki nie występowaniu w przypadku 
tej metody efektu interakcji okna analizującego i sygnału.

7. Kolejne rysunki od nr 7.10 do 7.16 przedstawiają wyniki badań wpływu 
interakcji pomiędzy składowymi sygnału przy rosnącej zawartości har­
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monicznych. Dla jednej wybranej długości okna analizującego okre­
ślono zależność błędu estymacji częstotliwości podstawowej harmonicz­
nej przy zmiennej zawartości harmonicznych w badanym sygnale. Me­
toda minimum normy charakteryzuje się bardzo silną zależnością błędu 
estymacji od amplitudy i liczby harmonicznych (rys. 7.15) i w przy­
padku dużej zawartości harmonicznych (Z=4 i j4=0,2, rys. 7.13) błąd 
tej metody przekracza poziom błędu estymacji przy pomocy widma 
mocy. Wpływ interakcji pomiędzy składowymi sygnału na dokładność 
estymacji jest najmniejszy w przypadku metody Wignera-Ville’a (rys. 
7.16).

7.2 Sygnały niestacjonarne

7.2.1 Widmo wektora przestrzennego - symulacje EMTP

1. Stan awaryjny napędu przekształtnikowego  - zwiększenie rezystan­
cji przewodu fazowego R silnika do 100 Q. Częstotliwość podstawowa 
falownika wynosi 120 Hz a częstotliwość próbkowania sygnału 20 kHz.

2

2 opis symulacji EMTP w dodatku C

Rys.7.17. Stan awaryjny 1.
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2. Stan awaryjny napędu przekształtnikowego - zwarcie pomiędzy prze­
wodami fazowymi R i S silnika rezystancją 100 Q. Częstotliwość pod­
stawowa wynosi 60 Hz a częstotliwość próbkowania sygnału 20 kHz.

Rys.7.18. Stan awaryjny 2.

3. Stan awaryjny napędu przekształtnikowego - zwarcie pomiędzy prze­
wodami fazowymi R i S silnika rezystancją 100 Q. Częstotliwość pod­
stawowa wynosi 120 Hz a częstotliwość próbkowania sygnału 20 kHz.

0 2 4 6 8 10 12 14 16 18 20
t(ms] 

Rys.7.19. Stan awaryjny 3.
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7.2.2 Wyniki

Reprezentacja czasowo-częstotliwościowa wektora przestrzennego

Wyznaczono reprezentacje czasowo-częstotliwościowe sygnałów opisanych w 
p. 7.2.1 rys. 7.17, 7.18, 7.19 metodą minimum normy i spektrogramu. Wy­
znaczenie obu reprezentacji czasowo-częstotliwościowych polegało na wyzna­
czeniu chwilowego widma sygnału na podstawie 40 próbek sygnału, przesu­
nięciu okna czasowego o jedną próbkę i wyznaczenie kolejnego chwilowego 
widma sygnału. W ten sposób wyznaczono 150 linii reprezentacji i przed­
stawiono na wykresie, na którym większa wartość amplitudy widma (skala 
logarytmiczna) odpowiada ciemniejszemu odcieniowi w skali szarości. Wy­
niki obliczeń przedstawiono na rysunkach 7.204-7.29.

1. Stan awaryjny napędu przekształtnikowego - zwiększenie rezystancji 
przewodu fazowego R silnika do 100 Q.

Rys.7.20. Reprezentacja MN sygnału z rys. 7.17.
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Rys.7.21. Przekrój reprezentacji MN i spektrogramu (PSD) dla t—2 ms.

Rys.7.22. Przekrój reprezentacji MN i spektrogramu (PSD) dla t=6 ms.
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Rys.7.23. Spektrogram sygnału z rys. 7.17.

2. Stan awaryjny napędu przekształtnikowego - zwarcie pomiędzy prze­
wodami fazowymi R i S silnika rezystancją 100 Q. Częstotliwość pod­
stawowa pracy falownika wynosi 60 Hz.

Rys. 7.24. Reprezentacja MN sygnału z rys. 7.18.
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Rys.7.25. Przekrój reprezentacji MN i spektrogramu (PSD) dla t=2 ms.

-2500 -2000 -1500 -1000 -500 0 500 1000 1500 2000 2500
__________________________________________tIH?l________________________________________

Rys.7.26. Przekrój reprezentacji MN i spektrogramu (PSD) dla t—6 ms.
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Rys.7.27. Spektrogram sygnału z rys. 7.18.

3. Stan awaryjny napędu przekształtnikowego - zwarcie pomiędzy prze­
wodami fazowymi R i S silnika rezystancją 100 Q. Częstotliwość pod­
stawowa falownika wynosi 120 Hz.

Rys.7.28. Reprezentacja MN sygnału z rys. 7.19.
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Omówienie wyników

1. W sytuacji, gdy zwiększono rezystancję jednego z przewodów zasila­
jących silnik, wystąpił prosty stan niesymetrii napięć zasilających. Na 
rys. 7.20 jest widoczne pojawienie się w chwili t = 4 ms ujemnej skła­
dowej o częstotliwości 120 Hz będącej skutkiem niesymetrii zasilania. 
Zauważyć można także składową intermodulacyjną symetryczną o czę­
stotliwości 760 Hz (1000 Hz (częstotliwość modulacji PWM) - 2420 
Hz = 760 Hz) i składową niesymetryczną -1240 Hz (1000 Hz + 2-120 
Hz = 1240 Hz. Spektrogram (rys. 7.23) tego samego przebiegu uwi­
docznia praktycznie tylko składową podstawową o częstotliwości 120 
Hz.

2. W sytuacji, gdy zwarcie nastąpiło pomiędzy przewodami zasilającymi 
silnik, powstają dodatkowe składowe intermodulacyjne (rys. 7.24). 
Spektrogram (rys. 7.27) zawiera te same składowe a szczególnie warty 
uwagi jest zaznaczony strzałkami fragment przebiegu, który potwier­
dza zarówno prawidłowość wyznaczenia rzędu modelu w metodzie mi­
nimum normy jak i wyższą dokładność i rozdzielczość tej metody.

3. Przebieg, którego widmo pokazano na rys. 7.28 wyróżnia się najwięk­
szą liczbą składowych jak i krótko trwającymi przebiegami przejścio­
wymi. Oprócz składowych intermodulacyjnych widoczne są przebiegi 
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przejściowe, np. przebieg o częstotliwości od ok. 3300 Hz do 4000 Hz 
o czasie trwania od 1 do 3 ms. Interpretacja spektrogramu (rys. 7.29) 
jest znacznie trudniejsza.

7.2.3 Dystrybucja Wignera-Ville’a przebiegu zwarciowego

Badanym sygnałem jest przebieg zwarciowy, który powstaje podczas jedno­
fazowego zwarcia doziemnego linii przesyłowej. Analizie poddano przebieg 
w fazie, w której nastąpiło zwarcie (przedstawiony na rys. 7.30). W chwili 
zwarcia dla t= 50 ms powstaje wykładniczo tłumiona składowa przejściowa 
o częstotliwości 130 Hz.

7.2.4 Wyniki

Wyznaczono dystrybucję Wignera-Ville’a przebiegu przedstawionego na rys. 
7.30. Aby zmniejszyć amplitudę członów krzyżowych zastosowano postać 
analityczną sygnału i dystrybucję zmodyfikowaną przy pomocy wprowadze­
nia jądra przekształcenia typu Choi-Williamsa [47]. Dla porównania przed­
stawiono dystrybucję Wignera-Ville’a tego samego sygnału na rys. 7.28.

Sporządzono także wykres częstotliwości chwilowej (rys. 7.29) na pod­
stawie reprezentacji Choi-Williamsa jako położenie na osi częstotliwości lo­
kalnego maksimum reprezentacji z rys. 7.27. Chwilową amplitudę sygnału 
uzyskano zgodnie z zależnością:

(7-3)

gdzie A jest liczbą próbek reprezentacji w dziedzinie częstotliwości, ai (i) 
amplitudą chwilową. Powyższa metoda jest prawidłowa tylko dla sygnałów
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o jednej składowej, ponieważ amplituda jest wyznaczana na podstawie cał­
kowitej chwilowej energii sygnału.

Rys.7.31. Dystrybucja Choi-Williamsa (cr = 0,05) syg. z rys. 7.20.

Rys.7.32. Dystrybucja Wignera-Ville’a sygnału z rys. 7.30.
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Rys.7.33. Chwilowa częstotliwość sygnału.

Omówienie wyników

1. W przypadku analizy sygnału przy pomocy dystrybucji Wignera-Ville’a 
powstają utrudniające interpretację człony krzyżowe (rys. 7.32). Za­
stosowanie zmodyfikowanej dystrybucji Choi-Williams a (rys. 7.31) 
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umożliwia uzyskanie reprezentacji pozbawionej znacznej części skła­
dowych utrudniających analizę sygnału.

2. Chwilowa częstotliwość sygnału jest wyznaczana z bardzo dobrą do­
kładnością (rys. 7.33).

3. Wykres chwilowej amplitudy sygnału (rys. 7.34), uzyskany na pod­
stawie chwilowej całkowitej energii sygnału, wykazuje dużą zgodność z 
amplitudą sygnału oryginalnego (rys. 7.30). Zniekształcenia tego prze­
biegu są skutkiem zastosowania okna analizującego i przeprowadzenia 
filtracji w dziedzinie czasowo-częstotliwościowej.



Rozdział 8

Badania przebiegów 
doświadczalnych

8.1 Badanie przebiegów w awaryjnych stanach 
pracy napędu przekształtnikowego

Przedstawiono wyniki badań awaryjnych stanów pracy układu przekształt­
nikowego. Zbadano widmo prądów występujących w poszczególnych modu­
łach układu przekształtnika podczas stanów awaryjnych a w szczególności 
stanów, które nie powodują zadziałania zwykle spotykanych zabezpieczeń 
przy częściowym obciążeniu. Napęd pokazany na rys. 8.1 działa na za­
sadzie zachowania stałego stosunku napięcie-częstotliwość. Jest to typowy 
układ napędów przemysłowych prądu przemiennego, składający się z trój­
fazowego silnika asynchronicznego klatkowego i przekształtnika mocy. Mo­
dułami przekształtnika są: jednofazowy prostownik sterowany i falownik ze 
źródłem napięciowym o sterowaniu PWM.

Rys. 8.1. Schemat napędu przekształtnikowego.

Układ sterowania mikroprocesorowego zmienia kąt zapłonu tyrystorów 
prostownika, zmieniając napięcie zasilania falownika w zależności od często­
tliwości. Technika modulacji falownika zapewnia minimalizację amplitudy 
piątej i siódmej harmonicznej w napięciach wyjściowych.

65
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Badano niektóre stany awaryjne, które w warunkach niepełnego obcią­
żenia napędu, nie powodują zadziałania standardowych zabezpieczeń:

1. OP - Przerwa w jednym z przewodów zasilających silnika.
2. SF - Uszkodzenie jednego z tranzystorów falownika.
3. CF - Uszkodzenie kondensatora, którego pojemność zmniejsza się do 

połowy wartości prawidłowej.
Opisane powyżej stany awaryjne zostały zbadane doświadczalnie [13]. 

Napięcie wejściowe przekształtnika wynosi 230 V, częstotliwość 50 Hz, czę­
stotliwość falownika 40 Hz, silnik pracował przy poślizgu 6%. W stanie 
awaryjnym zmniejszano obciążenie silnika, aby utrzymać wartości prądów 
w dopuszczalnych granicach.

Na rys. 8.2 abcd przedstawiono przebiegi prądu wejściowego falownika 
Ii-

Rys.8.2a. Stan bezawaryjny.
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Na rys. 8.3ab przedstawiono przebiegi prądu wejściowego prostownika
Ip w przypadku awarii tranzystora falownika SF:

Na rys. 8.4ab przedstawiono przebiegi prądu zasilającego silnika Ip w 
przypadku awarii tranzystora falownika SF: 

Przebiegi te analizowano przy pomocy metody widma mocy (PSD) i
metody minimum normy (MN).
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8.1.1 Wyniki
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Rys.8.5. Widmo prądu wejściowego falownika (rys. 8.2a) Ii bez awarii.
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Rys.8.6. Widmo prądu wejściowego falownika (rys. 8.2b) Ii - awaria OP.
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Rys.8.7. Widmo prądu wejściowego falownika (rys. 8.2c) 1/ - awaria SF.

Rys.8.8. Widmo prądu wejściowego falownika (rys. 8.2d) Ij - awaria CF.
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Rys.8.9. Widmo prądu wejściowego prostownika (rys. 8.3a) It bez awarii.

Rys.8.10. Widmo prądu wejściowego prostownika (rys. 8.3b) It - awaria SF.
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Omówienie wyników

W normalnych warunkach pracy (rys. 8.5) w widmie prądu wejściowego 
falownika Ii wykryto składowe o częstotliwościach 240, 480, 720, 960, 1440 
i 1740 Hz (6, 12, 18, 24 36 i 44 harmoniczna częstotliwości podstawowej 40 
Hz).

W warunkach pracy awaryjnej (OP - przerwy w jednym z przewodów 
fazowych silnika - rys. 8.6) wykryto charakterystyczne składowe o częstotli­
wościach 640, 800 i 1600 Hz.

W warunkach pracy awaryjnej (SF - awarii jednego z tranzystorów fa­
lownika - rys. 8.7) wykryto charakterystyczne składowe o częstotliwościach 
680, 760 i 1640 Hz.

W warunkach pracy awaryjnej (CF - zmniejszenie pojemności kondensa­
tora filtrującego do połowy - rys. 8.8) wykryto charakterystyczne składowe 
o częstotliwościach 640, 800 i 1600 Hz. Od stanu awaryjnego OP odróżnia 
ten stan obecność jednej składowej o częstotliwości 320 Hz.

W normalnych warunkach pracy (rys. 8.9) w widmie prądu wejścio­
wego prostownika Ij wykryto składowe o częstotliwościach 50, 150, 250, 
360 i 450 Hz (1, 3, 5 i 9 harmoniczna częstotliwości napięcia zasilającego).

W warunkach pracy awaryjnej (SF - awarii jednego z tranzystorów fa­
lownika - rys. 8.10) wykryto dodatkowe charakterystyczne składowe o czę­
stotliwościach 100 i 400 Hz.

W warunkach pracy awaryjnej (SF - awarii jednego z tranzystorów fa­
lownika - rys. 8.11) w widmie prądu zasilającego silnika Ip wykryto 
składowe o częstotliwościach 40, 80, 120, 680 i 760 Hz. Od normalnego 
stanu pracy ten przebieg odróżnia się tylko obecnością składowej stałej.
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Obecność dodatkowych czy niecharakterystycznych składowych w sta­
nach awaryjnych może być wykorzystane jako wskaźnik awarii [28] [33]. Ana­
liza widma przy pomocy metody minimum normy umożliwia dokładniej­
sze wyznaczenie częstotliwości składowych i łatwiejszą analizę i diagnostykę 
stanu pracy układu przekształtnikowego.



Rozdział 9

Wnioski

Poniżej przedstawiono ogólne wnioski wynikające z przeprowadzonych i przed­
stawionych w tej pracy analiz teoretycznych i badań symulacyjnych. Szcze­
gółowe omówienie wyników przedstawiono w odpowiednich rozdziałach.

1. Zastosowanie statystyk wyższych rzędów nie znajduje uzasadnienia w 
przypadku wyznaczania widma sygnałów o dużym odstępie sygnału 
od szumu, spotykanych najczęściej w układach elektroenergetycznych. 
Metoda obliczania kumulantu jest obarczona dużym błędem, wystę­
puje wyraźna zależność błędu estymacji kumulantu od fazy sygnału 
(p. 5.4.2.1, p. 7.1.2 rys. 7.1-2). W przypadku małego odstępu sy­
gnału od szumu lepsze wyniki uzyskuje się stosując klasyczne metody 
fourierowskie przy odpowiednio dobranej długości okna analizującego 
(p. 3.1.2, p. 7.1.2 rys. 7.1).

2. Metoda minimum normy, reprezentująca parametryczne metody pod­
przestrzeni, wykazuje szereg korzystnych cech. Charakteryzuje się ona 
największą dokładnością wyznaczania częstotliwości dyskretnych skła­
dowych widma w przypadku umiarkowanego i małego poziomu szumu 
(p. 7.1.2 rys. 7.5-7). Nie występuje przy tym zjawisko zależności błędu 
estymacji od położenia okna analizującego. W przypadku dużej ampli­
tudy harmonicznych rośnie błąd tej metody, jednak w praktyce rzadko 
spotyka się sygnały zawierające harmoniczne o dużej tak amplitudzie 
[2]. Zastosowanie tej metody jest szczególnie korzystne w przypadku 
badania sygnałów o wielu składowych, składowych przejściowych, za­
wierających subharmoniczne [16], niecharakterystyczne harmoniczne i 
składowe przejściowe (p. 7.2.3, 8.1.1).

3. Metoda wizualizacji przy pomocy wektora przestrzennego jest stoso­
wana w przypadku analizy widma i symetrii napięć i prądów wy­
stępujących w układach trójfazowych. Połączenie tej metody z me­
todą minimum normy pozwala na uzyskanie reprezentacji czasowo- 
częstotliwościowych umożliwiających całościową wizualizację obwodu 
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trójfazowego z bardzo dobrą rozdzielczością i dokładnością i uzyskanie 
obrazu stanu jego pracy o znacznie lepszych parametrach niż metodą 
krótkoczasowej transformacji Fouriera (p. 7.2.3).

4. Analiza reprezentacji czasowo-częstotliwościowych otrzymanych przy 
pomocy dystrybucji Wignera-Ville’a jest utrudniona ze względu na 
charakterystyczne dla tego przekształcenia człony krzyżowe. Modyfi­
kacja Choi-Williamsa usuwa większą ich część kosztem nie zachowania 
niektórych właściwości [47]. Zastosowanie tej metody jest korzystne 
w przypadku badania sygnałów o jednej składowej (także o zmien­
nych parametrach) i w przypadku małego odstępu sygnału od szumu. 
Wpływ interakcji pomiędzy składowymi sygnału na dokładność esty­
macji jest najmniejszy w przypadku tej metody (p. 7.1.2 rys. 7.16).



Dodatek A

Zastosowanie metod 
podprzestrzeni

Metody podprzestrzeni są narzędziem estymacji widma o odmiennych wła­
ściwościach od dotychczas znanych metod. Metody te są podzbiorem ogólnej 
metodologii podprzestrzeni znanej jako dopasowanie podprzestrzeni1 [58], 
która, po spełnieniu dodatkowych warunków, zapewnia uzyskanie estymat 
widma spełniających asymptotycznie ograniczenie Cramer-Rao. Przedsta­
wiono sposób wyznaczania pseudospektrum metodą Pisarenki - pierwszej i 
najprostszej z metod podprzestrzeni.

A.l Praktyczne zastosowanie metody Pisarenki

Praktyczne wyznaczenie estymaty widma sygnału składa się z następujących 
etapów:

1. Utworzenie macierzy korelacji (kowariancji) (4.2)

2. Wyznaczenie wartości własnych i wektorów własnych macierzy korela­
cji-

3. Wydzielenie podzbioru najmniejszych wartości własnych o jednakowej 
wartości równej wariancji szumu Oq zawartego w badanym sygnale, i o 
liczebności równej N — 1, gdzie N jest równe liczbie próbek badanego 
procesu losowego.

4. Wektory własne odpowiadające tym wartościom wykorzystuje się do 
wyznaczenia częstotliwości składowych badanego sygnału.

5. Pozostałe wektory własne zawierają informację o amplitudach składo­
wych badanego sygnału.

Uubspace fitting
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Dla zilustrowania tej metody przedstawiono powyższe etapy na przykła­
dzie.

A.1.1 Sygnał o jednej składowej wykładniczej

x [n] reprezentuje ciąg losowy składający się pojedynczej zespolonej składo­
wej wykładniczej o zespolonej amplitudzie A w szumie r/ (niezależnym od
sygnału) o zerowej średniej i wariancji [58].

(A.l)x [n] = |A • e^°n + rj [n]

czyli

X = As+ t] (A.2)

gdzie

X =

x [0]
4]

(A.3)

x [A - 1]

Z = |A| (A.4)

s =

1 
e^°

(A.5)

ej(N-pu0

=

V [0] 
^[1]

(A.6)

_ 77 [A - 1] _

Symbolem To oznaczono wariancję sygnału

Rys.A.l. Widmo sygnału o jednej składowej wykładniczej w szumie.

X(ei")
2ti r»

11-n a 0 71
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Macierz korelacji wektora obserwacji x wyraża się wzorem:

Rz = 8 {As • As*r + 77 • ^T} = ross*T + (A.7)

gdzie

r0 = £{|A|2} (A.8)

Jeden z wektorów własnych macierzy korelacji jest wektorem sygnału s. 
Z (A.7) wynika:

Rxs = (ross*T + agi) s =ross*Ts+^s = (ATo + <r§) s (A.9)

Wektorowi własnemu s odpowiada wartość własna równa (ATo + Uq) gdzie 
N = ||s||2. Macierz korelacji ma N ortonormalnych wektorów własnych, stąd 
wszystkie pozostałe wektory esz są ortogonalne do s. Właściwość s • esz = 0, 
wynikająca z ortogonalności wektorów, umożliwia wyznaczenie częstotliwo­
ści badanego sygnału.

A.1.2 Sygnał o dwóch składowych wykładniczych

Ciąg próbek badanego sygnału ma postać [58]:

x [n] = Ai si [n] + A2s2 [n] + r] [n] (A.10)

gdzie, dla ż = 1,2

1

(AA1)

Ai = \Ai\e^ (A.12)

stąd

x = A1S1 + A2s2 + 77 (A.13)

Korzystając z (A.7) otrzymano wyrażenie:

Rz = risisf + r2s2s^ + agi (A.14)

Wyznaczono wektory własne macierzy korelacji. Wektory Si i s2 są li­
niowo niezależne, ponieważ uą ćj2. W takim wypadku można znaleźć 
dokładnie N — 2 wektory własne A—wymiarowej przestrzeni równocześnie
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ortogonalne do Si i S2. Pozostałe dwa wektory należą do podprzestrzeni roz­
piętej na si i S2 i odpowiadają wartościon własnym większym niż <Tq. Pod- 
przestrzeń ta jest nazwana „podprzestrzenią sygnału”, podczas gdy ortogo­
nalna do niej podprzestrzeń nazwana jest nieprecyzyjnie „podprzestrzenią 
szumu” (mimo, że elementy wektora szumu ry należą do każdej z obu pod­
przestrzeni). Na rysunku 2 wektory ei i e2 odpowiadają składowym sygnału 
a 63 odpowiada szumowi.

podprzestrzeń 
szumu podprzestrzeń 

sygnału

Rys.A.2. Podprzestrzenie sygnału i szumu.

Częstotliwości składowych sygnału można wyznaczyć dzięki utworzeniu 
funkcji

Esz (2) = esz [0] + esz [1] z 1 + ... + esz [N - 1] z (N (A.15)

zwanej filtrem wektora własnego2.

2eigenfilter

Funkcja Esz (z) ma M = N — 1 pierwiastków o argumentach równych 
częstotliwościom badanego sygnału.

Wyznaczenie mocy sygnału

Gdy częstotliwości składowych sygnału są znane, korzystając z informacji 
zawartej w wektorach należących do podprzestrzeni sygnału, można wyzna­
czyć moce (amplitudy) poszczególnych składowych sygnału. Zależność

e^R^ej = Aj (A.16)

została przekształcona przy pomocy (A.14) dla i = 1,2 do postaci:

Pie^Tsis*Tei + r2eiTS2S2Tei + = Ai

Pie2Tsis*Te2 + r2e2TS2S2Te2 + (Ą = A2

(A.17)
(A.18)
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po zdefiniowaniu współczynników aij i przekształceniu do postaci ma­
cierzowej

Oli «12
0121 a22 .*T (A.19)

(A. 17) przyjmuje postać:

r i«ni2 

|«21|2

1
gCMl) 
e(j2w0)

|ai2|2 Ti

|o!22|2 . . ^2
Ai -°o 

^2-^0
(A.20)

Równania te można rozwiązać względem Ti i I^.

Uogólnienie powyższych rozważań dla M niezależnych składowych sy­
gnału w szumie przedstawiono w (4.5) i następnych.

Przykład

Sygnał x składa się z jednej rzeczywistej sinusoidy o częstotliwości u?o i am­
plitudzie A, czyli z dwóch (M = 2) zespolonych składowych wykładniczych 
o częstotliwościach ±u?o i szumu białego o zerowej średniej i wariancji a2. W 
tym przypadku w metodzie Pisarenki zakłada się, że liczba próbek sygnału 
A1 = M + 1.

1 
e(-M>) 
e(-J2wo)

Ra; = A2
1 

e(jwo) 
e(J2wo)

1 e-^0 e~2^0 1 +

(A.21)

1 
e(-J^o) 
e(-j2w0)

[ 1 e^°

2A2 + aj 
2A2 cos cjq 

2 A2 cos 2wo

!2^° ] + a%

2 A2 cosu>o 
2A2 + erg

2 A2 cos w o

'10 0
0 1 0
° ° i _

2A2 cos 2ćjq 
2 A2 cos wo 
2A2 + <Tq

(A.22)

Dla ćjo = 3 :

2A2 + cr^ A2 -A2 
A2 2A2 + a2 A2
-A2 A2 2A2 + ag

(A.23)
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Wyznaczono wektory własne i wartości własne macierzy Rx

Wektor ei odpowiada wektorowi własnemu należącego do podprzestrzeni 
szumu (odpowiada wartości własnej równej wariancji szumu) i ten wektor 
wykorzystuje się do wyznaczenia częstotliwości składowych badanego sy­
gnału.

Szukane częstotliwości są pierwiastkami wielomianu (tworzącego filtr wek­
tora własnego) postaci:

= -1 + z-1 -z-2,
{^i = i - bV3}, {z2 = i +
stąd u>o = ±3

Wektory własne e2 i 63 są wektorami sygnału i zawierają informacje o 
mocy sygnału:

si =
1 

e0f) 
e(^)

1

e(-^)
(A.24)

S =
1 1

(A.25)

£2,3 = (A.26)

Tp*T q 
■^2,3^

i U -1
° 1 1 J [ e(^)

1+^-
jV3 -jVs

(A.27)

(A.28)



DODATEK A. ZASTOSOWANIE METOD PODPRZESTRZENI 81

(A.20) przyjmuje postać:

i(-3 + j73)2
-3

1(3 +
-3

' Ti 1 T 3A2 ' 
r2 - 3A2 (A.29)

Rozwiązanie:

n i _ r a2 (-i + ij^) ■ 
rd U2 (-i - .

r irii i r

(A.30)

(A.31)|r2| J “ l a2



Dodatek B

Rozdzielczość reprezentacji

B.l Rozdzielczość STFT

Rozdzielczość tej metody można w przybliżeniu ocenić [47] rozpatrując krót- 
koczasową transformatę Fouriera sygnału gaussowskiego s, gdy funkcja ana­
lizująca 7 jest tego samego typu. Po podstawieniu:

(B.l)

(B.2)

do wzoru (6.1) otrzymano:

Spektrogram odpowiadający (B.3) wyraża się wzorem:

o 2\/ db ( ab +2 1 2\\XSTFT(t^}\ =-^—^e\^+^ ) (B.4)

Spektrogram funkcji gaussowskiej jest skoncentrowany wokół początku 
układu współrzędnych i jego przekrój ma kształt elipsy o polu powierzchni 
A = dla wartości amplitudy widma równej Pole A jest miarą 
koncentracji spektrogramu. Pole A osiąga minimum gdy wariancja okna 
analizującego jest dokładnie równa czasowi trwania badanego sygnału. W 
praktyce czas trwania sygnału a jest nieznany a osiągnięcie optymalnej roz­
dzielczości gdy A = 2tt jest niemożliwe.
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B.2 Rozdzielczość reprezentacji Wignera-Ville’a

Podobną analizę można przeprowadzić dla reprezentacji Wignera-Ville’a sy­
gnału gaussowskiego z (B.l):

v z, z l'°° -i [0+5)2 + (M)2]Xwv O,cd) = i — e 2 27 v 27 J e J dr =V J—oo
= A/^e-“‘2 /°° e^e^dT = 

V J-oo
= 2e-K+>2] (B.5)

Minimalne pole powierzchni A, które jest miarą koncentracji reprezen­
tacji ma wartość 7T. Rozdzielczość reprezentacji Wignera-Ville’a jest co naj­
mniej dwukrotnie lepsza od spektrogramu a ponadto negatywny wpływ okna 
analizującego może być całkowicie wyeliminowany [47].



Dodatek C

Symulacja EMTP napędu

Pakiet symulacyjny EMTP-ATP jest zbiorem programów służących do sy­
mulacji złożonych układów elektroenergetycznych, zarówno statycznych jak 
i dynamicznych a szczególnie do symulacji przebiegów przejściowych spowo­
dowanych zjawiskami elektromagnetycznymi występujących w urządzeniach 
elektroenergetycznych.

Do symulacji przekształtnikowego układu napędowego, składającego się 
asynchronicznego silnika klatkowego i typowego przekształtnika tyrystoro­
wego z modulacją PWM, zastosowano typowy model maszyny klatkowej 
zgodnie z [11] rozdział VIII oraz model mostka tyrystorowego zgodnie z [11] 
rozdział XXIX-F [50].

Na rys. C.l przedstawiono częściowy schemat układu przekształtniko­
wego. Z powodu niedoskonałości programu EMTP1 do badania stanu zwar­
cia pomiędzy przewodami zasilającymi silnika wykorzystano uproszczony 
model przekształtnika bez modelowania mostka tyrystorowego a jedynie bez­
pośrednie zasilanie modelu silnika z generatora napięcia opisanego polece­
niami TACS2 [50].

Podstawowe dane modelu silnika:

napięcie znamionowe 
moc znamionowa 
poślizg znamionowy 
współczynnik mocy 
prędkość obrotowa zn. 
częstotliwość modulacji PWM

UN = 220 V 
PN = 1,1 kW 
s = 6 % 
cosip = 0,81 
n = 1410 min-1 
fpwM = 1000 Hz

xw przypadku pełnej symulacji układu przekształtnikowego i silnika asynchronicznego 
występowały opóźnienia obliczeniowe i cykliczna niesymetria sterowania przekształtnika.

"Transient Analysis Control Systems - podobne do języka Fortran polecenia odpowia­
dające funkcjom modelu analogowego oraz bloki funkcjonalne (registry, akumulatory itp.).
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Rys.C.l. Schemat EMTP symulacji zwarcia.

Rys.C.2. Układ symulacji przekształtnika PWM.



Dodatek D

Wyznaczenie liczby sygnałów

Teoria estymacji parametrycznej wymaga wcześniejszej znajomości liczby sy­
gnałów M zawartych w badanym sygnale złożonym czyli wyznaczenia rzędu 
modelu sygnału. Jeśli SNR jest wysoki, wtedy można wyznaczyć tę liczbę 
przez wydzielenie zbioru najmniejszych wartości własnych macierzy korela­
cji w przybliżeniu jednakowych - ich liczba jest równa N — M [58]. Metoda 
ta zawodzi, gdy poziom szumu jest wysoki i gdy sekwencje badanych próbek 
są krótkie. Proponuje się wtedy zastosowanie innych metod statystycznych, 
jak AIC1. AIC jest zdefiniowany jako [58]:

1Akaike Information Criterion

AIC {M) = -2(N - M)lnp(M)+ 2M(2N - M) (D.l)

gdzie N jest liczbą próbek badanego sygnału a p (M) jest ilorazem śred­
niej geometrycznej wartości własnych do średniej arytmetycznej wartości 
własnych macierzy korelacji i opisany wzorem:

pm (D,2)
(^M+l + AjVf-|-2 + . . . + Xn)

Liczbę sygnałów M wybiera się jako minimalizującą równanie (D.2)
Jednym z celów tej pracy jest wykorzystanie metody minimum normy 

do wyznaczenia widma sygnałów o zmiennej w czasie ilości składowych. Ko­
nieczne jest w tym przypadku wielokrotne wyznaczanie widma sygnału na 
podstawie krótkich sekwencji danych i dla jednej realizacji badanego prze­
biegu. Praktyczne próby wykazały,że zarówno proponowana w [56] metoda 
wyznaczenia liczby sygnałów z obserwacji wykresu wartości własnych jak 
i opisane kryterium AIC, nie dają prawidłowych wyników przy opisanych 
ograniczeniach.

Zaproponowano metodę wyznaczenia liczby M w następujący sposób, 
praktycznie zastosowany w algorytmach wyznaczenia widma metodą mini- 
mum-normy dla sygnałów niestacjonarnych.
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Niech A będzie wektorem wartości własnych macierzy korelacji utworzo­
nej z próbek sygnału. Wartości własne są uszeregowane w kolejności male­
jącej: Ai > A2 > ... > An. Po unormowaniu wektora A, liczbę M wyznacza 
się jako indeks najmniejszej wartości własnej większej niż założona dodatnia 
liczba e.

Am > £ (D.3)

W szeregu doświadczeń określono, że liczba e powinna zawierać się w 
przedziale (0,0005,0,001).
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