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Wstep

Szeregowanie prac jest jednym z najwazniejszych i najbardziej obszernych dziatow
badan operacyjnych. Uzyskane w tym zakresie wyniki maja duze znaczenie w zas-
tosowaniach praktycznych. Klasa wszystkich problemoéw szeregowania jest bardzo
zroznicowana. Obejmuje ona zagadnienia réznigce sie liczbg maszyn, charak-
terystyka prac, funkcja celu oraz zbiorem zadanych parametréw. Szczeg6lne
znaczenie w szeregowaniu prac maja wyniki dotyczace ztozonosci obliczeniowej
pewnych klas probleméw. Niestety, okazuje sie, ze tylko dla nielicznych z nich
mozna skonstruowaé efektywne obliczeniowo algorytmy wielomianowe. Stwarza
to potrzebe konstruowania oraz badania metod przyblizonych, w tym réznego
rodzaju heurystyk.

Literatura po$wiecona problemom szeregowania jest bardzo rozlegta i nie
mozna jej zwiezle i jednolicie usystematyzowaé. Na szczegdlng uwage zastuguje
ksiazka Bruckera [3|, w ktorej sa podane algorytmy dla wiekszosci najwazniej-
szych problemoéw szeregowania. Zaprezentowany jest tam réwniez aktualny stan
wiedzy na temat ztozonosSci obliczeniowej wszystkich najwazniejszych klas tych
problemoéw.

W klasycznych, rozpatrywanych do tej pory, problemach szeregowania za-
klada sie, ze wszystkie parametry sa zdeterminowane. Zalozenie to moze jed-
nak okazaé sie krepujace w praktyce. Czesto, zwlaszcza w zastosowaniach prze-
mystowych, ma miejsce sytuacja, w ktorej jest niemozliwe precyzyjne ustale-
nie wszystkich parametréw. Moga one byé obarczone niepewno$cia wynika-
jaca z przyczyn niezaleznych od decydenta. Naturalnym postepowaniem w tego
typu sytuacjach jest zastosowanie teorii rachunku prawdopodobienstwa i okresle-
nie parametréw w postaci zmiennych losowych o zadanych rozktadach praw-
dopodobienstwa. Z takim podejSciem mozna spotka¢ sie w literaturze. Uzy-
skane wyniki pokazuja jednak, ze nie jest ono zbyt praktyczne, poniewaz czesto
prowadzi do probleméw bardzo trudnych z obliczeniowego punktu widzenia. Z
drugiej strony, okreslenie adekwatnych rozktadéw prawdopodobienistwa dla loso-



wych parametréow moze by¢ rowniez trudne i wiaza¢ sie ze znacznymi kosztami
eksperymentow statystycznych.

W pracy skoncentrowano sie na podejéciu, ktére przypomina pod pewnymi
wzgledami podejécie probabilistyczne i nie prowadzi do tak duzych trudnosci
obliczeniowych. Istota tego podejscia jest zastosowanie do modelowania niepre-
cyzyjnych parametréw zbioréw rozmytych. Dlatego bedzie ono nazywane w pracy,
przez analogie do podejécia probabilistycznego, podejsciem rozmytym. Pojecie
zbioru rozmytego zostato wprowadzone przez Zadeha w 1965 roku [36]. Od tego
czasu teoria zbioréw rozmytych, w tym liczb rozmytych, zostata w znacznym
stopniu rozwinieta i znalazta liczne zastosowania w badaniach operacyjnych. W
ostatniej dekadzie pojawita sie pewna liczba publikacji, w ktérych zbiory rozmyte
zostaly zastosowane w teorii szeregowania. W szczegdlnosci ukazalty sie prace
po$wiecone podejéciu rozmytemu do szeregowania prac na pojedynczej maszynie.
Na przyktad, w pracy [33] rozwazany jest problem, w ktérym pozadane terminy
zakoriczenia prac sa rozmyte a za optymalne rozwiagzanie przyjmuje sie¢ harmono-
gram, dla ktorego stopien satysfakcji decydenta z terminowosci wykonania prac
jest najwiekszy. W pracy [15] jest badany problem, w ktérym pozadane terminy
zakoniczenia prac sa rozmyte a dodatkowymi zmiennymi decyzyjnymi sa szybkosci
maszyn. W pracy [16] jest rozpatrywany z kolei problem szeregowania na poje-
dynczej maszynie, w ktérym relacja poprzedzania miedzy pracami jest rozmyta.
Ukazalty sie rowniez publikacje po§wiecone rozmytym problemom szeregowania na
wiecej niz jednej maszynie (np: [17],[18],[34]). Szeroki przeglad r6znych podejsé
do rozmytych probleméw szeregowania mozna znalez¢ w ksiazce [32].

Podejécie rozmyte w szeregowaniu prac budzi obecnie na tyle duze zaintere-
sowanie, ze sa organizowane specjalne konferencje, po$wiecone wytacznie temu
zagadnieniu. Na przyktad, w 2000 roku odbyta sie¢ w Mons miedzynarodowa
konferencja FEUROFUSE Workshop on Scheduling and Planning, po$wiecona
wylacznie rozmytym problemom szeregowania. Prezentowane byly na niej miedzy
innymi rozwigzania, ktore zostaty juz zastosowane w przemysle, co jest dowodem
na to, ze opracowane metody moga w istotny sposéb usprawni¢ funkcjonowanie
roznych obszaréw dziatalnodci przedsiebiorstw.

Poniewaz podejécie rozmyte do szeregowania prac jest stosunkowo nowe, wiec
trudno jest usystematyzowaé wszystkie wyniki, ktore do tej pory uzyskano. Moz-
na natomiast zauwazy¢, ze zdecydowanie dominujg problemy, w ktérych liczby
rozmyte sg traktowane jako rozklady preferencji, okreslajace stopieni zadowolenia
lub niezadowolenia decydenta z przyjecia okre§lonych wartosci przez parametry



problemu. Rozmytymi parametrami sa najczesciej pozadane terminy zakonczenia
prac, ktore najtatwiej jest w ten sposob zinterpretowa¢. Badania, ktore zostaty do
tej pory przeprowadzone, sa raczej wycinkowe. Brakuje systematycznego podej-
§cia, w ktorym bylaby zdefiniowana ogélna posta¢ rozmytego problemu szere-
gowania i podane jego podstawowe wtasnosci. Brakuje réwniez ogdélniejszych
wynikéw dotyczacych zlozonosci obliczeniowej, ktore maja kluczowe znaczenie w
zastosowaniach praktycznych.

Niniejsza praca stanowi kontynuacje oraz w pewnym stopniu rozwiniecie podej-
$cia rozmytego do teorii szeregowania. Rozwazane sa problemy, w ktérych parame-
try sa zadane nieprecyzyjnie w postaci liczb rozmytych. Liczby rozmyte sa inter-
pretowane jako rozktady mozliwosci a nie jako rozktady preferencji, co sprawia,
ze podejscie prezentowane w pracy jest podobne do podejscia probabilistycznego.
Rozwazania ograniczono wylacznie do klasy probleméw na pojedynczej maszynie.
Jest to obszerna klasa, zawierajaca wiele waznych problemoéw, z ktérych znaczna
czes¢é ma wielomianowa ztozono$é obliczeniows.

Glownym celem pracy jest sformutowanie problemu szeregowania prac na po-
jedynczej maszynie z nieprecyzyjnie zadanymi parametrami, podanie jego ogol-
nych wlasnoéci oraz analiza ztozonosci obliczeniowej réznych szczegélnych przy-
padkow takiego problemu. Dla kazdego przypadku, ktéry ma ztozonosé wielo-
mianowg zostanie podany odpowiedni algorytm. Dodatkowym celem pracy jest
pokazanie, ze rowniez problemy trudne obliczeniowo mozna prébowa¢é rozwiazy-
waé za pomoca metod heurystycznych.

Rozdzial pierwszy jest poswiecony podstawowym pojeciom dotyczacym liczb
rozmytych. Wiekszos¢ z tych pojeé¢ jest znana ale zostaly tam réwniez po-
dane oraz udowodnione nowe fakty, ktére sa potrzebne w dalszej czesci pracy.
Omoéwiono réwniez interpretacje liczby rozmytej, ktéra jest przyjeta w anali-
zowanych w pracy problemach szeregowania.

W rozdziale drugim jest zdefiniowane pojecie rozmytego problemu szeregowa-
nia na pojedyncze] maszynie. Problem ten polega na wyznaczaniu harmono-
gramu, dla ktorego warto$é funkeji kosztu jest najmniejsza, przy czym funkcja ta
zalezy od rozmytych czaséw zakoriczenia prac. Rozmyto§é czaséw zakonczenia
prac wynika z rozmyto$ci parametréw problemu (tj. czasow trwania i poza-
danych terminéw zakonczenia prac). Podano kilka waznych wlasnosci rozmytego
problemu szeregowania, w szczeg6lnosci zdefiniowano klase funkcji kosztu, dla
ktorych problem ten ma zawsze optymalne rozwiazanie o prostej strukturze.
Najwieksza cze$é rozdzialu drugiego jest poswiecona konkretnym przypadkom



rozmytego problemu szeregowania. Bada sie tam ztozono$¢ obliczeniowa kilku-
nastu nowych probleméw. Dla kazdego problemu o zlozonoséci wielomianowej
opracowano odpowiedni algorytm, a dla kazdego problemu NP-trudnego zamiesz-
czono dowod NP-trudnosci. Wiekszoé¢ badanych problemoéw zostata zilustrowana
odpowiednimi przyktadami numerycznymi.

W rozdziale trzecim zaprezentowano odmienne podejécie do probleméw szere-
gowania z rozmytymi parametrami. Jezeli parametry te nie sa doktadnie znane,
to zaklada sie, ze nie mozna jednoznacznie stwierdzi¢, ktore rozwigzanie bedzie
optymalne. Mozna natomiast méwié¢ o stopniu optymalnosci danego rozwiazania,
ktory okresla mozliwo$é, ze rozwiazanie to bedzie optymalne. W rozdziale przed-
stawiono koncepcje stopnia optymalnosci rozwigzania w problemie szeregowania z
rozmytymi parametrami oraz podano efektywne algorytmy stuzace do obliczania
tego stopnia dla rozwiazan w dwéch konkretnych problemach.

W rozdziale czwartym pokazano jeden ze sposobow radzenia sobie z proble-
mami NP-trudnymi. Zaprezentowano w nim algorytm ewolucyjny, za pomoca
ktorego mozna w sposob przyblizony rozwiazywaé¢ wiekszo$¢ NP-trudnych prob-
lemo6w, zdefiniowanych w rozdziale drugim. Przedstawiono argumenty za tym, ze
algorytm ewolucyjny daje w rozsadnym czasie rozwigzanie bliskie optymalnemu.
Przeprowadzono eksperymenty numeryczne na stosunkowo duzych problemach,
w ktorych liczba prac wynosi 50 1 100.

Ostatni rozdzial stanowi podsumowanie, ktére zawiera miedzy innymi zesta-
wienie wynikow uzyskanych w pracy.



Rozdzial 1

Podstawowe pojecia z zakresu teorii
zbior6w rozmytych 1 liczb
rozmytych

W rozdziale tym zostang przedstawione podstawowe definicje i fakty zwiazane
ze zbiorami rozmytymi oraz liczbami rozmytymi, ktére sg szczeg6lnym przypad-
kiem zbioréw rozmytych. Zostanie réwniez podana interpretacja liczby rozmytej,
ktora jest przyjeta w dalszej czesci pracy, dotyczacej probleméw szeregowania.
Rozdzial zostal opracowany na podstawie prac [7], [10],[13], [11], [20], [27] i [37].
W rozdziale podane sa rowniez dowody nowych twierdzen i wtasnosci liczb rozmy-
tych, ktore sa potrzebne w dalszej czesci pracy.

1.1 Pojecie zbioru rozmytego i liczby rozmytej

Definicja 1.1. Zbiorem rozmytym A w przestrzeni X nazywamy zbidr par upo-

rzqdkowanych:
A= {(w,u5(x)) : v € X},

gdzie g : X — [0, 1] jest funkcjg przynaleznosci zbioru rozmytego A. Wartosé tej
funkcji dla kazdego elementu v € X okresla stopien przynaleznosci tego elementu
do zbioru A.

Jezeli funkcja przynaleznosci zbioru A przyjmuje wartoéci dyskretne ze zbioru
{0,1}, to wowczas A jest klasycznym zbiorem A okreslonym w X, a jego funkcja
przynaleznosci 4 5 (z) jest rownowazna funkcji charakterystycznej x 4 (z) zbioru A.
Zbiér rozmyty moze byé wiec traktowany jako uogoélnienie klasycznego pojecia



zbioru. Charakterystyczna cecha zbioru rozmytego A jest fakt, ze moga istnie¢
pewne elementy nalezace do przestrzeni X, ktore tylko czeSciowo naleza do A.
W przypadku klasycznego zbioru kazdy element z przestrzeni X albo nalezy albo
nie nalezy do zbioru.

Relacje rownosci i zawierania dla zbior6w rozmytych sa okreslone nastepujaco:
Definicja 1.2. Jezeli /1, B sq zbtorami rozmytymi w przestrzeni X, to:

2O
& Viex pi(z) = pg(z) réwnos,
& Veex pi(z) < pp(z) inkluza.

Operacje dopetnienia, sumy oraz iloczynu dla zbioréw rozmytych sa okreslone
nastepujaco:

Definicja 1.3. Jezeli A, B, C sq zbiorami rozmytymi w przestrzeni X, to:

’

-

B Veex pilz) =1 - pp(e) dopetnienie,
UB & Viex pg(z) =max{pz(z), ()} suma,
NB & Vex pa(z) =min{pz(z), us(z)} doczyn.
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W praktycznych zastosowaniach przydaje sie pojecie A-poziomu zbioru rozmy-
tego, ktore jest okre§lone nastepujaco:

Definicja 1.4. \-poziomem zbioru rozmytego A, gdzie A € (0,1], nazywamy
2bior:

A= {z € X : usz(z) > A}.

A-poziom zbioru rozmytego A jest wiec klasycznym podzbiorem przestrzeni
X, do ktorego nalezg te elementy, ktoérych stopien przynaleznoéci do A jest nie
mniejszy niz A.

Szczegolnym przypadkiem zbioru rozmytego jest liczba rozmyta, ktéra jest
okreslona w nastepujacy sposob:

Definicja 1.5. Liczbg rozmytg A nazywamy 2biér rozmyty okreslony w przestrze-
ni liczb rzeczywistych R, ktdrego funkcja przynaleznosci spetnia nastepujgce waru-

1) Normalno$é: Azer pilz) =1,
2) Potciggtosc z gory: V. {z: pi(z) > c} jest zbiorem domknigtym,
3) Wypuktosc: Vo gesmaci a0+ (1 — A)y) > min{sz(z), mz@)}-



Zbiér wszystkich liczb rozmytych bedziemy oznaczali symbolem FN(R).

7Z definicji 1.5 wynika, ze funkcja przynaleznoéci liczby rozmytej A nie musi by¢
funkcja ciggla (warunek poélciagloéci z gory jest stabszy od warunku ciggtosci).
Ponadto musi istnie¢ co najmniej jedna liczba rzeczywista, dla ktorej stopien
przynaleznosci do A wynosi 1.

Liczby rozmyte posiadaja nastepujaca wtasnosé, ktora jest wazna w ich prak-
tycznych zastosowaniach:

Wiasno§é 1.1. Jezeli A jest liczbg rozmytq, to dla kazdego A € (0,1] A> jest
domknietym przedziatem [a()),a(N)] lub lewostronnie domknigtym przedziatem
[a()),00) lub prawostronnie domknigtym przedziatem (—oo,@(A)] lub catym zbio-
rem liczb rzeczywistych R.

W kolejnych rozdziatach pracy bedziemy uzywali oznaczenia A* = [a()),a@())]
pamietajac, ze mozliwy jest przypadek, w ktorym a()) = —oo lub a@(A) = oo.
Korzystajac z whasnoéci funkcji przynaleznodci liczby rozmytej mozna pokazaé,
ze funkcje a()) 1 a()) dla A € (0, 1] sa lewostronnie ciagte.

SzczegOlne znaczenie w pracy beda mialy dodatnie oraz nieujemne liczby
rozmyte, ktore sa okreslone nastepujaco:

Definicja 1.6. Liczba rozmyta A € FN(R) jest niewjemna jezeli p;(z) = 0 dla
kazdego z < 0.

Definicja 1.7. Liczba rozmyta A € FN(R) jest dodatnia jezeli p;(z) = 0 dla
kazdego x < 0.

1.2 Szczegoblne przypadki liczb rozmytych

Definicja 1.5 jest najbardziej og6lna definicja liczby rozmytej. W praktycznych
zastosowaniach najczesciej wykorzystuje sie pewne, szczegolne klasy tych liczb.

Definicja 1.8. Liczbg przedziatowqg nazywamy liczbe rozmytq A, ktorej funkcja
przynaleznodci jest okreslona nastepujgco:

v _ [ 1 dla z€]a,al,
Ha(e) = { 0 dla z € (—o0,a)U (a,00), (L1}

gdzie —oo < a < @ < oo. Liczbe przedziatowg oznaczamy A= la,a].
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Jezeli A jest liczba przedziatowa, to dla kazdego A € (0,1] A* = [a,@]. Warto
zauwazyé, ze kazda liczba rzeczywista moze by¢ traktowana jako szczegdlny przy-
padek liczby przedziatowej, dla ktorej a = @. Klasa liczb przedzialowych zawiera
wszystkie domkniete przedziaty zbioru liczb rzeczywistych, tacznie z przedzia-
tami postaci (—oo, al, [a,00) i (—00,00). Z historycznego punktu widzenia liczby
przedziatowe byly wykorzystywane zanim okre§lono ogolniejsze pojecie liczby
rozmytej.

W praktycznych zastosowaniach najczesciej wykorzystuje sie liczby rozmyte,
ktorych funkcja przynaleznosci jest ciagta. Niech L(y) i R(y) beda ciaglymi,
nierosngcymi funkcjami, okreslonymi na [0, +00), $cisle malejacymi do 0 w tych
podprzedziatach przedziatu [0, +00), w ktoérych sa dodatnie i spetniajacymi waru-
nek L(0) = R(0) = 1.

Definicja 1.9. Liczbg rozmytq typu L-R nazywamy liczbe rozmytg A, ktorej funk-
cja przynaleznosci |z jest okreSlona nastepujgco:

1 dla z € [a,a],
Bafa)=< & (i) dla z<g, (1.2)
R(%E) da s>q,

gdzie aq, B4 > 0. Liczbe rozmytq typu L-R oznaczamy A= (a,a,a, B4)L—R-

Funkcje L i R sa nazywane funkcjami ksztaltu. Przyktadami takich funkcji sg
funkcje:
Liniowa: LIN(y) = max{0,1 — y},
Potegowa: POW,(y) = max{0,1 — y*},p > 1,
Wyktadnicza: EXP,(y) =e?,p>1,
Wymierna: RAT,(y) = ﬁy—p,p > 1.

Przyktad liczby rozmytej typu L — R jest przedstawiony na rysunku 1.1.

A
1

1 3 4

Rys. 1.1: Liczba rozmyta A = (3,4,2,1) pow,—Exp,
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Liczbe rozmyta typu L— R, dla ktorej L i R sa funkcjami liniowymi nazywamy
liczbg trapezowsq (patrz rys. 1.2). Liczby trapezowe bedziemy oznaczali

A= (g'.:a: a4, ﬂA)

Szczegolnym przypadkiem liczby trapezowej jest liczba tréjkatna, dla ktoérej
a = a. Liczby trojkatne bedziemy oznaczali

A = (a’a aAa/BA)‘

a+ G4

S
|
Q
PN
IS}
Ql

Rys. 1.2: Trapezowa liczba rozmyta A = (a, @, ova, B4)

Liczby rozmyte typu L — R posiadaja nastepujaca wlasnosé:

Wiasnosé 1.2. Jezeli A = (a,@, a4, Ba)r_r jest liczbg rozmytq typu L — R, to
dla kazdego X € (0,1]:

A =[a(N),a(N)] = [a — aaL™ (A),a+ BaR7'(N)], (1.3)

gdzie L™ i R™' sq funkcjami odwrotnymi do L i R w tej czeSci dziedziny, w ktdrej
sg dodatnie. Ponadto funkcja a()) jest ciggta i Scisle rosngea dla A € (0,1], a
funkcja @()\) jest ciggta i Scisle malejgea dla A € (0,1].

Liczby przedzialowe oraz liczby rozmyte typu L — R maja korzystne wtasnosci
z obliczeniowego punktu widzenia. Moga one by¢ tatwo zakodowane w postaci
kilku rzeczywistych parametrow. W kolejnym rozdziale pokazemy, ze w pewnych
przypadkach, podstawowe operacje na tych liczbach sprowadzaja sie do prostych
operacji na liczbach rzeczywistych. W praktyce mozna rozpatrywac takze liczby
rozmyte, ktorych funkcja przynaleznodci jest bardziej ztozona. Przyktad takiej
liczby jest przedstawiony na rysunku 1.3.
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Rys. 1.3: Przyktad liczby rozmytej z bardziej ztozong funkcjg przynaleznosci

Praktyczne zastosowanie liczb rozmytych z dowolnymi funkcjami przynale-
znoéci prowadzi jednak do znacznych komplikacji obliczeniowych. W wiekszosci
probleméw badanych w pracy beda stosowane liczby przedzialowe oraz liczby

rozmyte typu L — R.

1.3 Operacje na liczbach rozmytych

Operacje na liczbach rozmytych sa okre§lone za pomocg nastepujacej zasady

rozszerzania Zadeha:
Definicja 1.10. Niech ¢(x) = (21, ..., Z,) oznacza n-argumentowq funkcje rze-
caywistg, ¢ : R™ — R. Funkcja praynaleznosci zbioru rozmytego A = @(A, ..., A,),
gdzie A; € FNMR), i =1,...,n, jest okreslona nastepujgco:
~ = SUPgzeRn;po(z)=2 min{:u'/il (Il)a SRy (zn)} jezelz (P_l(z) 7 @,
Ha(2) { 0 jeseli oi(z)—p. (1Y)
Korzystajac z definicji 1.10 mozna okresli¢ funkcje przynaleznosci liczb rozmy-

tych, ktore sa wynikiem rozszerzonych operacji dodawania, odejmowania, mnoze-
nia i maksimum na liczbach rozmytych. Operacje te bedziemy oznaczali odpowie-

dnio: +, =, ¥, max.

pizp(z) = sup  min{pz(z1), ps(es)}, (1.5)

Z1,T2:T1+T2=2
pizp(2) = sup  min{us(z1), uz(ze)}, (1.6)

T1,T2:T1 —To=2
pazp(2) = sup  min{pz(z1), ps(z2)}, (1.7)

T1,T9:T1*Ta=2
P4 5} (2) = sup min{pu;(z1), p(z2)} (1.8)

z1,z2:max{z1,z2}=2

13



Szczegblnym przypadkiem mnozenia liczb rozmytych jest mnozenie liczby
rozmytej przez liczbe rzeczywista. W poprzednim punkcie stwierdziliSmy, ze
liczba rzeczywista z € : moze by¢ traktowana jako szczegblny przypadek liczby
rozmytej o funkcji przynaleznogci:

1 diea =23,
He(2) = { 0 dla = (1.9)
Oznaczmy z%A = zA. Z zasady rozszerzania Zadeha otrzymujemy:
: )
poal) = sup min{L,ui(e2)} = pa(Y) dia 2 # 0 (1.10)
To:2*To=Y

izA=0dlaz=0.
W praktycznych zastosowaniach wyznaczenie funkcji przynaleznosci (1.5) -
(1.8) wprost z definicji moze by¢ trudne. Zachodza nastepujace, wazne fakty:

Wiasnosé 1.3. Jeieli A = [a,a], B = [b,b] sq liczbami przedziatowymi, to:

A¥B =[a+b,a+b], (1.11)
AZB=[a-b,a-b), (1.12)

max{4, B} = [max{a, b}, max{a, b}], (1.13)
zA = [za, za), z > 0. (1.14)

Twierdzenie 1.1. Jezeli funkcja ¢ : R X R — R jest ciggta, to dla dowolnych
liczb rozmytych A, B € FN(R) i dla dowolnego X € (0,1] zachodzi:

(p(4, B)* = (4%, BY)
gdzie <p(/~1, B), ABe FN(R), jest zbiorem rozmytym okreslonym za pomocq
zasady rozszerzania Zadeha (patrz definicja 1.10).

Z twierdzenia 1.1 oraz ciagtosci operacji dodawania, odejmowania, mnozenia
i maksimum w zbiorze liczb rzeczywistych wynika nastepujaca wtasnosé:

Wiasnosé 1.4. Jezeli A i B sq liczbami rozmytymi, to dla kazdego A € (0,1]
zachodzqg nastepujgce warunki:

A)], (1.15)

(ABY = AAZB* = (1.16)

(max{A4, B})* = max{A*, B} = [max{a()\),b(\)}, max{a()),b(A\)}], (1.17)

(2A)* = 24> = [za()), za(N)], z > 0. (1.18)
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Wiasnosé 1.4 ma kluczowe znaczenie w zastosowaniach. Wynika z niej, ze
podstawowe operacje moga by¢ tatwo wykonywane na A-poziomach liczb rozmy-
tych.

Operacje dodawania, odejmowania i mnozenia przez dodatnig liczbe rzeczy-
wistg moga by¢é wykonywane szczeg6lnie prosto w klasie liczb rozmytych typu
L — R. Zachodzi nastepujaca wlasnosé:

Wtlasno$é 1.5.

(a,a, aAa:HA)L—R'T—(b_a E, ap,fB)r-r = (a+ba+ l_), as+ap,Ba+08)L—r, (1.19)
(a,@,4,B4)-r—(b,b,0B,BB)rR-1 = (@ — b,@ — b, + B4,84 + aB)L—-r, (1.20)
Z(Q, a, aAa/BA)L——R = (zQa za, ZOZA,Z,BA)L._R, z>0. (121)

Niestety dla rozszerzonej operacji maksimum nie mozna poda¢ réwnie prostej
formuty. Zauwazmy, ze dodawanie i odejmowanie liczb rozmytych typu L — R
moze by¢ tatwo wykonane tylko wtedy, gdy odpowiednie funkcje ksztattu sa takie
same. Wlasnoéé 1.5, w przypadku dodawania i odejmowania, nie zachodzi wiec
dla dowolnych dwoch liczb rozmytych typu L — R. Warto réwniez zauwazy¢, ze
w zbiorze liczb rozmytych odejmowanie nie jest operacja odwrotna do dodawania
(tzn. istnieja liczby rozmyte A, B, C takie, ze ATB = C ale C=B # fl). Jest to
istotna roznica w poréwnaniu z analogicznymi operacjami okreslonymi w zbiorze
liczb rzeczywistych.

1.4 Interpretacja liczby rozmytej

W praktycznych zastosowaniach liczb rozmytych mozliwych jest kilka réznych
sposobow ich interpretacji. W pracy zaktadamy, ze liczba rozmyta A wyznacza
rozklad mozliwo$ci pewnej zmiennej rzeczywistej V, ktorej doktadna wartosé nie
jest znana. Zmienna V nazywamy w takim przypadku zmienna rozmyta (przez
analogie do zmiennej losowej). Bardziej formalnie wyrazenie "V jest A? | gdzie
A jest liczbg rozmyta, generuje rozktad mozliwosci zmiennej V w nastepujacy
sposob:

Poss(V = z) = pz(x). (1.22)

Wyrazenie (1.22) oznacza, ze mozliwo§¢ przyjecia przez zmienng V wartosci
jest okreglona przez warto$é funkeji przynaleznosci p z(z).
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Interpretacja rozktadu mozliwosci zmiennej rozmytej przypomina interpre-
tacje rozktadu prawdopodobieristwa zmiennej losowej. Wartosé funkcji przy-
naleznosci p4(z) oznacza stopienn pewnosci co do mozliwosci zajécia zdarzenia
V = z, wyznaczony na podstawie informacji posiadanej o zmiennej V. Ist-
nieje jednak istotna réznica miedzy pojeciami rozktadu prawdopodobieristwa i
rozktadu mozliwosci. Za pomoca rozktadu mozliwosci okreslamy potencjalne,
czesto oceniane subiektywnie mozliwoéci zajScia okreslonych zdarzen, natomiast
rozktad prawdopodobienstwa jest obiektywna (dang przez nature) wiasnodcig
modelowanej zmiennej. Rozktad mozliwoéci nie musi wiec pokrywaé sie z rozkla-
dem prawdopodobieristwa. Nie musi tez spetnia¢ warunku niezbednego dla rozkta-
du prawdopodobienistwa (tzn. jest dopuszczalne [* pz(z) # 1). Jedynym daja-
cym sie stwierdzi¢ zwiazkiem jest implikacja: zdarzenie w matym stopniu mozliwe
jest takze w matym stopniu prawdopodobne. Duza (potencjalna) mozliwo$é zaj-
§cia zdarzenia nie musi pociagaé za soba duzego prawdopodobienistwa realizacji
tego zdarzenia. Jest to tak zwana zasada zgodnosci miedzy rozkladami mozli-
wosci 1 prawdopodobiernistwa (patrz [36]).

Majac rozktady mozliwoéci zmiennych rozmytych U i V mozna okresli¢ mozli-
wos¢ zajécia bardziej ztozonych zdarzen. Jezeli [a,b] C R, to:

Poss(V € [a,b]) = sup pji(z). (1.23)
z€[a,b]

Jezeli ® jest pewna operacja okreslona w zbiorze liczb rzeczywistych to:
Poss(UOV =1) = pszp(z), (1.24)

gdzie ® jest operacja na liczbach rozmytych okreélona za pomoca zasady rozsze-
rzania Zadeha. Funkcja przynaleznosci liczby rozmytej A®B wyznacza wiec
rozktad mozliwosci zmiennej rozmytej U © V.

W ogélnym przypadku mozna okrefla¢ mozliwosé zajécia dowolnej relacji
miedzy zmiennymi rozmytymi. Szczegblne znaczenie w pracy bedzie miato okre-
Slenie mozliwosci zajécia okreSlonej relacji wiekszosci miedzy miedzy U i V (na
przyklad mozliwosci zajécia zdarzenia U > V). W punkcie 1.5 podamy sposob
okreslania mozliwoéci zajscia tego typu zdarzen korzystajac z indekséw zapro-
ponowanych przez Dubois i Prade.

W literaturze poswieconej zbiorom rozmytym mozna spotka¢ réwniez pojecie
koniecznosci zajécia danego zdarzenia. Jezeli A jest pewnym zdarzeniem a A jest
zdarzeniem przeciwnym do A to:

Ness(A) =1 — Poss(A). (1.25)
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Mozna pokazaé, ze jezeli [a,b] C R, to:
Ness(V € [a,b]) =1 — inf{}| 4* C [a,8]}, [a,b] € I(R), (1.26)

gdzie I(R) jest zbiorem wszystkich domknietych przedziatow. Wyrazenie (1.26)
okresla konieczno$é przyjecia przez zmienng V wartoSci z zadanego przedziatu
[a, b].

Z praktycznego punktu widzenia interesujace jest zagadnienie wyznaczenia
rozktadu prawdopodobienistwa zmiennej rozmytej V' na podstawie wyrazenia "V
jest A” (tzn. przeksztalcenia zmiennej rozmytej w zmienna losowa). Oczywiscie
nie moze by¢ tu mowy o jednoznacznej i jednocze$nie w pelni uzasadnionej pro-
cedurze wyznaczania takiego rozkladu. Przedstawimy teraz jedno z podejsé¢ do
tego problemu przedstawione w pracy [5].

Definicja 1.11. Niech S bedzie zmienng losowg o rozktadzie jednostajnym na
odcinku [0,1] a T zmienng losowq o rozktadzie jednostajnym na odcinku (0, 1].
Zmienng losowq Zj;, zwigzang z liczbg rozmytq A nazywamy zmienng losowgq
okreslong nastepujgco:

Z;=(1-29)a(T)+ Sa(T). (1.27)

W [5] zmienna Z ; nazywana jest generatorem pojedynczych wartosci zmiennej
rozmytej V. Generator ten jest réwnoznaczny z procedura losowego wyboru
liczby z rozmytego przedziatu A. Warto zauwazyé, ze w przypadku gdy A jest
liczba przedziatowa, A = [a,d] (patrz definicja 1.8), to Z4 jest zmienna losowa
o rozktadzie jednostajnym na [a,@. Takze w innych, szczegélnych przypadkach
liczb rozmytych rozktad zmiennej losowej Z ; moze zosta¢ bezposrednio wyzna-
czony. Na przyklad jezeli A = (a, 4, B4) jest liczba tréjkatna, to dystrybuanta
F(z) rozktadu prawdopodobienistwa zmiennej losowej Z ; ma nastepujaca postac:

i dla ©<a—ay,
aAiﬂA [(a—x)ln (%)] +ay dla a—as<z<a,
F(CU) . aAa-:ﬂA _ dla z = a,
O‘AiﬂA [(:E—a)ln (%)] +as4 dla a<z<a+ B4,
(1 dla z > a+ (4.

Szczegblne znaczenie w niniejszej pracy bedzie miata warto$¢ oczekiwana
zmiennej losowej Z ;. Wtlasnosci tego parametru zostang szczegotowo przedsta-
wione w punkcie 1.6.



Na zakoriczenie tego rozdzialu podamy kilka uwag dotyczacych interpretacji
pojeé stosowanych w dalszej czesci pracy. Mowiac o liczbie rozmytej A bedziemy
mieli na my$li zmienng rozmyta, ktérej rozktad mozliwosci wyznaczony jest przez
funkcje przynaleznoéci liczby A. Operacje na liczbach rozmytych w rzeczywistosci
oznacza¢ beda operacje na zmiennych rozmytych. Mozliwo$é zajscia okreslonej
relacji R(U, V') miedzy zmiennymi rozmytymi U i V bedziemy utozsamia¢ z mozli-
woscia zajScia tej relacji miedzy liczbami rozmytymi Ai B tzn:

Poss(R(U,V)) = Poss(R(A, B)).

W dalszej czesci nie bedziemy juz postugiwacé sie terminem zmiennej rozmytej,
zastepujac go na mocy powyzszych uwag pojeciem liczby rozmytej.

1.5 Indeksy Dubois i Prade

W punkcie tym okres§limy mozliwo$é oraz konieczno$é zajécia zadanych relacji
wiekszoéci miedzy dwiema liczbami rozmytymi'. Do tego celu wykorzystamy
indeksy zaproponowane przez Dubois i Prade [12], ktore sa okre§lone w sposéb
nastepujacy:

Definicja 1.12. Jezeli A i B sq liczbami rozmytymi, to:
Poss(A > B) = supmin{uz(z), uz(y)}, (1.28)
z2Y

Poss(A > B) =sup igf min{pz(z),1 - pgz(y)}. (1.29)
z Y%

Indeks Poss(A > B) okre$la mozliwo$é, e liczba rozmyta A jest nie mniejsza
niz liczba rozmyta B. Analogicznie indeks Poss(A > B) okresla mozliwosé,
ze liczba rozmyta A jest wieksza od liczby rozmytej B. Z definicji 1.12 oraz
z okre§lenia funkcji przynaleznosci liczby rozmytej wynika, ze indeksy Dubois i
Prade przyjmuja wartosci z przedziatu [0, 1].

Korzystajac z okreglenia indeksu Poss(A > B), zdefiniujemy indeks okresla-
jacy mozliwoé¢ zajécia relacji rownosci miedzy liczbami rozmytymi A i B [31].

Definicja 1.13. Jezeli A i B sq liczbami rozmytymi, to:
Poss(A = B) = min{Poss(A > B), Poss(B > A)}. (1.30)

! Analogicznym pojeciem w teorii prawdopodobienistwa jest prawdopodobienstwo zdarzenia,
ze warto$¢ zmiennej losowej X jest wieksza od wartoSci zmiennej losowej Y.
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Z okreslenia koniecznosci zajscia zdarzenia (patrz formuta (1.25)) mozemy
okresli¢é konieczno$é, ze liczba A jest wieksza od B oraz koniecznosé, ze liczba A
jest rézna od B:

Ness(A > B) =1 — Poss(B > A), (1.31)
Ness(A # B) =1 — Poss(A = B). (1.32)

Prawdziwa jest nastepujaca zalezno$¢ miedzy zdefiniowanymi indeksami:

Wtasnos¢ 1.6. Dla kazdych dwdch liczb rozmytych A, B:

Poss(A > B) > Poss(A > B) > Ness(A > B). (1.33)

Wtasnosé 1.6 jest naturalna. Mozliwo$é zajécia nieostrej relacji wiekszosci
miedzy dwiema liczbami rozmytymi jest niemniejsza od mozliwosci zajscia os-
trej relacji wiekszosci miedzy tymi liczbami. Z kolei koniecznosé zajscia ostrej
relacji wiekszoéci miedzy dwiema liczbami jest niewieksza od mozliwosci zajscia
tej relacji.

Podamy teraz kilka lematéw za pomoca ktérych mozna obliczyé wartosci
okreslonych indekséw dla dwoch zadanych liczb rozmytych. Zdefiniujmy:

a(0) = inf{z : pz(z) > 0}, (1.34)
a(0) = sup{z : pz(z) > 0}. (1.35)

Przedzial [a(0),@(0)] okreslany jest w literaturze terminem podstawa (sup-
port) liczby rozmytej A. Zauwazmy, ze mozliwy jest przypadek, w ktorym
a(0) = —oo lub @(0) = oo. Latwo pokazaé, ze jezeli a(0) (odpowiednio @(0)) jest
skoniczone, to uz(a(0)) = 0 (odpowiednio pz(a(0)) = 0). Ponadto dla kazdego
z € (a(0),a(0)) zachodzi pz(z) > 0.

Lemat 1.1. Dia dowolnych liczb rozmytych A, Be FN (R) zachodzi nastepujgcy

warunek:

Poss(A> B) = sup min{uz(z),1— pz(z)}. (1.36)
z€[b(1),00)

Dowd6d Zdefiniujmy funkcje ¢ : ® — [0, 1] w nastepujacy sposob:

p(2) = inf min{p(2), 1 - 15(0)}. (1.37)

Yy
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Funkcja () przyjmuje wartoéci réwne 0 dla z < b(1), czyli jest spetniony
warunek:

Voay®(@) = (b(1)) = 0. (1.38)

Wynika on bezposrednio z definicji funkeji ¢(z) (patrz (1.37)) oraz z faktu, ze
1 — puz(b(1)) = 0. Z definicji indeksu Poss(A > B) (patrz definicja 1.12) i z
warunku (1.38) wynika nastepujacy warunek:

Poss(A> B) = sup o(z) = sup (z). (1.39)

z€[b(1),00)

Wezmy dowolne z > b(1). Zdefiniujmy nastepujace zbiory:

S (@) ={y:y2zips(e) <1-pzy)}

St()={y:y>zipi(z) >1-psy)}
Z okreslenia zbiorow S~ (z) i ST(z) wynika, ze:

S~ (z)NS*(z) =0,
S7(z) US™(z) = {yly > =}.

Zalozmy najpierw, ze S*(z) # (0. Z definicji zbioru S*(z) otrzymujemy, ze

inf min{u;(z),1 —pp(y)} = inf (1— pz(y)).
jonf min{pg(z),1 - ppu)}t = dnf (1 usy))

Zauwazmy, ze funkcja pz(y) jest nierosnaca dla y > b(1). Stad oraz z tego, ze
zbi6r ST(z) jest niepusty wynika, ze y = z € S*(z). Zatem funkcja pj(y) osiaga
maksimum w zbiorze ST(z) dla y = z. Stad:

o*a) = inf (1=pp)) =1 uplo). (1.40)

Zalézmy teraz, ze S~(z) # (). Z okreslenia zbioru S~!(z) wynika, ze:
| o (@) = ot min{ua(z), 1 mp)) = a(o). (1.41)
Rozpatrzmy nastepujace przypadki:
1. St(z) #0 1S (z) # 0. Wowczas z warunkow (1.40) i (1.41) wynika, ze:
p(z) = min{p™ (), (2)} = min{p4(z), 1 - pp(z)}.
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2. S*t(z) =01S(z) = {yly > z}. Woweczas z faktu, ze z € S~ (z) i definicji
zbioru S~ (z) otrzymujemy, ze pz(z) < 1 — pz(z). Stad oraz z warunku
(1.41) wynika, ze:

o(z) = ¢~ (2) = pi(z) = min{p4(2), 1 — pp(z)}.
3. S7(z) =01S*(z) ={yly > z}. Wowczas z faktu, ze z € ST(z) i definicji

zbioru ST(z) otrzymujemy, ze pi(z) > 1 — pz(z). Stad oraz z warunku
(1.40) wynika, ze:

p(z) = " (z) = 1 — pp(z) = min{us(z), 1 — ps(2)}.
Z analizy przypadkéow 1-3 wynika, ze:
o) = min{uz(2), 1 - up(@)}, o = B(1). (1.42)
Z warunkow (1.39) i (1.42) wynika teza lematu. O

Lemat 1.2. Dia dowolnych liczb rozmytych A, B € FN(R) zachodzi nastepujgcy

warunek:

Poss(A > B) =0 < a(0) < b(0) (1.43)

Dow6d Z definicji indeksu Poss(A > B) (definicja 1.12) oraz z nieujemnosci
funkcji przynaleznosci liczby rozmytej wynika, ze warunek Poss(A > B) =0 jest
spelniony wtedy i tylko wtedy gdy:

Vo yz>y min{p3(z), pp(y)} = 0. (1.44)

Z kolei z réwnosci (1.34) i (1.35) wynika, ze warunek (1.44) jest ré6wnowazny
nastepujacemu warunkowi:

Veywzy (T ¢ (2(0),a(0)) luby ¢ (6(0),5(0))). (1.45)
Warunek (1.45) zachodzi wtedy i tylko wtedy, gdy @(0) < b(0), co koniczy dowdd.
]

Lemat 1.3. Dla dowolnych liczb rozmytych A, B € FN(R) i dowolnegor € (0,1]
jest spetniony nastepujgcy warunek:

Poss(A > B) >r < a(r) > b(r). (1.46)
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Dowé6d

< Niech r bedzie dowolng liczba z przedziatu (0,1]. Zatézmy, ze a(r) > b(r).
Stad oraz z definicji i wtasnoéci A-poziomu liczby rozmytej wynika, ze istnieja
z,y € N takie, ze > yips(z) > ripp(y) > r (warunki te sa spelnione choéby
przez x = a(r) iy = b(r)). Z nieréwnosci pz(z) > r i ps(y) > r wynika, ze
min{p z(z), pp(y)} > r. Stad i z definicji supremum otrzymujemy

Poss(A > B) = supmin{u;(z), 5 (y)} 2 .
z2y

= Niech r bedzie dowolng liczba z przedziatu (0, 1]. Zalézmy, ze:

Stad oraz z definicji supremum wynika, ze:

VesoTazy min{uz(e), u(y)} = 1o — &, (1.47)

7 warunku (1.47), korzystajac z wlasnoéci operacji minimum (min{a, b} > p &
a > pib > p) oraz z definicji i wtasnosci A-poziomu liczby rozmytej, otrzymujemy
nastepujacy warunek:

V5>03z2y($ € [Q(TO - 5)76(T0 - 6)] 1y € [Q(TO - 5)?5(7'0 - 8)]) (148)
Z warunku (1.48) wynika nastepujacy warunek:
V5>0 6(7‘0 = E) Z l_)('l”() = 6). (149)

Z warunku (1.49) oraz lewostronnej ciagtosci funkeji @(t) i b(t) dla ¢ € (0,1],
otrzymujemy:

a(ro) > b(ro). (1.50)

Z warunku (1.50), nieréwnosci 7y > 7 oraz z faktu, ze a(t), t € (0, 1] jest funkcja
nierosnaca a b(t), t € (0, 1] jest funkcja niemalejaca otrzymujemy ostatecznie

a(r) = b(r),
co konczy dowdd. O
Lemat 1.4. Dla kazdych liczb rozmytych A, B zachodzi nastepujgcy warunek:

Poss(A = B) =1« [a(1),a(1)] N [b(1),b(1)] # B
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Dowod Z okreslenia indeksu Poss(A = B) (patrz definicja 1.13) wynika, ze
Poss(A = B) = 1 wtedy i tylko wtedy gdy:

Poss(A > B) =11 Poss(B > A) = 1. (1.51)
Z lematu 1.3 otrzymujemy, ze warunek (1.51) zachodzi wtedy i tylko wtedy gdy:

a(1) 2 5(1) i b(1) = a(1),

1<

ktéry zachodzi wtedy i tylko wtedy gdy [a(1),a@(1)] N [b(1),5(1)] # 0. O

Lemat 1.5. Dla dowolnych liczb rozmytych A, B € FN(R) zachodzi nastepujocy

warunek:

Poss(A > B) =0 < a(0) < b(1) (1.52)

Dow6d Z lematu 1.1 oraz z faktu, ze funkcja przynaleznosci liczby rozmytej
przyjmuje wartoéci z przedziatu [0,1] wynika, ze warunek Poss(A > B) = 0
zachodzi wtedy i tylko wtedy gdy:

VzE[E(l),oo] min{'u‘/i (IE), 1 - /J‘B(x)} = 0. (153)

Z kolei z rownosci (1.34) i (1.35) wynika, ze warunek (1.53) jest réwnowazny

warunkowi:
Vooein),00) (% € (a(0),@(0)) lub z € [b(1),b(1)]). (1.54)

Warunek (1.54) zachodzi wtedy i tylko wtedy, gdy @(0) < b(1), co koniczy dowod.
O

Lemat 1.6. Dia dowolnych liczb rozmytych A, B € FN (R) zachodzi nastepujgcy
warunek:

Poss(A > B) =1 & a(1) > b(0) (1.55)

Dow6d Z lematu 1.1 oraz z definicji supremum wynika, ze warunek Poss(A >
B) =1 jest réwnowazny warunkowi:

Ves0Tneb(1),00] min{pz(z),1 — pp(z)} 21 - (1.56)
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Z wtasno$ci operacji minimum wynika, ze warunek (1.56) jest spetniony wtedy i
tylko wtedy gdy jest spelniony warunek:

Ve>0Tpep(1),00) (HA(T) 21— €11 — pp(z) 21 —¢). (1.57)

Z definicji i wtasnosci A-poziomu liczby rozmytej otrzymujemy, ze warunek (1.57)

jest rownowazny warunkowi:
VeroTuefi (@ € la(l =), a1 ) iz € [ie),00)),  (1.58)
ktory z kolei zachodzi wtedy i tylko wtedy gdy:
Veso (@(1 —€) > b(e)). (1.59)

Z lewostronne] ciaglosci funkeji @(t) oraz z okreélenia b(0) wynika, ze warunek
(1.59) jest rownowazny nastepujacemu warunkowi:

a(1) > b(0),
co konczy dowod. O

Lemat 1.7. Dla kazdych liczb rozmytych A, B € FN(R) i dowolnego r € (0,1)
zachodzi nastepujgcy warunek:

Poss(A> B) >r e a(r) > b(1 —r). (1.60)

Dowéd
<= Niech r bedzie dowolna liczba z przedziatu (0, 1). Zatézmy, ze jest spelniony
warunek a(r) > b(1 — r). Stad oraz z nieréwnosci a(r) < @(r) otrzymujemy

warunek:

la(r),a(r)] N [b(1 — ), 00) # 0, (1.61)

Jea(r) <z <a(r)iz>b(l—r). (1.62)

Korzystajac z definicji A\-poziomu liczby rozmytej oraz implikacji z > b(1 —r) =
z > b(1) (b()) jest funkcja nierosnaca) z warunku (1.62) otrzymujemy warunek:

sy #al@) Z il —pp(z) > (1.63)
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Z lematu 1.1, warunku (1.63) oraz z definicji supremum otrzymujemy warunek:
Poss(A > B) > .
= Niech r bedzie dowolna liczba z przedziatu (0,1). Zat6zmy, ze:

Poss(A>B)=rg>r.
Z lematu 1.1 oraz z definicji supremum wynika, ze:
Ves0Tzep(1),00 Min{p4(2), 1 — pp(z)} =2 ro — €. (1.64)

Z warunku (1.64), wtasnosci operacji minimum oraz z definicji A-poziomu liczby
rozmytej wynika nastepujacy warunek:

Z warunku (1.65) wynika nastepujacy warunek:
Veso G(ro — €) > b(1 — 79 + €). (1.66)

Z warunku (1.66) oraz z lewostronnej ciagtosci funkeji @(t) dla ¢ € (0,1] i pra-
wostronnej ciagtosci funkcji b(1 — ¢) dla ¢ € [0, 1), otrzymujemy:

a(rg) > b(1 — o). (1.67)
Poniewaz ro > 7, a(t) jest funkcja nierosnaca dla ¢ € (0,1] i b(1 — t) jest funkcja
niemalejaca dla ¢ € [0,1) wiec @(r) > b(1 —r), co koticzy dowdd. O

Lemat 1.8. Jezeli funkcja przynaleznosci liczby A jest ciggta i Scisle malejgca w
przedziale [a(1),a(0)] a funkcja przynaleznosci liczby B jest ciggta i Scisle rosngca
w przedziale [b(0),b(1)] to:

a(A) > b(A), A €0,1), (1.68)
a(A) =b(A), A € (0,1). (1.69)

Dow6d Oba warunki sg konsekwencja lematu 1.3 oraz faktu, ze funkcja a(t) jest
ciggla i §ci§le malejaca dla t € (0,1) a funkcja b(t) jest ciagta i écisle rosnaca dla
t € (0,1), przy przyjetych zatozeniach o funkcjach przynaleznosci liczb rozmytych
A i B (patrz rysunek 1.4). O
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Lemat 1.9. Jezeli funkcja przynaleinosci liczby A jest ciggta i $cisle malejgca w

przedziale [@(1),a@(0)] a funkcja praynaleinosci liczby B jest ciggta i Scisle male-

jaca w przedziale [b(1),b(0)] to

Poss(A >

) > A&
Poss(A>B)=\&

B
B

(1.70)
(1.71)

Dow6d Oba warunki sa konsekwencja lematu 1.7 oraz faktu, ze funkcja a@(t)

jest ciagla i écisle malejaca dla t € (0,1) a funkcja b(1 — t) jest ciagla i cigle
rosnaca dla ¢ € (0,1), przy przyjetych zatozeniach o funkcjach przynaleznosci

liczb rozmytych A i B (patrz rysunek 1.5)

A

d

A

To

Rys. 1.4: Indeks Poss(A > B) = )y € (0,1)

Ao

»
>

5‘('1) b(1 -2 b(0)

Rys. 1.5: Indeks Poss(A > B) = Xy € (0,1)
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Podamy teraz metody tatwego obliczenia rozpatrywanych w tym punkcie in-
deksow dla szczeg6lnych przypadkéw liczb rozmytych. Udowodnimy nastepujacy
lemat:

Lemat 1.10. Jezeli A = (a,@, 4, f4)1-r @ B = (b,b, B, Bp)rs $q liczbami
rozmytymi typu odpowiednio L-R i R-S, to:

1 dla a>b,
R(-X%) dla a<b.

aB+Ba

(1.72)

PosstA s B) = {

Dowéd Z lematu 1.3 wynika, ze jezeli @ > b, to Poss(fl > [3) = .

Zalozmy teraz, ze @ < b. Z okredlenia funkcji ksztattu R(y) wynika, ze
wowczas R(QII;’;ZA) € [0,1). Zalézmy, ze R(aifm) = A € (0,1). Poniewaz
funkcja R(y) jest §ciSle monotoniczna w tej czesci dziedziny, w ktorej jest do-

datnia, wiec istnieje funkcja odwrotna do R w tej czesci dziedziny i zachodzi
nastepujacy warunek:

b—a
R\ = ——,
* ap + [
czyli:
@+ BaR'(\) =b—agR™*()). (1.73)

Korzystajac z okreslenia liczb rozmytych A, B oraz z wlasnosci 1.2 otrzymujemy,
ze warunek (1.73) zachodzi wtedy i tylko wtedy, gdy a(A) = b()). Stad oraz z
lematu 1.8 otrzymujemy, ze:

= b—a
Poss(A> B) =)A= R(———).
(A2 B)=A=R(;—5)
Zalézmy teraz, ze R(algju) = 0. Z okreglenia liczb rozmytych A, B otrzymu-
jemy, ze: ;
—-a
a(0) < — < b(0).
©) < 5 <b(0)
Stad oraz z lematu 1.2 otrzymujemy, ze:
<A b—a
Poss(A> B) =0=R(———),
(A2 B)=0=R(-25)
co koriczy dowdd. O
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Wszystkie indeksy moga by¢ obliczone za pomocg prostych formut dla liczb
trapezowych. Zachodzi nastepujacy lemat:

Lemat 1.11. Jezeli A = (a,a,a4,B4) @ B = (b,b,ap,0) sg liczbami trape-
zowymi, to prawdziwe sq¢ nastepujgce wzory:

1 B dla b—1a <0,
Poss(A>B) =4 1- ;5% dla b—ae€ (0,ap+ Ba), (1.74)
dla b—a> ap+ B4
1 dla b-a< —Bp,
Poss(A> B) = % dla b—a € (—Bg,Ba), (1.75)
0 dla b—a> B4
1 dla b—a < —(as+ Bs),
Ness(A > B) = af;gB dla b—a € (—(aa+ Bg),0), (1.76)
0 dla b—a>0.

Dow6d Wzor (1.74) wynika bezposrednio z lematu 1.10. Wzor (1.76) wynika z
lematu 1.10 i rownosci (1.31). Przeprowadzimy dowod formutly (1.75).

Dla liczb trapezowych A, B zachodzi @(0) = @+ 34, b(0) = b+ fp. Z lematow
1.51 1.6 otrzymujemy:

Poss(A > B

Il
—
3
Q
=
v
=
=
3
S
v
<
_.|._
=
o]
3
=l
I
Qf
IN
|
=)
=

a stad warunek:
Poss(A > B) € (0,1) & b—a € (s, B4).
Z lematu 1.9 otrzymujemy:
Poss(A>B)=Xe (0,1) @a(\) =b(1 - X) & a+ B4(1—)) =b+ B
Stad, jezeli b — @ € (—f3g, 84), to

ﬂA-i-'d—E
Ba+PBp "’

co konczy dowod. O

Poss(A > B) =
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Jezeli A i B sa liczbami rozmytymi, ktorych funkcje przynaleznosci sg ciggte i
§cisle monotoniczne w przedziatach [a(0), a(1)], [a(1),a(0)], [6(0),b(1)], [6(1), b(0)]
(warunek ten spetniaja na przykltad liczby rozmyte typu L — R), to wszystkie
indeksy moga by¢ obliczone z dowolna dokladnoscia £ za pomoca odpowiedniej
procedury numerycznej. Procedury te sa przedstawione w postaci algorytmoéw 1
i2.

Algorytm 1 Obliczanie indeksu Poss(A > B) z doktadnogcia e

Require: A, E,; € (0,1]
Ensure: Poss(A > B)

1: if @(1) > b(1) then return 1

2: A\ 0.5, 0,k 2

3: while |\ — X\2| > ¢ do

4: )\2 «— )\1

5. if @(A) > b(A) then X\ A+ 5 else A\ « A —
6: k<« k+1

7: end while

8 return \;

Algorytm 2 Obliczanie indeksu Poss(fl > [3) z doktadnos$cia &

Require: A, B,; € (0,1]
Ensure: Poss(A > B)

1: if @(1) > b(¢) then return 1

2: A1 0.5, 0,k 2

3: while |\ — \p| > ¢ do

4: Ao — Ay

5: if @(A) > b(1—A;) then A A+ else )\ <\ — %
6: k<« k+1

7: end while

8: return \;

Poprawnoé¢ algorytméw 11 2 wynika bezposrednio z lematow 1.8 1 1.9. Jezeli
potrafimy obliczyé odpowiednie A-poziomy liczb rozmytych A i B w czasie stalym
(niezaleznym od \), to ztozonos$é algorytmoéw 11 2 zalezy wytacznie od przyjetej
doktadnosci € i jest rzedu O(|loge|). Zauwazmy, ze jezeli A i B sa liczbami
rozmytymi typu L — R, to A\-poziom moze by¢ obliczony za pomoca formuty (1.3).
Aby obliczy¢ indeks Ness(A > B) nalezy skorzysta¢ z algorytmu 1 i réwnosci
(1.31). Aby obliczy¢ indeksy Poss(A = B) i Ness(A # B) nalezy skorzytaé z
algrytmu 1, definicji 1.13 oraz z warunku (1.32).
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1.6 Warto$¢ srednia liczby rozmytej

W punkcie 1.4 zostata okreslona zmienna losowa Z; zwiazana z liczbg rozmyta

A (patrz definicja 1.11). Korzystajac z tego pojecia zdefiniujemy teraz wartosé
érednig liczby rozmytej [5].

Definicja 1.14. Wartoscig Srednig liczby rozmytej A nazywamy liczbe rzeczy-
wistg E(A) okreslong nastepujgco:

gdzie E[Z ] jest wartoscig oczekiwang zmiennej losowej Z ;.

Wartosc¢ srednig liczby rozmytej A mozna obliczyé korzystajac z nastepujacego
twierdzenia:

Twierdzenie 1.2. Dla kazdej liczby rozmytej A

1

B(d) = /O (alt) + a(t))dt. (1.77)

Z twierdzenia 1.2 wynika, ze warto$¢ érednia liczby rozmytej jest rownowazna
indeksowi wprowadzonemu przez Yagera, ktory w [35] okreslit go wprost za po-
mocg formuty (1.77). Wartos¢ srednia liczby rozmytej istnieje wtedy i tylko wtedy
gdy istnieje odpowiednia catka (1.77). Zachodzi nastepujacy lemat:

Lemat 1.12. Jezeli A = (a, @, cq, Ba)1—r jest liczbg rozmytq typu L-R, a catki
Jy RN(0)dt, [, L7'(t)dt istnieja, to:
~ 1

B(A) = 3(a+a) - 5(awx ~ Bav), (1.78)

gdzie x = [, L™\ (t)dt, ¢ = [ R™\(t)dt.
Dowd6d Z twierdzenia 1.2 i z formuly (1.3) otrzymujemy:

E(A) = %/01 (a— L' (t)aa+a+ R (t)Ba) dt.

Z zalozenia istnienia odpowiednich catek otrzymujemy:

B = e+ ) - 5 (s | L0t~ B / 1 R(ar)
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czyli wzor (1.78) zachodzi. O
Wspélezynniki x oraz 1) moga by¢ tatwo obliczone dla pot(ggowych i wyktad-
niczych funkcji ksztattu. Dla funkcji POW, wynosza one -t a dla funkcji EX P,
sg one roéwne %. Przyktadem liczby rozmytej typu L — R, dla ktoérej wartosé
érednia nie istnieje, jest liczba z wymiernymi funkcjami ksztattu RAT), dla p = 1.
Z lematu 1.12 wynika, ze wartoé¢ srednia istnieje dla kazdych liczb rozmytych
typu L — R z potegowymi i wyktadniczymi funkcjami ksztattu.

Wiasnosé 1.7. Jezeli A i B majg wartosci Srednie, to:

E(AfB) = E(A) + E(B), (1.79)
E(AZB) = E(A) - E(B), (1.80)
E(cA) = cE(A),c e R. (1.81)

Wilasno§é 1.8. Jezeli A i B majg wartosci Srednie to:

E(max{A, B}) > max{E(A), E(B)}. (1.82)

Wartos$é srednia liczby rozmytej nie zachowuje operacji maksimum poniewaz
mozna tatwo podaé przyktad liczb rozmytych A, B, dla ktorych w formule (1.82)
zachodzi ostra relacja wiekszosci. Jest to wazna wlasnosé, ktora bedzie miata
duze konsekwencje w dalszych rozwazaniach.

Wyznaczenie warto$ci $redniej z maksimum dwoch liczb rozmytych nie jest
latwe. Dla dowolnych liczb rozmytych typu L — R nie da sie wyprowadzié prostej
i ogo6lnej formuty. Mozna natomiast udowodni¢ nastepujacy lemat:

Lemat 1.13. Jezeli A = (a,@, 4, B4)1—r jest liczbg rozmytq typu L-R, L(y) =
max{0,1 —y”} i R(y) = max{0,1—y”} (L i R sq potegowymi funkcjami ksztal-
tu), to:

(0 dla P> 1,
s (- Pr)a+ 2y (1— sz“)ﬁA) dla P € [0,1],
E(max{0,A}) ={ 3 (@+ ;L—lﬂA) dla P,Q <0,
L (a+Qra+ BB — 200 a) dla Qe€o,1],
| 4 (a+a+ 2984 — Bro4) dla Q>1,
gdzie P=—7-1Q = %
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Dowé6d Nalezy rozpatrzyé pie¢ przypadkéw pokazanych na rysunku 1.6. Kazdy
z nich przedstawia inne potozenie funkcji przynaleznosci liczby A wzgledem osi

oY.
Oznaczmy M = max{0, A} i rozpatrzmy nastepujace przypadki:

La<0il-(35)2<0&e32>1eP>1:

E(M) =0.

22a<0i1- (322 >0 32 €[0,1] & Pel0,1]:
Jo P a()dt = L [ @+ Ba(l — by )dt =

B(11)
(@-Pr)a+ 2 g = prinys,)

3.2>01a<0& P<0i@Q<0:

E(M) = l/Ola(t)dt = %/Ol(awm _)%)dt = % (a+p2pj_ 1ﬂ,,) |

P el0,1]eQel0,1]:

>
IS}
v
o
e
—_
|
/-\
IQ

B(M) = §[_ oy alt)dt+} fya(t)dt=
= 2f1—QP1 O‘A(l_t)p’ dt+2f0 +ﬁA(1—t)i)dt:

= % (6+ Q"a+ p2+1'8A - p1+1Qpl+laA)

5. ¢20il-(Z)"<0&Q>1:

E(M) = %/Olg(t)dH %/Ola(t)dt

1 4 P2 P
=1 a+a-F = op ) -
2( B pz+1ﬂA pt+1

O

Lemat 1.13 zachodzi takze dla liczb trapezowych i trojkatnych poniewaz
funkcja liniowa jest szczegdélnym przypadkiem funkcji potegowej.
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Rys. 1.6: Przypadki analizowane w dowodzie lematu 1.13
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Rozdziat 2

Rozmyte problemy szeregowania na
pojedynczej maszynie

W rozdziale tym teoria liczb rozmytych zostanie zastosowana do uogolnienia
klasycznych probleméw szeregowania na pojedyncze] maszynie na przypadek
rozmyty. Parametrami nieprecyzyjnie okre§lonymi beda czasy trwania i poza-
dane terminy zakonczenia prac. Beda one zadane w postaci liczb rozmytych,
ktérych funkcje przynaleznoéci sa interpretowane jako rozktady mozliwosci. Do
konstrukeji r6znych funkeji kosztu harmonogramu zostana zastosowane indeksy
Dubois i Prade oraz warto$¢ $rednia liczby rozmyte;j.

Struktura rozdziatu jest nastepujaca: w punkcie 2.1 zostanie przedstawiony
przeglad znanych probleméw szeregowania prac na pojedynczej maszynie, w kto-
rych parametry sa zdeterminowane. W punkcie 2.2 zostanie zdefiniowany rozmyty
problem szeregowania prac ma pojedynczej maszynie i podany szereg jego ogol-
nych wtasnosci. W kolejnych punktach zostanie zbadany zbior konkretnych
rozmytych probleméw szeregowania. Szczeg6lny nacisk bedzie potozony na ana-
lize ztozonosci obliczeniowej, ktéra ma kluczowe znaczenie w praktycznych zas-

tosowaniach.

2.1 Przeglad klasycznych probleméw szeregowa-
nia prac na pojedynczej maszynie

Szczegblnie wazne miejsce w klasie wszystkich probleméw szeregowania ze zdeter-

minowanymi parametrami zajmuja te problemy, w ktérych prace sa wykonywane

na jednej maszynie. Najbardziej ogélnie problem szeregowania na pojedynczej
maszynie moze by¢ sformutowany nastepujaco [3]: dany jest zbior J = {1,...,n}
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prac, ktére maja by¢ wykonywane na maszynie M. Zaktadamy, ze maszyna M
moze wykonywaé¢ w danej chwili tylko jedna prace. Z kazda praca ze zbioru J
zwigzany jest szereg parametrow, z ktérych najczesciej stosowanymi sa:

1. t; - czas trwania pracy i € J,

2. d; - pozadany termin zakoriczenia pracy i € J,

3. r; - czas, w ktorym praca ¢ € J staje sie dostepna,
4. w; - waga okreélajaca waznosé pracy i € J.

W klasycznym przypadku wszystkie te parametry sa zdeterminowane (najczescie;
zaklada sie, ze sa one liczbami catkowitymi).

Czesto narzucany jest pewien czeSciowy porzadek wykonywania prac. Oz-
nacza to, ze dla kazdej pracy : € J mozna poda¢ zbiér prac, ktére nie moga
rozpoczaé sie przed zakonczeniem wykonywania pracy ¢. Porzadek ten zadany
jest przez acykliczna relacje prec C J x J. Jezeli (i,7) € prec, to wykonywanie
pracy j nie moze rozpoczaé sie przed zakonczeniem wykonywania pracy i.

Prace ze zbioru J moga by¢ podzielne albo niepodzielne. Jezeli prace sa
podzielne to wykonywanie danej pracy na maszynie M moze zostaé przerwane
i dokonczone w pdézniejszym terminie tak aby taczny czas wykonywania pracy
t € J wynosit t;. Jezeli prace sa niepodzielne, to musza byé one wykonywane w
calosci w sposéb ciagty. ,

Harmonogramem p nazywamy przyporzadkowanie kazdej jednostce czasowej
na maszynie M pewnej pracy ze zbioru J w ten sposob, ze taczny czas wykony-
wania kazdej pracy ¢ € J jest rowny ¢;. Harmonogram jest dopuszczalny jezeli
jest w nim spelniona relacja poprzedzania prec i nie sg naruszone inne dodatkowe
ograniczenia (np. prace sa rozpoczynane nie wezesniej niz zadane terminy dostep-
nosci r; dlai € J.)

Dla kazdego dopuszczalnego harmonogramu p mozna wyznaczy¢ czas za-
konczenia pracy ¢ € J w tym harmonogramie. Oznaczmy ten czas przez C;(p).
Dla kazdej pracy definiuje si¢ ponadto funkcje f; : ® — R, ktorej wartosé f;(¢)
okresla koszt zakoriczenia pracy ¢ € J w czasie t. Najczesciej okreslane sg nastepu-
jace funkcje kosztu:

L;(p) = C;(p) — d; - nieterminowo$¢ pracy i€ J,
Ti(p) = max{0, C;(p) — d;} - opOznienie pracy i€ J,

oy _ J 0 jezeli Ci(p) <d; . )
Ui(p) = { 1 jeieli Ci(p)>d; kara jednostkowa dla pracy i € J.
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Dla kazdego problemu szeregowania definiuje sie rowniez funkcje f : R* — R,
ktorej wartosé f(C1(p),...,Cn(p)) okresla koszt zakoriczenia wszystkich prac w
harmonogramie p. Najczesciej funkcja ta przyjmuje jedna z dwoch postaci:

f(Ci(p), ..., Cu(p)) = T?EE},X{wifi(Ci(p))},

F(C1(p); -+ Cu(p)) = Y wifi(Ci(p)).
ieJ
Celem problemu szeregowania jest znalezienie takiego harmonogramu p*, dla
ktorego funkcja kosztu jest najmniejsza.
Dla probleméw szeregowania stworzono specjalng notacje zwana notacjg Gra-
hama ([3],[14]). Kazdy problem szeregowania na pojedynczej maszynie mozna

oznaczy¢ poprzez ciag symboli postaci 1|3, 62330:|y gdzie:

1. (B, okresla czy dozwolony jest podzial prac. Jezeli tak, to 3, = pmnt w
przeciwnym wypadku parametr ten nie wystepuje.

2. [, okresla typ relacji poprzedzania prec. Relacje ta mozna przedstawié
w postaci acyklicznego grafu skierowanego G = (V, A), gdzie V C J i
(t,7) € A< (i,)) € prec. W teorii szeregowania wyréznia sie nastepujace
szczegOlne przypadki relacji prec:

(a) chains - jezeli kazdy wierzchotek grafu G' ma co najwyzej jeden poprze-
dnik i co najwyzej jeden nastepnik.

(b) in — tree - jezeli graf G jest drzewem, ktorego kazdy wierzcholek ma
co najwyzej jeden nastepnik.

(c) out—tree - jezeli graf G jest drzewem, ktorego kazdy wierzchotek ma
co najwyzej jeden poprzednik.

(d) sp — graph - jezeli graf G jest grafem szeregowo-rownoleglym.

3. (B3 = r; jezeli dla kazdej pracy ¢ € J sa okre§lone terminy dostepnosci. Jezeli
wszystkie prace sa dostepne od chwili 0, to parametr ten nie wystepuje.

4. [3; okresla ograniczenia na czasy trwania prac. Na przyktad jezeli parametr
ten ma postaé t; = 1, to oznacza to, ze wszystkie czasy trwania prac sg
jednostkowe. Jezeli czasy te moga by¢ dowolnymi liczbami to parametr 4
nie wystepuje.
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5. v opisuje funkcje celu, czyli koszt zakonczenia wszystkich prac w zadanym
harmonogramie. Przyjmuje sie oznaczenie v = fy,.. jezeli funkcja kosztu
jest postaci max;c;{f;(C;(p))} 1 wszystkie funkcje f; sa jednakowe. Na

przyktad v = Tpne, 0zZnacza, ze funkcja celu jest postaci max;c;{7;(p)}.

Na przyktad problem 1|pmnt; chains;r;| > w;C; oznacza problem szeregowa-
nia na pojedynczej maszynie, w ktérym relacja poprzedzania jest typu chains,
dopuszczalny jest podzial prac i sa zadane czasy dostepnosci r; dla kazdej pracy.
Wartoéé funkcji celu dla harmonogramu p jest réwna ) .., w;C;(p).

Kluczowe znaczenie w praktycznych zastosowaniach problemoéw szeregowa-
nia ma ich ztozonoé¢ obliczeniowa. Najwazniejsze rezultaty dotyczace ztozonosci
obliczeniowej problemoéw szeregowania na pojedynczej maszynie sg przedstawione
w tablicy 2.1 [3].

Problemy wielomianowe Problemy NP-trudne

llp'rec; Tilcmaz O(TL2) *1lri|Lmaz

1|prec;Ti; t; = t|Limas O(nlogn) | x1|r;| >_ C;

1|prec| fmaz O(n?) «1|prec| 3- C;
Liprecirasts = 1| frnes O(n?) «1|pmnt; chains;r;| Y C;
1|pmnt; prec; 7i| fmoz O(n?) x1|prec;t; = 1| Y wiC;
Lpmnt;r;| > C; O(nlogn) x1|chains; i t; = 1> w;C;
llprec;ri;t; = t| Y. C; O(n?) «1|pmnt; r;| Y w;C;

1sp — graph| >  w;C; O(nlogn) | *l|chains;t; = 1> U;
1> U; O(nlogn) | 1]| > wU;

1lpmnt; ri| > U O(n°) 1| 3T

Uristi =13 fi O(n%) 1| > wiT;

Tab. 2.1: Zlozono$é obliczeniowa najwazniejszych probleméw szeregowania na
Problemy silnie NP-trudne oznaczone sg symbolem x.
Uwaga: w problemach dla ktérych funkcja celu jest postaci f... zaklada sie, ze

pojedynczej maszynie.

wszystkie funkcje kosztu f; sa niemalejace (zrodto: [3]).
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2.2 Definicja rozmytego problemu szeregowania na
pojedynczej maszynie

Podamy teraz og6lna definicje rozmytego problemu szeregowania na pojedynczej
maszynie, ktory jest gléwnym przedmiotem badan w tym rozdziale. Dany jest
zbior J = {1,2,...,n} prac, ktére maja by¢ wykonywane na pojedynczej maszynie.
Kazdej pracy ¢ € J przypisujemy nastepujace rozmyte parametry:

QS

- czas trwania pracy i € J,
; - pozadany termin zakonczenia pracy i € J,
w; - waga charakteryzujaca waznosé¢ pracy ¢ € J.

Czasy trwania prac #; s3 dodatnimi liczbami rozmytymi, pozadane terminy za-
koriczenia prac d; sa dowolnymi liczbami rozmytymi, natomiast wagi w; sg zde-
terminowane. Zaktadamy ponadto, ze wszystkie prace nalezace do zbioru J sa
dostepne od chwili 0.

Definicja 2.1. Harmonogramem nazywamy liste p = ((i1, 51), ..., (i1, &)), ktdra
spetnia nastepujgce warunki:

1. 3; dlai =1,...,1 sqg dodatnimz liczbami rozmytyms,
2. 4 €J, ij € JU{O},ij :/éij-i—l dla_]z 1,.,0l-1,

& 2{k=ik=j}§k =t dlajeJ.

Liste p interpretujemy nastepujaco: najpierw na maszynie wykonujemy prace
i1 przez czas S, nastepnie prace i przez czas Sp itd. Jezeli iy = o, to oznacza, ze
maszyna przez czas §j nie wykonuje zadnej pracy. Definicja 2.1 jest uogélnieniem
pojecia harmonogramu, ktory wystepuje w klasycznych problemach szeregowa-
nia. Warunek 2. gwarantuje, ze dwa sasiednie elementy harmonogramu dotycza
roznych prac (w przeciwnym wypadku mozna byltoby otrzymaé¢ identyczny har-
monogram ltaczac oba elementy). Warunek ten zapewnia réwniez aby ostatni
element harmonogramu nie byl przestojem maszyny. Z warunku 3. wynika, ze
laczny czas wykonywania pracy i € J jest rowny ;.

Dla zadanego harmonogramu p = ((i1, 81), ..., (i1, §)) zdefiniujmy:

l(p) = ma,x{k : V1§j<kij 75 Z}, (21)
Z(p) = mln{k . Vl2j>kij 7é Z}, (22)
p'={j € J:jp) <ilp)}. (2.3)
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Liczby naturalne i(p), i(p) oznaczaja odpowiednio, pierwsza i ostatnig pozycje
pracy 4 w harmonogramie p. Do zbioru p nalezy praca i oraz wszystkie prace,
ktorych ostatnie pozycje w harmonogramie p wystepuja przed ostatnia pozycja
pracy ¢.

Zdefiniujmy czas rozpoczecia S;(p) i czas zakonczenia Cj(p) pracy i € J w
harmonogramie p nastepujaco:

g — il< <i(p Sk dla l(p) > 1,
Si(p) —{ o i) 1 (2.4)
G =Y & (2.5)

1<k<i(p)

Definicja 2.2. Mowimy, ze w harmonogramie p wystepuje podzial prac jezeli
istnieje praca i € J, ktora znajduje sie w wiecej niz jednym elemencie listy p.

Podzial prac oznacza, ze praca ¢ moze zosta¢ wykonana czesciowo w jednym
przedziale czasowym i dokoriczona w innym. Jezeli w harmonogramie nie wys-
tepuje podzial prac, to kazda praca ¢ jest wykonywana tylko w jednym przedziale
czasowym i Ci(p) = S;(p)+i;.

Definicja 2.3. Mdowimy, ze w harmonogramie p wystepujg przestoje maszyny

jezeli na liscie p istnieje co najmniej jeden element postaci (o, §).

Przyklad: Dany jest zbior prac J = {1,2, 3,4}, dla ktérych czasy trwania sa
zadane w postaci nastepujacych trojkatnych liczb rozmytych:

t=(5,2,3); f2=(4,3,2); &= (6,3,3); &1 =(2,2,3).
Rozpatrzmy nastepujacy harmonogram:

p= ((2,(2,1,1)),(1,(523)),(c,(1,1,2)),(4,(1,1,2)), (2, (2,2,1)),
(3,(6,3,3)), (4, (1,1,1))).
Rozmyte czasy rozpoczecia i zakoriczenia wszystkich prac w tym harmonogramie
sg przedstawione w tablicy 2.2
Zauwazmy, ze w harmonogramie p wystepuje podzial prac poniewaz prace
2 i 4 powtarzaja sie na liScie dwa razy. W harmonogramie wystepuja réwniez
przestoje maszyny (zawiera on element (o, (1,1,2)). O
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i€ J | ip) | i(p) P’ Si(p) Ci(p)
1 2 | 2 {1} 2,1,1) | (7,3,4)
2 1 [ 5 1,2} 0 (11,7,9)
3 6 | 6 | {1,2,3} | (11,7,9) | (17,10,12)
4 |4 | 7 [{1,2,3,4} | (8,4,6) | (18,11,13)

Tab. 2.2: Czasy rozpoczecia i zakonczenia wszystkich prac w przyktadowym har-
monogramie.

Definicja 2.4. Niech prec C J x J bedzie acykliczng i przechodnig' relacjq,
ktorg nazywamy relacjg poprzedzania. Mowimy, Ze harmonogram p spetnia relacje
poprzedzania prec jezeli spetniony jest nastepujgcy warunek:

(4,4) € prec = j(p) > i(p).

W przypadku gdy parametry sa zdeterminowane, warunek j(p) > i(p) jest
rownowazny warunkowi S;(p) > C;(p) (czas rozpoczecia pracy j jest wigkszy
badz réwny czasowi zakonczenia pracy i). W przypadku rozmytym wyrazenie
S;(p) > Ci(p) nie jest dobrze okreslone poniewaz zbioru liczb rozmytych nie
mozna w naturalny sposéb uporzadkowac.

Harmonogram p nazywamy dopuszczalnym jezeli spelnia on narzucong
relacje poprzedzania. Z acyklicznosci relacji prec wynika, ze zawsze istnieje co
najmniej jeden dopuszczalny harmonogram. Jezeli natomiast prec = (), to kazdy
harmonogram jest dopuszczalny.

Zalozmy, ze dana jest funkcja, okreslona na zbiorze F'N(R)" i przyjmujaca
warto$ci ze zbioru liczb rzeczywistych, F' : FN(R)" — R. Wartos¢ funkeji
F(Cy(p),...,Cn(p)) okresla koszt harmonogramu p. Koszt harmonogramu
p zalezy wiec w ogélnym przypadku od rozmytych czaséow zakoriczenia wszyst-
kich prac nalezacych do zbioru J. Rozmytym problemem szeregowania na
pojedynczej maszynie nazywamy zagadnienie wyznaczenia dopuszczalnego
harmonogramu p dla ktoérego:

F(Ci(p),...,Cn(p)) = min.

Funkcje kosztu harmonogramu bedziemy oznaczaé¢ réwniez skroconym oznacze-
niem F(p).

1(4,7) € preci (j, k) € prec = (i,k) € prec.

40



W punkcie 2.1 zaprezentowana zostala notacja Grahama, stuzaca do oznacza-
nia klasycznych probleméw szeregowania na pojedynczej maszynie. Zmodyfiku-
jemy teraz ta notacje tak, aby mozna bylo za jej pomoca oznaczaé¢ problemy
rozmyte. Nalezy podkredli¢, ze nie jest to notacja uniwersalna a zdefiniowana
jedynie dla potrzeb niniejszej pracy.

Kazdy, konkretny rozmyty problem szeregowania bedzie oznaczany ciggiem
symboli 1|51, Ba, B3], gdzie:

1. B - typ relacji poprzedzania; 3, € {prec, chains, in — tree, out — tree, sp —

graph}. Jezeli f; = prec, to relacja poprzedzania jest dowolna. Jezeli w
problemie nie narzuca si¢ zadnej relacji poprzedzania, to parametr ; nie

wystepuje.
2. Bo = pmin jezeli w problemie jest dopuszczalny podziat prac i przestoje
maszyny. W przeciwnym wypadku parametr 3, nie wystepuje.

3. (3 -typ rozmytych parametréw &;, di; O3 € {FN,L—R, PL— PR, TR, TG}:

(a) FN - dowolne liczby rozmyte,
(b) L — R - liczby rozmyte typu L — R,
(c) PL—PR - liczby rozmyte typu L— R z potegowymi funkcjami ksztaltu,
(d) TR - liczby trapezowe,
(e) TG - liczby trojkatne.
W niektorych problemach przyjmowane beda pewne dodatkowe zalozenia
dotyczace typu parametrow. Zatozenia te beda podawane w tych punktach,
w ktorych dany problem bedzie szczegdélowo analizowany.
4. 7 - Opis funkcji kosztu harmonogramu.

Na przyktad, 1|in — tree, TR|E(2wiC~’,~) oznacza problem, w ktérym nie jest
dopuszczalny podziat prac, relacja poprzedzania jest typu in — tree, parametry {;
oraz d; sa trapezowymi liczbami rozmytymi a koszt harmonogramu p jest réwny

(3 wiCi(p)).
2.3 Charakterystyka funkcji kosztu harmonogra-
mu w rozmytym problemie szeregowania

Zdefiniowanie odpowiedniej funkcji kosztu harmonogramu jest najwazniejszym i
jednoczesnie najtrudniejszym zadaniem podczas formutowania rozmytego prob-
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lemu szeregowania. W punkcie tym podamy kilka definicji i twierdzenn charak-
teryzujacych w og6lny sposob funkcje kosztu harmonogramu.

Definicja 2.5. Niech F bedzie dowolng funkcjg okreslong w zbiorze FN(R)™ 1

przyjmujgcg wartosci rzeczywiste. Funkcje tg nazywamy f-monotoniczng wzgle-

dem i-tego argumentu wtedy i tylko wtedy, gdy dla kazdego wektora (Z4, ..., &,) €

FN(R)" i dowolnej, niewjemnej liczby rozmytej § € FN(R) zachodzi warunek:
F(Z1, o, BiF 0, oy Bn) > F(&1, oo, iy oony Fn).

Pojecie f-monotonicznodci jest uogélnieniem pojecia monotonicznosci. Jezeli
ograniczymy dziedzine f-monotonicznej funkeji F' do liczb rzeczywistych, to jest
ona niemalejaca w klasycznym sensie wzgledem zadanego argumentu.

Lemat 2.1. Jezeli funcje Fy : FN(R) - R i Fy : FN(R) — R sq f~-monotonicz-
ne wzgledem swoich argumentow, to funkcja F : FN(R)? — R o wartosciach

F(z,7) = F1(Z) + Fa2()
jest f~-monotoniczna wzgledem kazdego ze swoich argumentiw.

Dowod Jezeli A jest nieujemng liczba rozmyta, to dla kazdego 7, § jest spetniony
warunek:

F(3+4,§) = F(#+4) + F(9) 2 Fi(2) + B(9) = F(&,9),
czyli F' jest f-monotoniczng funkcja wzgledem Z. Dow6d f-monotonicznosci
funkcji F' wzgledem argumentu 7 jest analogiczny. O

Lemat 2.2. Jezeli funcje Fy : FN(R) —» R i F5 : FN(R) — R sq f-monotonicz-
ne wzgledem swoich argumentdw, to funkcja F : FN(R)*> — R o wartosciach

F(z,§) = max{F; (%), F>(7)}
jest f-monotoniczna wzgledem kazdego ze swoich arqgumentiw.

Dowo6d Jezeli A jest nieujemna liczba rozmyta, to dla kazdego Z,7 zachodzi
warunek:

F(2+A4, §) = max{F\ (2+A4), F,(§)} > max{F\(), F2(§)} = F(3,7),

czyli F' jest f-monotoniczng funkcja wzgledem Z. Dowdd f-monotonicznosci
funkcji F' wzgledem argumentu ¢ jest analogiczny. O

Lematy 2.1 1 2.2 moga by¢ tatwo uogélnione na sume i maksimum wiecej niz
dwoch funkcji.
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Definicja 2.6. Funkcje kosztu harmonogramu F(p) nazywamy f-reqularng jezeli
jest ona f-monotoniczna wzgledem kazdego ze swoich argumentiw, tj. dla kazdej
pracy i € J jest ona f-monotoniczng funkcjq wzgledem czasu zakoriczenia tej pracy

(czasu Ci(p)).

Pojecie f-regularnodci jest uogélnieniem pojecia regularnosci funkcji kosztu
w przypadku klasycznych i zdeterminowanych probleméw szeregowania (patrz
[3]). Jezeli ograniczymy dziedzine wszystkich rozmytych parametréw problemu
do liczb rzeczywistych, to funkcja f-regularna jest funkcja regularng w klasy-
cznym sensie.

Dla danego problemu koszt harmonogramu powinien by¢ funkcja f-regularng
jezeli decydentowi zalezy na mozliwie szybkim zakonczeniu kazdej z prac. Pojecie
f-regularno$ci ma ponadto duze znaczenie teoretyczne.

Podamy teraz wazne wtasnosci rozmytego problemu szeregowania, wynikajace
z f-regularnodci funkcji kosztu harmonogramu.

Lemat 2.3. Jezeli dla danego rozmytego problemu szeregowania funkcja kosztu
harmonogramu jest f-regularna, to dla kazdego dopuszczalnego harmonogramu p
mozna skonstruowaé dopuszczalny harmonogram bez przestojow maszyny, ktérego
koszt jest niewiekszy niz koszt p.

Dowod Zatozmy, ze p jest dopuszczalnym harmonogramem, w ktoérym na k-tym
miejscu wystepuje przest6j maszyny, tj. element postaci (o, §x):

p= ((7:17 gl): it (07 gk)a ey (il; §l)),

gdzie 1 <k <.
Utwoérzmy harmonogram p;, usuwajac z p element (o, §;). Latwo zauwazy¢,
ze harmonogram p; jest rowniez dopuszczalny. Otrzymujemy:

= | Ci(m) jezeli i(p) <k,
Ci(p) _{ Ci(p)F3, jezeli i(p) > k. (2:6)

Widaé, ze rozmyty czas zakonczenia kazdej pracy ¢ w harmonogramie p jest albo
rowny czasowi zakoriczenia pracy ¢ w harmonogramie p; albo jest zwiekszony o
nieujemny liczbe rozmyta 3;. Poniewaz, z zalozenia, koszt harmonogramu jest
funkcjg f-regularng wiec koszt harmonogramu p; jest niewiekszy niz koszt har-
monogramu p. W analogiczny spos6b mozna usunaé¢ wszystkie elementy postaci
(0,8;) z harmonogramu p; bez zwiekszania wartosci funkcji kosztu, otrzymujgc
nie gorszy i dopuszczalny harmonogram bez przestojow maszyny. O
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Zalozenie f-regularnoSci funkcji kosztu w lemacie 2.3 jest istotne. W przy-
padku, gdy funkcja kosztu harmonogramu nie jest f-regularna, moze sie okazacd,
ze wprowadzenie przestoju maszyny spowoduje zmniejszenie kosztu.

Lemat 2.4. Jezeli dla danego rozmytego problemu szeregowania funkcja koszu
harmonogramu jest f-reqularna, to dla kazdego dopuszczalnego harmonogramu p
mozna skonstruowaé dopuszczalny harmonogram bez podziatu prac, kitorego koszt

jest niewiekszy niz koszt p.

Dowéd Zalézmy, ze p jest dopuszczalnym harmonogramem, w ktérym praca j
wystepuje na pozycji u i v, gdzie v > u + 1. Zalézmy ponadto, ze w harmono-
gramie p nie wystepuja przestoje maszyny (w przeciwnym wypadku z lematu 2.3
wynika, ze mozna usunac z p wszystkie przestoje bez zwiekszania wartosci funkeji
kosztu). Harmonogram p ma nastepujaca postac:

D= ((7:1; 51)7 sy (iu—la gu—l)? (.77 gu)? (iu+17 §u+1), s=xy (.77 gv)) R ] (ila gl))) (27)

gdzie i, = 1, = j,u € {1,...,1 = 2},v € {u+2,...,l}. Utwérzmy harmonogram
p1, ktérego postaé jest nastepujaca:

b= ((ih 51): ) (iu—h §u_1)7 (iu+l> §u+1)7 o vy (.7) §v;§u)7 ooy (ila gl))

Harmonogram p, jest rowniez dopuszczalny poniewaz dla kazdych prac ¢,k € J
zachodzi:
(i,k) € prec = k(p) > i(p) = k(p1) > i(p1).

Otrzymujemy nastepujaca zalezno$¢ miedzy harmonogramami p i p;:

= { gigpl) B J:e?el? i(p) <u lub i(p) > v, (2.8)
i(p1)+3, jezeli u < i(p) <.
Oznacza to, ze rozmyty czas zakonczenia kazdej pracy ¢ w harmonogramie p jest
albo rowny czasowi zakornczenia pracy ¢ w harmonogramie p; albo jest zwiekszony
o nieujemng liczbe rozmyta §,. Poniewaz, z zalozenia, koszt harmonogramu jest
funkcja f-regularna wiec koszt harmonogramu p; jest niewiekszy niz koszt har-
monogramu p. Zauwazmy, ze liczba elementéw na liScie p; jest o jeden mniejsza
niz liczba elementéw na liscie p. Jezeli liczba elementéw na liScie p;, jest réwna
liczbie prac, to otrzymaliémy harmonogram bez podziatu prac nie gorszy niz p. W
przeciwnym wypadku w harmonogramie p; wystepuje nadal podzial prac i cale
rozumowanie mozemy powtorzyé. W ten sposob otrzymujemy algorytm konstru-
ujacy harmonogram bez podziatu prac, ktérego koszt jest nie gorszy niz koszt
zadanego harmonogramu p. O
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W przypadku, gdy funkcja kosztu harmonogramu nie jest f-regularna, moze
sie okaza¢, ze dopuszczenie podziatu prac spowoduje zmniejszenie kosztu. Lematy
2.3 1 2.4 sa oczywiScie prawdziwe rowniez wtedy, gdy wszystkie parametry prob-
lemu sg zdeterminowane. W takim przypadku otrzymujemy wtasnosci podane w
[3] dla klasycznych probleméw szeregowania na pojedynczej maszynie.

Udowodnimy teraz nastepujace, wazne twierdzenie:

Twierdzenie 2.1. Jezelt dla danego rozmytego problemu szeregowania funkcja
kosztu harmonogramu jest f-reqularna, to problem ten ma rozwigzanie optymalne?
bez podziatu prac i bez przestojow maszyny.

Dowd6d Zalézmy nie wprost, ze problem nie ma rozwigzania optymalnego. Oz-
nacza to, ze dla kazdego dopuszczalnego harmonogramu p istnieje dopuszczalny
harmonogram p;, ktérego koszt jest mniejszy niz koszt p. Oznaczmy przez II
zbiér wszystkich dopuszczalnych harmonograméw problemu, w ktorych nie wys-
tepuja podzial prac i przestoje maszyny. Zauwazmy, ze zbior II jest skonczony.
Oznaczmy przez p* harmonogram nalezacy do II, ktérego koszt jest najmniejszy.
Z zalozenia nie wprost wynika, ze istnieje harmonogram p;, ktorego koszt jest
mniejszy niz p*. Z f-regularnoéci funkcji kosztu otrzymujemy (patrz lematy 2.3
i 2.4), ze istnieje harmonogram p, bez podziatu prac i przestojow maszyny o
koszcie niewiekszym niz koszt p;. Harmonogram p, réwniez nalezy do II, co jest
sprzeczne z faktem, ze harmonogram p* ma najmniejszy koszt w zbiorze II.

Pokazali$my, ze problem z f-regularna funkcja kosztu harmonogramu ma op-
tymalne rozwigzanie. Z lematéw 2.3 i 2.4 wynika, ze rozwigzanie to musi naleze¢
do zbioru II, z czego otrzymujemy, ze optymalnym rozwiazaniem problemu jest
p* eIl O

Z udowodnionych twierdzen wynika, ze szukajac optymalnego rozwigzania
dla rozmytego problemu szeregowania z f-regularng funkcja kosztu, wystarczy
ograniczy¢ zbiér rozwigzan dopuszczalnych tylko do tych harmonogramoéw, w
ktérych nie wystepuja podzial prac i przestoje maszyny. Zauwazmy, ze w takim
przypadku kazdy harmonogram p jest jednoznacznie okre§lony przez pewna per-
mutacje o zbioru J, tj.:

D= (B Tis ) wves Uns B ) = (81520900 (2.9)

2W og6lnym przypadku problem moze nie mie¢ rozwigzania optymalnego. Na przyktad,
jezeli funkcja kosztu jest rowna — ). ; E(Cj(p)), to dla kazdego harmonogramu p mozna ut-
worzy¢ harmonogram lepszy dodajac w dowolnym miejscu przest6j maszyny.
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gdzie i; € J dla j = 1,...,n. W dalszej czeéci pracy w problemach tego typu
bedziemy uzywali zamiast harmonogramu okresleri permutacja prac lub sek-
wencja prac.

Udowodnimy teraz kilka dodatkowych, uzytecznych wtasnosci wartosci $red-
niej liczby rozmytej oraz indekséw Dubois i Prade, ktére wykorzystamy w dal-
szym ciggu pracy do konstrukeji réznych funkeji kosztu harmonogramu.

Niech F': FN(R)" — FN(R) bedzie funkcja okreslong w zbiorze FN(R)™ i
przyjmujaca wartosci rozmyte. Oznaczmy:

(F(Z1, .1 En))* = [f(B1s s Bny A), F(E1y ooy Bny A)], A € (0, 1].

Lemat 2.5. Jezeli funkcje f(T1, ..., T, A), f(Z1, ..., Tn, A) 8¢ dla kazdego X € (0,1]
f-monotoniczne wzgledem &; i dla kazdego wektora (Z1,...,Z,) € FN(R)" istnieje
warto$é srednia liczby rozmytej F(Zy, ..., &), to B(F (1, ..., Z,)) jest f-monotonicz-
ng funkcjg wzgledem ;.

Dow6d 7 zatozenia f-monotonicznosci funkeji f i f wynika, ze dla kazdej nieu-
jemnej liczby rozmytej A, dla kazdego wektora (Z, ..., &;, ey Tn) € FN(R)™ i dla
kazdego A € (0, 1] sa spetnione warunki:

@1y BFA, By A) > [ (1, oy Biy By A,

F@1, ey BiFA, oy By A) 2 F(Fry ony By oovy By A).

Ze wzoru (1.77) otrzymujemy réwnosci

1
E(F(il,...,é':i—f-A,...,in))=/ (£t s B A, s N) - Ty o B A, ) d,
0

1
B(F (&1, s B4y s Bn)) :/ (FBL, ooy By oo By A) + FBL, oy By ooy By N))
0

z ktorych wynika, ze:
E(F (%1, .., 3iFA, .., Bn)) > E(F(Z1y .00y iy ey Bn)).-
Zatem funkcja E (F(i;l, ...y &p,) jest f-monotoniczna wzgledem argumentu ;. [

Lemat 2.6. Jezeli funkcja f(Z1,...7,, A) jest dla kazdego X € (0,1] f-monotonicz-

na wzgledem argumentu &;, to indeks Poss(F(Z1, ..., Z,) > d) jest f-monotoniczng
funkcjg wzgledem argumentu ;.
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Dowd6d Z definicji f-monotonicznos$ci wynika, ze aby udowodni¢ lemat nalezy
pokazaé, ze dla kazdego wektora (Zi,...,Z,) € FN(R)" i dla kazdej nieujemnej
liczby rozmytej A jest spetiony warunek:

Poss(F (&1, ..., 3FA, ..., B) > d) > Poss(F(Zy, ..., &,) > d). (2.10)

Jezeli Poss(F(Zy,...,&,) > d) = 0, to warunek (2.10) jest oczywisty poniewaz
indeks Poss(A > B) przyjmuje wartosci nieujemne dla kazdych liczb rozmytych
A, B. Zalézmy teraz, ze:

Poss(F (%, ...,&n) > d) = Ao € (0,1]. (2.11)
Z warunku (2.11) oraz lematéw 1.6 i 1.7 otrzymujemy:

F(Z1, T, Xo) > d(1 = Xo). (2.12)

Stad, korzystajac z zatozenia, ze f(Z,...in, A) jest dla kazdego A f-monotoniczna
funkcja wzgledem argumentu Z;, otrzymujemy nastepujacy warunek:

F(@1, oy BiFA, oy Ty Ao) 2 d(1 = No). (2.13)
Stosujac ponownie lematy 1.6 i 1.7 z warunku (2.13) otrzymujemy nier6wnosé:

Poss(F(Zy,...,%;FA,...,3,) > d) > Ao (2.14)

Z warunkéw (2.11) i (2.14) wynika ostatecznie warunek (2.10), co koriczy dowdd.
O

Lemat 2.7. Jezeli funkcja f(Z1, ..., Tn, A) jest dla kazdego A € (0,1] f-monotonicz-
na wzgledem argumentu %;, to indeks Ness(F (&1, ..., %,) > d) jest f-monotoniczng
funkcjg wzgledem argumentu ;.

Dowo6d Niech A bedzie nieujemng liczbg rozmyts. 7 zaleznosci (1.31) oraz
definicji f-monotonicznoéci wynika, ze aby udowodni¢ lemat wystarczy pokazaé,

ze dla kazdego wektora (Z,...,Z,) € FN(R)™
Poss(ciz F(%y,..., 3 A, vepiln)) & Poss(cz > F(%, ) (2.15)
Dowo6d warunku (2.15) jest analogiczny do dowodu warunku (2.10) w lemacie

poprzednim. W dowodzie nalezy skorzysta¢ z lematu 1.3. O
Rozpatrzmy nastepujace, szczeg6lne przypadki funkcji ﬁ‘(frl, sy B )t

1?1(531, seyily) = mﬁxi=1,...,n{wi(fi:£zi)}, )
F2(~'i17 vy :Z'n) = méxi:l,...,n{mhx{o) wi(ii;di)}}’
o N ~.n -

F3(CE1, ceny iEn) = Zi:lwimi?

gdzie d; € FN(R) oraz w; € R* sg statymi dlai=1,...,n.
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Lemat 2.8. Funkcjeik(i‘l, oy Eny A) & fe(Z1, ey Eny A), k= 1,2, 3, sg dla kazdego
A € (0, 1] f-monotoniczne wzgledem kazdego ze swoich argumentdow.

Dowéd Pokazemy, ze funkcja f (Z1,...,Zn, A) jest f-monotoniczna wzgledem ar-
gumentu Z;. Dla pozostalych argumentéw dowod jest analogiczny.

Niech A bedzie nieujemna liczba rozmyta a A dowolna liczba nalezaca do
przedziatu (0, 1]. Dla kazdego (Z1,...,Z,) € FN(R)", z wlasnosci 1.4, mamy:
[ (@ FA, o 80y A) = max{wi(z,(A) + a(d) — di(N)), max {w;(z;(N) — di(N)}},

1=2,...,n

_.il(jly sesy i‘m /\) = max{wl(zl()‘) - a1()‘))7 max {wz(gz(/\) - El()‘))}}

i=2,...,n

Poniewaz a(\) > 0 wiec L(iﬁ-ﬁ,...,in,/\) > [, (&1,.,%n, A). Zatem funkcja
f, jest f-monotoniczna wzgledem argumentu ;. Dla pozostatych funkcji dowod
jest analogiczny. O

Wnhiosek 2.1. Nastepujgce funkcje F' : FN(R)* — R sq¢ f-monotonicznymi
funkcjami wzgledem kazdego z argumentow Zi, ..., Ty :

Y i WiE(Z5),
maXi=1,..,n{wiE(f7i)}3 3

E(max—,,. n{wi(Zi—d;)}), .
E(max;=1,. n{max{0, w;(Z;—d;)}}),

Z?:l Ul(iz > di)7 Uz € {POSS7 NGSS},

Poss(maxi=1,. o {wi(Z:i—di)} > G)
Poss(zyzl’wifi > @),

NI

gdzie d; € FN(R), w; € Rt oraz G sq statymi dlai =1, ....n.

Dow6d Wtasnoéé f-monotonicznodei funkeji 1-8 wzgledem kazdego z argumen-
tow Z1, ..., T, wynika bezposrednio z lematow 2.1, 2.2, 2.5, 2.6, 2.7 1 2.8. O

Funkcje 1-8, okreslone we wniosku 2.1, zostang wykorzystane w kolejnym roz-
dziale do skonstruowania réznych, f-regularnych funkcji kosztu harmonogramu.
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2.4 Konstrukcja ré6znych funkcji kosztu harmono-
gramu w rozmytym problemie szeregowania

W klasycznych problemach szeregowania definiuje sie nieterminowos¢ oraz op6z-
nienie prac ¢ € J w danym harmonogramie p (patrz punkt 2.1). Obecnie uogol-
nimy te pojecia na przypadek rozmyty.

Definicja 2.7. Rozmytq nieterminowosciqg pracy i € J w harmonogramie p nazy-
wamy liczbe rozmytg Li(p) okreslong nastepujgco:

Li(p) = Ci(p)~d. (2.16)

Definicja 2.8. Rozmytym opdinieniem pracy i@ € J w harmonogramie p nazy-
wamy liczbe rozmytq T,(p) okreslong nastepujgco:

Ti(p) = maz{0, Ci(p)=d;}. (2.17)

Funkcje przynaleznoéci rozmytej nieterminowosci i rozmytego op6znienia okre-
§laja rozktady mozliwosci dla nieterminowo$ci lub opéznienia pracy i w harmono-
gramie p. Zaloézmy, na przyktad, ze w pewnym harmonogramie p rozmyty czas
zakoriczenia i rozmyty pozadany termin zakoriczenia pracy i sa okreslone za po-
moca trojkatnych liczb rozmytych, odpowiednio C;(p) = (15,6,7) i d; = (8,2, 6).
Funkcje przynaleznoéci L;(p), T;(p) sa przedstawione na rysunku 2.1.

v
v

7 16 -5

Rys. 2.1: Funkcje przynaleznosci L;(p), T;(p)

Korzystajac z pojecia wartoéci sredniej liczby rozmytej mozna skonstruowaé
nastepujace funkcje kosztu harmonogramu:
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F(p) = mfvfn{wiE(fJi(P))}, (2.18)

F(p) = max {w,E(Ti(p))}, (2.19)
P) = & (i, (w0} ), (220)

max {wiTi(p)}) ; (2.21)

P = (X i) = S uB(Cio), (222
) =3 wiB(E(r)), (2.23)

Po) = £ (Y, wli)) = > wbd) (2:24)

W podejsciu probabilistycznym (w ktérym parametry zadane sa jako zmienne
losowe) analogiczne funkcje kosztu otrzymaliby$my, zastepujac warto$é $rednia
liczby rozmytej warto$cia oczekiwana zmiennej losowe;.

Wybér konkretnej funkeji kosztu zalezy od decydenta. Jezeli zalezy mu na
minimalizacji najwigkszego op6znienia (nieterminowosci), to powinien wybraé
jedna z funkcji (2.18)-(2.21). Zauwazmy, ze funkcje (2.18) i (2.20), a takze (2.19)
i (2.21) nie sa rownowazne. Wynika to z faktu, ze warto§¢ srednia nie zachowuje
operacji maksimum. Funkcje (2.20) i (2.21) wydaja sie by¢ lepsze od funkcji (2.18)
i(2.19) z tego powodu, ze w pierwszym przypadku wartosé srednia jest obliczana
tylko jeden raz, natomiast w drugim przypadku wartoé¢ érednia obliczana jest
wielokrotnie. Kazde obliczenie wartosci $redniej powoduje utrate pewnej infor-
macji o rozktadzie mozliwosci parametrow problemu.

Jezeli decydentowi zalezy na minimalizacji wszystkich czasow zakorczenia,
op6znien lub nieterminowosci, to powinien wybraé¢ funkcje odpowiednio (2.22),
(2.23) Iub (2.24).

Zauwazmy, ze z wniosku 2.1 oraz z definicji rozmytego op6znienia i rozmyte;
nieterminowosci wynika, ze wszystkie funkcje (2.18)-(2.24) sa f-regularne. Z
twierdzenia 2.1 wynika, ze w rozmytych problemach szeregowania z funkcjami
kosztu postaci (2.18)-(2.24) wystarczy rozpatrywaé¢ wyltacznie harmonogramy bez
podziatu prac i przestojow maszyny (czyli permutacje zbioru J).

Do konstrukeji funkeji kosztu harmonogramu mozna wykorzystaé réwniez in-
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deksy Dubois i Prade, zdefiniowane w punkcie 1.5. Zal6zmy, ze decydentowi
zalezy na tym, zeby mozliwo$¢ (lub koniecznosé) przekroczenia pozadanego ter-
minu zakoriczenia przez kazda z prac byla jak najmniejsza. Wowcezas funkeja
kosztu harmonogramu moze mieé¢ jedna z nastepujacych postaci:

F(p) = max {Poss(Ness)(Ci(p) > d;)}, (2.25)

i=1,...,n
n
Flp) = Z Poss(Ness)(Cy(p) > d;). (2.26)
i=1
W podejsciu probabilistycznym odpowiednie funkcje kosztu otrzymaliby$my za-
stepujac indeksy Poss i Ness prawdopodobienistwem zdarzenia, ze czas zakoncze-
nia pracy 7 przekroczy pozadany termin zakonczenia tej pracy.
Wybér konkretnego indeksu (Poss lub Ness) zalezy od tego jak silnie decy-
dentowi zalezy na szybkim zakonczeniu danej pracy. Jezeli mu na tym bardzo
zalezy, to powinien wybraé¢ indeks Poss(A > B) poniewaz

Poss(A > B) > Ness(A > B).

Korzystajac z indekséw Dubois i Prade mozna konstruowaé funkcje kosztu, w
ktérych minimalizuje sie mozliwos$é zajscia bardziej ztozonych zdarzen. Rozpa-
trzmy nastepujace funkcje kosztu:

~. N

F(p) = Poss(zizlwi@(p) > @), (2.27)
F(p) = Poss(iirll?m.).cn{wiii} > G). (2.28)

Liczba rozmyta G jest dodatkowym parametrem podawanym przez decydenta,
ktory bedziemy nazywaé rozmytym celem. W przypadku funkeji (2.27) decydent
chce, zeby wazona suma czaséw zakonczenia prac nie przekraczata pewnej liczby
G. Jezeli decydent potrafi doktadnie okresli¢ swoj cel, to liczba G jest zdetermi-
nowana. Mozliwa jest rowniez sytuacja, w ktorej decydent nie potrafi doktadnie
sprecyzowa¢ wartosci celu (np.: decydent chce, zeby wazona suma czaséw za-
koniczenia prac byla niewieksza niz okoto 10). W takim przypadku liczba G
bedzie rozmyta.

Z wniosku 2.1 wynika, ze wszystkie funkcje (2.25)-(2.28) sa f-regularne. Za-
tem z twierdzenia 2.1 wynika, ze w rozmytych problemach szeregowania z funk-
cjami kosztu postaci (2.25) - (2.28) wystarczy rozpatrywa¢ wylacznie harmono-
gramy bez podziatu prac i przestojéw maszyny (czyli permutacje zbioru J).
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We wszystkich podanych do tej pory funkcjach kosztu zaktadamy, ze decy-
dentowi zalezy na mozliwie szybkim zakoficzeniu kazdej pracy. W praktycznych
zastosowaniach moze sie jednak zdarzy¢, ze zbyt szybkie zakoriczenie prac réwniez
nie jest pozadane. Ma to miejsce, na przyktad, w systemach produkeji Just In
Time, w ktoérych zadania powinny konczyé¢ sie w dokladnie wyznaczonym ter-
minie. W takim przypadku mozna wykorzystaé¢ indeks N ess(/i - B). Skonstru-
ujmy nastepujaca funkcje kosztu harmonogramu:

F(p) = max {Ness(Ci(p) # dy)}. (2.29)

Bardzo istotna cechg funkcji (2.29) jest to, ze nie jest ona f-regularna. Wynika
to z faktu, 7e funkcja Ness(Ci(p) # d;) nie jest f-monotonicza funkeja Ci(p), za-
tem w przypadku funkcji (2.29) dopuszczenie podziatu prac i przestojow maszyny
moze prowadzi¢ do uzyskania lepszych harmonogramow.

W kolejnych punktach tego rozdzialu zbadamy rozmyte problemy szeregowa-
nia z funkcjami kosztu postaci (2.18) - (2.29), ktadac szczeg6lny nacisk na analize
ich ztozonosci obliczeniowej. Dla kazdego problemu, ktéry ma ztozonos§é wielo-
mianowa podamy odpowiedni algorytm a dla kazdego problemu NP-trudnego
przedstawimy dow6d NP-trudnosci.

2.5 Problem 1|prec, FN|F,,,; z f-monotonicznymi
funkcjami kosztéw zakoriczenia prac

W punkcie tym najpierw przeanalizujemy najbardziej ogblng postaé¢ problemu
1|prec, FN|Fyqz, w ktorej relacja poprzedzania prec jest dowolna i funkcja kosztu
harmonogramu jest postaci:

Frnaz(p) = max {£i(Ci(p))}- (2.30)

Pokazemy, ze przy zalozeniu f-monotonicznosci wszystkich funkceji f;, problem
ten mozna rozwigza¢ za pomoca uogélnionej wersji znanego algorytmu Lawlera.
Nastepnie pokazemy w jaki spos6b mozna za pomoca tego algorytmu efektywnie
rozwiazaé problemy z funkcjami kosztu postaci (2.18), (2.19) i (2.25).



2.5.1 Konstrukcja uogélnionego algorytmu Lawlera

Rozwazmy klasyczny problem szeregowania na pojedynczej maszynie 1|prec| fiaz,
w ktérym czasy trwania prac ¢; dla i € J sa zdeterminowane a funkcja kosztu
harmonogramu jest postaci:

Jezeli zatozymy, ze wszystkie funkcje f;(¢) dla ¢ € J sa niemalejace, to opty-
malny harmonogram moze zosta¢ skonstruowany za pomoca algorytmu Lawlera,
([3],[28]) przedstawionego w postaci algorytmu 3.

Algorytm 3 Algorytm Lawlera dla problemu 1|prec|fma:
Require: n, ()", (fi)’,,prec
Ensure: p /* optymalny harmonogram (permutacja zbioru J) */
¢ S+ {1,..,n} /*x pomocniczy zbiér */
:p+ ()
while S # () do
T + ZiES t;
S" +— S\ {i € S|3kes(i, k) € prec}
Znajdz i € S’ takie, ze f;(T') jest najmniejsze
p+iop /x dolacz i na poczatek p */
S« S\ {i}
end while
return p

Lo e B AR

1
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Zalézmy teraz, ze czasy trwania prac sa liczbami rozmytymi a funkcja kosztu
harmonogramu jest postaci:

Frnaz(p) = max {f;(Ci(p))},

i=1,....n

gdzie f; : FN(R) — R, i = 1,...,n. Zakladamy, ze dla kazdego i € J funkcja f;
jest f-monotoniczna wzgledem czasu zakonczenia pracy ¢ € J. Zauwazmy, ze przy
takim zaltozeniu funkcja F,,, jest f-regularna (patrz lemat 2.2). Z twierdzenia
2.1 wynika wiec, ze wystarczy rozpatrywaé wylacznie harmonogramy bez podzia-
lu prac i przestojéw maszyny. Zatem analizowany problem sprowadza sie do
wyznaczenia takiej dopuszczalnej permutacji p = (p(1),...,p(n)) zbioru J dla
ktorej funkcja Fi,q.(p) osiaga minimum.

Algorytm 4, przeznaczony do rozwigzywania problemu 1|prec, FN|F,,,, jest
uogolniong wersjg, algorytmu Lawlera. Jedyna, zasadnicza r6znica miedzy klasy-
cznym algorytmem Lawlera a algorytmem 4 wystepuje w wierszu 4, w ktérym
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obliczamy sume liczb rozmytych, zdefiniowang za pomoca zasady rozszerzania
Zadeha (patrz definicja 1.10).

Algorytm 4 Uog6lniony algorytm Lawlera dla problemu 1|prec, FN|Fyq.
Require: 7, (&)1, (fi)iz1, prec
Ensure: p /+ optymalny harmonogram (permutacja zbioru J) %/

1: S+ {1,..,n} /x pomocniczy zbi6r */

2: P+ ()

3: while S # () do

4: T «— Ziesfi

5. S« S\ {i € S|3kes(i, k) € prec}

6: Znajdz i € S' takie, ze f;(T) jest najmniejsze
7. p<+iop /xdolacz i na poczatek p */

P

S« S\ {i}
9: end while
10: return p

Udowodnimy teraz twierdzenie, ktére stanowi teoretyczne uzasadnienie popra-

wnosci algorytmu 4.

Twierdzenie 2.2. Jezeli dla kazdej pracy i € J funkcja f;(Ci(p)) jest f-monoto-
niczna wzgledem C~'i(p), to algorytm 4 konstruuje optymalng permutacje prac.

Dowéd Oznaczmy przez p = (p(1),...,p(n)) permutacje skonstruowang przez
algorytm. Zalézmy nie wprost, ze permutacja p nie jest optymalna. Wybierzmy
sposrod wszystkich rozwigzan optymalnych permutacje o = (o(1), ...,0(n)) taka,
ze 0(i) = p(i) dlai =n,n —1,...,k oraz o(k — 1) # p(k — 1), przy czym k jest
minimalne. Z zalozenia nie wprost wynika, ze k£ > 1 (w przeciwnym wypadku
o = p i p byloby optymalna permutacja). Przypusémy, ze o(r) = p(k — 1), gdzie
1 < r < k—1. Utwérzmy nowa permutacje m przez przesuniecie pracy o(r)
bezposrednio przed prace o(k) w permutacji 0. Relacje miedzy permutacjami p,
o i 7 sg zaprezentowane na rysunku 2.2.

Zauwazmy, ze permutacja m jest dopuszczalna poniewaz o(r) = p(k — 1)
nie ma nastepnikow w zbiorze prac {o(1),...,0(k — 1)} (tj. (o(r),o(i)) ¢ prec
dlai =1,..,k —1). Pokazemy, ze permutacja 7 jest réwniez optymalna. Jest
oczywiste, ze dlai=1,...,7r—lorazdlat =k, ...,n:

Fo)(Coiy(0)) = Fatiy (Crgiy (). (2.31)
Mamy réwniez:

fa'(k—l) (C’a'(lc—l) (J)) = fﬂ'(k—l) (éw(k—l) (7T)), (232)
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k>1 minimal

p= | p(1) p(k-1)| p(k) p(n)
M 1 Il I

_ o(r) _
o= | o(1) k) o(r+1) o(k-1)| o(k) o(n)
I Il I Il I

n(r) n(k-2)[n(k-1)
n= | w1 olrt 1) oDtk | T

T

Rys. 2.2: Relacje miedzy permutacjami p, o, 7

poniewaz 7(k — 1) = p(k — 1) i permutacja p jest skonstruowana przez algorytm
(patrz krok 6 algorytmu). Dla kazdego i =r, ..., k—2, z f-monotonicznosci funkcji
fi oraz z faktu, ze fa(r) jest nieujemny liczba rozmyta wynika, ze:

fat1) (Coti(0)) = Fotian) T Ha( F35-rtn() 2 (2.33)
2 foirn) (T2 -rtx) = o) (Crgy (7)),

gdzie T = 2:1[ ti.

Z roéwnosci (2.31), (2.32) i (2.33) wynika, ze koszt permutacji 7 jest niewiekszy
niz koszt permutacji 0. Oznacza to, ze permutacja 7 jest rowniez optymalna co
przeczy warunkowi minimalnodci k. O

Ztozono$¢ obliczeniowa algorytmu 4 zalezy od tego, czy potrafimy efekty-
wnie obliczy¢ sume rozmytych liczb w kroku 4 i warto$é¢ funkcji kosztu f; dla
kazdego ¢+ € J w kroku 6. Jezeli wymienione kroki dadza sie zrealizowa¢ w cza-
sie zaleznym wielomianowo od liczby prac, to zlozonosé calego algorytmu bedzie
wielomianowa. W kolejnych punktach zbadamy szczegdlne przypadki problemu
1|prec, FN|Fyqz, ktore moga by¢ rozwiazane efektywnie.
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2.5.2 Problem 1|prec, L — R|maz{Poss(Ness)(C; > d;)}

Zalézmy, ze czasy trwania i pozadane terminy zakonczenia prac sa liczbami
rozmytymi typu L — R, okre§lonymi nastepujaco:

ti = (b, 2,04, 0)-R, 1= 1,...,7m,

CZ,; = (di;gi7¢i7wi)5i~'ﬂ7 i=1,..,n.

Rozpatrzmy funkcje kosztu harmonogramu, ktéra ma nastepujaca postac:

Fmaz(p) = max {Dl(él(p) > gl)}’

i=1,....,n

gdzie D; € {Poss, Ness} dlai € J.

Z wniosku 2.1 wynika, ze funkcje Poss(Ci(p) > d;) i Ness(Ci(p) > d;) sa
f-monotoniczne wzgledem Cj(p). Do rozwiazania problemu z tak zdefiniowana
funkcja kosztu mozemy wiec wykorzysta¢ uogélniony algorytm Lawlera. Odpo-
wiednio modyfikujac algorytm 4 otrzymujemy algorytm 5, ktéry konstruuje op-
tymalna permutacje prac przy zaltozeniu, ze indeksy D;, i = 1,...,n, sa liczone z
zadang doktadnoscia € > 0.

Algorytm 5 Algorytm dla problemu 1|prec, L — R|maz{Poss(Ness)(C; > d;)}

Require: n, (t;)~,, (di)™~,, prec, (D;)™~,,e € (0,1]
Ensure: p /* optymalny harmonogram (permutacja zbioru J) =/
1: S« {1,..,n} /* pomocniczy zbior x/
2: p< ()
3: while S # () do
T+ (Dicstis 2ics bir 2oies Xir Doies Bi)L-R
S" 4+ S\ {7 € S| Fkes(i,k) € prec}
for i € S’ do
Oblicz D;(T > d;) z doktadnoscia e korzystajac z algorytméw 1 lub 2
end for 3
Znajdz i € S’ takie, ze D;(T > d;) jest najmniejsze
10: p<+iop /xdolacz i na poczatek p */
11: S+ S \ {Z}
12: end while
13: return p

W kroku 4 korzystamy z wtasnoéci dodawania liczb rozmytych typu L — R
(patrz wtasnosé 1.5) a w kroku 7 korzystamy z algorytmoéw obliczajacych indeksy
Dubois i Prade z zadana doktadnoscia €. Latwo pokazaé, ze ztozono$é podanego
algorytmu jest rzedu O(n?|loge|).



Algorytm 5 upraszcza sie, jezeli wszystkie rozmyte parametry sg liczbami
trapezowymi. Woéwczas w kroku 7 mozna bezposrednio obliczyé odpowiednie
indeksy Dubois i Prade, korzystajac z lematu 1.11. W takim przypadku ztozonosé
algorytmu 5 jest rzedu O(n?).

Przyklad: Niech J = {1,2,3,4,5,6}, prec = {(1,3),(2,5)} a {;, d; beda trape-
zowymi liczbami rozmytymi. Parametry oraz funkcje kosztu dla kazdej pracy
1 € J przedstawione sa w tablicy 2.3.

ieJ i d; fi(Ci(p))
1 (1,2,1,1) | (1,6,1,3) | Ness(Ci(p) > dy)
2 (2,4,1,2) | (1,10,1,5) | Poss(Ca(p) > d2)
3 (2,2,1,3) | (1,9,1,4) | Ness(Cs(p) > d3)
4 (3,4,1,3) | (1,6,1,6) | Ness(Cy(p) > dy)
5 (1,3,1,2) | (1,13,1,3) | Poss(Cs(p) > ds)
6 (1,1,1,1) | (1,7,1,6) | Poss(Cgs(p) > dg)

Tab. 2.3: Parametry przyktadowego problemu

Poszczegblne kroki algorytmu sa przedstawione w tablicy 2.4. W kazdym
kroku symbolem x sa oznaczone te prace, ktore nie naleza do zbioru S'. Prace o
najmniejszym koszcie sa podkreslone.

krok T Fi(T) | fo(T) | f3(T) | fa(T) | f5(T) | fe(T) p*
1 | (10,16,6,12) | x x | 01 | 033 ] 1 1 (3)
2 | (8,1459) | 025 | x x | 018 | 083 | 1 (4,3)
3 | (5,10,4,6) 0 x x x | 033 | 0.75 (1,4,3)
4 (4,8,3,5) x x X x 0 | 054 | (51,4,3)
5 (3,5,2,3) X 0 X X X 0.11 (2,5,1,4,3)
6 (1,1,1,1) X X X X X 0 (6,2,5,1,4,3)

Tab. 2.4: Poszczego6lne kroki algorytmu

Optymalnym rozwigzaniem jest permutacja p* = (6,2, 5, 1,4, 3) o koszcie 0.18.
Zauwazmy, ze pracg o najwiekszym koszcie (rownym 0.18) jest praca 4. Oznacza
to, ze mozliwosé¢ (lub konieczno$¢) przekroczenia pozadanego terminu zakoriczenia
przez kazda prace w harmonogramie p jest niewieksza niz 0.18. O

2.5.3 Problem 1|prec, L — Rlmaz{E(w;L;)}

Zalozmy, ze i;,d;, i = 1,...,n, s dowolnymi liczbami rozmytymi typu L — R,
dla ktorych istnieje wartos¢ Srednia (patrz lemat 1.12). Rozpatrzmy nastepujaca
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funkcje kosztu harmonogramu:

Fmaz(p) = max {E(szz(p))}

i=1,...,n

Z wniosku 2.1 wynika, ze funkcja E(w;L;(p)) jest f-monotoniczna wzgledem
C;(p) dla kazdego i € J. Mozemy wiec zastosowaé do badanego problemu uogo6l-
niony algorytm Lawlera. Zauwazmy ponadto, ze dla kazdej pracy ¢ € J zachodzi
rownosé (patrz wlasnosé 1.7):

ktora pozwala dodatkowo uprosci¢ algorytm 4. W efekcie otrzymujemy algorytm
6, ktory jest w istocie klasycznym algorytmem Lawlera dla problemu, w ktorym
czasy trwania i pozadane terminy zakoniczenia prac sg zastapione ich warto§ciami

$rednimi.

Algorytm 6 Algorytm dla problemu 1|prec, L — R|maz{FE(w;L;)}

Require: n, (£)™,, (d;)™,, (w;)™~,, prec
Ensure: p /* optymalny harmonogram (permutacja zbioru J) */

1: S« {1,..,n} /* pomocniczy zbior */

2: p< ()

3: for all i € {1,...,n} do

4:  t;+ E(t;) /* korzystajac z lematu 1.12 «/
5. d; + E(d;) /* korzystajac z lematu 1.12 %/
6: end for

7: while S # () do

8 T «+ Zies t;

9: S+ S\ {i€ S|Fes(i, k) € prec}

10:  Znajdz i € S’ takie, ze w;(T — d;) jest najmniejsze
11: p<+iop /xdolacz i na poczatek p */

12: S+ S \ {Z}

13: end while

14: return p

Zauwazmy, ze odpowiednie wartosci Srednie w krokach 4 i 5 algorytmu mozna
efektywnie obliczy¢ za pomoca formuty z lematu 1.12. W kolejnych krokach
algorytmu sa wykonywane wytacznie proste operacje na liczbach rzeczywistych.

Ztozonoé¢ algorytmu 6 jest taka sama jak ztozonos$é klasycznego algorytmu
Lawlera i jest rzedu O(n?).
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Rozpatrzmy teraz problem 1|L— R| max{E(L;)}, ktory jest szczegolnym przy-
padkiem problemu 1|prec, L — R|E(w;L;) z wagami w; = 1 dla kazdej pracy i € J
oraz prec = ().

Twierdzenie 2.3. Jezeli 0 = (0(1),...,0(n)) jest permutacjq takg, ze
E((Zo(l)(o)) < E(Cza(2) (O)) < S E(Ja(n) (U)), (2'34)
to o jest optymalng permutacjg dla problemu 1|L — R| max{E(L;)}.

Dowd6d Dowod wynika bezposrednio z algorytmu 6. Jezeli prec = i w; = 1 dla
kazdej pracy i, to w kroku 9 mamy zawsze S = S’ i kroki 8-10 algorytmu 6 sg

réwnowazne nastepujacej instrukeji:
8: Znajdz i € S takie, ze d; = E(d;) jest najwieksze.

Stad otrzymujemy regute (2.34). O

Ztozono$¢ algorytmu dla problemu 1|L — R|max{E(L;)} jest taka sama jak
ztozono$¢ algorytmu sortowania i jest rzedu O(nlogn).

2.5.4 Problem 1|prec, PL — PR|maz{E(w;T;)}

W punkcie tym zbadamy problem z funkcja kosztu harmonogramu okreslong
nastepujaco:
Fmax(p) = max {E(’U},T,(p))}

$=1iseyT0

Jezeli wszystkie parametry sa zdeterminowane, to optymalne rozwigzanie
problemu 1|prec, FN|max{E(w;L;)}, rozpatrywanego w poprzednim punkcie,
jest jednoczesnie optymalnym rozwiazaniem problemu 1|prec, FN| max{ E(w;T})},
wystarczy wiec jedynie skonstruowaé algorytm dla pierwszego z tych probleméw?.

Powyzszy fakt nie jest prawdziwy w przypadku gdy parametry moga by¢
rozmyte. Pokazemy to na nastepujacym prostym przyktadzie, w ktérym parame-
try sa nieujemnymi, trojkatnymi liczbami rozmytymi.

Przyklad: Zalozmy, ze J = {1,2}, a parametry problemu sa réwne:

El = (27 1: 1)7{{2 = (21 1>1)7

SW takim przypadku problem 1|prec, FN|max{E(w;L;)} jest rownowazny klasycznemu
problemowi 1|prec| max{w;L;} a problem 1|prec, FN|max{E(w;T;)} jest rownowazny klasy-
cznemu problemowi 1|prec| max{w;T;}. Latwo pokaza¢, korzystajac z okreslenia funkcji T;(p)
oraz L;(p), ze jezeli p jest optymalnym rozwigzaniem problemu 1|prec| max{w;L;}, to p jest
roéwniez optymalnym rozwigzaniem problemu 1|prec| max{w;T;} z tymi samymi parametrami.
Implikacja odwrotna jednak nie zachodzi.

99



C‘ivl == (4, 1) 1))622 = (37 117)7
W = Wq = 1.

Zbiér rozwigzan dopuszczalnych tego problemu sktada sie z dwoch permutacji:
p = (1,2) i pp = (2,1). Wartosci $rednie rozmytych op6znien i nieterminowosci
dla obu permutacji i obu prac sa podane w tablicy 2.5.

pi | Li(pi) | Lao(ps) | E(Li(pi)) | E(L2(pi)) | E(T\(pi)) | E(T2(ps))
Y41 (-2,2,2) (1,9,3) -2 -0.5 0 1.333
p2 | (0,3,3) | (-1,8,2) 0 -2.5 0.75 0.125

Tab. 2.5: Wartosci érednie rozmytych nieterminowosci i rozmytych op6znien prac
w przyktadowym problemie

Z danych przedstawionych w tablicy 2.5 otrzymujemy, ze:

maX{E(zl(Pl), E(E2(p1)} < maX{E(il(Pz), E(ffz(Pz)},
max{E(Ti(p1), E(T2(p1)} > max{E(Ti(ps), E(T2(p2)}.

(2.35)
(2.36)

Z warunkéw (2.35) i (2.36) wynika, ze optymalna permutacja dla problemu
1|prec, FN| max{E(w;L;)} nie musi by¢ jednoczesnie optymalng permutacja dla
problemu 1|prec, FN|max{E(w;T;)} z takimi samymi parametrami. Problemy
te sa wiec istotnie rozne. O

Zauwazmy, ze obliczenie E(w;T;(p)) jest znacznie trudniejsze niz obliczenie

E(w;Li(p)). Zalozmy, ze wszystkie parametry problemu sg liczbami rozmytymi
typu L — R z potegowymi funkcjami ksztattu, okreslonymi nastepujaco:

fi = ( i>ai7ﬁi)L—Ry 1= 1, ey Ty

di — (di)diJ ¢i7¢i)R—L) 1= 17 ey Ty

| o~
|

27

gdzie:
L(z) = max{0,1 — 2}, R(z) = max{0,1 — z"?}.

Z wniosku 2.1 wynika, ze dla kazdego i € J funkcja E(w;T;(p)) jest f-
monotoniczng funkcja C’i(p). Dlatego do rozwigzania problemu mozemy zas-
tosowa¢ uogolniony algorytm Lawlera (patrz algorytm 4), ktéry w tym przypadku
sprowadza sie do algorytmu 7.

W kroku 8 Algorytmu 7 korzystamy z formuty podanej w lemacie 1.13, ktéra
pozwala na bezposrednie obliczenie odpowiedniej wartosci $redniej. Zlozonosé

obliczeniowa algorytmu 7 jest rzedu O(n?).
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Algorytm 7 Algorytm dla problemu 1|prec, PL — PR|maz{E(w;T;)}

Require: n, (fi);;la (di)?:b (wi)?:hpTeC
Ensure: p /% optymalny harmonogram (permutacja zbioru J) */
1: S+ {1,..,n} /* pomocniczy zbi6r */
2: p+ ()
3: while S # () do
L (Zies Ly Zies ti, Eies @i, Zies /Bi)L—R
S' + S\ {i € S| Fkes(i, k) € prec}
for all i € ' do
D; «+ (T —d;,T — di, a7 + i, Br + i) 1-r
T; + w;E(muz{0, D;}) /% Korzystajac z lematu 1.13 %/
end for
10:  Znajdz i € S’ takie, ze T; jest najmniejsze
11: p<+iop /xdotacz i na poczatek p */
122 S+ S\ {5}
13: end while
14: return p

Przyktad: Niech J = {1,2,3,4,5,6}, prec = {(2,5),(3,6)} a #;,d; beda
trapezowymi liczbami rozmytymi. Wszystkie parametry problemu sa podane w
tablicy 2.6.

1€J t; d; W;
1 (1,2,1,1) | (12,12,3,3) | 1
2 (2,4,1,2) | (10,11,3,5) | 3
3 (2,2,1,3) (8,9,2,4) 2
4 (3,4,1,3) | (12,15,6,6) | 2
5 {1,3.1,2) (8,9,3,3) 3
6 (1,1,1,1) | (10,13,5,6) | 2

Tab. 2.6: Parametry przyktadowego problemu

Poszczegolne kroki algorytmu sg prezentowane w tablicy 2.7. W kazdym kroku
symbolem X sa oznaczone te prace, ktore nie naleza do zbioru S'. Prace o naj-
mniejszym koszcie sa podkreslone. Optymalnym rozwigzaniem jest permutacja
p* =(2,5,3,6,4,1), ktorej koszt wynosi 10.5.
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krok T T1 T2 T3 T4 T5 T6 p*
1 | (10,16,6,12) | 5.75 | x | x | 13 | 23.31 | 145 (1)
2 | (9,145,11) | x | x | x |10.5 | 195 | 12 (4,1)
3 (6,10,4,8) X X | x x | 11.25 | 6.5 (6,4,1)
4 (5,9,3,7) X X | 85| x 9 X (3,6,4,1)
5 (3,7,2,4) X X | x x | 3.85 % (5,3,6,4,1)
6 (2,4,1,2) x | 0] x | x x x | (2,5,3,6,4,1)

Tab. 2.7: Poszczegblne kroki algorytmu

2.6 Problem 1|TR|max{Ness(C~‘i 5 JZ)}

W punkcie tym zbadamy szczegélny przypadek problemu 1|prec, FN|Fyz, W
ktérym funkcja kosztu harmonogramu nie jest f-regularna.

W praktycznych zastosowaniach decydentowi moze zaleze¢ na tym, zeby czasy
zakoriczenia prac byly mozliwie bliskie pozadanym terminom zakorczenia. W
takim przypadku dla kazdej pracy jest niekorzystne zaréwno przekroczenie zada-
nego terminu jak i zbyt wczesne jej zakoriczenie.

W modelu problemu uwzglednimy to, wykorzystujac zdefiniowany w punkcie
1.5 indeks N ess(/i # B). Bedziemy szuka¢ takiego harmonogramu p dla ktérego
funkcja:

F(p) = max {Ness(Ci(p) # d;)}

i=1,..,n
osigga minimum. Zauwazmy najpierw, ze funkcja ta nie jest f-regularna poniewaz
funkcja NV ess(é’ = d) nie jest f-monotoniczna wzgledem argumentu C. Pokazemy
ten fakt na prostym przyktadzie. Niech C' = (1,1,1),d = (3,1, 1), A=(2,1,1).
Zauwazmy, ze A jest nieujemna liczbg rozmyta. Otrzymujemy:

Ness(C #d) =1> Ness(CTA # d) =0,

czyli nie jest spelniony warunek f-monotonicznodci.

W celu znalezienia optymalnego harmonogramu nie mozemy wiec skorzystaé
z uog6lnionego algorytmu Lawlera. Ponadto problem z tg sama funkcja kosztu
harmonogramu, w ktérym dodatkowo dopuszczalny jest podzial prac i przestoje
maszyny, nie musi by¢ rownowazny (patrz twierdzenie 2.1) rozwazanemu proble-
mMowi.

Ograniczymy sie do prostego przypadku, w ktérym wszystkie liczby rozmyte
sa liczbami trapezowymi, nie ma narzuconej relacji poprzedzania a podzial prac
i przestoje maszyny nie sa dopuszczalne. Pokazemy teraz, ze tak zdefiniowany
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problem jest NP-trudny. W dowodzie wykorzystamy nastepujacy NP-zupelny
problem podziatu [3]:

Definicja 2.9 (Problem podziatu). Danych jest n dodatnich liczb catkowitych
81,...,8n. Nalezy rozstrzygngé czy istnieje podzbior I* C I = {1,...,n}, taki ze:

Zsi = Z S;. (2.37)

ier ieI\I*
Okreglimy teraz wersje decycyjng problemu 1|7 R| max{ Ness(C; # J,)}

Definicja 2.10 (Wersja decyzyjna problemu 1|7 R|max{Ness(C; # d;)}).
Dla danych liczb catkowitych N > 1 i K, liczb trapezowych t; = (t;, %, cu,, Bt),
Ji — (du Ei) adiaﬂdi)’ gdZie zia Ei) atuﬂtw d.i)aiy adwﬂdu 1= 17 eeny N; G dOdatnsz
liczbami catkowitymi, rozstrzygngé, czy istnieje permutacja p zbioru {1,...,N}
taka, ze:
.rglaxN{Ness(C’,-(p) #d;) < K. (2.38)
i=1,...,
Twierdzenie 2.4. Wersja decyzyjna problemu 1|TG|max{Ness(C; # d;)} jest
NP-zupetna.

Dow6d Pokazemy najpierw, ze badany problem nalezy do klasy NP. Danymi
wejsciowymi problemu sa: liczba catkowita N, liczba calkowita K oraz wek-
tory trapezowych liczb rozmytych #;, d; o dtugosci N. Kazdy element tych
wektorow jest zakodowany w postaci czterech liczb catkowitych. FLagcznie za-
kodowanie kazdego problemu wymaga wiec zapamietania 4N + 2 liczb calko-
witych. Swiadectwem (patrz [6]) jest permutacja o zbioru {1,...,N}, do za-
pamietania ktérej wystarczy N liczb catkowitych. Wynika z tego, ze rozmiar
$wiadectwa jest ograniczony przez pewien wielomian zalezny od rozmiaru prob-
lemu. Dla konkretnych danych wej$ciowych i permutacji ¢ mozna tatwo skon-
strnowa¢ wielomianowy algorytm sprawdzajacy czy koszt o jest niewiekszy od
zadanej liczby catkowitej K. W tym celu nalezy najpierw obliczy¢ rozmyte czasy
zakoriczenia prac C‘i(a) korzystajac z wtasnodci operacji dodawania liczb trape-
zowych (patrz wlasno§¢ 1.5). Nastepnie mozna sprawdzi¢ warunek (2.38) dla
permutacji o, korzystajac z definicji indeksu Ness(A # B) (patrz formuta (1.32)
i definicja 1.13) oraz wzoréw dla liczb trapezowych, podanych w lemacie 1.11.
Wynika z tego, ze problem nalezy do klasy NP.

Pokazemy teraz, ze problem podziatu jest wielomianowo redukowalny do wer-
sji decyzyjnej problemu 1|TR|max{Ness(C; # d;)}. Niech (n; s, ..., s,) bedzie
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zadang instancja problemu podzialu. Oznaczmy S = %Zi:l 8;. Skonstruujmy
odpowiednia instancje problemu szeregowania (N, K, (£)X.,, (d;)Y.,) w nastepu-
jacy sposob:

1. N=n+1,

2. 1 = (85,8, 1, 1) dlai=1,...n,

3. ths1 = (Snt1,8n41,1,1) = (1,1,1,1),

4. di=(1,28+1,1,1)dlai=1,..,n,
5. dpp1=(S+1,5+1,1,1),
6. K =0.

Zauwazmy, 7e wszystkie czasy trwania prac ¢;, i = 1,...,n + 1 sa dodatnimi
liczbami rozmytymi. Wynika to z faktu, ze s;, 7 = 1,...,n, sa dodatnimi liczbami
catkowitymi.

Korzystajac z wtasnosci operacji dodawania liczb trapezowych (wlasnosé 1.5),
otrzymujemy dla kazdego harmonogramu p i dla kazdej pracy i € {1,...,n+ 1}:

Cip) = (X85, 3 s, 16 1),
jept  jepi

gdzie p* C {1,...,n + 1} jest zbiorem do ktérego nalezy praca i oraz wszystkie
prace, ktore wystepuja w permutacji p przed praca i (patrz rownosé (2.3)). Ko-
rzystajac z okre§lenia liczby trapezowej (patrz rysunek 1.2) otrzymujemy:

1. [d;(1),d;(V)] =[1,2S + 1] dlai = 1,...,n,
2. [dny1(1)s Garr ()] =[S+ 1,5 +1],

3. [6i(01),C(0,1)] = [Xjepi $i» Djeps Sl dlai=1,...,n+ 1.

Z warunkoéw tych wynika, ze dla kazdej pracy i = 1,...,n i dla kazdej permu-
tacji p zachodzi warunek:

lei(p, 1), @(p, 1)) N [dy(1), di(1)] # 0. (2.39)

Z warunku (2.39) oraz z lematu 1.4 wynika, ze dla kazdej pracy i = 1,...,n i
dla kazdej permutacji p zachodzi:

Poss(Ci(p) = d;) = 1. (2.40)
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Stad dla kazdej pracy i = 1,...,n i dla kazdej permutacji p:
Ness(C;(p) # d;) = 1 — Poss(Cy(p) = d;) = 0. (2.41)

Dla pracy n+1 i dla kazdej permutacji p otrzymujemy z lematu 1.4 nastepu-
jacy warunek:

P0ss(Cry1(p) = dpy)) =1 & Z 855 Z s;lN[S+1,5+1]#0. (242)
JEP”’H JEP"'H
Poniewaz s, = 1, to warunek (2.42) jest rownowazny nastepujacemu warun-

kowi:
Poss(Cpi1(p) = dp1) =1 & Z 8 =5,

jept\{n+1}

ktory z kolei jest rownowazny warunkowi:

Ness(Crt1(p) # dnt1) =0 & Z 8y =5 (2.43)

jepnti\{n+1}

Pokazemy teraz, ze:

3 Zsi: Z si e d, ,[max {Ness( () # d;)} <0. (2.44)

ettt
iel* ie\I*
=
Zal6zmy, ze jest speliony warunek:

* Z S; = Z Si.
iel* ieI\I*

Oznaczmy przez o dowolng permutacje zbioru I* a przez p dowolng permu-
tacje zboru I\ I*. Utwérzmy harmonogram p = (o,n + 1, p). Z zalozenia mamy
> 36 = S. Korzystajqc z warunkow (2.41) i (2.43) otrzymujemy dla kazdego
i=1,..,n+1 Ness(Ci(p) # d;) <0, z czego wynika prawa strona réwnowaznosci
(2.44).
=

Zalozmy, ze jest spelniony warunek:

3, max {Ness(Ci(p) # d;)} < 0.

i=1,...,n+1

Wynika z tego, ze dla kazdej pracy i = 1,...,m + 1 jest spelniona nier6wnogé
Ness(Ci(p) # d;) < 0. W szczegolnosei zachodzi ona dla pracy n + 1. Wobec
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tego, korzystajac z warunku (2.43) otrzymujemy ZjEp"+1\{n+1} s; = S, stad lewa
strona réwnowaznosci jest spetniona dla I* = p"*'\ {n + 1}, co konczy dowod
warunku (2.44).

Jest oczywiste, ze czas konstrukeji instancji problemu szeregowania jest ogra-
niczony z gory przez wielomian zalezny od rozmiaru problemu podzialu. Stad
oraz z prawdziwosci warunku (2.44) wynika, ze dla zdefiniowanego przeksztatcenia
sg spelnione warunki wielomianowej redukcji. Oznacza to, ze wersja decyzyjna
problemu 1|TR| max{Ness(C; # d;)} jest NP-zupetna. O

Twierdzenie 2.5. Problem 1|TR|max{Ness(C; # d;)} jest NP-tudny.

Dowo6d Rozwazmy szczegolny przypadek problemu 1|7 R| max{Ness(C; # d;)},
w ktorym wszystkie parametry definiujace liczby trapezowe sa dodatnimi liczbami
catkowitymi. Wowczas z twierdzenia 2.4 otrzymujemy, ze wersja decyzyjna takie-
go problemu jest NP-zupelna z czego wynika, ze odpowiedni problem optymaliza-
cyjny jest NP-trudny. Jezeli szczegolny przypadek problemu optymalizacyjnego
jest NP-trudny to problem ogdlniejszy jest réowniez NP-trudny. O

2.7 Problem 1|FN|E(mZLx{Ti})

W rozdziale tym zbadamy rozmyty problem szeregowania, dla ktorego nie jest
okreslona relacja poprzedzania i funkcja kosztu harmonogramu jest zdefiniowana

nastepujaco:

F) = £ i (50} )

i=1,...,n
Z wniosku 2.1 wynika, ze funkcja ta jest f-regularna. Dlatego aby rozwiagzaé
problem wystarczy skonstruowaé permutacje p = (p(1),...,p(n)) zbioru J, dla
ktorej wartosé funkcji kosztu F'(p) jest minimalna.
Jezeli wszystkie parametry problemu sa zdeterminowane, to T;(p) = T;(p) dla
kazdego i € J i zachodzi nastepujacy warunek:

max (BT0)} = B (i (7)) = max (1)

t=1""mn

W takim przypadku badany problem jest rownowazny problemowi 1|7}z,
dla ktérego optymalny harmonogram mozna tatwo otrzymac, korzystajac z klasy-
cznego algorytmu Lawlera (patrz algorytm 3).
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W ogolniejszym przypadku, gdy parametry sa rozmyte, zachodzi jedynie nas-

tepujacy warunek (patrz lemat 1.8):
o (B0} < B (i (T0))

zatem problemy 1|FN|max{E(T;)}i1|FN|E(max{T;}) moga mie¢ rozne rozwia-
zania optymalne. Pokazemy, ze problem 1|F N|E(max{7;}) jest NP-trudny nawet
w przypadku, gdy tylko pozadane terminy zakoriczenia prac d;, i = 1,...,n, s3
liczbami rozmytymi. Dowo6d bedzie przebiegal w dwoch etapach. W pierwszym
udowodnimy NP-trudno$§¢ pewnego problemu ze zdeterminowanymi parametra-
mi, ktory jest modyfikacja klasycznego problemu szeregowania 1||>.7;, a w
drugim pokazemy, ze problem ten jest réwnowazny szczegélnemu przypadkowi
badanego problemu 1|FN|E(max{T;}).

Wprowadzmy nastepujace oznaczenie:

T(p) = max {Ti(p)}.

=130

Z whasnoéci 1.4 otrzymujemy dla A € (0, 1]:

T(p)* = [T(p, ), T(p, )] = L:IIII’?X)TL{Ii(p, A)},iirll’_a.?fn{Ti(p, /\)}] , (2.45)
gdzie:
T,(p, \) = max{0, ¢;(p, \) — d;(\)} = max{0, Zt (A)); & =1 0,1
Ti(p, \) = max{0,c(p, ) — d;(\)} = max{0, Zt A}, i=1,..,n.

Zdefiniujemy nastepujaca funkcje EV : FN(R) — R:

Definicja 2.11. Niech A bedzie liczbg rozmytq a N liczbg naturalng. Wowczas:

i) = %i (g%)m(%)). (2.46)

Zauwazmy, ze E(A) = limy_,o EV(A). Funkcja EV(A) moze by¢ wiec trak-
towana jako przyblizenie wartosci éredniej liczby rozmytej, tym doktadniejsze im
wieksza jest wartos¢ V.

" Okredlimy teraz og6lng klase liczb rozmytych, ktéra bedzie potrzebna w dal-
szych rozwazaniach. Niech (Ly) bedzie dowolnym podciagiem ciagu (1, ..., N —1)
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a (Ry) dowolnym podciagiem ciagu (N —1,...,1). Dopuszczamy rowniez sytuacje,
w ktorej (Ly) lub (Ry) sa pustymi podciagami. Oznaczmy przez |Ly|, |Rn| €
{0, ..., N —1} liczbe elementéw znajdujacych sie w tych ciggach. Niech beda dane
liczby rzeczywiste:

a; <8 < ... <Gryi+1 S Aryj+1 < Gry| < oo < T

Zdefiniujmy liczbe rozmyta A, ktorej funkcja przynaleznosci ma nastepujaca
postac:

0 dla z € (—o00,q,),
L”T(i) dla z € g,0;,,),i=1,...,|Ln|,
piz)=q 1 dla ze (141415 TRy | +1)5 (2.47)
By® dla € (@1,al0 = [Rul, o 1,
0 dla z € (@, 0).

Liczbe rozmyta, ktorej funkcja przynaleznosci jest postaci (2.47) bedziemy
nazywac liczbg rozmyta typu N-schodkowego, gdzie NV jest wartoscia parame-
tru wystepujacego we wzorze (2.47). Przyktad liczby typu 5-schodkowego pokaza-
ny jest na rysunku 2.3.

A

|

Gi—= G Gl Ot

v

1 2 4 5 6 7 11

Rys. 2.3: Przyktad liczby rozmytej typu 5-schodkowego

Zauwazmy, ze kazda liczba przedzialowa (w tym liczba rzeczywista) jest liczba
rozmytg typu N-schodkowego dla kazdego V. Wynika to z faktu, ze jezeli przyj-
miemy za (Ly) i (Ry) podciagi puste, to formuta (2.47) jest rownowazna definicji
liczby przedzialowej (patrz definicja 1.8). Natomiast liczba rozmyta typu L — R
nie jest typu N-schodkowego dla zadnego N.

Bezposrednio z okre§lenia liczby rozmytej typu N-schodkowego (patrz formuta
(2.47)) wynika nastepujaca wlasnosé:
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Wiasnoséé 2.1. Jezeli A jest typu N-schodkowego i A* = [a()),a(\)], A € (0,1],

5], dlak=1,..,N.

to funkcje a(N) i a(A) sq state w kazdym z przedziatow (k—;,l s

Lemat 2.9. Jezeli dla zadanej liczby naturalnej N > 0 czasy trwania prac t;
oraz pozgdane terminy zakoticzenia prac d;, i = 1,...,n, sq liczbami rozmytymi
typu N -schodkowego, to dla kazdej permutacji p jest spetniona rownosé:

E(T(p)) = B (T(p)).

Dowéd Jezeli t; oraz d;, i = 1, ...,n, sa liczbami typu N-schodkowego, to z wtas-
nosci 2.1 otrzymujemy, ze funkcje t;(A),#(N), d;(A), di(N), i = 1,...,n, sa stale w
kazdym z przedzialow ('%‘, %] dla £k =1,..., N. Ponadto sa one nieciagte tylko
w skoficzonym zbiorze punktéw {+,2,..., %1}, Z formuly (2.45) wynika, ze
doktadnie ta sama wtasnosé maja funkcje T'(p, ) i T'(p, A) dla kazdej permutacji
p, czyli s3 one rowniez stale w kazdym z przedziatow (5%, £] dlak =1,..,N i
nieciggte tylko w skoriczonym zbiorze punktéw {+, =, ..., %= }. Funkcje T'(p, A) i

T(p, \) sa wiec catkowalne w przedziale (0,1] a ponadto jest prawdziwa nastepu-
jaca zalezno$¢:

E(T(p)) = %/0 (T(p,t) + T(p,t)) dt = %;/,; (T(p,t) + T(p, 1)) dt.
(2.48)

Poniewaz:

k

/; (T(p,t) + T(p,t)) dt = % (I(p, %) + T (p, %)) ,k=1,..,N,

N

wiec stad oraz z (2.48) i okre§lenia EV otrzymujemy, ze:

B00) = 5y 3 (T 1)+ T 1)) = B" (o),
k=1

co konczy dowod. O

Zdefiniujemy teraz rozmyty problem szeregowania, w ktorym dla zadanej
liczby naturalnej N > 0 czasy trwania prac #; oraz pozadane terminy zakonczenia
prac Ji, ¢ = 1,..,n, sa liczbami rozmytymi typu N-schodkowego, a koszt har-
monogramu jest okre§lony nastepujaco:
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F(p) = BV (iE%?t’fnm(p)}> '

Zaktadamy, ze podziat prac oraz przestoje maszyn nie s dopuszczalne i relacja
poprzedzania prec = (. Zaktadamy ponadto, ze N < n. Woéwczas rozmiar prob-
lemu ograniczony jest przez pewien wielomian zalezny od liczby prac n. Wynika
to z faktu, ze kazda liczba N-schodkowa moze zosta¢ jednoznacznie zakodowana
w postaci co najwyzej 4N + 1 < 4n + 1 liczb catkowitych (patrz formuta (2.47)).
Réwniez obliczenie funkeji EN (T(p)) dla zadanej permutacji p moze byé wyko-
nane w czasie ograniczonym przez wielomian zalezny tylko od liczby prac n. Tak
okre$lony problem oznaczamy symbolem 1|FN|EN (max{T;(p)}) pamietajac, ze
wszystkie parametry sa zadane w postaci liczb rozmytych typu N-schodkowego,
gdzie N < n. Prawdziwe jest nastepujace twierdzenie:

Twierdzenie 2.6. Problem 1|FN|EN (max{T;}) jest szczegdlnym przypadkiem
problemu 1|FN|E(max{T}}).

Dow6d Bezposrednia konsekwencja lematu 2.9. O

Pokazemy, ze problem 1|/FN|EN(max{T;}) jest NP-trudny. Z twierdzenia
2.6 wynika, ze z NP-trudnos$ci tego problemu wynika bezposrednio NP-trudnosé
ogolniejszego problemu 1|F N|E(max{T;}).

Zanim pokazemy, ze problem 1|F N|EN (max{T;}) jest NP-trudny, rozwazymy
pewien problem szeregowania ze zdeterminowanymi parametrami, bedacy uogoél-
nieniem znanego, NP-trudnego problemu 1|| ) 7;.

Zalozmy, ze t; oraz d; sa liczbami catkowitymi dla ¢ € J. W takim przypadku
warto$ci Cj(p) oraz T;(p) sa rowniez liczbami catkowitymi. Zaktadamy ponadto,
ze podzial prac oraz przestoje maszyny nie sa dopuszczalne oraz nie jest okres§lona
relacja poprzedzania (tzn. prec = (). Niech o bedzie ustalong permutacja zbioru
J a k liczbag naturalna taka, ze 1 < k < n, gdzie n jest liczba prac w zbiorze J.
Zdefiniujmy nastepujaca funkcje kosztu harmonogramu (permutacji) p, w ktorej
o,k,n sa ustalonymi parametrami:

n

MT(p;0,k,n) = Z:r(,(z + Y max {T,)(p)}- (2.49)

— e ]
§= k+1] e

Przyklad: Niechn=5k=3,0=(2,3,1,4,5). Wowczas:

MT(p; (2,3,1,4,5),3,5) = Ta(p) + Ts(p) + T1(p) + max{Ti(p), Ta(p) }+

+max{T1(p), Ts(p), Ts(p) } -
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Szukamy takiej permutacji p dla ktorej funkcja MT(p; o, k,n) osiaga minimum.
Tak zdefiniowany problem szeregowania oznaczamy symbolem 1||MT (o, k,n).

Wiasnoéé 2.2. Problem 1||MT(o,n,n) jest NP-trudny.

Dowéd Jezeli k = n, to:
n n
MT(p;0,k,n) = Toi)(p) = Y Tilp),
i=1 i=1

co oznacza, ze problem 1|/|MT(o,n,n) jest rownowazny znanemu problemowi
1|| 3 T;, ktory jest NP-trudny (zobacz [3]). O
Pokazemy, ze problem 1||MT (o, 1,n) bedacy szczegélnym przypadkiem prob-
lemu 1||MT (0, k,n), w ktorym k = 1 jest réwniez NP-trudny.
Niech Mv,,(0), gdzie u,v € {1, ...,n}, oznacza permutacje, ktora powstata z
permutacji ¢ poprzez przesuniecie elementu o(u) na pozycje v, tzn.:

My, 4(0) = (0(1),...,0(u—-1),0(u+1),...,0(v—1),0(u),o(),...,0(n)).

Przyklad: Muv,5((2,4,5,6,1,3)) = (2,5,6,1,4,3). O
Udowodnimy nastepujacy lemat:

Lemat 2.10. Dla kazdej permutacji p i dla kazdego 1 < k < n zachodzg nastepu-
jgce warunki:

Vv:k—l,...n MT(p7 g, k; TL) S MT(p> ka—l,u (0)7 k - 1a n)7 (250)

Aymk-1,..n MT(p;0,k,n) = MT(p, Mvg_1,(0),k — 1,n). (2.51)

Dowé6d Oznaczmy 0, = Mvg_1,(0) dlav =k —1,...,n. WprowadZzmy réwniez
nastepujace oznaczenia:

MT(p;o,k,n) = ZmaxAi(p, o, k), (2.52)

i=1

MT (p;0y,k —1,n) = ZmaxA,-(p, op k— 1), (2.53)

=1
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gdzie zbiory A;(p,0,k) 1 A;i(p, 00,k —1),i=1,...,

n, sa okreslone w nastepujacy

sposoOb:
. | {T5u ()} dla i=1,...,k,
R B B N i S U (254
{To'(i)(p)} dla 7= 1,... ,k—2,
{Tory(@)s--- s Toirry(p)} dla i=k-1,...,0-1,
Ai(p,oy,k—1) = . 2.55
Povk =1 =3 g o) . Ty (@) dla i=v, (255)
{Tﬂ(k—l)(p)a' 7Ta(l)(p)} dla i =v+1,...,n
Niech p = (1,2 ,n) 1 py = Mug_1,(p), v="Fk—1,..,n. Jest oczywiste, ze:
MT(p;o,k,n ZmaxA p,o,k) = ZmaxApv(i) (p,0,k), (2.56)
i=1 i=1
gdzie zbiory A, i)(p,0,k), i = 1,...,n, s okreslone nastepujaco:
{Tyiy(0)} da i=1,... k-2,
. _ {75 k(p), o(z+1) p)} dla i=k-1,...,v—1,
Apv(z) (p7 Ua k) - {T k 1)(p)} dla ,’:: 'U, (2.57)
{T,(k D), -+ To(iy(P)} dla i=v+1,...,n
Z roéwnosci (2.55) 1 (2.57) otrzymujemy dla dazdego v =k —1,...,n
Apiy(pyo, k) = Ai(p, 00,k —1) dla i=1,..,v—1, (2.58)
Ay i)(p,0,k) C Ai(p,0y,k—1) dla i=w,..,n. (2.59)
Wynika z tego, ze dla kazdegov = k—1,... ,nidlakazdego: = 1,... ,n zachodzi:
max A,, ) (p, 0, k) < max A;(p, 0y, k — 1),
z czego wynika, ze dla kazdego v =%k —1,...,n
ZmaxA y(p,0,k) < ZmaxA (p, 0y, k —1). (2.60)

i=1

Z warunkow (2.53), (2.56) i

(2.50)). Pokazemy teraz, ze istnieje v* € {k —1,...

,n}, takie, ze:

(2.60) wynika pierwsza cze$é tezy lematu (warunek

vi=1 Z)(p70 k)

Zauwazmy, ze wobec warunku (2.58) wystarczy pokazac, ze warunek (2.61) za-
chodzi dla kazdego i = v*,...,n. Zdefiniujmy v* w nastepujacy sposob:

oF = { k-1 jezeli To(—1)(p) < Toqry(p),
max{i|k <1 <n, Y=k, . Lok (p)} jezeli  Typ—1)(p) > Tow(p)-
(2.62)

n maxA, max A;(p, oy, k — 1). (2.61)

)()>T

72



Pokazemy najpierw, ze warunek (2.61) zachodzi dla i = v*. W tym celu nalezy
pokazaé (patrz réwnosci (2.55) i (2.57)), ze

max{Ta(k_l)(p), wiey Ta(v*)(p)} = Ta(k—l)(p)- (263)

Jezeli v* = k — 1, to warunek (2.63) jest oczywisty. Jezeli natomiast v* > k — 1,
to z okreslenia (2.62) wynika, ze Tpk—1) > Tok) > ... > To(p+) 1 warunek (2.63)
jest rowniez prawdziwy.

Pokazemy teraz, ze warunek (2.61) zachodzi réwniez dla i € {v* + 1,...,n}.
W tym celu nalezy pokazaé (patrz rownosci (2.55) i (2.57)), ze:

max{Ty(-1)(P), - To() (P)} = max{To) (), -, To(iy (P)}- (2.64)

Prawdziwos¢ warunku (2.64) wynika z tego, ze i > v* +1 > k — 1 oraz
To(wet1) = Tok—1) (patrz okreslenie (2.62)).

Z warunkow (2.63) i1 (2.64) wynika, ze warunek (2.61) zachodzi dla v*. Stad
otrzymujemy:

n n n
ZmaxApv*(i)(p, o, k) = Zmax Ai(p,o,k) = ZmaxAi(p, Oy, k—1),
i=1 i=1 i=1
czyli, wobec okre§len (2.52) i (2.53), druga cze$¢ tezy lematu (warunek (2.51))
jest rowniez prawdziwa. 0
Zilustrujmy powyzszy dowod na nastepujacym przyktadzie:
Przyktad: Niech n=5, k=310 =(4,1,2,5,3). W celu uproszczenia oznaczefi
zatozmy, ze max{A, B} = {A,B} i T;(p) = T;. Przesuwany element 7} jest
podkreslony. Dla kazdej permutacji p otrzymujemy:

1° MT(p;Mva(0),2,5) = {Tu}+ {Tit+ {Tv,Te}+ {Ti, Do, Ts}+ {T1,T>,T5,Ts}
MT(p;O’,3 5)_ {T4}+ {ﬁ}'f' {Tz}-i- {Tz,T5}+ {TQ,T5,T3}

2° MT(p;Muva3(0),2,5) = {Tu}+ {To}+ {To,Th}+ {21, T5}+ {T2,T\,T5,T3}
MT(p,a,B 5)= {Tu}+ {T}+ {Ti+ {To,Ts}+  {Ty,Ts,Ts}
3° MT(p;Mv4(0),2,5) = {Tu}+ {To}+ {To,Ts}+ {To,T5,Th}+ {T2,Ts,T1,Ts}
MT(p; 0,3 5) = {T4}+ {To}+ {T>,Ts}+ {TW}+ {T>,Ts,Ts}
4° MT(p;Mvy5(0),2,5) = {Tu}+ {To}+ {T2,Ts}+ {T2,T5,T3}+ {T>,T5,T3,T1}
MT(p,a,3 5)= {Ti}+ {T}+ {To,Ts}+ {To,Ts,Ts}+ {11}

Fatwo zaobserwowaé, poréwnujac kolejne sktadniki sum w kazdym z punktow
od 1° do 4°, ze dla kazdego v = 2, ..., 5 jest spelniona nieréwnos¢ MT'(p;o,3,5) <
MT(p; Mvy,(0),2,5).
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Pokazemy teraz, ze w przynajmniej jednym punkcie od 1° do 4° zachodzi
réwnos¢ MT(p;0,3,5) = MT(p; Mvs,(0),2,5). Rozpatrzmy drzewo pokazane
na rysunku 2.4.

/"// \\\\\
/ h -
x A
Tl S T2 o Tl > T2
Rownosé w 1 &
V=2 i <.
rd g \\A
T, < T . le > Ts
Réwnos¢ w 2 N
v*=3 - .
2 ~
A/’ \A
Réwnosé w 3° Réwnose w 4
V=4 v*=5

Rys. 2.4: Mozliwe przypadki relacji miedzy T} i 15, T5, T3

Przedstawia ono mozliwe przypadki relacji miedzy przesuwanym elementem
T i elementami T5, Ty, T3. Drzewo to jest graficzna reprezentacja formuty (2.62).
Korzystajac z tej reprezentacji otrzymujemy v* € {2, 3,4, 5}, dla ktorego spetnio-
na jest rowno$¢ MT(p; 0,3,5) = MT (p; Mvq .- (0),2,5). Na przyktad, jezeli T} >
T, 1T, < Ts, to w 2° mamy MT(p;0,3,5) = MT(p; Mvy3(0),2,5). O

Whiosek 2.2. Dla kazdej permutacji p zachodzi warunek:
MT (p;o,k,n) = inlln {MT(p; Mvg_1,(0),k —1,n)}.
v=k—1,...,n
Dowé6d Bezposrednia konsekwencja lematu 2.10. O

Lemat 2.11. Niech o i p bedg dwiema permutacjami zbioru J = {1,..,n}. Wow-
czas problem 1||MT(p, k,n) jest T-transformowalny® do problemu 1|MT (o, k,n).

4T-transformacja oznacza wielomianowa transformacje Turinga problemu optymalizacyjnego
m do problemu optymalizacyjnego mo (patrz [2]). Pojeciem tym okre§lamy algorytm A
rozwigzujacy problem 7 z zastosowaniem Algorytmu B rozwigzujacego problem 7y, przy czym
ztozono§¢ algorytmu A jest wielomianowa jezeli zlozono§¢ algorytmu B jest wielomianowa.
Problem optymalizacyjny P; jest NP-trudny jezeli istnieje problem optymalizacyjny P, ktory
jest T-transformowalny do P;.
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Dowéd Niech (n, k, p, (t:)™,, (d;)I-,) bedzie instancjg problemu 1||MT(p, k,n),
a (n,k,o, ()™, (d)™,) odpowiednig instancja problemu 1||MT (o, k,n) gdzie:

t:'(z) = tp(i)) 3= ]., ey 1T,

%

o (i) = dp(i)) 1= 1, ey M.

Wowezas dla kazdej permutacji p zachodzi Tj;)(p) = T (p), z czego wynika, ze:
MT (p; p, k,n) = MT(p;0,k,n).

Mozna wiec skonstruowaé¢ wielomianowy algorytm dla problemu 1||MT(p, k,n)
przy zatozeniu, ze istnieje wielomianowy algorytm dla problemu 1| MT (o, k,n).
W tym celu wystarczy jedynie w odpowiedni sposéb przenumerowaé parametry
tiorazd;, 1 =1,...,n. O

Z lematu tego wynika, ze wybor permutacji ¢ w problemie 1||MT(o, k,n) nie
ma wplywu na jego ztozono$é¢ obliczeniowa.

Lemat 2.12. Problem 1|MT(o,k,n) jest T-transformowalny do problemu
1|MT(o,k —1,n).

Dow6d Z wniosku 2.2 wynika, ze aby rozwiazaé problem 1||MT (o, k,n) wystar-
czy rozwigzaé wielomianowa liczbe (réwna n—k+2) problemoéw 1||MT(p;, k—1,n)
dla tego samego zbioru parametréw t;, d;, ze zmniejszona o jeden wartoécig
parametru k i lekko zmodyfikowana permutacja o. Fakty te zostaly wykorzystane
do konstrukcji algorytmu 8.

Algorytm 8 T-transformacja 1||MT (o, k,n) do 1|MT (o,k — 1,n)
Require: n, k,o, (t;)",, (di)i-,
Ensure: p*

1: p* + () /* Optymalne rozwiazanie problemu 1||MT(o,k,n) % /
2: BestEst +— oo [+ Ocena p* %/

3: for all j € {k—1,..,n} do
p < ka—l,j(a)
Rozwigz problem 1||MT(p, k — 1,n). Zapamietaj jego rozwiazanie jako p.
if MT(p;p,k —1,n) < BestEst then

BestEst < MT (p;p,k — 1,n)

pTp

9: end if
10: end for
11: return p*
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Algorytm 8 jest wielomianowy jezeli krok 5 moze by¢ wykonany w czasie
ograniczonym przez wielomian zalezny od rozmiaru problemu 1||MT(p;, k—1,n),
czyli wtedy i tylko wtedy, gdy istnieje wielomianowy algorytm rozwiazujacy kazdy
z probleméw 1| MT (p;, k — 1,n), gdzie p; = Muvg_1 (o).

Z lematu 2.11 wynika, ze istnieja wielomianowe algorytmy dla wszystkich
probleméw 1||MT(p;, k —1,n) wtedy i tylko wtedy gdy istnieje wielomianowy al-
gorytm dla problemu 1||M7T (o, k—1,n). Wynika z tego, ze problem 1||MT (o, k,n)
jest T-transformowalny do problemu 1||MT (o, k — 1,n). O

Twierdzenie 2.7. Problem 1||MT(o,1,n) jest NP-trudny.

Dow6d Z wtasnosci 2.2 wiemy, ze problem 1||MT(o,n,n) jest NP-trudny. Z
lematu 2.12 wynika, ze problem ten jest T-transformowalny do problemu

1||MT(o,n — 1,n),

czyli problem 1||MT(0,n—1,n) jest rowniez NP-trudny. Stosujac indukcje wzgle-
dem parametru k£ dowodzimy, ze problem 1||MT(o,1,n) jest NP-trudny. O

Pokazemy teraz, 7e problem 1|FN|EN (max{T;}) jest NP-trudny. W dowodzie
wykorzystamy problem 1||MT(o,1,n), ktéorego NP-trudno§¢ udowodnilismy w
twierdzeniu 2.7.

Twierdzenie 2.8. Problem 1|FN|E"N (max{T;}) jest NP-trudny nawet jezeli spo-
§rod wszystkich parametrow tylko pozgdane terminy zakoriczenia prac sq rozmyte.

Dowd6d Pokazemy, ze NP-trudny problem 1||MT (o, 1, n) jest T-transformowalny
do problemu 1|FN|EN(max{T;}). Niech (o,n, ()", (d:)",) bedzie dang in-
stancja problemu 1|/|MT(o,1,n). Zdefiniujmy ¢ = Y, t;. Mozemy przyjaé, ze
d; < c dla kazdego ¢ = 1,...,n. Jezeli nie, to optymalne rozwiazanie problemu
nie ulegnie zmianie jezeli podstawimy d; = ¢. Ustalmy o = (n,n—1,...,1) (patrz
lemat 2.11). Przez C;i(p) i T;(p) bedziemy oznaczaé¢ odpowiednio czas zakoriczenia
i op6znienie pracy ¢ w permutacji p dla problemu 1||MT(o,1,n).

Zdefiniujmy teraz odpowiednig instancje (n, N, (t;)™, (d;)™,) rozmytego prob-
lemu 1||EN (max{T;}) w nastepujacy sposob:
1. N =n,
2. t;, i =1,...,n, sa liczbami rozmytymi, takimi ze:
_ _ I — ti,
Nti(z) - { 0 =z :,é ti)
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stad £ = [t;,1;] dla A € (0,1] (¢; sa wigc zdeterminowane).

3.d;,i=1,...,n, sg liczbami rozmytymi takimi, ze (patrz rysunek 2.5):
1 dla z=c,
pg(z) =< 5 dla z €ld;c),
0 dla z € (—o0,d;)U (c,00),

3 |-

d; c

Rys. 2.5: Funkcja przynaleznosci j; ()

stad:

o [diyc] dla X< &
G { e, dla A> L. 12:65)

Zauwazmy, ze 1; oraz d;, i =1,...,n, sa liczbami rozmytymi typu N-schodko-
wego. Stad oraz z faktu, ze N =n wynlka ze (N,n, ()™, (d;)™,) jest instancja
problemu 1|FN|EN (max{T;}). Z definicji funkcji EV(A) i formuty (2.45) otrzy-

mujemy:
o |
EN(T(0) = Z (mx (o, 20} + max (Tt 40}
Dla kaZdego i=1,..., N idla kazdego j = 1, ..., N zachodzi:

T;(p, )— max{0, ¢(p, N) di(% )} max{0, Ci(p) — c} = 0, (2.66)

= Jy_ a(p L) — d(L)) = () —di (2
Tz(p7 N) - max{O, cl(p7 N) dz(]\/')} - max{O, Cz(p) d—z(N)} (267)
Z (2.65) otrzymujemy dla kazdego i =1,...,N:

_ d, dla A < %,
Qi(/\)—{ ¢ da A> 2. (2.68)
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Podstawiajac A = i}\',, j=1,..,N, do formuly (2.68) otrzymujemy:

Jy_J di dla 1<j<i<N,
4§ _{ ¢ dla N>j>i>1. (2:66)
Z (2.67) i (2.69) wynika, ze:
= Jy_ [ max{0,Ci(p) —d;} =Ti(p) dla 1<j<i<N,
Tip N) N { max{0, Ci(p) — ¢} =0 dla N>j>i>1. (2.70)

Z (2.67) i (2.70) otrzymujemy:

EN(T(p)) = QNZ max {T (p,N 2NZ max {T;(p

7’]’1

Stad, oraz z okre§lenia funkcji MT(p;o,1,n) i faktu, ze N = n otrzymujemy
ostatecznie:

EN(F(p)) = %MT(p; 2, (2.71)

Z réwnosci (2.71) wynika, ze problem 1||MT(o,1,n) i odpowiadajacy mu
problem 1|FN|EN (max{T;}) maja takie same rozwiazania optymalne. Jezeli ist-
nieje wielomianowy algorytm dla problemu 1|FN|EN (max{T;}), to mozna tatwo
skonstruowaé¢ wielomianowy algorytm dla problemu 1|M7T(c,1,n). Wynika z
tego, ze problem 1|FN|EN(max{T;}) jest NP-trudny. Z okreélenia transfor-
macji wynika, ze problem ten jest NP-trudny nawet jezeli sposrod wszystkich
parametrow tylko pozadane terminy zakonczenia prac sa rozmyte (patrz kroki
transformacji 1 - 3). O

Twierdzenie 2.9. Problem 1|FN|E(max{T;}) jest NP-trudny nawet jezeli spo-
$rod wszystkich parametréw tylko pozgdane terminy zakoriczenia prac sq rozmyte.

Dowé6d Poniewaz szczegolny przypadek problemu 1|FN|E(max{T;}), w ktorym
czasy sg zdeterminowane jest NP-trudny (patrz twierdzenie 2.6 i twierdzenie 2.8),
to ogoblniejszy problem jest réwniez NP-trudny. O

2.8 Problem llFNlE(mZLZU{Ei})

W punkcie tym zbadamy rozmyty problem szeregowania, dla ktérego nie jest
okre§lona relacja poprzedzania a funkcja kosztu harmonogramu jest okreslona
nastepujaco:

Pip) = & ( s (L)}

i=l,...,n
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Problem ten jest wiec podobny do problemu 1|FN|E(max{7;}), ktory byt rozpa-
trywany w poprzednim punkcie (zamiast rozmytego opéznienia w funkcji kosztu
stosujemy rozmytg nieterminowo$¢). Wprowadzmy nastepujace oznaczenie:

L(p) = max {Li(p)}.

i=1,...,n

Z wlasnoéci 1.4 otrzymujemy dla kazdego A € (0, 1]:

L) = (L0 0. Do, )] = | mx (L) max (T )}, (272
gdzie
Li(p7 ’\) =g (p7 E th EZ 7
Zi(pa)‘) - Cz(p7 @; Zt

Pokazemy, ze problem 1|FN|E(max{L;}) jest réwniez NP-trudny. Do dowodu
wykorzystamy wyniki uzyskane w punkcie 2.7. Rozwazmy najpierw pewien prob-
lem szeregowania ze zdeterminowanymi parametrami. Zalézmy, ze t;, d;, i =
1,...,n, sg liczbami catkowitymi, nie jest okre§lona relacja poprzedzania (prec =
) a podzial prac i przestoje maszyny nie sa dozwolone. Woéwczas czasy za-
konczenia prac C;(p) oraz nieterminowosci L;(p), ¢ = 1,...,n, sa réwniez catkowi-
te. Szukamy takiej permutacji p, dla ktoérej funkcja:

n
= max{Li(p), .., Ln(p)} (2.73)
i=1
osigga minimum. Problem ten bedziemy oznacza¢ symbolem 1||M L.
Zdefiniujmy o, = (n,n — 1,...,1). Udowodnimy nastepujacy lemat:

Lemat 2.13. Niech (t;)™,, (d;)", bedq zadanymi wektorami liczb catkowitych,

gdzie dodatkowo t, = d, = 0. Wowczas dla kazdej permutacji m = (n,p), gdzie p
jest dowolng permutacjq zbioru {1,...,n — 1}, sq spetnione réwnosci:

MT(m;0p,1,n) = ML(7), (2.74)

MT(7;0p,1,n) = MT(p; 0p—1,1,n — 1). (2.75)
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Dowdd Z okreélenia funkcji M L(7) (patrz rowno$é (2.73)) otrzymujemy:
ML(r) = Lo(r) + max{La(r), Lnr(m)} + .. + max{Ln(x), Ly (1), -, L1 (m)}.

Poniewaz z zalozenia t, = d, = 0i 7 = (n,p), wiec Lp(m) = Tp(7) =0, 2z
czego wynika nastepujaca zaleznosc:

ML(r) =0+ max{0,Ly_1(7)} + ... + max{0, Lp_(7),..., L1(7)} =
= Ty (7) + max{Ty(7), Tn-1(m)} + ... + max{Typ(7), Tpn_1(7),..., Ta(m)} =
= MT(7;0q,1,n),

czyli rownosé (2.74) jest prawdziwa.
Z faktu, ze Cp(7) = 0 i m = (n,p) wynika, ze C;(7) = Ci(p) i T;(7) = T;(p)
dla kazdego ¢ = 1,...,n — 1. Wynika z tego nastepujaca zaleznos¢:

MT(7;0n,1,n) = 0+ max{0,T,_1(7)} + ... + max{0,T,_, (), ..., T1(7m)}) =
= max{Tn_l(p)} S I maX{Tn—l(p): it Tl(p)} =
= MT(p, On—1, 1)n - 1))

czyli téwnosé (2.75) jest rowniez prawdziwa. O
Twierdzenie 2.10. Problem 1||ML jest NP-trudny.

Dowd6d Pokazemy, ze problem 1||MT (o, 1,n), ktérego NP-trudnosé pokazalismy
w punkcie 2.7 jest T-transformowalny do problemu 1|/|ML. Wezmy dowolna
instancje ((t;)™,,(d;)™,,0,n) problemu 1|/|{MT(c,1,n). Poniewaz problem ten
jest NP-trudny dla kazdego o, wiec ustalmy o = (n,n—1,...,1) = 0,,. Odpowienia
T-transformacja jest algorytm 9.

Algorytm 9 T-transformacja 1||M7T(0,1,n) do 1||ML

Require: n, (;)™ ,,(d;)", /* Parametry problemu 1||MT(oy,1,n) %/

Ensure: p /+ Optymalne rozwiazanie problemu 1||MT(o,,1,n) */

: tns1 0

: dn+1 0

3: Rozwiaz problem 1||M L dla parametréw n + 1, (t;)™4, (d;)*!. Podstaw pod
7 optymalng permutacje dla tego problemu.

4: Przesun prace n + 1 w 7 na pozycje 1

:p 4+ (w(2),...,7(n))

6: return p

.l\')b—l

ot

Zauwazmy, ze algorytm 9 jest wielomianowy jezeli krok 3 jest realizowany w
czasie ograniczonym przez wielomian zalezny od rozmiaru problemu 1||M L, czyli
jezeli problem 1||M L ma ztozono$¢ wielomianows.
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Pokazemy teraz, ze permutacja p skonstruowana przez algorytm 9 jest rzeczy-
wiécie optymalnym rozwigzaniem problemu 1||MT(o,,1,n). Zauwazmy, ze per-
mutacja m, po przeksztatceniu w kroku 4 algorytmu, jest réwniez optymalnym
rozwigzaniem problemu 1||M L dla parametrow n+1, (t;)M4}, (d;)*'. Wynika to z
faktu, ze przesuniecie pracy n+ 1 (ktorej czas trwania wynosi 0) na poczatek per-
mutacji 7 nie spowoduje zwiekszenia funkcji kosztu M L(w). Zauwazmy réwniez
(patrz krok 5 algorytmu), ze 7 = (n 4 1,p). Poniewaz tn41 = dpqy1 = 0, wiec
korzystajac z lematu 2.13 otrzymujemy nastepujaca zalezno$¢:

MT(7; 0041, 1,n+ 1) = MT(p; 0y, 1,n) = M L(7). (2.76)

Zalozmy, ze p nie jest optymalnym rozwigzaniem problemu 1||MT(o,,1,n).
Istnieje wowczas permutacja p* zbioru (1,...,n) taka, ze:

MT(p*;0q,1,n) < MT(p; o, 1,n). (2.77)

Niech 7* = (n + 1,p*). Poniewaz t,+1 = dpy1 = 0, wiec ponownie korzystajac z
lematu 2.13 otrzymujemy:

MT(n*;0n41,1,n+ 1) = MT(p*; 0p,1,n) = ML(7*),
stad oraz z warunkow (2.76) i (2.77) otrzymujemy, ze:
ML(r*) < ML(m),

co daje sprzecznosé z zatozeniem optymalnosci permutacji 7 dla problemu 1||M L.
Oznacza to, ze permutacja p skonstruowana przez algorytm 9 jest optymalnym
rozwigzaniem problemu 1||MT (oy,1,n).

Udowodniliémy, ze gdyby istniat wielomianowy algorytm dla problemu 1||M L,
to daloby sie skonstruowaé¢ wielomianowy algorytm dla NP-trudnego problemu
1|/|MT(o,1,n). Oznacza to, ze problem 1||M L jest NP-trudny. O

Pokazemy teraz, ze problem 1||E(max{L;}) jest NP-trudny. Metoda postepo-
wania bedzie podobna do zastosowanej w punkcie 2.7. Najpierw definiujemy
rozmyty problem szeregowania 1||EY (max{Z;}), w ktérym czasy trwania i poza-
dane terminy zakonczenia prac sa liczbami rozmytymi typu N-schodkowego, a
funkcja kosztu harmonogramu jest okre§lona nastepujaco:

Plp) = B mx (L))

i=1,...,n

Zaktadamy réwniez, ze N < n (woéwczas rozmiar problemu jest ograniczony przez
pewien wielomian zalezny od n).
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Mozna pokaza¢ (w sposéb analogiczny jak w twierdzeniu 2.6), ze problem
1|EN (max{L;}) jest szczegolnym przypadkiem problemu 1||E(max{L;}). Udo-
wodnimy teraz, ze problem 1||EN(max{L;}) jest NP-trudny. Dowo6d bedzie
podobny do dowodu NP-trudnosci problemu 1||EN (max{T;}).

Twierdzenie 2.11. Problem 1||EN (max{L;}) jest NP-trudny, nawet jezeli spos-
réd wszystkich parametrow tylko pozgdane terminy zakonczenia prac sq¢ rozmyte.

Dowd6d Pokazemy, ze NP-trudny problem 1||ML jest T-transformowalny do
problemu 1||EN (max{L;}). Niech ((t;)%,,(d:)’,,n) bedzie zadang instancja
problemu 1||ML. Zdefiniujmy ¢ = Y " t; i d = max;—y__,{d;} + c. Przez
Ci(p), Li(p) bedziemy oznaczaé¢ odpowiednio czas zakonczenia oraz nietermi-
nowo$é pracy ¢ w permutacji p dla problemu 1|[ML.

Zdefiniujemy teraz odpowiednia instancje (N, n, (£)%,, (d;)%,) rozmytego prob-
lemu 1||EN (max{L;}) w nastepujacy sposob:

1. N=mn,

2. tj, 1 =1,...,n, sa liczbami rozmytymi, takimi ze:
3 (:B) _ 1 dla z= ti,
HE\T) =Y 0 dla z #t;.

Stad t} = [t;,t;] dla A € (0,1] (#; sa wigc zdeterminowane).

3. d;j, i =1,...,n, sg liczbami rozmytymi, takimi ze:

1 dla z=d,
pi(r) =< 5 dla z€[d;,d),
0 dla z € (—o0,d;) U (d,0),

stad:

A [ [did dla A<,
di = { d,d] dla A> (2.78)

S|

Zauwazmy, ze t; oraz Ji, t=1,...,n, sa liczbami rozmytymi typu N-schodko-
wego. Stad oraz z faktu, ze N = n wynika, ze (N,n, (£)%,, (d;)™,) jest instancja
problemu 1|FN|EN (max{L;}).

7 definicji funkeji EN(A) i formuty (2.72) otrzymujemy:
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EY(L(p)) 2NZ( max {L(p, )} + max (T, (p,]\'[)}). (2.79)

Dla kazdego i = 1, ..., N i dla kazdego j = 1, ..., N sa spelnione réwnosci:

Lp 1) = alp, 2) ~ d(L) = Cio) — d, (2:80)
L 2) =l 3) - d(3)} = Cio) — d(L), 281)

Z (2.78) otrzymujemy (analogicznie jak w dowodzie twierdzenia 2.8):

‘—li(%) ={ G e }vszjjiifz]\{’. &:52)
Z (2.81) i (2.82) wynika, ze:
o p={ G870 2 IEEEY  ow
Z (2.83) otrzymujemy:
N
; max {Li( p, ZmaX{Cl “1(p) = d, Lj(p), -, Ln(p)}. (2.84)

7 okre§lenia wartosci liczby d wynika, ze dla kazdego ¢ = 1, ..., N zachodzi:
N
Ci(p) — d = Ci(p) — thj - j;?f?flv{dj} < Cn(p) —dn = Ln(p). (2.85)
J:
Stad oraz z réwnosci (2.84) wynika, ze:
N
Zim?,x i(p, = N Zmax{L ,Ln(p)} = ML(p). (2.86)
Z warunku (2.80) otrzymujemy:

> max {L p,N )} = Z max {Ci(p) - d} = N - max {Ci(p) - d}. (287)

j=1
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Poniewaz:

i=1,...

N
max, {Ci(p) —d} = max {Ci(p)}—d= ;tj —d=c—d,
wiec:

max {L{p, 1)} = Nc—d). (2.88)

[~]=

j=1
7 warunkow (2.79),(2.86) i (2.88) wynika ostatecznie, ze:
1

= 2N(ML(p) + N(c—d)).

EN(L(p))

Poniewaz N, c i d sa statymi, to problem 1||ML i odpowiadajacy mu prob-
lem 1|FN|EN (max{L;}) maja takie same rozwiazania optymalne. Jezeli istnieje
wielomianowy algorytm dla problemu 1|FN|E™ (max{L;}) to mozna tatwo skon-
struowa¢ wielomianowy algorytm dla problemu 1||M L. Wynika z tego, ze prob-
lem 1|FN|EN(max{L;}) jest NP-trudny. Z okreglenia transformacji wynika, ze
problem ten jest NP-trudny nawet jezeli sposréd wszystkich parametréw tylko
pozadane terminy zakonczenia prac sa rozmyte. O

Twierdzenie 2.12. Problem 1||E(max{L;}) jest NP-trudny, nawet jezeli spos-
réd wszystkich parametréow jedynie pozgdane terminy zakoriczenia prac sg rozmyte.

Dowo6d Poniewaz szczegolny przypadek problemu 1||E(max{L;}) jest NP-trudny
(patrz tw. 2.11), to ogblniejszy problem jest rowniez NP-trudny. O

Na zakoriczenie tego punktu podamy kilka uwag dotyczacych ztozonosci obli-
czeniowej probleméw 1|FN|E(max{T;}) i 1|FN|E(max{L;}). Oba problemy
sa NP-trudne w przypadku gdy czasy trwania prac sa zdeterminowane a poza-
dane terminy zakonczenia prac sg liczbami rozmytymi typu N-schodkowego. W
dowodach NP-trudno$ci wykorzystaliSmy wiec liczby rozmyte, ktérych funkcje
przynaleznoéci sa nieciggle. Nie wiadomo jaka jest ztozono$¢ tych probleméw w
przypadku, gdy pozadane terminy zakonczenia prac sa liczbami rozmytymi typu
L — R (w szczegolnoci liczbami trojkatnymi). Prawdopodobnie sa one rowniez
NP-trudne a dowod tego faktu powinien byé przedmiotem dalszych badan. Nie
wiadomo rowniez jaka jest ztozonoéé obu probleméw gdy pozadane terminy za-
konczenia prac sa zdeterminowane a czasy trwania prac sa liczbami rozmytymi.

Pewne komplikacje obliczeniowe wynikaja réwniez z faktu, ze trudno jest

obliczyé¢ wartoéci E(T'(p)) i E(L(p)) dla zadanej permutacji p. Najprostszym
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rozwigzaniem jest obliczenie wartosci przyblizonych EN(T(p)) i EN(L(p)), tym
doktadniejszych im wieksza jest wartos¢ N. Wyniki uzyskane w tym oraz poprzed-
nim punkcie pokazuja jednak, ze zastosowanie takiej aproksymacji w przypadku,
gdy pozadane terminy zakonczenia prac sa dowolnymi liczbami rozmytymi, nie
zmniejsza ztozonosci obliczeniowej obu probleméw (sa one nadal NP-trudne).
Na rysunku 2.6 pokazane jest zestawienie problemoéw szeregowania, ktorych
NP-trudnoéé¢ zostata wykazana w tym punkcie oraz w punkcie poprzednim.

|ST — 1|MT(0,1,n) — /FN|EY(max(T;}) — 1/FN|E(max{T:})

l

1||ML — 1|FN|EN(max{L;}) — 1|FN|E(wax{L;})

Rys. 2.6: Zestawienie NP-trudnych probleméw szeregowania analizowanych w
punktach 2.712.8. P1 — P2 oznacza, ze problem P1 jest T-transformowalny do
problemu P2 (P1 moze by¢ rowniez szczeg6lnym przypadkiem P2)

2.9 Problem 1|prec, FN|Poss(EF > G)

W punkcie 2.1 przedstawiony zostal przeglad klasycznych, zdeterminowanych
probleméw szeregowania na pojedynczej maszynie. Dla kazdego takiego problemu
definiuje sie pewng funkcje kosztu harmonogramu F'(p), ktora zalezy od czasow
zakoriczenia prac i przyjmuje wartosci rzeczywiste. Jezeli parametry problemu sa
rozmyte, to niektére funkcje kosztu harmonogramu moga by¢ bezposrednio uogol-
nione na funkcje przyjmujace wartosci rozmyte F(p). Na przyktad funkcja F(p) =
S, w;Ti(p) moze zostaé nogélniona na funkcje F(p) = iin:lwif}(p). Jezeli
koszt harmonogramu jest rozmyty to pojecie optymalnogci traci sens. Wynika
to z faktu, ze w zbiorze liczb rozmytych nie jest okre§lona relacja porzadku.
Jednym z mozliwych rozwigzan tego problemu jest minimalizacja wartosci $red-
niej rozmytego kosztu, czyli wartosci funkeji E(F(p)). Podejscie to zastosowane
byto w dwoch poprzednich punktach. Inne rozwigzanie polega na zastosowaniu
podejécia, ktére nazywamy podejéciem celowym. Decydent podaje dodatkowsa
informacje, ktora okresla poziom kosztu, ktéry nie powinien byé przekroczony.
Poziom ten jest zadany w postaci pewnej liczby rozmytej G, ktoéra nazywamy
celem decydenta. Harmonogram p jest tym lepszy im mniejsza jest mozliwo$é,
ze koszt F(p) przekroczy cel G. Jezeli decydent potrafi doktadnie sformutowaé
swoj cel (np.: maksymalne op6znienie prac powinno by¢ niewieksze niz 10), to
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liczba G bedzie zdeterminowana. Moze sie jednak zdarzyé, ze cel jest okreslony
nieprecyzyjnie (np.: maksymalne opé6znienie prac nie powinno byé duze, przy
czym przez duze rozumiemy warto$ci okoto 10). W takim przypadku cel moze
byé¢ zadany w postaci liczby rozmyte;.

W punkcie tym zbadamy rozmyty problem szeregowania, dla ktérego funkcja
kosztu harmonogramu jest postaci:

F(p) = Poss(F(p) > Q). (2.89)

Zaktadamy dodatkowo, ze podzial prac oraz przestoje maszyny nie sa dopuszczal-
ne, co oznacza, ze optymalnego harmonogramu wystarczy poszukiwaé¢ wérod per-
mutacji zbioru prac. Wprowadzmy nastepujace oznaczenia:

Lemat 2.14. Zatéimy, Ze dla kazdej permutacgi p funkcje f(p, ) i g()\) sq cigg-
tymi 1 $cisle malejgcymi funkcjami A dla A € (0,1). Wowczas dla kazdego p i dla
kazdego A € (0,1) zachodzq nastepujgce warunki:

Poss(F(p) > G) =X & f(p,\) =g(1 - \),

Poss(F(p) > G) < A& f(p,\) <g(1—\).

Dow6d Wprost z lematu 1.9. O

Lemat 2.15. Jezeli dla pewnego Ny € (0,1) warunek f(p,)) < g(1 — \) jest
sprzecany (tzn. nie istnieje p dla ktdrego f(p, Xo) < g(1 — Xo)), to warunek ten
jest rowniez sprzeczny dla kazdego A < )Ag.

Dowdd Z definicji A-poziomu liczby rozmytej otrzymujemy dla kazdego p:
A< do= (F@)* C (F®) = Fp,do) < Fp, ),

ASX=21-A21=2=2GAC G =51 - X) >7(1-\).

Stad wynika, ze dla kazdego p jest prawdziwa nastepujaca implikacja:

f(p1 )‘0) > -g_(l - )‘0) = VAS)\O f(p7 /\) > g(l - /\)7
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czyli sprzeczno$é warunku f(p, \) < g(1 — ) dla Ay pociaga za soba sprzecznosé
tego warunku dla kazdego A < Ag. a
Zdefiniujemy teraz funkcje EXISTS(A), A € (0,1), okreslona nastepujaco:

_ [ px jezeli f(p,A) <g(1-2A),
EXITS={ 0 ek 4T a2 b

Funkcja EXISTS()\) konstruuje dla zadanego A € (0,1) permutacje p* spel-
niajaca warunek f(p*,A) < g(1 — \) lub zwraca pusta permutacje jezeli zadna
permutacja nie spetnia tego warunku. Jezeli funkcje f i g sa ciaglymi i $cigle
malejacymi funkcjami ), to z lematow 2.14 1 2.15 wynika, ze funkcja EXISTS())
konstruuje permutacje o koszcie niewiekszym niz A lub stwierdza, ze permutacja
o koszcie niewiekszym niz A nie istnieje.

Problem 1|prec, FN|Poss(F > G) mozna rozwiazaé za pomoca algorytmu
10, w ktérym korzystamy z funkcji EXISTS()).

Algorytm 10 Algorytm dla problemu 1|prec, FN|Poss(F > G)
ReqUire: n, (Zi)?:h (di)znzl’ (wi)?:l: é’ €€ (07 1]
Ensure: p* /* optymalne rozwiazanie problemu s/

1: p* + EXISTS(e)

2: if p* # () then

3: return /* p* jest optymalnym rozwigzaniem o koszcie € */

4: end if
5. p* + EXISTS(1—¢)
6: if p* = () then
7
8
9

p* < (1,..,n) /* lub dowolna inng permutacje */
. return p* /x koszt kazdej permutacji jest wiekszy niz 1 —e */
: end if
10: A\ = 0.5+ 0;k 1
11: while |/\2 == /\1| > € do
12: Ay A
13:  if EXISTS(\) = () then

14: A A+ g

15: else

16: p* < EXISTS(A\)
17: A~ AL — g

18: end if

190 k+k+1
20: end while
21: return p* /* p* jest optymalnym rozwiazaniem o koszcie A\; */

Poprawno$¢ algorytmu 10 jest konsekwencja nastepujacego twierdzenia:

87



Twierdzenie 2.13. Jezeli dla kazdego p funkcje f(p, \) i g(\) sq ciggtymi i Scisle
malejgcymi funkcjami X dla A € (0,1), to algorytm 10 konstruuje permutacje p*,
ktorej koszt rdzni sie od kosztu optymalnej permutacyi co najwyzej o €.

Dowd6d Z wtasnosci indeksu Poss(fl > B) wynika, ze koszt kazdej permutacji
nalezy do przedziatu [0,1]. Rozpatrzymy trzy mozliwe przypadki, ktore moga
zaj$¢ podczas dziatania algorytmu 10:

1. Jezeli istnieje permutacja p taka, ze Poss(F(p) > G) € [0,¢], to algorytm
skonstruuje ta permutacje w kroku 1 i zakonczy prace. Z definicji funkcji
EXISTS()) zachodzi bowiem warunek f(p,e) < g(1 —€) i wobec lematu
2.14 koszt p jest niewiekszy niz €. Jest oczywiste, ze koszt tej permutacji
rozni sie od kosztu optymalnej permutacji co najwyzej o €.

2. Jezeli dla kazdej permutacji p zachodzi Poss(F(p) > G) € (1 —¢,1], to
algorytm stwierdzi ten fakt w kroku 5 i zakornczy prace. Jezeli bowiem
EXISTS(1 —¢) = (), to z okreslenia funkcji EXISTS()) i z lematu 2.15
wynika, ze dla kazdej permutacji p zachodzi Poss(F(p) > G) > 1 —e.
Wynika z tego, ze koszt dowolnej permutacji r6zni sie od kosztu optymal-
nego rozwiazania o nie wiecej niz €. W takim przypadku algorytm przyjmie
za rozwigzanie permutacje p = (1,...,n) i zakoniczy prace.

3. Jezeli algorytm nie zakorniczyl pracy w krokach od 1 do 9, to oznacza, ze
koszt optymalnej permutacji nalezy do przedziatu (e,1 — ¢]. Wtedy, po
kazdej iteracji petli 11-20 btad bezwzgledny w oszacowaniu kosztu opty-
malnej permutacji jest mniejszy niz Elg Wynika to z faktu, ze korzystajac
z lematéow 2.14 i 2.15, zawezamy w kazdym kroku przedzial, w ktérym
znajduje sie optymalna warto§é kosztu o potowe. Po ostatniej iteracji
k > [—log, €]+1 ir6znica miedzy kosztem optymalnej permutacji i kosztem
permutacji p* jest nie wieksza niz e. O

Ztozonosé obliczeniowa algorytmu 10 jest rzedu O(|loge|f(n)), gdzie f(n)
jest ztozonoscig obliczeniowa funkcji EXI1STS()), przy zalozeniu, ze zalezy ona
wytacznie od liczby prac n. Zauwazmy, ze obliczenie funkcji EXIST S()\) wymaga
rozwigzania pewnego problemu decyzyjnego, ktéry moze byé¢ trudny (jego ztozo-
no$é¢ zalezy od wyboru konkretnej funkcji F'(p)).

W kolejnych punktach przeanalizujemy dwa szczegblne przypadki problemu
1|prec, FN|Poss(F > G), ktore sa tatwe z punktu widzenia ztozonosci obliczenio-

wej.
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2.9.1 Problem 1|prec, L — R|Poss(maz{w;L;} > G)

Zatozmy, 7e czasy trwania prac i pozadane terminy zakonczenia prac oraz cel G
sg liczbami rozmytymi typu L — R, gdzie:

t~i = (ti:fiaahﬂi)Li—Ri’ 1= 1’ seey Ty

di - (—z)dza¢17¢z)s —T;» 1= 1 , .

Funkcja kosztu harmonogramu jest okreslona w nastepujacy sposob:

F(p) = Poss(_ max {wZ i(0)} > Q).

i=1
Szukamy wiec takiego harmonogramu p, dla ktérego mozliwoéé, ze maksymalna,
wazona nieterminowos$é¢ przekroczy zadany cel G jest najmniejsza. Zauwazmy
najpierw, ze z wniosku 2.1 wynika, ze funkcja F'(p) jest f-regularna czyli problem,
w ktorym dodatkowo jest dopuszczalny podzial prac i przestoje maszyny ma
rozwigzanie optymalne o takim samym koszcie.

'Funkcja F(p) w formule (2.89) przyjmuje w analizowanym przypadku nastepu-
jaca postac:

F(p) = max {w:Li(p)}.

i= L.,
Korzystajac z wlasnosci A-poziomu (patrz wlasnosé 1.5), mozemy wyznaczyé
funkcje f(p, A):

fo, ) = max {w;(@(p, A) — di(A))} = max {w Zt (M)} (2.90)
jept
Lemat 2.16. Jezeli parametry t;, di, i = 1,...,n, sqg liczbami rozmytymi typu L-
R, to funkcja f(p,A) jest dla kazdego p ciggtq i Scisle malejgeq funkcjg N dla
A€ (0,1).

Dowo6d Poniewaz wszystkie parametry £;, cZi, t=1,...,n sa liczbami rozmytymi
typu L — R, wiec z wlasnosci 1.2 otrzymujemy, ze funkcje ¢;(\) 1 d;()\) sg ciagte
dla A € (0,1). Z elementarnej analizy wiadomo, ze suma, r6znica oraz maksimum
funkeji ciaglych jest funkcja ciagla. Z okreslenia funkcji f(p,\) (patrz formuta
(2.90)) wynika wiec, ze funkcja ta jest dla kazdej permutacji p ciagta funkcja .

Z wtasnoéci 1.2 otrzymujemy rowniez, ze funkcje d;()\) sa $ciéle rosnace a
funkcje #;(\) sa scisle malejace dla A € (0,1). Stad jezeli A; > Ay, to dla kazdego
1 € J zachodzi:

w;(&i(p, A1) — d; (A1) < wi@i(p, A2) — d;(A2)),
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czyli:

Jmax {w;(@(p, A) — di(A))} < max {wi(ci(p, A2) — d;(%2))}-

i=1,....n

Stad f(p, A1) < f(p, A2) i funkcja f(p, A) jest Scile malejaca funkcja A. O

Z lematu 2.16 wynika, ze do rozwigzania badanego w tym punkcie prob-
lemu mozemy zastosowa¢ algorytm 10. Podamy teraz sposéb obliczenia funkcji
EXISTS(A) dla tego problemu. Dla zadanego A € (0,1) zdefiniujmy klasy-
czny problem 1|prec| max{w;L;} z parametrami: t; = t;(\), d; = d;()\), prec, w;,
1=1,...,n. Mamy woéwczas:

max {w;Li(p)} = max {wi Zt (M)} = fl, N).

jept

Aby stwierdzi¢, czy dla zadanego ) istnieje p takie, ze f(p, \) < g(1 — )) nalezy
wyznaczy¢ optymalne rozwigzanie problemu 1|prec| max{w;L;} dla zadanego A
i sprawdzi¢, czy koszt tego rozwiazania jest nie wigkszy niz g(1 — A\). Problem
1|prec| max{w;L;} mozna rozwiaza¢ za pomoca klasycznego algorytmu Lawlera
(patrz algorytm 3). Funkcja EXISTS(\) jest zapisana w postaci algorytmu 11.

Algorytm 11 Funkcja EXISTS()) dla 1|prec, L — R|Poss(maz{w;L;} > @)

Require: n, prec, (&)™, (d;)™,, (wi)™,, G, A

Ensure: p*

for all 7 € J do
t; < f, + ﬂ,RZ_1<)\)
di  d; - $:S7 ()

: end for

: Rozwiaz  klasyczny  problem  1|prec| max{w;L;} 2z parametrami
n,prec, (t)™,, (d;))™,, (w;)™,, stosujac algorytm Lawlera (patrz algorytm 3)
i podstaw pod p* optymalng permutacje.

o if max;—y o {wi(Ci(p*) — di)} < g(1—A) then

return’p* /5 7', \) < (1 ) */

: else

return () /* V, f(p,\) >g(1 = A) =/

10: end if

A - A e

© 0 oD

Ztozono$¢ algorytmu 11 jest taka sama jak zlozonosé klasycznego algorytmu
Lawlera i jest rzedu O(n?). Dysponujac algorytmami 10 i 11 mozemy efektywne
rozwiazaé problem 1|prec, L — R|Poss(max{w;L;} > G). Ztozonos¢ petnego algo-
rytmu dla tego problemu jest rzedu O(n?|loge|), gdzie ¢ jest zadang doktadnoscia
w wyznaczeniu kosztu optymalnej permutacji.
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Przyktad: Niech J = {1,...,,10}, prec = {(1,2),(3,4),(2,5), (3,8)} a #; oraz
d;, i = 1,...,10, beda liczbami trapezowymi. Wszystkie parametry problemu sg
podane w tablicy 2.8. Zalézmy, ze cel jest rowniez trapezows liczba rozmyta,

G = (10,12,5,5), a € = 0.001.

1€J ti d; wj
1 (1113)| (102238) |0.7
2 (2513)| (101235) | 0.6
3 (3623)| (111339) | 0.2
4 (3522)| (101159) | 0.2
5 (2212)| (101155) | 0.4
6 (2312)| (12126 10) | 0.6
7 (4522)| (89710) |05
8 (2212)| (101135) | 0.8
9 (3432) (89828) 0.1
10 (2211)| (111568) | 0.5

Tab. 2.8: Parametry przyktadowego problemu

Przebieg algorytmu jest przedstawiony w tablicy 2.9.

krok | A gL =N [ F(", N | EXISTS()\)

1 0.001 | 12.005 | 17.389 | ()

(2 [0.999[16.995 6510 | (7,3,81,2,610549) |
3 0.5 | 145 12 (3,8,1,7,2,6,10,5,4,9)
4 0.25 | 13.25 1485 | ()

5 0.375 | 13.875 | 135 (3,8,1,7,2,6,10,5,4,9)
6 0.312 | 13.562 | 14212 | ()

7 0.343 | 13.718 | 13.875 | ()

8 0.359 | 13.796 | 13.687 | (3,8,1,7,2,6,10,5,4,9)
9 0.351 | 13.757 | 13.781 | ()

11 | 0.355 | 13.777 | 13.734 | (3,8,1,7,2,6,10,5,4,9)
12 | 0353 | 13.767 | 13.757 | (3,8,1,7,2,6,10,5,4,9)

Tab. 2.9: Poszczegblne kroki algorytmu dla przyktadowego problemu
Optymalnym rozwigzaniem problemu jest permutacja
p* = (37 87 17 77 27 6) 107 5747 9)7

o koszcie F'(p) = 0.353. Funkcje przynaleznosci liczby rozmytej F(p*) i rozmytego
celu G sa przedstawione na rysunku 2.7.
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Rys. 2.7: Poss(F(p*) > G) = Poss(max,_;,_,{w;Li(p*)} > G) = X

2.9.2 Problem 1|L — R|Poss(> w;C; > G)

Zat6zmy, ze prec = () a czasy trwania prac oraz cel G sg liczbami rozmytymi typu
L — R, gdzie:
Ei — (Ii;z'h ai:ﬂi)L,’-R{) 1= 1’ ceny 0.
Funkcja kosztu harmonogramu jest okre§lona nastepujaco:
- @ 3 }

F(p) = Poss() ,_ wiCi(p) > G).

=

Z wniosku 2.1 wynika, ze funkcja ta jest f-regularna, czyli problem w ktoérym
dodatkowo dopuszczalny jest podzial prac i przestoje maszyny ma rozwiazanie
optymalne o takim samym koszcie. Funkcja F(p) w formule (2.89) przyjmuje w
analizowanym przypadku nastepujaca postac:

F(p) = sz‘éi(P)-

Korzystajac z whasnosci A-poziomu, mozemy wyznaczyé funkcje f(p, \):

n

f(,\) = Zwi@'(P, A = (wi Y 5(N). (2.91)

=1 jep!

Lemat 2.17. Jezeli wszystkie parametry i;, d;,i=1, ey 8¢ liczbami rozmytymi
typu L-R, to funkcja f(p, ) jest dla kazdego p cigglq i Scisle malejgeq funkcjg A
dla A € (0,1).
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Dowd6d Analogiczny do dowodu lematu 2.16. O

Podamy teraz sposob obliczenia funkcji EXISTS(A) dla tego problemu. Dla
zadanego A € (0,1) utwérzmy klasyczny problem szeregowania 1[| > w;C; z
parametrami: t; = ¢;(\), w;, ¢ = 1,...,n. Mamy wowczas:

n

> wiCilp) = Y (wi Y (V) = F(p, ). (2.92)

Aby stwierdzié, czy dla zadanego ) istnieje p takie, ze f(p,\) < g(1 — A) nalezy
znalez¢ optymalne rozwigzanie problemu 1| w;C; dla zadanego A i sprawdzié,
czy koszt tego rozwiazania jest nie wiekszy g(1 — A). Optymalne rozwigzanie
problemu 1|| Y w;C; otrzymujemy stosujac tzw. regule Smitha (patrz [3]), czyli
wykonujac prace zgodnie z nie malejacymi warto§ciami L—L

Korzystajac z reguty Smitha skonstruujemy algorytm 12 obliczajacy funkcje
EXISTS()) dla badanego problemu.

Algorytm 12 Funkcja EXISTS()) dla 1|L — R|Poss(> w;C; > G)

Require: uz (Ei)?=l7 (wi)znzli é) A
Ensure: p*
for all i € J do
t; fi + ﬂ,Rl—l()\)
end for
Utworz permutacje p* wykonujac prace w kolejnoséci niemalejacych wartosci
t;/w; (reguta Smitha)
if Y0, wiCi(p") < 9(1 - ) then
return p* /* f(p*,A) <g(1—A) */
else
return () /+ ¥, 7(p,3) > 51— A) */
end if

Ztozonosé algorytmu 12 jest rzedu O(nlogn). Dysponujac algorytmami 10
i 12 mozemy efektywne rozwiaza¢ problem 1|prec, L — R|Poss(i:wic~'i > G).
Ztozonos¢ petnego algorytmu dla tego problemu jest rzedu O(n logn|logel), gdzie
¢ jest zadana doktadnoécia wyznaczenia kosztu optymalnej permutacji.
Przyktad: Niech J = {1,...,10} a {; oraz d;, i = 1, ..., n, beda liczbami trape-
zowymi. Wszystkie parametry problemu podane sg w tablicy 2.10. Zal6zmy, ze
cel jest rowniez trapezows liczba rozmyta G = (60, 70, 20, 20) i e = 0.001.

Przebieg algorytmu przedstawiony jest w tablicy 2.11.
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1€J t; w;
1 (1113)]0.7
2 (2513) 0.6
3 (3623) 0.2
4 (3522) 0.2
5 (2212)]04
6 (2312) 0.6
7 (4522) 05
8 (2212) 0.8
9 (3432)|0.1
10 (2211) |05

Tab. 2.10: Parametry przyktadowego problemu

krok | A g(1=X) | f(»*,\) | EXISTS()\)

1 0.001 | 70.02 88.859 | ()

(2 [0.999]89.98 [48.141 | (1,8,10,6,5,2,7,4,3,9) |
3 05 |80 68.7 (1,8,10,6,5,2,7,4,3,9)
4 025 [ 75 78.85 0

5 0.375 | 77.5 73.825 | (8,1,10,6,5,2,7,4,3,9)
6 0.312 | 76.25 76.337 | ()

7 0.343 | 76.875 | 75.081 | (8,1,10,6,5,2,7,4,3,9)
8 0.328 | 76.562 | 75.709 | (8,1,10,6,5,2,7,4,3,9)
9 0.320 | 76.406 | 76.023 | (8,1,10,6,5,2,7,4,3,9)
11 | 0.316 | 76.328 | 76.180 | (8,1,10,6,5,2,7,4,3,9)
12 0314 [ 76.289 | 76.259 | (8,1,10,6,5,2,7,4,3,9)

Tab. 2.11: Poszczegoblne kroki algorytmu dla przyktadowego problemu

Optymalnym rozwiazaniem jest permutacja p* = (8,1,10,6,5,2,7,4,3,9) o
koszcie F'(p*) = 0.314. Dla tej permutacji:

~.n

Z._lwiéi(p*) = (38.3,48.7,21.6,40.2).

F(p*)

Funkcje przynaleznoéci liczb rozmytych E?zlw,-éi (p*) i G sa przedstawione na
rysunku 2.8.
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Rys. 2.8: Poss(F(p*) > G) = Poss(f::ﬂwié'i(p*) >@) =X

2.10 Problem 1|FN|>] Poss(Ness)(CN’i > JZ)

W punkcie tym zbadamy rozmyty problem szeregowania, w ktérym minimali-
zowana jest suma mozliwosci (lub koniecznoséci) przekroczenia pozadanych ter-
min6éw zakonczenia przez prac nalezacych do J.

Zalézmy, ze nie jest okreslona relacja poprzedzania (prec = ()) a funkcja kosztu
harmonogramu jest zdefiniowana nastepujaco:

F(p) = ZDi(éi(p) > d;),

gdzie D; € {Poss, Ness} dlai=1,...,n.

Z wniosku 2.1 wynika, ze funkcja F(p) jest f-regularna, czyli dopuszczenie
podziatu prac i przestojéw maszyny w tym problemie nie ma wptywu na koszt
uzyskanego optymalnego rozwiazania.

Zauwazmy, ze jezeli parametry ;, dii=1,..,n, sa zdeterminowane, to:

1 jezeli Ci(p) > d;,

Poss(Ness)(Ci(p) > d;) = Ui(p) = { 0 jezeli Ci(p) < d;.

W takim przypadku problem 1|FN|Y. Poss(Ness)(C; > d;) jest rownowazny
klasycznemu problemowi 1|| Y U; (patrz punkt 2.1) i moze by¢ efektywnie rozwia-
zany przez algorytm wielomianowy (patrz [3]). Problem staje sie trudniejszy w
ogoblniejszym przypadku, gdy parametry sa liczbami rozmytymi. Udowodnimy
nastepujace twierdzenie:
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Twierdzenie 2.14. Problem 1|FN|Y Poss(C; > d;) jest NP-trudny nawet jeze-
li sposréd wszystkich parametréow jedynie pozgdane terminy zakoriczenia prac di,
1=1,..,n, sg rozmyte.

Dowd6d Pokazemy, ze NP-trudny problem 1|| > 7; jest T-transformowalny do
1|FN| Y Poss(C; > d;). Niech (n, (t;)%,, (d;)™,) bedzie zadana instancja prob-
lemu 1|| Y T;. Przez C;i(p), T;(p) bedziemy oznaczaé odpowiednio czas zakoncze-
nia i op6znienie pracy ¢ w permutacji p dla problemu 1|| Y 7;. Zdefiniujmy D =

>or  ti+ 1. Skonstruujmy odpowiednia instancje (n, (t;),, (di)i,) rozmytego
problemu 1|FN| Y Poss(C; > d;) w nastepujacy sposob:

1. t;=t;, i =1,...,n, (f; s3 wiec zdeterminowane),
2. d; = (d;j, D, D), i =1,...,n.

Poniewaz czasy trwania prac sa zdeterminowane, wiec czasy zakoriczenia prac
i € J w harmonogramie p sa réwniez zdeterminowane, czyli:

Ci(p) = Ci(p).

Zachodzi ponadto nastepujaca zaleznoé¢ (patrz lemat 1.1 i rysunek 2.9):

N 1 Cz(p) - di > D7
Poss(Ci(p) > d;) = { =4 ¢i(p) — d; € (0, D), (2.93)
0 Ci(p) —d; < 0.

v

di Ci (p) di -+ D

Rys. 2.9: Poss(Ci(p) > d;) = Ao

Poniewaz dla kazdego i € J zachodzi C;(p) — d; < D, wiec wzor (2.93) mozna
zapisa¢ w jeszcze prostszej postaci:

” Ci(p)—d; ] g
Poss(Ci(p)>di):{ = Ci(p) — d; > 0,

0 Cz(p) = di < 0. (294)
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Stad:
_ max{0, Ci(p) — d;} _ T;(p)
D D’

Poss(Ci(p) > CL)
> Poss(Cip) > &) = 5 3_T0),

>_Tip) = D} _ Poss(Ci(p) > o).

Z ostatniej rownosci oraz z faktu, ze D > 0 jest stala wynika, ze problem 1|| > 7;
oraz odpowiedni problem 1|FN|Y> Poss(C; > d;) maja takie same rozwiazania
optymalne.

Przedstawiona transformacja moze by¢ tatwo wykonana przez algorytm wielo-
mianowy. Gdyby istnial wielomianowy algorytm dla 1|FN| 3. Poss(C; > d;), to
mozna bytoby rozwigza¢ w czasie wielomianowym NP-trudny problem 1[|3 T;.
Wynika z tego, ze problem 1|FN|Y. Poss(C; > d;) jest NP-trudny. Ponadto
z przeprowadzonej transformacji wynika, ze problem ten jest NP-trudny jezeli
sposrod wszystkich parametréw jedynie pozadane terminy zakonczenia prac sa

rozmyte. O

Twierdzenie 2.15. Problem 1|FN|Y Ness(C; > d;) jest NP-trudny nawet jeze-
li sposréd wszystkich parametréw jedynie pozgdane terminy zakoriczenia prac d;,

1=1,..,n, 8¢ rozmyte.

Dowéd Analogiczny do dowodu twierdzenia 2.14. O

2.11 Problemy l|prec, L — R| ) E(w;C;) i
1|TG| > E(wT;)

W punkcie tym zbadamy rozmyte problemy szeregowania, w ktérych funkcja
kosztu harmonogramu jest szczegélnym przypadkiem funkcji postaci:

gdzie f; : FN(R) — FN(R). Zaktadamy, ze dla kazdego harmonogramu p istnieje
warto$¢ rednia liczby rozmytej f;(C;(p)), i = 1,...,n.
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Rozwazmy najpierw problem 1|prec, L — R| Y E(w;C;), w ktorym funkcja
kosztu harmonogramu jest okre$lona nastepujaco:

F(p) = Z E(wiéi(p))'

Zalo6zmy, ze czasy trwania prac sa liczbami rozmytymi typu L — R, dla ktérych
istnieje warto$¢ Srednia. Z wlasnoéci wartosci $redniej liczby rozmytej (patrz
wlasnosé 1.7) otrzymujemy nastepujaca zaleznosé:

n n n

> E(wiCi(p)) = Y wE(Ci(p)) = Y wi y | E(F).

i=1 i=1 i=1  jept
Z zalezno$ci tej wynika, ze analizowany problem jest rownowazny klasycznemu
problemowi 1|prec| Y w;C;, w ktérym rozmyte czasy trwania prac sa zastapione
ich warto$ciami §rednimi. Odpowiednie warto$ci §rednie rozmytych czaséw mozna
tatwo wyznaczy¢ za pomoca formuty podanej w lemacie 1.12. Ztozono$é¢ prob-
lemu 1|prec, L — R| Y. E(w;C;) jest wiec taka sama jak ztozono$¢ analogicznego
problemu 1|prec| 3> w;C;. Jezeli w problemie 1|prec, L — R|Y" E(w;C;) relacja
poprzedzania prec = (), to optymalny harmonogram (permutacje prac) otrzymu-
jemy wykonujac prace zgodnie z reguta Smitha, czyli zgodnie z niemalejacymi
warto§ciami %t) (patrz [3]). Problem jest rowniez wielomianowy jezeli relacja
prec jest typu sp — graph, natomiast jezeli relacja prec jest dowolna, to problem
jest silnie NP-trudny (patrz [3]).

Rozwazmy teraz rozmyty problem szeregowania 1|FN|S. E(w;T;), w ktorym

nie jest okre$lona relacja poprzedzania a funkcja kosztu harmonogramu jest réwna:

F(p) =Y B(wi(p).

Jezeli czasy trwania i pozadane terminy zakonczenia prac sa zdeterminowane,
to tatwo pokazaé, korzystajac z wlasnosci wartosci Sredniej liczby rozmytej, ze:

Z E(wT;(p)) = Z w;T;(p).

Oznacza to, ze w tym szczegblnym przypadku, problem 1|FN|Y. E(wT;) jest
réwnowazny klasycznemu problemowi 1|| > w;T;, ktory jest silnie NP-trudny (pa-

trz [3]). Wynika z tego, ze w og6lnym przypadku problem 1|FN|}_ E(w;T;) jest
silnie NP-trudny.
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Rozwazmy teraz problem 1|TG| Y E(w;T;), ktory jest szczegolnym przypad-
kiem problemu 1|FN|Y E(w;T;), w ktorym czasy trwania i pozadane terminy
zakonczenia prac sg rozmytymi liczbami tréjkatnymi. Poniewaz liczby zdetermi-
nowanej nie mozna traktowa¢ jako szczegolnego przypadku liczby trojkatnej, wiec
z NP-trudnosci problemu 1|| > w;7T; nie wynika bezposrednio NP-trudnosé prob-
lemu 1|7G| ZE(w,’_f}) Zauwazmy, ze w przypadku tego problemu nie mozna
roéwniez w prosty sposob zastapi¢ czaséw trwania prac ich wartosciami §rednimi i
szukaé dalej rozwigzania problemu 1|| Y~ w;T;. Wynika to z faktu, ze warto$¢ éred-
nia nie zachowuje, w przypadku liczb rozmytych, operacji maksimum. Prawdziwa
jest jedynie nastepujaca nier6wnosc:

E(Ti(p)) = E(max{0, Ci(p)—d;}) > max{0, E(Ci(p)) — E(d:)}

Pokazemy, ze problem 1|TG|) E (w;T;) jest rowniez silnie NP-trudny. Dowod
tego faktu ma znaczenie w pracy z tego wzgledu, ze w kolejnym rozdziale na prob-

lemie 1|TG| > E(w;T;) bedzie testowana heurystyka, za pomoca ktorej mozna w
sposob przyblizony rozwiazywac¢ problemy NPtrudne.

Twierdzenie 2.16. Problem 1|TG|Y. E(w;T;) jest silnie NP-trudny.

Dow6d Pokazemy, ze silnie NP-trudny problem 1| w;T;, w ktorym wszystkie
parametry sg liczbami catkowitymi (patrz [3]), jest T-transformowalny do prob-
lemu 1|TG| Y E(w;T;). Niech (n, (t;)1,, (di)™,, (w;),) bedzie zadang instancja
problemu 1|| > w;T;. Przez C;(p) i Ti(p) bedziemy oznaczaé¢ odpowiednio czas
zakoniczenia i op6znienie pracy ¢ w permutacji p dla problemu 1|| Y w;T;.

Niech (n, ()™, (d;)™,, (w;)™,) bedzie odpowiednia instancja rozmytego prob-
lemu 1|TG| Y E(w;T;), gdzie:

Zi = (Qti,E,E), 1= 1, wssty Ty

d; = (2d;,e,¢), 1=1,...,n,
_ 1
- 2ny 0w

Z wtasnosci operacji na liczbach tréjkatnych otrzymujemy dla kazdej pracy ¢ € J:

Cilp) = O_ 2t;, Ip'le, Ip'le) = (2Ci(p), Ip'le, Ip'le).

jept

(>

Obliczymy teraz dla kazdej pracy ¢ warto§¢ wyrazenia:
E(w;T;(p)) = w; E(max{0, C;(p) ~d;}).
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Dla kazdej pracy ¢ € J prawdziwa jest nastepujaca réwnosc:
wiE(Ti(p)) = wiE(max{0, D;(p)}), (2.95)

gdzie:
D;(p) = Ci(p)—d; = (2Ci(p) — 2d;, 2|p'[¢, 2|p'€)-
Do obliczenia wyrazenia (2.95) wykorzystamy wzor z lematu 1.13. Obliczymy
najpierw wspotczynniki P i ) wystepujace w tym wzorze. Otrzymujemy:

2C;i(p) — 2d; _ 2d; — 2C;(p) _

P=— : = :
2|pile 2|pile

—Q.

Poniewaz C;(p) i d; przyjmuja wartosci catkowite a 2|p’le € (0, 1) wiec mozliwe sa
jedynie nastepujace trzy przypadki: P =0, P > 1 lub P < —1(Q > 1). Stosujac
wzor z lematu 1.13 otrzymujemy wiec nastepujaca formute:

i 0 jezeli P >1 (d > Ci(p)),
wiB(Ti(p)) = { wilZ* jezeli P =0 (d; = Ci(p)), (2.96)
wi(Ci(p) — di) jezeli Q >1 (d < C (p))-

Poniewaz T;(p) = max{0,C;(p) — d;}, wiec ze wzoru (2.96) otrzymujemy dla
kazdej pracy ¢ € J i dla kazdej permutacji p nastepujace oszacowanie:

i
- €
w;Ti(p) < wiE(Ti(p)) < wiTi(p) +wi P 2' :
Stad:
n n N n n |p1|
> wiTip) <> wB(Ti(p) <Y wiTi(p) +Ezwi7- (2.97)
i=1 i=1 i=1 i=1
7 okrelenia ¢ i z faktu, ze |p'| < n otrzymujemy:
|p | _ i1 [P nY iy Wi 1
A iz < = =-<1. 2.
Ezw T dAn Y w T o AnY o w < (2.98)
Z warunkéw (2.97) i (2.98) otrzymujemy:
n n N n
> wiTi(p) < > wiB(Ti(p) < Y wili(p) + 1. (2.99)
i=1 i=1 i=1

Pokazemy teraz, ze jezeli p jest optymalnym rozwiazaniem rozmytego prob-
lemu 1|/TG|Y E(w;T;), to p jest réwniez optymalnym rozwiazaniem problemu
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1| 3> w;T;. W przeciwnym wypadku, poniewaz w;T;(p) zawsze przyjmuje wartoci
catkowite, musiatoby istnie¢ rozwiazanie p* takie, ze:

n n
> wTi(p*) +1 <) wTi(p),
i=1 =1
ale wowczas, stosujac warunek (2.99) otrzymujemy:
n N n n n B
Y wBT(pY) <Y wTi(p*) +1< ) Tilp) < Y wiB(Ti(p)),
i=1 i=1 i=1 i=1

co bytoby sprzeczne z zatozeniem optymalnosci permutacji p dla 1|TG| Y. E (w;T;).

Aby znalez¢ optymalne rozwiazanie problemu 1|| > w;T; wystarczy zatem
znalezé optymalne rozwiazanie odpowiedniej instancji problemu 1|7G| 3> E(w;T;).
Przeksztalcenie jednej instancji w druga moze zostaé tatwo wykonane w czasie
wielomianowym. Wynika z tego, ze silnie NP-trudny problem 1|| > w;T; jest T-

transformowalny do problemu 1|T'G| > E(w;T;) co oznacza, ze rozmyty problem
szeregowania 1|TG| Y. E(w;T}) jest réwniez silnie NP-trudny. O
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Rozdzial 3

Ocena optymalnos$ci harmonogramu
w problemach szeregowania prac na
pojedynczej] maszynie z rozmytymi
parametrami

W kazdym z rozwazanych w rozdziale drugim rozmytych probleméw szeregowa-
nia pojecie rozwigzania optymalnego bylo precyzyjne (jednoznacznie okreslone).
Rozwigzaniem optymalnym byt taki harmonogram, dla ktérego pewna funkcja
kosztu, przyjmujaca wartoSci rzeczywiste, osiagata warto$¢ najmniejsza. Zatem,
podobnie jak w przypadku klasycznego problemu szeregowania, kazdy harmono-
gram albo jest albo nie jest rozwiazaniem optymalnym problemu. Podejscie
takie mozna jednak uwaza¢ za pewne uproszczenie. Obliczajac funkcje kosztu
harmonogramu traci si¢ bowiem pewna cze$é¢ informacji, ktora jest zawarta w
rozmytych parametrach. W rzeczywistosci, jezeli doktadna warto$¢ parametrow
nie jest znana, to nie mozna stwierdzi¢, czy zadany harmonogram bedzie opty-
malny. Mozna natomiast méwi¢ o ocenie mozliwosci, ze zadany harmonogram
bedzie optymalny. W rozdziale tym zostanie przedstawiona definicja stopnia op-
tymalnoéci zadanego harmonogramu w problemie z rozmytymi parametrami oraz
zostanie podany ogdlny schemat algorytmu stuzacego do obliczania tego stopnia.
Szczegotowe wyniki bedg przedstawione dla problemu 1|prec| faz-
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3.1 Koncepcja oceny stopnia optymalnosci har-
monogramu

Rozpatrzmy pewien problem szeregowania S zbioru prac J = {1,...,n} na po-
jedynczej maszynie z zadana funkcja kosztu harmonogramu f(p) (patrz [3]).
Wartosé funkeji f(p) zalezy od harmonogramu p oraz od pewnego zbioru

Z = {Z15005 %}

ustalonych parametréw, ktére moga by¢ liczbami rzeczywistymi'. Parametrami
tymi sg czasy trwania prac, pozadane terminy zakornczenia, wagi itd. Dla zadane-
go harmonogramu p, funkcje f(p) mozna traktowac rowniez jako funkcje paramet-

row 21, ..., 21, tzn:

f(p) = f(p; 21, )

Zalozmy teraz, ze parametry problemu zadane sa nieprecyzyjnie w postaci
liczb rozmytych Z; z funkcjami przynaleznosci pz (z), i = 1,...,I. Dopuszczamy
rowniez sytuacje, w ktorej niektore parametry sa zdeterminowane (sa wiec szcze-
g6lnymi przypadkami liczb rozmytych). Podamy teraz metode okreslania jaka jest
mozliwo$é, ze zadany harmonogram p jest optymalny. Jezeli parametry bytyby
zadane w postaci zmiennych losowych to analogicznie szukaliby$my odpowiedzi na
pytanie jakie jest prawdopodobienstwo, ze zadany harmonogram jest optymalny.

Niech I'’(p) C R! bedzie zbiorem ukladéw wartosci parametrow (zy, ..., z),
dla ktoérych zadany harmonogram p jest optymalny w problemie szeregowania S,
tzn:

Yier,..a)erso) Ve £ (05 215 - 21) < (M5 21,005 21)-

Definicja 3.1. Stopieri mozliwosci, ze zadany harmonogram p jest optymalnym
rozwigzaniem problemu S jest okreslony nastepujgco:

0 I*(p)
SUD(,,  ayers(p{mini=y,.i iz (2:)} T°(p)

ovts(9) = { AR

Z definicji 3.1 wynika, ze jezeli harmonogram p jest niedopuszczalny, to I'*(p) =
01 Opts(p) = 0.

W klasycznych problemach szeregowania czesto zaktada sie, ze parametry sg liczbami
catkowitymi. Bedziemy rozwazaé tylko te problemy, w ktérych zalozenie to nie ma istotnego
znaczenia.
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W dalszych rozwazaniach wazny bedzie przypadek, w ktérym parametry zada-
ne sy w postaci liczb przedziatowych (tzn. 2z = [2;,,Z], ¢ = 1,..,1). Za-
uwazmy, ze wowczas wskaznik optymalnosci opts(p) przyjmuje wartosci 0 lub
1, przy czym opts(p) = 1 wtedy i tylko wtedy, gdy istnieje uklad parametrow
(21,...,21) € T5(p) taki, ze z; € [2;,%i], 2 = 1,...,]. Problem wyznaczenia stop-
nia optymalnosci opts(p) zadanego harmonogramu p, jezeli wszystkie parametry
sg zadane w postaci liczb przedzialowych, nazywamy przedzialowym prob-
lemem szeregowania. Przedzialowy problem szeregowania S bedziemy oz-
nacza¢ symbolem ¢ —S. Wazno$¢ przedzialowego problemu szeregowania wynika
z nastepujacego twierdzenia:

Twierdzenie 3.1. Stopier optymalnosci harmonogramu p jest nie mniejszy od
ustalonej wartosci X € (0,1], tj. opts(p) > A, wtedy i tylko wtedy gdy istnieje
uktad parametrow (zy, ..., z) € ['°(p) taki, ze z; € 7} dlai=1,...1.

Dowod

< Zaléimy, ze istnieje uktad parametrow (zy, ..., z) € ['9(p) taki, ze z; € 2}
dlai=1,..,1, gdzie A € (0,1]. Woéwczas z definicji A-poziomu liczby rozmytej
otrzymujemy, ze 3, (z;) > A dla kazdego ¢ = 1,...,1. Stad:

l.gll’iﬂ’l{uzi(zi)} > A (3.2)

Z warunku (3.2) oraz z definicji stopnia optymalnosci (patrz definicja 3.1)
wynika, ze opts(p) > A.
= Zalozmy, ze opts(p) = Ao € (0,1]. Wowczas z definicji stopnia optymal-
nosci 3.1 i okreslenia supremum wynika, ze:
vs>03(zl,...,zl)€1"5(p) igllinl{uz,-(zi)} > Ao — €.
Stad oraz z wlasnoéci operacji minimum wynika, ze:
Ves03(ar,...)ers (o) iz, Mz (2i) = Ao — €. (3.3)

Z warunku (3.3) oraz z definicji A-poziomu liczby rozmytej wynika nastepujacy
warunek:

Ves03(an,....e)ers(p) Viz1,...t Zi € [2;(Xo — €),Zi(Ao — €)], (3.4)
Stad oraz z lewostronnej ciggtosci funkeji z;(¢),z;(t) dla ¢ € (0, 1] otrzymujemy:

3t m)ers (p) Viz1,...0 2i € [2:(X0), Zi(No)], (3.5)
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Jezeli opts(p) = Ag > A, to z warunku (3.5) i z faktu, ze [z;(Ao),Zi(Ao)] C
[2;(A), Zi(A)] otrzymujemy, ze:

er,z)ers ) Viz1,...0 2i € [2:(A), Zi(N)],

co koniczy dowod. O
Z twierdzenia 3.1 wynika, ze aby stwierdzié¢, czy stopieni optymalnosci zadane-
go harmonogramu p w problemie S jest nie mniejszy niz A\, wystarczy rozwiazac
problem przedziatowy i — S, w ktérym parametry sa zadane w postaci odpowied-
nich A-pozioméw liczb rozmytych Z;, ¢ =1, ..., L.
Korzystajac z twierdzenia 3.1 podamy algorytm 13 wyznaczajacy stopien op-
tymalno$ci zadanego harmonogramu z zadana doktadnosci e.

Algorytm 13 Obliczenie stopnia optymalno$ci harmonogramu p w problemie S
Require: Parametry problemu S, p, € € (0,1]

Ensure: opts(p)

1: if p jest niedopuszczalny then

2:  return 0 /* opts(p) =0 x/

3: end if

4: if optg(p) = 1 w problemie i — S dla parametréw z}, i = 1,...,/ then

5. returnl /x* opts(p) =1 %/
6
7
8
9

. end if
s A 05,0,k 1
: while |\ — A\2| > ¢ do

2 )\2 = /\1
10:  if opts(p) = 1 w problemie ¢ — S dla parametrow 2{\‘, t=1,...,l then
11: AL A+ e
12: else
13: AL A — fk%
14: end if

15: k+k+1
16: end while
17: return \; / * opts(p) = A\ */

Poprawno$¢ algorytmu 13 jest bezposrednia konsekwencja twierdzenia 3.1.
Najpierw w wierszu 1 sprawdzamy, czy harmonogram p jest optymalny w stopniu
1. Jezeli tak to algorytm konczy prace. W przeciwnym wypadku algorytm szuka
wartoéci opts(p) w przedziale (0,1), zawezajac po kazdej iteracji petli 5 - 13
dopuszczalny przedziat dla opts(p) o potowe. Latwo sprawdzié, ze otrzymana
ocena optymalnosci harmonogramu p rézni sie od wartosci doktadnej co najwyzej
0E.
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Ztozonos¢ obliczeniowa algorytmu 13 jest rzedu O(|loge|f(n)), gdzie f(n) jest
ztozonoscia obliczeniowa problemu przedziatowego i — .S, przy zalozeniu, ze zalezy
ona wytacznie od liczby prac n. Jezeli potrafimy efektywnie rozwiagzaé problem
przedzialowy ¢ — S, to rownie tatwo mozna oceni¢ optymalno$é zadanego har-
monogramu z zadana doktadnoécig € w przypadku, gdy parametry sa dowolnymi

liczbami rozmytymi.

3.2 Przedzialowy problem i — 1|prec|f s

Zanim zajmiemy sie dwoma konkretnymi przedzialowymi problemami szeregowa-
nia typu i — l|prec|fmee (punkty 3.2.2 i 3.2.3), sformutujemy i udowodnimy
warunki konieczne i dostateczne optymalnosci harmonogramu (permutacji) w
zdeterminowanym problemie szeregowania 1|prec|fmq.. Warunki te sg ciekawe,
niezaleznie od prowadzonych w tej pracy rozwazan. Tutaj zostana one wykorzys-
tane do konstrukeji algorytméw dla przedziatowych probleméw szeregowania.

3.2.1 Warunki konieczne i dostateczne optymalnosci har-
monogramu w problemie 1|prec|fas

Rozpatrzmy klasyczny problem szeregowania 1|prec|fpqe.. Przypomnijmy, ze w
problemie tym szukamy harmonogramu (permutacji zbioru prac J) p, speinia-
jacego relacje poprzedzania prec, dla ktérego funkcja:

fma.z (p) = irlla‘xn{fz(cz (p))}

? goesy;

osigga minimum. Wartos¢ funkeji f;(C;(p)) okresla koszt zakonczenia pracy i € J
w harmonogramie (permutacji) p. Zaktadamy, ze dla kazdej pracy i € J funkcja
fi jest niemalejaca funkcja czasu zakonczenia pracy %, tzn.:

Vp.r>0 fi(Ci(p) + T) > fi(Ci(p)).

Klasyczny problem 1|prec|fmae, W ktorym wszystkie funkcje f; sa niemale-
jace jest najbardziej ogélnym problemem szeregowania na pojedynczej maszynie
dla ktérego znany jest algorytm wielomianowy. Mozna go rozwiazaé¢ za pomoca
algorytmu Lawlera (patrz algorytm 3). Analize przedzialowego problemu i —
1|prec| fmae zaczniemy od podania pewnych dalszych wtasnosci klasycznego prob-
lemu 1|prec|fima. Naszym celem bedzie sformutowanie warunkéw koniecznych i
dostatecznych na to, aby permutacja p byta optymalnym rozwigzaniem problemu

1|pree| fmaz-
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Wprowadzimy teraz pojecie pracy krytycznej w permutacji p.

Definicja 3.2. Prace k € J w permutacji p nazywamy krytyczng jezeli:
fo(Ci(p)) = max {f;(Ci(p))}-

Praca krytyczna w permutacji p jest wiec praca k € J, dla ktorej koszt za-
koniczenia fi(Ck(p)) jest najwiekszy. Zauwazmy, ze w danej permutacji p moze
wystapi¢ wiecej niz jedna praca krytyczna. Udowodnimy nastepujace twierdze-

nie:

Twierdzenie 3.2. Jezeli permutacja p jest dopuszczalna i istnieje w niej praca
krytycana k taka, ze dla kazdej pracy j € J takiej, ze j € p* i (j,k) ¢ prec
zachodzi:

fe(Cr(p)) < f;(Ck(p)), (3.6)

to p jest optymalnym rozwigzaniem problemu 1|prec| fimaz.

Dowédd Zatézmy, ze w permutacji p istnieje praca krytyczna k dla ktérej zachodzi
warunek (3.6). Oznaczmy:

T =Ci(p) = Y _t;. (3.7)

jepk
Zat6zmy nie wprost, ze permutacja p nie jest optymalna. Oznacza to, ze istnieje
dopuszczalna permutacja 7 dla ktorej:

max {£;(C5(m)} < max {£;(C;(p)} = fi(T). 38

i=1,.:i0

Z warunku 3.8 wynika, ze:
Viept fi(Cj(m)) < fu(T). (3.9)

Z zatozenia otrzymujemy:
Viept, Gygpree [i(T) = fi(T). (3.10)

Poniewaz funkcje f;,z = 1,...,n, sa niemalejacymi funkcjami czaséw zakoriczenia
prac, to z warunkow (3.9) i (3.10) wynika, ze:

Viept, Gikygpree Ci () < T,
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czyli wszystkie prace j € p* takie, ze (j, k) ¢ prec musza koriczy¢ sie w permutacji
7 wezesniej niz T (w szczegblnoéei praca k musi zakonczyé sie w permutacji 7
wezesniej niz T'). Zauwazmy, ze prace j € p* takie, ze (j, k) € prec réwniez musza
zakoriczy¢ sie w permutacji m wczesniej niz 7' bowiem w przeciwnym wypadku 7
bytoby niedopuszczalne. Wynika z tego, ze wszystkie prace j € p* musza konczy¢

th <T,

jepk

sie w m wczeéniej niz T czyli:

co daje sprzeczno$¢ z okresleniem 7' (patrz formuta (3.7)). O

Twierdzenie 3.2 okresla warunek dostateczny na to aby permutacja p byta op-
tymalnym rozwiazaniem problemu 1|prec|fmq.. Niestety warunek ten nie jest jed-
nocze$nie warunkiem koniecznym. Pokazemy to na prostym przyktadzie. Niech
J=1{1,2,3}, ti=te =t3 =1, fi(t) = fot) = 0, f3(t) = 1, prec = 0. Latwo
zauwazy¢, ze koszt kazdej permutacji prac nalezacych do J wynosi 1, czyli kazda
permutacja jest optymalna. Wezmy wiec optymalna permutacje p = (1,2,3). W
permutacji tej istnieje tylko jedna praca krytyczna (praca 3) ale:

1 = f3(Cs(p)) > f1(Cs(p)) = f2(Cs(p)) =0,

czyli warunek (3.6) z twierdzenia 3.2 nie jest speiniony.
Sformutujemy teraz warunek konieczny na to aby permutacja p byta optymal-
nym rozwiazaniem problemu 1|prec|fyoz-

Twierdzenie 3.3. Jezeli permutacja p jest optymalnym rozwigzaniem problemu
L|prec| finaz, to istnieje w niej praca krytyczna k taka, ze dla kazdej pracy j € J
takiej, ze j € p* i (j,k) ¢ prec zachodzi:

fi(Cr(p)) < fi(Ck(p)) lub fr(Ci(p)) = fi(Cr(p) —t;). (3.11)

Dowo6d Zalézmy nie wprost, ze permutacja p jest optymalna i warunek (3.11)
nie jest spelniony, czyli dla kazdej pracy krytycznej k istnieje praca j € J taka,
ze j € p*, (j,k) ¢ prec i jest prawdziwy warunek:

Te(Ci(p)) > fi(Ck(p)) i fx(Cr(p)) > fe(Cr(p) — t;). (3.12)

Warunek (3.12) jest zaprzeczeniem warunku (3.11). Zauwazmy, ze zaprzeczeniem

warunku fx(Ck(p)) = fe(Ci(p) — t;) jest warunek fx(Ck(p)) > fi(Cr(p) — t;)
poniewaz funkcja f jest z zalozenia niemalejaca.
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Niech k bedzie taka praca krytyczna, ktora konczy sie najwczesniej w permu-
tacji p (czyli zadna praca poprzedzajaca prace k w permutacji p nie jest kryty-
czna). Oznaczmy T = Cy(p). Niech j € p*,(j, k) ¢ prec bedzie praca, dla ktorej
zachodzi warunek (3.12), czyli:

fe(T) > £i(T) i fiu(T) > fi(T —t;). (3.13)

Utwérzmy permutacje m, przesuwajac prace j bezposrednio za prace k w per-
mutacji p (patrz rys. 3.1). Permutacja 7 jest rowniez dopuszczalna poniewaz z
zalozenia (j, k) ¢ prec. WprowadZzmy nastepujace oznaczenia (patrz rys. 3.1):

L={p(1),...p(r — 1)},

j=p(7"),
M = {p(r+1),..,p(s = 1)},
k =p(3)’

R={p(s+1),...,p(n)}.

I j M k R {
p=| p(1) p(r-1) | p(r) |p(rt1) p(s-1)| p(s) | p(s+1) p(n)J
I 1 I e d o I I
ol n(s-2) | n(s-1)| n(s) ,
m=| e | e TED ey - ps-)] pes) | P |TETD e m@)
T

Rys. 3.1: Relacja miedzy permutacjami p i m. Zakladamy, ze zadna z prac
p(1),...,p(s — 1) nie jest krytyczna w p

Z konstrukcji permutacji 7 wynika, ze:

Vier fi(Ci(m)) = fi(Ci(p)) < fi(T), (3.14)
Vier fi(Ci(m)) = fi(Ci(p)) < fi(T). (3.15)

Poniewaz Cj(m) < Ci(p) dla i € M, wiec z faktu, ze wszystkie funkcje f; sa
niemalejace wynika, ze:

Viem fi(Ci(m)) < £i(Ci(p)) < fu(T). (3.16)
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Dla prac j i k z warunku (3.13) otrzymujemy:

fi(Cj(m)) = £;(T) < fi(T), (3.17)
Je(Cr(m)) = fi(T — 13)) < fu(T). (3.18)
Z warunkow (3.14)-(3.18) wynika, ze:
Vierugiryum fi(Ci(m)) < fu(T), (3.19)
Vier fi(Ci(m)) = fi(Ci(p)) < fu(T), (3.20)

czyli koszt permutacji 7 jest niewiekszy niz koszt permutacji p.

Zalozmy teraz, ze k jest jedyna praca krytyczna wystepujaca w p. Wowcezas
z warunkow (3.19) i (3.20) oraz z faktu, ze zadna praca nalezaca do R nie jest
krytyczna w p wynika, ze dla kazdej pracy i € {1,...,n} zachodzi:

fi(Ci(m)) < fu(T),

czyli koszt permutacji 7 jest mniejszy niz p co przeczy zalozeniu, ze permutacja
p jest optymalna.

Zalozmy teraz, ze w permutacji p wystepuje wiecej niz jedna praca krytyczna.
Woéwcezas musi to byé jedna z prac nalezacych do zbioru R poniewaz zatozyliémy,
ze k jest ta praca krytyczna, ktéra konczy sie najwczesniej w p.

Zauwazmy, ze z warunkow (3.19) i (3.20) wynika, ze permutacja 7 ma doktad-
nie o jedna prace krytyczna mniej niz permutacja p. Niech [ € R bedzie nastepna
po k praca krytyczna wystepujaca w permutacji p. Z warunkéw (3.19) i (3.20)
wynika , ze koszt permutacji 7 jest réwny kosztowi permutacji p i wynosi f;(C(r)),
czyli [ jest rowniez pracg krytyczng w permutacji 7.

Z zalozenia nie wprost wynika, ze w permutacji p musi réwniez istnie¢ praca
j € J taka, ze j € p', (j,1) ¢ prec i jest spetniony warunek:

fi(Ci(p) > fi(Cilp)) i filCi(p)) > fi(Ci(p) — ;). (3.21)

l

Poniewaz Cj(m) = Cj(p) i zbiér p' jest rowny zbiorowi 7!, wiec z warunku

(3.21) wynika, ze j € 7' i zachodzi:
Hi(Ci(m)) > fi(Ci(m)) @ filCi(m)) > filCi(m) — ;).

Mozemy wiec ponownie utworzy¢ nowa permutacje przesuwajac prace j bezposre-
dnio za prace . W ten spos6b mozna utworzyé¢ ciag permutacji o tym samym
koszcie co permutacja p, w ktérym kazda kolejna permutacja ma coraz mniejsza
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liczbe prac krytycznych. W pewnym momencie w ciggu tym wystapi permutacja
o tym samym koszcie co permutacja p, w ktoérej wystepuje tylko jedna praca
krytyczna. Wowczas koszt kolejnej permutacji bedzie juz mniejszy niz koszt p co
przeczy optymalnoéci permutacji p. O

Warunek konieczny sformulowany w twierdzeniu 3.3 rézni sie od warunku
dostatecznego dodatkowa, alternatywna czescia fx(Ck(p)) = fr(Ck(p) — t;). Za-
uwazmy, ze warunek ten oznacza, ze funkcja fi jest stata w pewnym, lewostron-
nym otoczeniu Ci(p). Udowodnimy teraz nastepujace twierdzenie:

Twierdzenie 3.4. Zatézimy, zZe dla kazdej pracy krytycznej k w dopuszczalnej
permutacji p funkcja fi(t) jest $cisle rosngea® Wowcezas permutacja p jest opty-
malna wtedy 1 tylko wtedy gdy istnieje w niej praca krytyczna k taka, ze dla kazdej
pracy j € J takiej, ze j € p* i (j, k) ¢ prec zachodzi:

fi(Ci(p)) < fi(Ci(p))- (3.22)

Dowé6d

< Wprost z twierdzenia 3.2.

= Zalozmy, ze permutacja p jest optymalna. Z zalozenia, ze funkcja fi(t)
jest $cigle rosnaca wynika, ze dla kazdego j € p* zachodzi:

fe(Cr(p) — t;) < fi(Cr(p))- (3.23)

Z warunku (3.23) i twierdzenia 3.3 otrzymujemy, ze w permutacji p musi wowczas
istnieé¢ praca krytyczna k taka, ze dla kazdej pracy j € J takiej, ze j € pF i
(4, k) ¢ prec zachodzi:

fe(Cx(p)) < fi(Ck(p)),

co konczy dowod. O

W twierdzeniu 3.4 podali$my, przy pewnych dodatkowych zatozeniach, waru-
nek konieczny i dostateczny na to aby dopuszczalna permutacja p byta optymalna.
Twierdzenie to wykorzystamy w kolejnych punktach do rozwigzania szczegélnych
przypadkéw problemu i — 1|prec| fmaz-

2Warunek ten mozna ostabi¢. Wystarczy, ze funkcja fi dla kazdej pracy krytycznej k wys-
tepujacej w p jest Scisle rosngca w pewnym przedziale (Cy(p) — €, C(p)], gdzie € > 0. Dla
potrzeb niniejszej pracy wystarczy silniejszy warunek podany w twierdzeniu. Stabszy warunek
moze by¢ przydatny w innych zastosowaniach.
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3.2.2 Problem i — 1|precimaz{w;L;}
Rozpatrzmy klasyczny problem 1|prec| max{w;L;}, w ktérym funkcja kosztu har-
monogramu ma nastepujaca postac:

f(p) = max {w;Li(p)} = max {w;(Ci(p) — di)}.

i=1,...,n i=1,...,n

W problemie tym parametrami sa wiec czasy trwania prac t;, pozadane terminy
zakonczenia d; oraz wagi w; zadane dla kazdej pracy ¢ € J. Dla kazdej pracy
1€ J:

| fi(Ci(p)) = wiLi(p) = wi(Ci(p) — ;).
Zauwazmy, ze funkcja f; jest dla dowolnych w; > 0 oraz d; $cisle rosnaca funkcja
czasu zakonczenia pracy ¢ € J (patrz rys. 3.2).

w; L; (P)?

’widr

Rys. 3.2: Funkcja kosztu w;L;(p)

Rozwazmy teraz odpowiedni problem przedziatowy i — 1|prec| max{w;L;}, w
ktorym dla kazdej pracy i € J czasy trwania ¢; i pozadane terminy zakoriczenia
d; sa liczbami przedziatowymi, tj. #; = [t;, %], di = [d;, d;], natomiast wagi w; > 0
sa zdeterminowane?.

Bedziemy szukaé¢ odpowiedzi na pytanie czy opts(p) = 1 dla zadanej permu-
tacji p, czyli czy istnieja t; € t; oraz d; € d;, i =1,...,n, dla ktérych permutacja
p jest optymalnym rozwigzaniem problemu 1|prec| maxw;L;. Aby uproscié dal-
sze oznaczenia bedziemy konstruowaé¢ odpowiedni algorytm dla ustalonej permu-
tacji p = (1,...,n). Dla kazdej innej permutacji wystarczy jedynie w odpowiedni

3Zalozenie to upraszcza w znaczacy SposOb zlozono§¢ problemu, ponadto nieprecyzyjnie
zadane wagi nie maja, w przeciwienistwie do pozostatych parametréw, prostej interpretacji.
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spos6b przenumerowa¢ parametry problemu?. Wybér permutacji p = (1, ...,n) nie
powoduje wiec utraty ogélnosci rozwazan. WprowadZmy nastepujace oznaczenie:

T, = Ci(p) = )_t;-
j=1

T; jest wiec czasem zakorczenia pracy ¢ w permutacji p = (1, ...,n) dla ustalonych
czas6bw trwania prac t;, j = 1,...,n. W dalszym ciggu bedziemy zaktadaé, ze
permutacja p jest dopuszczalna (tzn. spetnia zadana relacje poprzedzania prec).
Zachodzi nastepujace twierdzenie:

Twierdzenie 3.5. opts(p) = 1 wtedy i tylko wtedy, gdy istnieje uktad parametréw
t; € [t;, L], d; € [d;,d;], i = 1,...,n, dla ktérych w p istnieje praca krytyczna k € J
taka, ze dla kazdego j =1, ...,k takiego, ze (j, k) ¢ prec zachodzi warunek:

wk(Tk = dk) S ’LUj(Tk = d]) (324)

Dowo6d Poniewaz dla kazdego ukladu parametrow t; € [t;,%] i di € [d;,di],
i=1,...,n, funkcja fi(7}) = wi (T —di) jest Scisle rosnaca, wiec teza twierdzenia
wynika bezpoérednio z twierdzenie 3.4. O

Pokazemy teraz, ze stopien optymalnosci permutacji p = (1, ...,n) mozna wyz-
naczy¢, badajac niesprzeczno$¢ pewnego uktadu nieréwnoéci liniowych. Prawdzi-
we jest bowiem nastepujace twierdzenie:

Twierdzenie 3.6. opts(p) = 1 wtedy i tylko wtedy gdy istnieje k € J, dla ktérego
nastepujgcy uktad U* jest niesprzecany:

L <t <t i=1,..,n,
C_izSd,Sd,, ’l:=1,...,’n,
Ut = Ti=t1+..+t, i=1,..,n,

wk(Tk - dk) > wz(T‘z - dz): 1= 1) eetn
wi(Ty, — di) S wi(Ty — dy), i=1,...,k,(i, k) ¢ prec.

O i W N =

4Jezeli m = (m(1),...,m(n)) jest dowolng permutacja, to parametry fw(i),cf,r(i),w,r(,-) zamie-
niamy na odpowiednio #;, J,-, w; dlai = 1,...,n, natomiast relacje poprzedzania prec zamieniamy
na relacje prec’ taka, ze: ,
(w(2),7(5)) € prec = (i,J) € prec .
Jest oczywiste, opts(m) = 1 wtedy i tylko wtedy gdy po dokonanej transformacji parametrow
opts((1,...,n)) = 1. Odpowiednie przeksztatcenie moze zostaé¢ latwo wykonane w czasie wielo-
mianowo zaleznym od liczby prac n.
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Dow6d Twierdzenie jest bezposrednia konsekwencja twierdzenia 3.5. Ogranicze-
nia 1: i 2: gwarantuja, ze wartosci parametréw naleza do zadanych przedzialow.
Warunek 3: wiaze czasy zakonczenia pracy w permutacji p = (1,...,n) z cza-
sami ¢;. Warunek 4: zapewnia krytycznos$¢ zadanej pracy k a warunek 5: jest
rownowazny warunkowi dostatecznemu i koniecznemu optymalnoéci permutacji
p. Jezeli dla pewnego k uktad U* jest niesprzeczny, to dowolne jego rozwiazanie
stanowi uktad wartosci parametréow, dla ktérego sa spetnione warunki optymal-
no$ci podane w twierdzeniu 3.5, czyli dla ktérego permutacja p jest optymalna.
Roéwniez na odwro6t, jezeli istnieje uktad parametréw dla ktérego permutacja p
jest optymalna to na mocy twierdzenia 3.5 co najmniej jeden z uktadow U* dla
k € J musi mie¢ rozwigzanie. O

Zauwazmy, ze dla kazdego k uktad U* jest uktadem réwnan i nieréwnosci
liniowych. Jego niesprzeczno$¢ mozna wiec tatwo sprawdzi¢ w czasie wielomia-
nowym. Problem i — 1|prec| max{w;L;} mozna rozwiaza¢ za pomoca algorytmu
14.

Algorytm 14 Algorytm dla problemu i — 1|prec/maz{w;L;}

Require: n, (wi)iy, ([d;, di])iey, ([t Ei)izy, prec, p

Ensure: opts(p)
1: Jezeli p # (1,...,n) to przetransformuj odpowiednio parametry problemu
2: if p jest niedopuszczalna then
3 return 0
4: end if

5. for k =1ton do

6.

7

8

9

if Uktad U* jest niesprzeczny then
return 1
end if
: end for
10: return 0 /x Wszystkie uktady U* dla k € J sg sprzeczne x/

Algorytm 14 w polaczeniu z algorytmem 13 pozwala na efektywna ocene stop-
nia optymalnosci dowolnej permutacji w problemie 1|prec| max{w;L;}, w ktérym
czasy trwania prac i pozadane terminy zakoriczenia prac sg dowolnymi liczbami
rozmytymi.

Zbadamy teraz szczegdlny przypadek problemu i — 1|prec| max{w;L;}, w kt6-
rym w; = 1 dla kazdej pracy ¢ € J. Pokazemy, ze wowczas uktad U* jest
niesprzeczny wtedy i tylko wtedy gdy sa speinione pewne warunki narzucone na
konce przedziatow [t;, %], [d;, di], i € J. Zauwazmy najpierw, ze jezeli wszystkie
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wagi s3 rowne jednosci, to uktad U¥ mozna przedstawi¢ w nastepujacej postaci:

Lah <, i=1,..,n
C_liSdiSEi, ’i=].,...’n
U* = Ti=ti+..+8, i=1,..,n,
Tk—T%de—di, i=1,...n
dy —d; >0, i=1,..,k,(i,k) ¢ prec.

U W N

Pokazemy, ze zachodzi nastepujacy lemat:

Lemat 3.1. Uktad U* jest niesprzeczny wtedy i tylko wtedy gdy jest niesprzeczny
nastepujgcy uktad UF:

T tzzfz, ’i=1,...,/€,
28 Li=1; i=k+1,..,n,
3: d;=d, i=1,..k,(i,k) € prec,
Uk — 4: diZEi, 3 it=k+1,..,n,
! 5: d; <d; <d, i=1,..,k,(i,k) ¢ prec,
6: Ti=t1+...+%, i=1,..,n,
7 Ty =T, >dp—d;, i=1,..,n,
 8: dx—d; >0 i=1,..,k,(i,k) ¢ prec.

Dowéd Zauwazmy najpierw, ze uktad UF, otrzymujemy ustalajac w uktadzie U*
wszystkie parametry z wyjatkiem pozadanych terminéw zakoriczenia prac d; dla
i=1,..., k takich, ze (i, k) ¢ prec.

Zalozmy, ze uktad UF jest niesprzeczny. Wowczas rozwigzanie tego uktadu
musi spetniaé¢ réwniez uktad U* czyli uktad U* tez jest niesprzeczny.

Zalézmy teraz, ze uktad U* jest niesprzeczny. Niech X* = (¢1,...,t,d}, ..., d*)
bedzie rozwigzaniem uktadu U*. Pokazemy, ze zastepujac wartosci czesci skta-
dowych wektora X* odpowiednimi koricami przedzialéw (zgodnie z warunkami 1:
- 4: w definicji uktadu UF) otrzymamy rozwiazanie spetniajace uktad UF. Wystar-
czy jedynie pokazaé, ze po takim podstawieniu bedzie spelmiony warunek 7: w
definicji uktadu UF, poniewaz pozostate warunki beda spelnione automatycznie.

Niech T} =t] + ... +t; dlai =1,...,n. Z okreSlenia T;* wynika wiec, ze:

Tp =T =1t + ...+t —t] — ... — &,
Stad:
T -Tr =t +..+ty<tin+..+t, =1, k-1, (3.25)
Tp —TF = —thpy — oo =t S —bpyy — oo — b, i =k +1,...,m. (3.26)
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Zachodzi réwniez nastepujaca zaleznosé:
di—d} >dy—di, i=k+1,..,n; i=1,.,k, (i,k) € prec. (3.27)
Z zalozenia, ze X* spelnia uktad U* wynika, ze:
T, T >d,—-d;,i=1,...n.

Stad oraz z warunkow (3.25), (3.26) i (3.27) wynika, ze warunek 7: w definicji
uktadu U}, po zastapieniu wartosci czesci sktadowych wektora X* odpowiednimi
koricami przedzialow (zgodnie z warunkami 1: - 4: w definicji uktadu UF) jest
rowniez spetniony dla kazdego ¢ = 1, ..., n. O
Zauwazmy, ze aby rozstrzygna¢ niesprzecznos¢ uktadu U} nalezy tylko spraw-
dzi¢, czy istnieje ukiad pozadanych termin6w zakoticzenia d; € [d;,d;] dla i =
1,..., k takich, ze (i, k) ¢ prec, ktore spelniaja uktad UF. Wprowadzmy nastepu-
jace oznaczenia:
Zi+1+...+}fk dla 1=1,..,k—1,
Api=4¢ 0 dla 1=k,
—tyy— =4 dla i=k+1,..,n.

JE = {i|i < k; (i, k) ¢ prec},
JE = {ili < k; (i,k) € prec},
= min {Aki + Ez}

i€ JRU(k,....,n}
Korzystajac z powyzszych oznaczen tatwo pokazaé, ze warunki 1:, 2:, 3:, 4:, 6: i
7: w uktadzie UF mozna zastapi¢ nastepujacymi dwoma warunkami:

dkSAki-i—Ei ’L.EJ,fU{k,...,TL},
dk_diSAki Z'EJlf,
ktore z kolei sg rownowazne warunkom:

dp < Ty
dlc_diSAki Z.GJkL,

Stad uktad UF moze by¢ zapisany w nastepujacej rownowaznej postaci:
1: d,<d;<d; i€ JE
Uk=¢ 2: dy < Ty, (3.28)
3 OSdk—szAk, ZEJlf

Zauwazmy, ze T oraz Ay; sa ustalone w uktadzie UF. Udowodnimy nastepujace
twierdzenie:
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Twierdzenie 3.7. Uktad U} jest niesprzeczny wtedy i tylko wtedy gdy sq spetnione
nastepujgce warunki:

Y= ma‘XiEJ,f_{di}’

6 =min{y,d;} dla i€ JE,
O < Ty,

0< 6 —06; <Ay dla ’l:EJkL.

By, =

N R I

Dowdd Pokazemy najpierw, ze jezeli warunki @ sa spelnione, to uktad UF jest
niesprzeczny. Zal6zmy, ze warunki ®; sa spetnione. Wynika z tego, ze 6;, i € JF,
spelniaja warunki 2: i 3: w ukladzie U} (patrz(3.28)). Wystarczy wiec jeszcze
pokazaé, ze &; € [d;,d;] dla kazdego i € JF. Z okreslenia §; wynika od razu, ze
8 < d;. Z faktow, ze v > d; oraz d; > d; wynika réwniez, ze &; > d;.

Pokazemy teraz, w druga strone, ze niespelnienie warunkéw @ pociaga za
soba sprzeczno$é uktadu UF. Nalezy wiec pokazaé, ze niespetnienie warunkéw 3:
lub 4: w ®; pociaga za soba sprzecznoéé uktadu UF.

Zatézmy, ze dla pewnego i € JF zachodzi §; — §; < 0. Wéwcezas z okreglenia
0; otrzymujemy nastepujacy warunek:

min{y, 4} < min{y,d;}.

Z warunku tego wynika, ze di < v = max;. JE {d;}, czyli istnieje i* € JF takie, ze
d < d;.. Wynika z tego, ze warunek 3: w ukltadzie UF (patrz (3.28)) nie moze
byé spetniony dla i* bowiem dla kazdych di € [dy,dx], di» € [d;-,d;] zachodzi
dy — d;« < 0.

Zatozmy, ze dla pewnego i* € J& zachodzi 6 — 0; > Api-. Z okreglenia Ay,
wynika, ze Ay; > 0dlai € JE. Stad oraz z okreslenia &; wynika, ze:

min{fy,ak} - min{’y, EZ*} > Aki"‘ Z 0.
Stad oraz z wlasnoéci operacji minimum wynika, ze:
v — min{y, d} > Api= > 0. (3.29)

Z warunku (3.29) wynika, ze v > d;-. Stad oraz z okreglenia v otrzymujemy
nastepujacy warunek:

max{d;} — di- > Api-. (3.30)

ieJf

Pokazemy teraz, ze nie istnieje dj, ktore spelniatoby warunek 3: w uktadzie UF
(patrz (3.28)) dla wszystkich i € Ji. Rzeczywiscie jezeli dy > max;c;z{d;}, to
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bezposrednio z (3.30) wynika, ze warunek 3: w UF nie moze by¢ spetnony dla 7*.
Jezeli natomiast dp < max;c;z{d;}, to di < d; dla kazdego i € JI i dp — d; <0
dla kazdego d; € [d;,d;], czyli warunek 3: w UF nie jest spetnony dla kazdego
i € JE.

Zat6zmy, ze O, > Y. Z okreSlenia §;, otrzymujemy, ze:

min{, Ek} > Ty

Stad oraz z wlasno$ci operacji minimum wynika, ze v > Y i z okre§lenia

otrzymujemy:

i€J¢

Pokazemy teraz, ze nie istnieje di, ktore spetniatoby warunek 2: w uktadzie UF
(patrz (3.28)). Rzeczywiscie jezeli dy > maxc;.{d;}, to bezposrednio z (3.31)
wynika, ze warunek 2: w UF nie moze by¢ spetniony. Jezeli natomiast dj <
max;e ;2 {d;}, to rozumowanie jest analogiczne jak w przypadku formuty (3.30).

Pokazalismy, ze jezeli warunki 3: i 4: w @, nie sa spelnione to uktad UF jest
sprzeczny. ]

Algorytm dla problemu i — 1|prec|Lyq, jest analogiczny do algorytmu 14. W
kroku 6: Zamiast sprawdzaé¢ niesprzeczno$¢ uktadu Uy wystarczy sprawdzié czy
zachodza warunki ®;. Algorytm dla problemu i—1|prec|L ., ma ztozono$é rzedu
O(n?). Wynika to z faktu, ze sprawdzenie kazdego z warunkéw ®; ma ztozonosé
rzedu O(n?). Poniewaz w najgorszym przypadku nalezy sprawdzi¢ n warunkow,
to zlozonosé catego algorytmu jest rzedu O(n?).

Pokazemy teraz ocene stopnia optymalno$ci permutacji dla przyktadowego
problemu 1|prec|L,.., w ktoérym czasy trwania prac i pozadane terminy za-
koriczenia prac sg liczbami rozmytymi.
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Przyklad: Niech J = {1,...,6} i prec = {(2,5),(3,4), (3,6)}. Wszystkie
parametry problemu sa przedstawione w tabeli 3.1.

1€ J t; d;
1 | (1,1,1,3)pows—pPow, | (8,12,3,8)pow,—prPow,
2 (2,5,1,2)Lin—Pow, | (14,15,5,2)1n—Pow,
3 (3,6,2,3) pow,—rin | (11,13,3,2) pow, — PO,
4 (4,5,2,2)LIN-LIN (6,7,3,3)LIN-LIN
5 (2,2,1,2) pow,—LIN (5,9,2,2)pows—LIN
6 (3,3,1,1) LiN—POW, (9,10,3,4)LIN_LIN

Tab. 3.1: Parametry przyktadowego problemu

Wyznaczymy stopien optymalnosci opts(p) permutacji p = (1,2, 3,4, 5,6) ko-
rzystajac z algorytméw 13 i 14. Przyjmujemy doktadnosé obliczeri e = 0.01.
KROK 1 Sprawdz warunki @, ..., ®¢ dla parametrow:

(&)8=1 = ([1,1], 2,5, 3, 6], [4, 5], 2, 2], [3,3]),

(dH8_, = ([8,12], [14,15], [11,13],[6,7], [5,9], [9, 10)).

Zaden z warunkéw @, ..., ®g nie jest spetniony czyli opts(p) < 1.
KROK 2 Sprawdz warunki @, ..., ®¢ dla parametrow:

(R5)8_, = ([0.2,3.12], [1.5,6.41], [1.58,7.5], 3, 6], [1.29, 3], [2.5, 3.70]),
(d05)8_, = ([5.87,17.65], [11.5, 16.58], [8.87, 14.58], [4.5, 8.5], [3.41, 10], [7.5, 12]).

Warunek @ jest spetniony, czyli opts(p) € [0.5,1). Permutacja p jest optymalna

dla realizacji:
(t;)_, = (3.12,6.41,7.5,6,1.29,2.5),
(d;)I_, = (8.87,16.58,8.87,8.5,8.87,12).

KROK 3 Sprawdz warunki ®,, ..., ®¢ dla parametrow:
(8758, = ([0.37,2.5], [1.75, 6], [2, 6.75], [3.5, 5.5], [1.5, 2.5], [2.75, 3.5]),
(d075)8_, = ([6.5,16], [12.7,16.25], [9.5, 14.25], [5.2, 7.75), [3.7, 9.5], [8.25, 11]).
Zaden z warunkéw @, ..., @ nie jest spetniony czyli opts(p) € [0.5,0.75)
KROK 4 Sprawdz warunki @, ..., ®¢ dla parametrow:

(262)8_, = ([0.27,2.83],[1.62,6.22],[1.77, 7.12], [3.25, 5.75], [1.38, 2.75], [2.62, 3.61]),
(d962)8_, = ([6.16,16.8],[12.12, 16.44],[9.16, 14.44], [4.87,8.12], [3.55, 9.75], [7.87, 11.5]).

Zaden z warunkéw @, ..., ®g nie jest spetniony czyli opts(p) € [0.5,0.62).
KROK 5 Sprawdz warunki @, ..., ®¢ dla parametrow:

(8°6)2_, = ([0.24,2.98), [1.56, 6.32], [1.67, 7.31], [3.12, 5.87], [1.33, 2.87], [2.56, 3.66]),
(d956)8_, = ([6.01,17.29],[11.81,16.51],[9.01, 14.51], [4.68,8.31], [3.48, 9.87], [7.68, 11.75]).

]
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Warunek ®; jest spetniony czyli opts(p) € [0.56,0.62). Permutacja p jest opty-
malna dla realizacji:

()8, = (2.98,6.32,7.31,5.87,2.87,2.56),
(d;)e_, = (9.01,16.51,9.01,8.31,9.01, 11.75).

KROK 6 Sprawdz warunki @, ..., @4 dla parametrow:

(2595, = ((0.25,2.91], [1.59,6.27], [1.72,7.21], [3.18, 5.81], [1.36, 2.81], [2.59, 3.63]),
(d259)6_, = ([6.08,17.09], [11.96,16.48], [9.08, 14.48], [4.78, 8.21], [3.51,9.81], [7.78, 11.62]).

Zaden z warunkow @1, ..., ®¢ nie jest spelniony czyli opts(p) € [0.56,0.59).
KROK 7 Sprawdz warunki @4, ..., ®¢ dla parametrow:

(#0-57)6_ = ([0.25,2.94], [1.57,6.29], [1.7,7.26], [3.15, 5.84], [1.35, 2.84], [2.57, 3.64]),
(d257Y8_, = ([6.05,17.19], [11.89, 16.5], [9.05, 14.5], [4.73, 8.26], [3.5,9.84], [7.73, 11.68)).

Warunek ®5 jest spelniony, czyli opts(p) € [0.57,0.59). Permutacja p jest opty-
malna dla realizacji:

()5, = (2.94,6.29,7.26,5.84,2.84, 2.57),
(d;)5_, = (9.05,16.5,9.05,8.26,9.05, 11.68).

KONIEC opts(p) = 0.58 £+ 0.01.

3.2.3 Problem i — 1|prec|maz{w;T;}

Pokazemy teraz w jaki spos6b zmodyfikowaé algorytm 14, zeby mozna byto za
jego pomoca rozwigza¢ réwniez problem ¢ — 1|prec| max{w;T;}.

W klasycznym problemie 1|prec| max{w;T;} funkcja kosztu harmonogramu
jest okreslona nastepujaco:

f(p) = max {wiTi(p)} = .{nflbfn{max{O,wz‘(Ci(P) —di)}}. (3.32)

i=1,...,n $=1;...

Dla kazdej pracy i € J koszt zakonczenia jest wiec rowny:
fi(Ci(p)) = Ti(p) = max{0,w;(Ci(p) — di)}.

Zauwazmy, ze funkcja ta nie jest $cisle rosnaca funkcja czasu zakonczenia pracy
i (patrz rys. 3.3).
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wiT;(p)A

Rys. 3.3: Funkcja kosztu w;T;(p)

Pokazemy teraz kilka dalszych wlasnosci problemu 1|prec| max{w;T;}.

Lemat 3.2. Jezeli koszt permutacji p w problemie 1|prec| max{w;T;} jest réwny
0, to permutacja p jest optymalna.

Dowdd Z okreslenia funkcji kosztu f(p) (patrz warunek (3.32)) wynika, ze 0 jest
najmniejsza warto$cia przyjmowana przez tg funkcje dla dowolnych parametréw.
Oznacza to, ze jezeli f(p) = 0, to nie istnieje permutacja o mniejszym koszcie,
czyli p jest optymalna. O

Lemat 3.3. Jezeli koszt kazdej permutacji w problemie 1|prec| max{w;T;} jest
wiekszy od 0, to problem ten jest réwnowazny problemowi 1|prec| max{w;L;} z

tymi samyms parametrams.

Dowé6d Z zalozenia, dla kazdej permutacji p zachodzi:

max {w;Ti(p)} = Ti(p) > 0,

i=1,...,n

dla pewnego k = 1,...,n. Poniewaz Ty(p) > 0, wiec:
T (p) = max{0, Cy(p) — di} = Cx(p) — dr. = Li(p),
stad:

. ?Dfn{wiﬂ(P)} = max {w;L;(p)}. (3.33)

1=1,... i=1,...,n

Warunek (3.33) zachodzi dla kazdej permutacji p, z czego wynika, ze problemy
1|prec| max{w;T;} oraz 1|prec| max{w;L;} z tymi samymi parametrami maja
takie same rozwiazania optymalne, czyli sa rownowazne. O
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Rozpatrzmy teraz przedzialowy problem i — 1|prec| max{w;T;}. W problemie
tym czasy trwania prac i pozadane terminy zakonczenia prac sa zadane w postaci
liczb przedziatowych odpowiednio: ; = [t;, %], d; = [d;, d;], i = 1, ...,n, natomiast
wszystkie wagi w; > 0 sg zdeterminowane. Bedziemy szuka¢ odpowiedzi na
pytanie czy opts(p) = 1 dla zadanej permutacji p, czyli czy istnieja ¢; € t; oraz
d; € d;, i = 1,...,n, dla ktérych permutacja p jest optymalnym rozwigzaniem
problemu 1|prec| max{w;T;}.

Udowodnimy nastepujacy lemat:

Lemat 3.4. Dla dowolnej permutacji p istnieje uktad parametréw t; € [t;,t;],
d; € [d;,d], i = 1,...,n, dla ktérych f(p;ty,...,tn,d1,...,dn) = 0 wtedy i tylko
wtedy gdy f(p;ty, . b1, dy, ..y dy) = 0.

Dowéd

< Oczywisty.

= Zalozmy, ze f(p;t1,...,tn,d1,...,dn) = 0 dla pewnego ukladu parametréw
t; € [t;, 4], di € [d;, d;]. Wowezas dla tego uktadu spelniony jest warunek:

Tz(p) = max{O, Ci(p) — dz} =3 € J. (334)
Oznaczmy C;(p) = Y e, ;- Poniewaz C;(p) < Ci(p) i d; > d;, wiec dla kazdego
1€ J:
ﬂ(p) = maX{O, Cz(p) - dz} 2 max{O,Qi(p) - El} Z 0.
Stad oraz z warunku (3.34) wynika, ze f(p;t,,....,t;,d1,...,dn) = 0. O

Twierdzenie 3.8. Jezeli w problemie i — 1|prec| max{w;T;} jest spetniony waru-

nek:
f(p: tl; ---7£1>d—17 78'”) > O’

to problem ten jest réwnowazny problemow: i — 1|prec| max{w;L;} z tymi samymi

parametrams.

Dowdd Z lematu 3.4 wynika, ze jezeli f(p;t,,...,t;,d1, ..., dy) > 0, to dla kazdych
t; € [t;, 1], di € [d;, d;] jest spelniona nier6wnos¢ f(p; t1, ..., t1,dy, ..., dn) > 0, tzn.
ze dla kazdego ukladu warto$ci parametrow koszt permutacji p jest wiekszy od
0.-Z lematu 3.3 wynika, ze permutacja p jest wowczas optymalna dla pewnego
ukladu parametréw w problemie 1|prec| max{w;T;} wtedy i tylko wtedy gdy jest
optymalna dla tego samego uktadu parametréw w problemie 1|prec| max{w;L;}.
Wynika z tego, ze odpowiednie problemy przedzialowe sg sobie réwnowazne. [J
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Algorytm 15 Algorytm dla problemu i — 1|prec|maz{w;T;}

Require: n, (wi)iy, ((d;, dil)iey, ([, Bi))izy, prec, p
Ensure: opts(p)

1: Jezeli p # (1,...,n) to przetransformuj odpowiednio parametry problemu
2: if p jest niedopuszczalna then

3: return(

4: end if

5: if f(p;ty, ..., by, d1, .y dy) = 0 then

6: returnl

7: end if

8 for k=1tondo

9: if Uktad U* jest niesprzeczny then

10: return 1

11: end if

12: end for

13: return 0 /+ Wszystkie uktady U* sa sprzeczne

Korzystajac z twierdzenia 3.8 mozna poda¢ algorytm 15 dla problemu ¢ —
1|prec| max{w;T;}.

Algorytm 15 r6zni sie od algorytmu 14 jedynie dodatkowymi wierszami 5-7, w
ktorych sprawdzamy zatozenie twierdzenia 3.8. Jezeli f(p;t,,...,t,,d1,...,dy) = 0,
to na mocy lematu 3.2 permutacja p jest optymalna dla uktadu parametréow ¢;,
d;, i =1,...,n i oczywidcie opts(p) = 1. W przeciwnym wypadku rozwiazujemy
juz w dalszym ciagu problem i — 1|prec| max{w;L;}. Jezeli w; = 1 dla kazdego
i € J, to zamiast bada¢ niesprzeczno$é¢ uktadu Uy, w wierszu 9 mozemy sprawdzi¢
czy zachodza odpowiednie warunki ®.
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Rozdzial 4

Metody heurystyczne dla
NP-trudnych rozmytych probleméw
szeregowania

W rozdziale drugim zostata udowodniona NP-trudnoé¢ kilku rozmytych prob-
lemoéw szeregowania. Oznacza to, ze w praktycznych zastosowaniach, gdy liczba
prac jest duza, nie da sie dla tych probleméw szybko i efektywnie skonstruowaé op-
tymalnego harmonogramu. Jezeli zbioér dopuszczalnych harmonograméw pokry-
wa si¢ ze zbiorem wszystkich permutacji zbioru prac, to liczba dopuszczalnych
harmonograméw wynosi n! (gdzie n jest liczba prac). W takim przypadku prosty
algorytm przegladajacy wszystkie harmonogramy staje sie nieefektywny juz dla
kilkunastu prac.

W ostatnich latach do rozwigzywania probleméw NP-trudnych zastosowano
kilka interesujacych heurystyk. Heurystyka jest to metoda, za pomoca ktoérej
mozna znalez¢ dobre, przyblizone rozwigzanie danego problemu. Stosujac heurys-
tyki dla probleméw NP-trudnych napotyka sie na dwie zasadnicze trudnoci.
Pierwsza polega na tym, ze czesto heurystyki te wymagaja wczesniejszego usta-
lenia szeregu parametréw. Wartosci tych parametréw maja silny wptyw na jakosé
uzyskiwanych rozwigzan a ich najlepsze wartosci zaleza od rodzaju problemu, jego
rozmiaru i danych wejSciowych. Najczesciej istnieje niewiele przestanek teorety-
cznych, ktére pozwalaja na odpowiedni dobér parametréw heurystyki. Dlatego
ustala sie je subiektywnie lub eksperymentalnie. Druga istotna trudnoscia jest
fakt, ze aby oceni¢ efektywno$é¢ heurystyki nalezy oszacowaé o ile uzyskane za
jej pomoca rozwigzanie rozni sie¢ od rozwiazania optymalnego. Jest to bardzo
trudne, poniewaz w ogblnym przypadku optymalne rozwigzanie nie jest znane.

Jedna z najciekawszych i jednoczes$nie najbardziej uniwersalnych heurystyk
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jest idea algorytmoéw ewolucyjnych, ktére z duzym powodzeniem zostaly zas-
tosowane do rozwigzywania wielu probleméw NP-trudnych. W rozdziale tym
skonstruujemy algorytm ewolucyjny dla rozmytego problemu szeregowania, ktory
spelnia nastepujace dodatkowe zatozenia:

1. prec =0,
2. nie jest dopuszczalny podziat prac i przestoje maszyny.

Powyzsze warunki oznaczaja, ze zbiér dopuszczalnych harmonograméw pokrywa
sig ze zbiorem wszystkich permutacji zbioru prac. Zauwazmy, ze prawie wszystkie
NP-trudne problemy szeregowania, sformutowane w rozdziale drugim, speiniaja
te zalozenia. W rozdziale tym zaprezentujemy roéwniez wyniki eksperymentéow
przeprowadzonych dla jednego, wybranego problemu. Dla tego problemu poréw-
namy efektywnosé algorytmu ewolucyjnego z przeszukiwaniem losowym i innymi
prostymi heurystykami.

4.1 Algorytm ewolucyjny dla rozmytego problemu
szeregowania

Idea algorytmu ewolucyjnego polega na generowaniu w kazdej iteracji populacji
rozwiazan problemu! P(t) = {pt, ..., p%y}. Kazde rozwiazanie jest zakodowane w
postaci pewnej struktury danych. Kazde rozwiazanie pf, i = 1,..., N, nalezace
do populacji P(t) jest oceniane za pomoca pewnej funkcji, ktéra jest miarg jego
dopasowania w populacji. Nowa populacje w iteracji ¢+ 1 tworzy sie przez wybor
z biezacej populacji rozwiazan najlepiej dopasowanych. Niektére rozwiazania
w nowo utworzonej populacji podlegaja dalszej transformacji za pomoca opera-
toréw genetycznych. Moga to by¢ operatory jednoargumentowe (mutacje), ktore
wprowadzaja niewielkie zmiany do rozwiazan i dwuargumentowe (krzyzowanie),
w ktorych nowe rozwigzania powstaja poprzez pewna kombinacje dwoch starych
rozwigzan. Powyzszy schemat przypomina w uproszczeniu ewolucje jaka zachodzi
w $wiecie organizméw zywych. Po wykonaniu pewnej liczby iteracji mozemy
oczekiwaé, ze najlepsze uzyskane rozwiazanie bedzie bliskie rozwigzaniu opty-
malnemu.
Ogolny schemat algorytmu ewolucyjnego przedstawia algorytm 16.

1Populacja nie moze by¢ dokladnie utozsamiana ze zbiorem poniewaz niektére rozwigzania
mogg sie w niej powtarzac
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Algorytm 16 Ogolny schemat algorytmu ewolucyjnego
Require: Parametry problemu, parametry algorytmu ewolucyjnego
Ensure: p* /* Przyblizone rozwigzanie problemu /x
1: £+ 0
Wygeneruj losowo poczatkowa populacje P(t)
Ocen kazde rozwiazanie p! € P(t)
p* < najlepsze rozwiazanie z P(t)
while not warunek zakonczenia do
t+t+1
Utworz P(t), wykonujac selekcje rozwiazan z P(t — 1)
Przeksztalé P(t), wykonujac operacje krzyzowania
Przeksztalé¢ P(t), wykonujac operacje mutacji
Ocen kazde rozwiazanie p} € P(t)
if Ocena najlepszego rozwigzania z P(t) lepsza niz ocena p* then
p* < najlepsze rozwiazanie z P(t)
13: end if
14: end while
15: return p*

P
[ el

W przypadku rozmytych probleméw szeregowania populacja P(t) sktada sie z
N permutacji zbioru prac J, gdzie N jest parametrem algorytmu ewolucyjnego.
Populacje poczatkowa P(0) uzyskuje si¢ generujac N permutacji w sposob losowy.

Ocena kazdego rozwigzania p! € P(t) polega na obliczeniu dla niego wartosci
funkcji kosztu harmonogramu F(pf). Dopasowanie rozwiazania jest tym lepsze
im mniejsza jest dla niego wartoé¢ tej funkcji.

W kroku 7 algorytmu tworzona jest nowa populacja poprzez selekcje rozwiazan
z biezgcej populacji. W literaturze mozna spotkaé wiele réznych sposobéw dokony-
wania selekcji. Wszystkie jednak posiadaja ta wlasnosé, ze prawdopodobieristwo
wyboru danego rozwiazania do nowej populacji jest tym wieksze im lepsze jest
jego dopasowanie. W przypadku rozmytego problemu szeregowania do nowej
populacji powinny najczeéciej trafia¢ te permutacje, ktorych koszt jest relaty-
wnie najmniejszy. Zastosujemy metode selekcji, ktora w literaturze ([30]) nosi
nazwe selekcji rankingowej. Najpierw porzadkujemy populacje P(t — 1) w
ten sposob, ze:

Fpi™") > ... > F(oi")

Nastepnie kazdej permutacji p

-l e P(t — 1) przypisujemy nastepujace praw-
dopodobienistwo wyboru do nowej populacji:
21

Prob(pt™) = NN D)
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Nowa populacje P(t) tworzymy stosujac tzw. metode ruletki ([26]). W selekcji
rankingowe] kazde rozwiazanie z populacji P(¢— 1) ma szanse znalez¢ sie w popu-
lacji P(t). Cecha charakterystyczng tej metody jest stosunkowo niewielka presja
selekcyjna. Oznacza, ze jedno rozwiagzanie o bardzo dobrym dopasowaniu nie
zdominuje szybko calej populacji.

W pracy ([26]) sa podane pewne wyniki eksperymentalne dotyczace zastosowa-
nia algorytméw ewolucyjnych do klasycznych zadan szeregowania i do problemu
komiwojazera (ktéry ma podobna strukture). Podane sa miedzy innymi opera-
tory krzyzowania i mutacji, dla ktérych uzyskano dobre wyniki eksperymentalne.
W przypadku krzyzowania jest to operator krzyzowania z uporzadkowaniem, za-
proponowany w [8] i okreslony nastepujaco:

Definicja 4.1. (Krzyzowanie z uporzadkowaniem)

Dla dwdch permutacji pi,ps t© zadanych parametrow k,l, gdzie 1 < k <
I < n zostaw bez zmian podsekwencje (pi(k),...,pi(l)) oraz (p2(k),...,p2(1)) i
zmieri uporzgdkowanie pozostatych prac w permutacyi p, tak aby odpowiadato ono
uporzgdkowaniu tych prac w permutacji p2 1 analogicznie wykonaj to samo dla
permutacyi ps.

Przyktad: Niech p, = (1,2,3,4,5,6,7,8,9), p» = (4,5,2,1,8,7,6,9,
[ = 7. W wyniku skrzyzowania p; i po otrzymujemy: o, = (2,1, 8,4, 5,
o, = (3,4,5,1,8,7,6,9,2). O

W kroku 8 algorytmu 16 jest wykonywana operacja krzyzowania. Najpierw z

populacji P(t) wybieramy rozwiazania, ktére beda podlegaé¢ krzyzowaniu. Wybo-
ru dokonujemy generujac dla kazdego rozwiazania liczbe losowa z przedziatu [0, 1].
Jezeli jest ona mniejsza od zadanego parametru PCross (prawdopodobienistwo
krzyzowania) to dane rozwiazanie bedzie podlega¢ krzyzowaniu. W przeciwnym
wypadku przechodzi ono bez zmian do nastepnego etapu (mutacji). Wybrane
rozwigzania sa losowo ustawiane w pary i krzyzowane z zastosowaniem krzyzowa-
nia z uporzadkowaniem przy czym parametry k i [ sa generowane losowo.

Zdefiniujmy teraz (za [26]) dwa operatory mutacji, ktore zostaly z powodze-
niem zastosowane do klasycznych zadan szeregowania:

Definicja 4.2. (Wymiana prac) Dla permutacji p i zadanych parametréow k i
I, gdzie 1 < k,l < n, k #1 zamieri miejscami prace p(k) i p(l).

Definicja 4.3. (Mieszanie podlist) Dla permutacji p i zadanych parametrow
kil, gdziel < k < | < n zmieri w sposdb losowy uporzgdkowanie prac w

podsekwencji (p(k), ..., p(l)).
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Wymiana prac jest mutacja, ktéra powoduje niewielkg zmiane w permutacji
p. Mutacja polegajaca na mieszaniu podlist moze zmodyfikowaé¢ ta permutacje
w znacznie wiekszym stopniu (jezeli k = 111 = n to otrzymamy catkiem nowa,
losowa permutacje). W algorytmie ewolucyjnym zastosujemy oba operatory mu-
tacji przy czym wyboru rodzaju mutacji bedziemy dokonywaé¢ w sposéb losowy.
W kroku 9 algorytmu 16 dla kazdego rozwiazania w populacji P(t) generujemy
liczbe losowg, z przedziatu [0, 1]. Jezeli jest ona mniejsza od zadanego parametru
P Mut (prawdopodobienstwa mutacji), to rozwiazanie to zostaje poddane mutacji
polegajacej na mieszaniu podlist lub wymianie prac. Wyboru rodzaju mutacji
oraz parametréow k i/ za kazdym razem dokonujemy losowo.

Algorytm ewolucyjny powinien zakoriczy¢ dzialanie jezeli zostalo znalezione
rozwigzanie bliskie optymalnemu lub populacja sktada sie z takich samych (lub
bardzo podobnych) rozwigzan. Algorytm ewolucyjny dla rozmytego problemu
szeregowania konczy dziatanie jezeli przez T nastepujacych po sobie iteracji nie
zostanie znalezione lepsze rozwigzanie. Liczba T jest parametrem algorytmu. Im
wieksza jest wartos¢ 7' tym wieksza jest liczba populacji i jednoczesnie dtuzszy
czas obliczen.

Algorytm ewolucyjny wymaga wprowadzenia nastepujacych parametrow:

1. N - liczba rozwigzan w populacji,
2. PCross - prawdopodobieristwo krzyzowania,
3. PMut - prawdopodobieristwo mutacji,

4. T - liczba nastepujacych po sobie iteracji w ktérych nie zostato znalezione
lepsze rozwiazanie.

Wszystkie parametry maja duze znaczenie dla dziatania algorytmu i ich wartog-
ci powinny by¢ ustalone eksperymentalnie.

4.2 Inne heurystyki dla rozmytego problemu
szeregowania

Algorytm ewolucyjny nie jest jedyna heurystyka, ktéra mozna zastosowaé do
przyblizonego rozwigzywania probleméw NP-trudnych. Zawsze warto badaé jed-
noczesnie kilka metod i poréwnywaé¢ otrzymane rozwigzania. W punkcie tym
podamy kilka bardzo prostych heurystyk, ktére zostang wykorzystane do poréw-
nania z algorytmem ewolucyjnym. Jedna z najprostszych heurystyk jakie mozna
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skonstruowaé jest przeszukiwanie losowe. Polega ona na tym, ze generuje sie ciag
losowych permutacji o ustalonej dtugosci i wybiera ta, dla ktérej funkcja kosztu
jest najmniejsza. Heurystyka ta z oczywistych powodéw nie nadaje sie do zas-
tosowan praktycznych poniewaz prawdopodobienstwo §lepego trafienia na dobre
rozwigzanie jest bardzo malte. Nadaje sie ona jednak bardzo dobrze do wstepne;j
oceny jakoéci innych, bardziej wyrafinowanych metod. Dobra heurystyka musi
dawaé rozwiazania co najmniej lepsze od przeszukiwania losowego.

Dla rozmytych probleméw szeregowania mozna podaé kilka innych, bardzo
prostych heurystyk. W szczeg6lnosci jezeli funkcja kosztu jest f-regularna i zalezy
od d;, i =1, ...,n, to mozna prébowa¢ bada¢ nastepujace heurystyki:

Definicja 4.4. HED
Utwdrz permutacje p = (p(1), ..., p(n)) takg, ze:
S U ()
E(dpiy(p)) — E(dpi(p))
Definicja 4.5. HMD
Utwdrz permutacje p = (p(1), ...,p(n)) takq, ze:
_T 5 o e
dpiy +dpi) — T dym) + dp(u)

Uzasadnienie dla zastosowania heurystyk HED i HMD dla probleméw z f-
regularng funkcja kosztu jest oczywiste. Najpierw powinny by¢ wykonywane
prace wazniejsze (dla ktorych waga w; jest wieksza) oraz te prace, dla ktorych
pozadany termin zakonczenia jest najblizszy. Obie heurystyki moga byé wyko-
rzystane do poréwnywania z innymi metodami.

4.3 Przyktady numeryczne dla 1|TR| Y F(w;T;)

W rozdziale drugim (punkt 2.11) pokazali$my, ze rozmyty problem szeregowania
1|TG| Y E(w;T;) jest silnie NP-trudny. Wynika z tego, ze ogélniejszy problem
1|TR| . E(wT;), w ktérym parametry sa liczbami trapezowymi jest réwniez
silnie NP-trudny. W tym punkcie przetestujemy algorytm ewolucyjny oraz proste
heurystyki podane w punkcie 4.2 na problemie 1|TR| Y E(w;T;).

Jezeli #;,d; dla kazdej pracy i € J sg liczbami catkowitymi, to szczegélnym
przypadkiem problemu 1|FN| Y E(w;T;) jest silnie NP-trudny problem 1| 3~ w; T}
Wynika to z faktu, ze w takim przypadku C;(p),T;(p), i = 1,...,n, sa rowniez
catkowite i:

E(wiTi(p)) = wiTi = w;T;.
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Oznacza to, 7e problemy 1|| 3 w;T; oraz 1|TR|E(> w;T}) sa szczegdlnymi przy-
padkami tego samego problemu 1|FN|E (D w;T;). Efektywnos$é algorytmu ewolu-
cyjnego dla problemu 1||> w;T; moze by¢ oczywiscie inna niz dla problemu
1|TR| Y E(wT}), rozsadne jednak wydaje sie przyjecie zalozenia, ze réznica ta
nie bedzie zbyt duza poniewaz funkcja kosztu jest dla obu probleméw taka sama
(réznig sie one typem danych).

Dla klasycznego problemu szeregowania 1|| > w;T; istnieje zbiér ponad stu
przyktadowych modeli dla 50 i 100 prac, dla ktérych znane sa rozwiazania opty-
malne lub bliskie optymalnemu. Wszystkie te przyktadowe modele sg dostepne
w Internecie pod adresem mscmga.ms.ic.ac.uk/pub/ i mozna wykorzystaé je do
przetestowania algorytmu ewolucyjnego zdefiniowanego w punkcie 4.1. W dal-
szym ciagu bedziemy nazywaé te modele modelami testowymi.

Do przetestowania algorytmu ewolucyjnego wykorzystamy losowo wybrany
podzbiér 20 ze 125 modeli testowych (dla 50 i 100 prac), w ktérych fi,cii sq
liczbami catkowitymi oraz 5 losowo wygenerowanych modeli, w ktorych #;, d; sa
rozmytymi liczbami trapezowymi. Kazdy model, w ktérym parametry sa rozmyte
zostal wygenerowany za pomoca nastepujacej procedury:

1. §, = (TD,TU, TALPHA,TBETA), i = 1, ..., n, gdzie?:
TD = rand([1,99]),
TU = rand([TD, min{TD + 4,99}]),
TALPHA = rand([1,TD])),
TBETA = rand([1,100 — TU)),

9. di = (DD, DU, DALPHA, DBETA), i = 1,....,n, gdzie:
DD =rand([1,1.3P — 1)), gdzie P = { > | (t; + 1;),
DU = rand([DD, DD + 4]),

DALPHA = rand([1, DD)),
DBETA = rand([1,1.3P — DU],

3. w; =rand([1,10]),i=1,...,n.

Modele testowe bedziemy oznacza¢ symbolem K;, gdzie indeks ¢ € {1,...,125}
oznacza numer modelu w pliku testowym. Modele z parametrami rozmytymi
bedziemy oznaczaé¢ symbolem F; gdzie ¢ = 1,...,5. Dla kazdego modelu urucha-
miamy algorytm ewolucyjny dziesie¢ razy za kazdym razem startujac z innej,
losowo wygenerowanej populacji. Dla kazdego modelu wyznaczymy najlepszy,

2rand([a, b]) -calkowita liczba losowa z przedziatu [a, b]
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najgorszy oraz Sredni koszt znaleziony w tych dziesieciu przebiegach. Dla modeli
testowych obliczamy ile razy algorytm ewolucyjny znalazt optymalne rozwigzanie
(w 10 przebiegach). Wyznaczymy réwniez $redni czas obliczeri dla kazdego mode-
lu.

Ustalamy nastepujace parametry algorytmu ewolucyjnego:

1. N =100 dla 50 prac, N = 150 dla 100 prac
2. PCross =04, PMut =04
3. T=300

Wyniki uzyskane za pomoca algorytmu ewolucyjnego poréwnamy z wynikami
uzyskanymi po zastosowaniu heurystyk HED i HM D oraz najlepszym rozwigza-
niem znalezionym podczas przeszukiwania losowego. Czas przeszukiwania losowe-
go ustalamy dla kazdego modelu jako dziesieciokrotnoséé éredniego czasu obliczen
wykonywanych przez algorytm ewolucyjny. Uzyskane wyniki sa przedstawione
w tabelach 4.1-4.4. Wszystkie obliczenia zostaly wykonane na komputerze z
procesorem PIIT i 128MB pamieci RAM.
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Nr | OPT | ROPT | BST AVG WST TM(s.)
K, |2134 |8 2134(0.00%) | 2160.2(1.22%) 2346(9.93%) 0.719
Ky |1996 |0 1998(0.10%) | 2011.6(0.78%) 2062(3.30%) 0.692
Ks | 1518 |4 1518(0.00%) | 1569(3.39%) 1604(5.66%) 0.725
Ks | 26276 |0 26281(0.02%) | 26389.60(0.43%) | 26509(0.88%) | 0.993
Ky | 45383 |3 45383(0.00%) | 45519.8.20(0.30%) | 45967(1.28%) | 1.13
Ko | 150800 | 10 150800(0.00%) | 150800(0.00%) 150800(0.00%) | 1.43
Kos | 240179 | 10 240179(0.00%) | 240179(0.00%) 240179(0.00%)) | 1.477
Kso | 22 8 22(0.00%) 36.6(66.36%) 95(331.82%) 0.623
Ky | 26423 | 10 26423(0.00%) | 26423(0.00%) 26423(0.00%) | 1.21
Ky | 133289 | 5 133289(0.00%) | 133307(0.01%) 133325(0.02%) | 1.46
Kss | 0 10 0 0 0 0.432
Kso | 3770 |1 3770(0.00%) | 4178.7(10.84%) | 4465(18.43%) | 1.36
Kes | 92756 | 3 92756(0.00%) | 93164.10(0.43%) | 93690(1.00%) | 1.75
K7y | 135394 | 2 135394(0.00%) | 135468.60(0.05%) | 135535(0.10%) | 1.54
Kgo | 4879 |2 4879(0.00%) | 4933.5(1.11%) 5010(2.68%) 1.56
Kss | 508 6 508(0.00%) 566.3(11.47%) 982(93.30%) 1.16
Kgo | 28846 |0 28849(0.01%) | 28905(0.20%) 29170(1.123%) | 1.77
Kos | 177909 | 4 177909(0.00%) | 177949(0.02%) 177975(0.03%) | 1.46
K3 | 35106 | 5 35106(0.00%) | 35428.2(0.91%) | 36014(2.58%) | 1.87
Kig | 106043 | 2 106043(0.00%) | 106096(0.04%) 106160(0.11%) | 1.85
F|? - 35750.7 35750.7 35750.7 10.40
F, |7 : 35877.9 35878.2 35881.2 12.37
Fs |7 : 26381.9 26382.3 26385.9 12.69
Fy |7 - 52311 52315.3 52324 14.30
Fs |7 _ 30538.9 30540.6 30555.6 11.86

Tab. 4.1: Wyniki uzyskane za pomoca algorytmu ewolucyjnego dla 50 prac. W
kolumnie Nr znajduje si¢ oznaczenie modelu. W kolumnie OPT znajduje sie opty-
malne rozwigzanie problemu dla modeli testowych. W kolumnie ROPT podane
jest ile razy algorytm ewolucyjny znalazt optymalne rozwigzanie w przypadku
modeli testowych (w ktorych parametry sa liczbami catkowitymi). W kolumnach
BST, AVG, WST znajduja sie odpowiednio najlepszy, $redni i najgorszy uzyskany
koszt w 10 przebiegach algorytmu oraz odchylenie procentowe tego kosztu od op-

tymalnego (w nawiasie). W kolumnie TM znajduje sie §redni czas obliczeri.
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Nr | EWOL | HED HMD RAND

K, | 2134 | 5050(136.64%) | 5050(136.64%) | 3184(49.20%)
K, | 1998 | 3407(70.52%) 3407(70.52%) 2845(42.39%)
Ks | 1518 | 5821(283.41%) | 5821(283.41%) | 3570(135.17%)
K¢ | 26281 | 41362(57.38%) | 41362(57.38%) | 41582(58.22%)
K | 45383 | 67459(48.64%) | 67459(48.64%) | 67875(49.56%)
Ky | 150800 | 240749(59.65%) | 240749(59.65%) | 187540(24.36%)
Kos | 240179 | 357740(48.94%) | 357740(48.94%) | 292843(%)
e |22 2744(12372.73%) | 2744(12372.73%) | 598(2618.18%)
Ko | 26423 | 38424(45.42%) | 38424(45.42%) | 64715(144.91%)
Ky | 133289 | 240493(80.43%) | 240493(80.43%) | 197726(48.34%)
Kss |0 6781 6781 2309

Kso | 3770 | 12710(237.1%) | 12710(237.1%) | 16337(333.3%)
Kes | 92756 | 145433(36.22%) | 145433(36.22%) | 151844(38.91%)
Kr7s | 135394 | 262735(48.47%) | 262735(48.47%) | 192640(29.72%)
Kgy | 4879 | 21708(344.93%) | 21708(344.93% | 32414((564.33%)
Kgs | 508 16717(3190.75%) | 16717(3190.75%) | 20997(4033.26%)
Kgo | 28849 | 52173(44.71%) | 52173(44.71%) | 83746(65.55%)
Ko | 177909 | 258596(45.35%) | 258596(45.35%) | 230207(29.39%)
K13 | 35106 | 56378(60.59%) | 56378(60.59%) | 88271(151.44%)
Kiio | 106120 | 192129(81.05%) | 192129(81.05%) | 150881(42.17%)
F, | 35775.4 | 45329.4(26.70%) | 44466.8(24.29%) | 68403.8(47.70%)
F, | 35887.6 | 47863(33.36%) | 47240(31.63%) | 65085(44.86%)
F3 | 26382.7 | 37640.3(42.67%) | 37017(40.31%) | 53063.4(50.28%)
Fy | 52316.6 | 62290.7(19.06%) | 62407.7(19.28%) | 78320(33.20%)
Fs | 30540.4 | 37938.8(24.22%) | 39446.3(29.16%) | 54123(43.57%)

Tab. 4.2: Poréwnanie algorytmu ewolucyjnego z heurystykami HED, HMD oraz
przeszukiwaniem losowym dla 50 prac. W kolumnie Nr znajduje si¢ oznacze-
W kolumnie EWOL znajduje si¢ koszt najlepszego rozwiazania
uzyskanego za pomoca algorytmu ewolucyjnego(w 10 przebiegach). W kolumnach
HED i HMD znajduja sie koszty rozwiazan uzyskane za pomocg tych heurystyk.
W kolumnie RAND znajduje sie koszt najlepszego rozwiazania znalezionego w
wyniku przeszukiwania losowego. W nawiasach podane sa odchylenia procen-

nie modelu.

towe od najlepszego kosztu znalezionego przez algorytm ewolucyjny.
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Nr | OPT | ROPT | BST AVG WST TM(s.)
K, | 5988 |2 5988(0.00%) | 6074.5(1.44%) | 6243(4.25%) | 3.0
K; | 5011 |3 5011(0.00%) | 5244.1(4.65%) | 5624(12.23%) | 3.64
Ks | 58258 |1 58258(0.00%) | 58413(0.266%) | 58988(1.25%) | 3.85
Ky | 181649 | 0 181839(0.10%) | 182775.1(0.61%) | 183172(0.83%) | 4.61
K | 157476 | 1 157476(0.00%) | 157682(0.13%) | 157878(0.25%) | 5.24
Ko | 898925 | 2 898925(0.00%) | 899002(0.00%) | 899105(0.01%) | 6.23
Ko | 480 0 554(15.42%) | 585.7(22.02%) | 847(76.46%) | 7.50
Kss | 32964 | 1 32964(0.00%) | 33102.8(0.42%) | 33267(0.92%) | 2.43
Ky | 360193 | 0 360220(0.00%) | 360676.3(0.13%) | 362033(0.51%) | 8.9
Kig | 748988 | 1 748988(0.00%) | 749000(0.00%) | 749006(0.00%) | 8.79
Ksa | 0 10 0 0 0 1.2
Kss | 9046 | 0 9510(5.12%) | 9875.2(9.16%) | 10969(21.25) | 3.27
Kso | 7965 | 1 7965(0.00%) | 8054.1(1.11%) | 8238(3.43) 3.20
K | 243872 | 0 243929(0.02%) | 244124(0.1%) | 244389(0.21%) | 10.49
K7 | 623429 | 2 623429(0.00%) | 623427(0.00%) | 623445(0.00%) | 8.09
K7s | 575274 | 1 575274(0.00%) | 575299(0.00%) | 575326(0.00%) | 8.85
Kgi | 1400 |0 1679(19.92%) | 2310.4(65.02%) | 2890(106.42%) | 4.07
Kss | 136 10 136(0.00%) 136(0.00%) 136(0.00%) 2.43
Kgss | 55544 | 0 56063(0.93%) | 56123.2(1.04%) | 56208(1.19%) | 9.49
Koy | 273993 | 0 274083(0.03%) | 274461(0.17%) | 275255(0.46%) | 9.57
F, |7 ? 118690 118703 118717 79.79
F |7 ? 200505 200521 200551 84.85
Fy |7 ? 195800 195828 195872 77.01
Fy |7 ? 97370 97371.3 97376.3 63.61
Fs |? ? 172011 172021 172036 91.67

Tab. 4.3: Wyniki uzyskane za pomoca algorytmu ewolucyjnego dla 100 prac.

W kolumnie Nr znajduje si¢ oznaczenie modelu. W kolumnie OPT znajduje
sie najlepsze znane do tej pory rozwigzanie problemu dla modeli testowych. W
kolumnie ROPT podane jest ile razy algorytm ewolucyjny znalazl najlepsze znane
rozwigzanie w przypadku modeli testowych. W kolumnach BST, AVG, WST zna-
jduja sie odpowiednio najlepszy, éredni i najgorszy uzyskany koszt w 10 przebie-
gach algorytmu oraz odchylenie procentowe tego kosztu od najlepszego znanego
(w nawiasie). W kolumnie TM znajduje si¢ $redni czas obliczeni.
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Nr | EWOL | HED HMD RAND

K, | 5988 | 14853(148.05%) | 14853(148.05%) | 19330(222.8%)

Ky | 5011 | 20375(306.61%) | 20375(306.61%) | 15668(212.67%)
Ko | 58258 | 109646(88.21%) | 109646(88.21%) | 135467(132.53%)
K, | 181839 | 284573(56.50%) | 284573(56.50%) | 323556(77.94%)
Ky | 157476 | 181193(15.06%) | 181193(15.06%) | 295898(87.90%)
Koy | 898925 | 1400000(55.74%) | 1400000(55.74%) | 1267350(40.99%)
Koy | 554 20095(3527%) 20095(3527%) 124339(22343%)
Kss | 32064 | 93956(185.03%) | 93956(185.03%) | 126449(283.6%)
Kys | 360220 | 582228(61.63%) | 582228(61.63%) | 632340(75.54%)
Kis | 748988 | 1192100(59.16%) | 1192100(59.16%) | 1081590(44.41%)
Kss | O 14807 14807 33783

Ksg | 9510 | 54125(469.1%) 54125(469.1%) 124167(1205%)
Kso | 7965 | 65612(723.75%) | 65612(723.75%) | 97744(1127%)

Kee | 243929 | 461599(89.23%) | 461599(89.23%) | 494470(102.7%)
Krs | 623429 | 855786(37.27%) | 855786(37.27%) | 914892(46.75%)
K7s | 575274 | 874785(52.06%) | 874785(52.06%) | 852076(48.12%)
Kgi | 1679 | 68226(3963%) 68226(3963%) 165114(9734%)
K | 136 54743(40152.21%) | 54743(40152.21%) | 115293

Kgs | 56063 | 125692(124.2%) | 125692(124.2%) | 308335(450%)

Koy | 274083 | 544391(98.68%) | 544391(98.68%) | 591796(115.9%)
F, | 118830 | 156406(31.62%) | 155512(30.87%) | 250592(110.8%)
F, | 200630 | 236330(17.79%) | 230717(15.00%) | 416030(107.36%)
F3 | 195940 | 235543(20.21%) | 246488(25.80%) | 358810(83.12%)
Fy | 97526 | 136931(40.40%) | 138750(42.27%) | 276373(183.38%)
Fs | 172221 | 224147(30.15%) | 230402(33.78%) | 328087(90.50%)

Tab. 4.4: Poréwnanie algorytmu ewolucyjnego z heurystykami HED, HMD oraz
przeszukiwaniem losowym dla 100 prac. W kolumnie Nr znajduje si¢ oznacze-
W kolumnie EWOL znajduje sie koszt najlepszego rozwigzania
uzyskanego za pomoca algorytmu ewolucyjnego(w 10 przebiegach). W kolumnach
HED i HMD 2znajduja si¢ koszty rozwiazan uzyskane za pomoca tych heurystyk.
W kolumnie RAND znajduje sie koszt najlepszego rozwiazania znalezionego w
wyniku przeszukiwania losowego. W nawiasach podane sg odchylenia procen-

nie modelu.

towe od najlepszego kosztu znalezionego przez algorytm ewolucyjny.
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Oceniajac uzyskane wyniki mozna powiedzieé, ze algorytm ewolucyjny dziata
bardzo dobrze dla modeli testowych w przypadku gdy zbioér J sktada sie z 50 prac.
Tylko dla trzech z dwudziestu modeli testowych algorytm nie znalazl optymal-
nego rozwiazania (zostaly znalezione rozwiazania bardzo bliskie optymalnemu).
Dla pozostatych modeli optymalne rozwiagzanie zostalo uzyskane przynajmniej
raz (w 10 przebiegach). Na og6lng liczbe 200 przebiegéw optymalne rozwigzanie
zostato znalezione 87 razy co daje $rednio 43.5% pewnosci, ze algorytm w poje-
dynczym przebiegu znajdzie optymalne rozwigzanie.

W przypadku gdy zbiér J sktada sie ze 100 prac, efektywnoéé¢ algorytmu dla
modeli testowych jest troche gorsza. Dla o§miu z dwudziestu modeli testowych
algorytm nie znalazt optymalnego rozwiazania. Na og6lng liczbe 200 przebiegow
optymalne rozwigzanie zostato znalezione 35 razy co daje $rednio 17.5% pewnosci,
ze algorytm w pojedynczym przebiegu znajdzie optymalne rozwiazanie. Zau-
wazmy, ze tylko dla trzech modeli testowych najlepsze znalezione rozwiazanie
przez algorytm ewolucyjny jest gorsze o wiecej niz 1% od rozwigzania optymal-
nego.

Algorytm ewolucyjny jest zdecydowanie lepszy niz przeszukiwanie losowe.
Interesujacy jest fakt, ze heurystyki HED(HMD) dla modeli testowych dziataja
bardzo stabo. W wielu przypadkach sa gorsze niz przeszukiwanie losowe. W
przypadku modeli rozmytych sytuacja jest odwrotna. Heurystyki HED i HMD
daja rozwigzania $rednio 40% gorsze niz algorytm ewolucyjny co jest wynikiem
znacznie lepszym niz przeszukiwanie losowe. Mozna postawié¢ hipoteze, ze im
bardziej rozmyte sa parametry modelu tym lepsze rozwiazania daja obie te heurys-
tyki, przy czym nie mozna jednoznacznie powiedzieé¢, ktora z nich jest lepsza.

Zaktadajac, ze efektywnosé algorytmu ewolucyjnego jest podobna dla modeli
rozmytych, mozna z powodzeniem stosowaé ten algorytm w praktyce dla prob-
lemu 1|| 3> E(w;T;). Czas dziatania algorytmu jest na tyle maly, 7e nie stanowi
powazniejszego ograniczenia. Przeprowadzone eksperymenty pokazaty, ze nalezy
zawsze uruchomi¢ algorytm kilka (lub nawet kilkanascie) razy i wybraé najlep-
sze uzyskane rozwigzanie. Istnieje wéwczas duza pewnosé¢, ze koszt uzyskanego
rozwiazania bedzie tylko nieznacznie r6zni¢ sie od kosztu rozwigzania optymal-
nego.

Algorytm ewolucyjny wymaga podania czterech parametréw, ktére majg zna-
czacy wplyw na jego efektywnosé. Parametry te powinny zostaé ustalone ekspery-
mentalnie. Przedstawimy teraz analize wplywu parametréow na uzyskane wyniki
dla modeli F; w przypadku 50 i 100 prac. Uzyskane wyniki pozwola na sfor-
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mutowanie pewnych ogdlnych zaleceri dotyczacych ustalania parametréow algo-
rytmu ewolucyjnego dla problemu 1|| 3 E(w;T;).
Przeprowadzimy dwa eksperymenty:

1. Dlaustalonych N oraz T bedziemy zmienia¢ prawdopodobieristwa krzyzowa-
nia i mutacji od 0.1 do 1 z krokiem 0.1. Dla kazdej kombinacji tych praw-
dopodobienstw algorytm zostanie uruchomiony 10 razy i zostanie obliczona
warto$¢ Srednia uzyskanych kosztow.

2. Dla ustalonych prawdopodobieristw krzyzowania i mutacji bedziemy zmieniaé¢
parametry N oraz T od 20 do 200 z krokiem 20. Dla kazdej kombinacji
wartoéci N,T algorytm zostanie uruchomiony 10 razy i zostanie obliczona
warto$é srednia uzyskanych kosztéw oraz §redni czas obliczen.

Jako miare efektywnosci algorytmu dla ustalonych parametréw przyjmiemy
procentowe odchylenie uzyskanego Sredniego kosztu od kosztu najlepszego rozwia-
zania jakie udalo sie w ogodle uzyska¢ w przypadku modeli F;. Dla 50 prac
najlepszy znaleziony koszt wynosi 35750.7 a dla 100 prac 118690.
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1.0/ 0.01/0.00|0.01{0.07 | 0.18

0.9/ 0.04 | 0.01|0.00| 0.02(0.18

0.8 0.04 | 0.01|0.02 | 0.01}0.14

0.7/ 0.01/0.01|0.00 | 0.010.07

0.6/ 0.03[0.02{0.02 | 0.00| 0.05

0.5 0.01/0.02|0.02| 0.01| 0.04

0.4/ 0.02(0.01| 0.00| 0.00| 0.03

P. Krzyzowania

0.3/ 0.05/0.01| 0.01|0.00 | 0.07

0.2/ 0.01]0.02| 0.02| 0.00| 0.02] 0.09| 0.17

0.1/ 0.03|0.00|{0.01/0.01|0.03/0.11 | 0.16

0102 03 04 05 06 0.7 08 09 1.0
P. Mutac;ji

Rys. 4.1: Wplyw prawdopodobienstw krzyzowania i mutacji na efektywnosé al-
gorytmu ewolucyjnego w przypadku 50 prac. Warto$ci parametréw N i T sg
ustalone i wynosza odpowiednio 100 i 200.

Eksperyment pokazal, ze prawdopodobienstwo mutacji ma duzy wplyw na
efektywnosé algorytmu. Prawdopodobienistwo to nie moze byé¢ zbyt duze. Jego
warto$¢ ustalona na powyzej 0.5 znacznie pogarsza efektywnosé algorytmu. Praw-
dopodobienistwo krzyzowania ma wyraznie mniejsze znaczenie - jednak wydaje
sie, ze duza warto$¢ tego parametru réwniez pogarsza efektywnosé¢ algorytmu. Z
powyzszego rysunku wynika, ze prawdopodobienstwo mutacji powinno naleze¢ do
przedziatu (0.1,0.4) a prawdopodobienstwo krzyzowania do przedziatu (0.1, 0.6).
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1.0/ 0.03| 0.03| 0.01 | 0.04

0.9 0.03|0.02|0.01| 0.02

0.8/ 0.04 0.01|0.01 | 0.01

0.7/ 0.02/0.01|0.01 | 0.02

0.6/ 0.09|0.02 [0.03 | 0.01/0.13

0.5/ 0.03/0.02|0.01| 0.01 0.05

0.4/ 0.03| 0.02| 0.01{ 0.01| 0.06

P. Krzyzowania

0.3/ 0.02| 0.02|0.01|0.01|0.05

0.2/ 0.03(0.05| 0.02| 0.02| 0.04| 0.12

0.1/ 0.04| 0.02/0.02 | 0.01| 0.03/0.08 | 0.14 | 0.15

0.102 03 04 05 06 0.7 08 09 1.0
P. Mutacji

Rys. 4.2: Wptyw prawdopodobieristw krzyzowania i mutacji na efektywnosé al-
gorytmu ewolucyjnego w przypadku 100 prac. Wartosci parametrow N i T sa
ustalone i wynosza odpowiednio 150 i 200.

W przypadku modelu dla 100 prac uzyskane wyniki sg takie same jak dla 50
prac. Prawdopodobiefstwo mutacji powinno naleze¢ do przedziatu (0.1,0.4) a
prawdopodobienstwo krzyzowania do przedziatu (0.1, 0.6).
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0.02 |0.00 | 0.01 | 0.00

0.00| 0.01|0.01 | 0.01

0.00 | 0.01 |0.00 | 0.00

0.01/0.02 | 0.01 | 0.01

0.01|0.00| 0.01 | 0.01
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48 | 48 | 50 | 57

0.04|0.03| 0.03
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Rys. 4.3: Wplyw liczebnosci populacji /V i parametru 7" na efektywnosé algorytmu
ewolucyjnego w przypadku 50 prac. Prawdopodobienistwa krzyzowania i mutacji
sa ustalone i wynosza odpowiednio 0.4 i 0.4. W niektorych kratkach, ponizej
odchylen procentowych, podany jest rowniez $redni czas obliczen.

Eksperyment pokazal, ze parametry NV oraz 7" sa ze sobg §cisle powigzane. Dla
danego rozmiaru populacji istnieje najlepszy zakres wartosci parametru 7. Na
przyktad jezeli rozmiar populacji wynosi 100 to warto$¢ parametru T powinna
wynosi¢ 80. Zauwazmy, ze wieksza warto§¢ 7' nie powoduje istotnego zwiek-
szenia efektywnosci algorytmu a jedynie wydluza czas obliczen. Biorge pod
uwage wlasnie czas obliczenn mozna powiedzieé¢, ze korzystniejsze jest ustalanie
niewielkiej liczebno$ci populacji i wiekszej wartosci parametru 7. Da N = 40 i
T = 140 algorytm ma podobng efektywnosé jak dla N = 2001 T = 60 ale dziala
ponad dwa razy szybcie;j.
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0.02| 0.01| 0.01/0.01

0.01/0.01|0.02 | 0.01
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0.01/0.02 | 0.02 | 0.01
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Rys. 4.4: Wptyw liczebnosci populacji N i parametru 7" na efektywnosé algorytmu
ewolucyjnego w przypadku 100 prac. Prawdopodobienstwa krzyzowania i mutacji
sa ustalone i wynoza odpowiednio 0.4 i 0.4. W niektorych kratkach, ponize;
odchylen procentowych, podany jest rowniez §redni czas obliczen.

W przypadku 100 prac wnioski sa analogiczne jak dla 50 prac. Najlepsza
efektywnos¢ uzyskuje sie, przyjmujac N =401 T € [120, 140].
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Zakonczenie

Celem pracy byla analiza r6znych probleméw szeregowania prac na pojedynczej
maszynie, w ktorych parametry sa zadane w sposob nieprecyzyjny.

W rozdziale drugim przedstawiono nowe podejécie do tego typu probleméw, w
ktérym parametry sa liczbami rozmytymi, interpretowanymi jako rozktady mozli-
woéci. Podano definicje funkeji kosztu harmonogramu, ktéra zalezy od rozmytych
czasOw zakonczenia prac i przyjmuje wartosci rzeczywiste. Okre$lono wazng klase
funkcji f-regularnych i udowodniono fakt, ze problem szeregowania, w ktorym
koszt harmonogramu jest funkcja f-regularng ma zawsze optymalne rozwigzanie,
ktoére ponadto jest pewna permutacja zbioru prac.

Najwieksza czes¢ rozdziatu drugiego zostata po§wiecona szczegélnym przypad-
kom rozmytych probleméw szeregowania. Do konstrukcji funkeji kosztu harmono-
gramu dla tych probleméw wykorzystano indeksy Dubois i Prade oraz wartosé
§rednig liczby rozmytej. Pojecia te sa dobrze znane i powszechnie stosowane w
teorii i zastosowaniach zbioréw rozmytych. Wszystkie problemy, zdefiniowane w
tym rozdziale sa nowe, dlatego duze znaczenie miata ich klasyfikacja ze wzgledu
na ztozono$¢ obliczeniowa. Dla kazdego z tych probleméw zostat skonstruowany
wielomianowy algorytm albo przedstawiono dowdéd NP-trudnosci.

-Jednym z najwazniejszych rezultatéw uzyskanych w rozdziale drugim jest
uogo6lnienie klasycznego algorytmu Lawlera na przypadek rozmyty. Za pomoca
tego algorytmu mozna efektywnie rozwigzywaé problemy nalezace do szerokiej
klasy probleméw szeregowania z rozmytymi parametrami.

Duze znaczenie teoretyczne i praktyczne maja réwniez dowody NP-trudnosci
probleméw, ktoére sa charakterystyczne dla podejscia rozmytego. Problemy te sg
latwe w przypadku gdy parametry sa zdeterminowane, natomiast stajg sie trudne
jezeli parametry moga by¢ rozmyte. Nalezy podkresli¢, ze przy okazji dowodzenia
NP-trudnosci tych probleméw, zostata pokazana réwniez NP-trudnosé kilku no-
wych, interesujacych probleméw, w ktérych parametry sg zdeterminowane.

W rozdziale trzecim przedstawiono metode oceny optymalnosci harmono-
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gramu w problemie szeregowania na pojedynczej maszynie z rozmytymi parame-
trami. Skonstruowano efektywne algorytmy dla kilku szczegélnych przypad-
kow takiego problemu. Waznym rezultatem teoretycznym jest sformutowanie
warunkéw koniecznych i wystarczajacych optymalnosci zadanej permutacji w
problemie 1|prec|fmq. Warunki te zostaty wykorzystane w pracy do konstrukeji
wspomnianych algorytméw. Maja one jednak znaczenie szersze i moga by¢ wyko-
rzystane réwniez do innych celéw, na przyktad do analizy wrazliwosci rozwigzania
na zmiany parametréw w problemie 1|prec|fimaz-

W tabeli 4.5 podano wszystkie zbadane w pracy problemy, ktore sg tatwe z
obliczeniowego punktu widzenia.

Problem Ztozonosé
llprec, L — R| max{Poss(Ness)(C; > d;)} O(n?|logel)
1|prec, TR| max{Poss(Ness)(C; )}

>
> d;)

(
1|pree, L — R| max{E(w; L;)} O(n?)
1|prec, PL — PR| max{E(w;T;)} 0O(n?)
1|L — R|max{E(L;)} O(nlogn)
1|L — R|Poss( max{wlL } > G) O(n?|logel)
1|L — R|Poss(3 w;C; > G) O(nlogn|loge|)

1|sp — graph, L — R| Y E(w;C;) O(nlogn)

i — 1|prec| max{w; L;} Programowanie liniowe
i — 1|prec| max{w;T;} Programowanie liniowe
i — 1|prec|Lmag O(n®)

i — 1l|prec|Tmaz O(n?)

Tab. 4.5: Zestawienie probleméw zbadanych w pracy, ktére maja zltozonosé
wielomianowg. Parametr n oznacza ilo§¢ prac, natomiast parametr £ oznacza
bezwzgledny btad w ocenie kosztu optymalnego rozwiazania

Dla kazdego z nich zostat skonstruowany odpowiedni algorytm. Dla nie-
ktoérych z tych probleméw ztozonosé algorytmu zalezy rowniez od przyjetej doktad-
noSci w obliczeniu wartosci funkcji kosztu. Problemy i — 1|prec| max{w;L;}
i1 — 1lprec|max{w;T;} zostaly sprowadzone do rozwigzania pewnego zadania
programowania liniowego. Zatem zlozono$¢ obliczen zalezy od metody, ktéra
zostanie zastosowana do rozwigzania takiego problemu. Poniewaz wykazano,
ze zadanie programowania liniowego nalezy do wielomianowej klasy ztozonosci
( [22],[21]), wiec zlozono$é obu probleméw szeregowania jest réwniez wielomia-
nowa. Wszystkie problemy przedstawione w tabeli 4.5 moga wigc by¢ efektywnie
rozwigzane nawet dla duzej liczby prac.
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W tabeli 4.6 sa przedstawione problemy, ktérych NP-trudnosé zostata wykaza-

na w pracy. Interesujacy jest fakt, ze cze$¢ tych probleméw staje sie tatwa, jezeli

parametry sa zdeterminowane.

Problem

Uwagi

1|TG| max{Ness(C; # d;)}
L|FN|E(max{T;})

1|FN|EN (max{T;})
1|FN|E(miax{L;})
1|FN|EN (max{L;})

1|/FN|Y Poss(Ness)(C; > d;)

1|prec, FN[Z~E‘(w,C~',)
1ITG| Y E(wT;)

Funkcja kosztu nie jest f-regularna

NP-trudny jezeli t; zdeterminowane a d; rozmyte.
Réwnowazny 1||Tm,mc jezeli t; oraz d zdeterminowane.
NP-trudny jezeli #; zdeterminowane, d; rozmyte a N < n.
Roéwnowazny 1||Tmam jezeli i; oraz d; zdeterminowane.
NP-trudny jezeli #; zdeterminowane a d; rozmyte.
Roéwnowazny 1||Lma$ jezeli t; oraz d; zdeterminowane.
NP-trudny jezeli ; zdeterminowane, d; rozmyte a N < n.
Réwnowazny 1||Lmax jezeli t; oraz d; zdeterminowane.
NP-trudny jezeli #; zdeterminowane a d; tréjkatne.
Rownowazny 1|| 37 U; jezeli #; oraz d; zdeterminowane.
Silnie NP-trudny

Silnie NP-trudny. NP-trudny jezeli w; = 1

1||MT (o, k,n) Parametry catkowite.
NP-trudny dla kazdego ustalonego & =1,...,n
1||ML Parametry catkowite
Tab. 4.6: Zestawienie probleméw zbadanych w pracy, dla ktorych zostata

pokazana NP-trudnosé.
minowane.

W dwoch ostatnich problemach parametry sa zdeter-

Dla zadnego z przedstawionych w tablicy 4.6 NP-trudnych probleméw praw-

dopodobnie nie istnieje algorytm wielomianowy?, co oznacza, ze dla duzej liczby

prac nie mozna w rozsadnym czasie znalez¢ optymalnego rozwigzania. W zwigzku

z tym konieczne jest konstruowanie metod heurystycznych, ktore w rozsadnym

czasie daja rozwiazania bliskie optymalnemu.

W rozdziale trzecim zaproponowano algorytm ewolucyjny, ktory zostat przete-
stowany na silnie NP-trudnym problemie 1|TR|>" E(w;T;). Algorytm ten daje
bardzo dobre rozwiazania w szczeg6lnym przypadku tego problemu, w ktoérym
parametry sg zdeterminowane (tj. w problemie 1|| > w;T;). Mozna sie spodziewag,

ze algorytm jest réwnie efektywny dla ogoélniejszego problemu, w ktérym parame-

try sg rozmyte.

3Algorytm wielomianowy dla problemu NP-trudnego nie istnieje jezeli prawdziwa jest
hipoteza P # N P. Do chwili obecnej jest ona jednak wciaz nierozstrzygnieta chociaz powszech-
nie zaklada sie, ze jest ona prawdziwa.
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Poniewaz gléwnym celem pracy nie byta doktadna analiza metod heurysty-
cznych, wiec algorytm ewolucyjny zostal zbadany tylko dla jednego problemu.
Rowniez zakres przeprowadzonych eksperymentéw byt ograniczony a ich celem
byto jedynie wykazanie, ze odpowiedni dobér parametréw algorytmu ma istotny
wplyw na uzyskane rozwigzanie oraz na czas obliczen. Inne heurystyki, takie
jak tabu-search i symulowane wyzarzanie, rowniez byly badane jednak dawaly
one wyniki znacznie gorsze niz algorytmu ewolucyjny. Z tego powodu nie zostaty
zamieszczone w pracy.

Wyniki uzyskane w pracy mozna uwaza¢ za poczatek szerszych badan nad
problemami szeregowania prac z nieprecyzyjnie okre§lonymi parametrami. W
pracy zajeto sie wytacznie problemami szeregowania na pojedynczej maszynie,
naturalne jest wiec rozszerzenie zakresu badan na wieksza liczbe maszyn. Czasy
trwania prac i pozadane terminy zakonczenia nie s jedynymi parametrami, ktore
mozna zadawaé¢ w spos6b nieprecyzyjny. Mozna na przyklad badaé¢ problemy,
w ktoérych terminy dostepnodci prac sg nieprecyzyjne. Roéwniez interesujace sa
problemy, w ktérych relacja poprzedzania nie jest zadana w sposob precyzyjny.

W konstrukeji funkcji kosztu harmonogramu zastosowano indeksy Dubois i
Prade oraz warto$¢ $rednia liczby rozmytej. Oczywiscie nie sg to jedyne pojecia,
ktére mozna do tego celu wykorzystaé. W literaturze po§wieconej zbiorom rozmy-
tym mozna spotka¢ bardzo wiele r6znych indekséw oraz funkeji rangujacych, ktére
mozna wykorzysta¢ do konstrukcji funkcji kosztu harmonogramu. Nalezy jednak
podkreslié, ze indeksy Dubois i Prade oraz wartoé¢ srednia liczby rozmytej sa
jednymi z najprostszych poje¢ z punktu widzenia wtasnosci obliczeniowych. Z
tego wzgledu wyniki dotyczace NP-trudnosci pewnych problemoéw sg szczegélnie
cenne, poniewaz moga one implikowa¢ NP-trudnoé¢ probleméw z innymi, bardziej
ztozonymi funkcjami kosztu.

Roéwniez wyniki uzyskane w rozdziale trzecim sa tylko poczatkiem szerszych
badan. Istnieje jeszcze wiele innych probleméw na pojedynczej maszynie (oraz
ogromna liczba probleméw, w ktérych liczba maszyn jest wigksza niz jeden), dla
ktorych mozna szukaé algorytméw stuzacych do oceny optymalnosci zadanego
harmonogramu. Tutaj zaprezentowana zostata ogélna metoda konstruowania
tego typu algorytméw a konkretne wyniki zostaly przedstawione dla dwoch prob-
leméw.

Bardzo wiele publikacji po§wiecono w literaturze konstrukeji réznego rodzaju
metod heurystycznych, stuzacych do efektywnego rozwigzywania probleméw NP-
trudnych. Naturalny jest wiec dalszy kierunek badan, polegajacy na adaptacji
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tych heurystyk do probleméw szeregowania z nieprecyzyjnie okre§lonymi parame-
trami, ktére s NP-trudne. W pracy zostat zaproponowany wylacznie algorytm
ewolucyjny, ktory jest tylko jedna z wielu znanych metod. Interesujaca bytaby
glebsza analiza poréwnawcza algorytmu ewolucyjnego z takimi metodami jak
tabu-search i symulowane wyzarzanie.

146



Literatura

[1] Btazewicz J., Cellary W., Stowinski R., Weglarz J., Badania operacyjne dla
informatykéw, WNT, Warszawa 1983.

[2] Btazewicz J., Ztozono$¢ obliczeniowa probleméw kombinatorycznych, WNT,
Warszawa 1988.

[3] Brucker P., Scheduling Algorithms, Second, Revised and Enlarged Edition,
Springer 1997.

[4] Chanas S., Wybrane problemy badan opercyjnych z rozmytymi parametrami,
Wydawnctwo Politechniki Wroctawskiej, Monografie 1988.

[5] Chanas S., Nowakowski M., Single value simulation of fuzzy variable, Fuzzy
Sets and Systems, 25(1988), 43-57.

[6] Cormen T., Leiserson C., Rivest R., Wprowadzenie do algorytmow,
Wydawnictwa Naukowo-Techniczne, Warszawa 1994.

[7] Czogata E., Pedrycz W., Elementy i metody teorii zbioréw rozmytych, PWN,
Warszawa 1985.

[8] Davis L., Applying Adaptive Algorithms to Epistatic Domans, Proceedings of
the International Joint Conference on Artificial Intelligence(1985), 162-164.

[9]. Dubois D., Prade H., The use of fuzzy numbers in decision analysis, Fuzzy
Information and Decision Processes (1982).

[10] Dubois D., Prade H., Fuzzy Sets and Systems: Theory and Applications,
Academic Press, Inc., New York 1980.

[11] Dubois D., Prade H., The mean value of fuzzy number, Fuzzy Sets and
Systems 24, (1987) 279-300.

147



[12] Dubois D., Prade H., Ranking fuzzy numbers in the setting of possibility
theory, Information Science, 30(1983), 183-224.

[13] Dubois D., Prade H., Operations on fuzzy numbers, Int., J. Systems Sci.,
30(1978), 613-626.

[14] Graham R. E., Lawler E. L., Lenstra J. K., Rinnoy Kan, Optimization and
approximation in deterministic sequencing and scheduling, a survey, Ann.
Discrete Math., 4(1979), 287-326.

[15] Han S., Ishii H., Fuji S., One machine scheduling problem with fuzzy due
dates, European Journal of Operational Research, 79(1994),1-12.

[16] Ishii H., Tada M., Single machine scheduling problem with fuzzy precedence
relation, Furopean Journal of Operational Research 87 (1995), 284-288.

[17] Ishibuchi H., Murata T., Kyu Hung Lee, Formulation of fuzzy flowshop
sheduling problems with fuzzy processing times, Proceedings of the Fifth
IEEE International Conference on Fuzzy Systems. FUZZ-IEEE’96, vol. 1,
199-205.

[18] Ischibuchi H., Yamamoto N., Misaki S., Tanaka H., Local search algorithms
for flow shop scheduling with fuzzy due dates, International Journal of Pro-
duction Economics, 33(1994), 53-66.

[19] Janiak A., Wybrane problemy i algorytmy szeregowania zadan i rozdziatu
zasobow, Akademicka Oficyna Wydawnicza PLJ, Warszawa 1999.

[20] Kacprzyk J., Zbiory rozmyte w analizie systemowej, PWN, Warszawa 1986.

[21] Karmarkar N., A new polynomial time algorithm for linear programming,
~ Combinatorica,4(1984), 373-395.

[22] Khachian L. G., A polynomial algorithm for linear programming, Doklady
Akad. Nauk USSR, 244(1979) 1093-1096.

[23] Lawler E. L., Optimal sequencing of a single machine subject to precedence
constraints, Management Science, 19(1973), 544-546.

[24] Lin C.K., Haley K.B., Sparks C., A comparative study of both standard
and adaptive versions of threshold accepting and simulated annealing algo-
rithms in three scheduling problems, FEuropean Journal of Operational Re-
search 83(1995), 330-346.

148



[25] McCahon C. S., Lee E. S., Fuzzy job sequencing for a flow shop , European
Journal of Operational Research, 62(1992), 294-301.

[26] Michalewicz Z., Algorytmy genetyczne + struktury danych = programy
ewolucyjne, WNT, Warszawa 1996

[27] Nguyen T. Hung, A Note on the Extension Principle for Fuzzy Sets, Journal
of Mathematical Analysis and Applications 64(1978),369-380.

[28] Ozelkan E., Duckstein L., Optimal fuzzy counterparts of scheduling rules,
European Journal of Operational Research , 113(1997), 593-609.

[29] Peng Tian, Jian Ma, Dong-Mo Zhang, Application of the simulated anneal-
ing algorithm to the combinatorial optimisation problem with permutation
property: An investigation of generation mechanizm Furopean Journal of
Operational Research 118,(1999), 81-94

[30] Reeves F.,A genetic algorithm for flow shop sequencing problem, Department
of Statistic and Operational Research, Coventry University 1994

[31] Sakawa M., Yano H., Interactive decision making for multiobjective linear
fractional programming problems with fuzzy parameters based on solutions
concepts incorporating fuzzy goals, Japanese Journal of Fuzzy Theory and
Systems, 3(1991), 45-62.

[32] Stowinski R., Hapke M. (Edts.), Scheduling Under Fuziness, Physica-Verlag
2000.

[33] Tanaka K., Vlach M., Single machine scheduling problem with fuzzy due
dates, Seventh IFSA World Congress, Praga 1997, 195-199.

[34] Tsujimura Y., Seung H. P., In S. C., Gen M., An effective method for solving
flow shop scheduling problems with fuzzy processing times, Coputers And
Industrial Engineering, 1993(25), 239-242.

[35] Yager R. R., A procedure for ordering fuzzy subset of the unit interval,
Information Science, 24(1981), 143-161.

[36] Zadeh L.A., Fuzzy Sets, Information and Control, 1965(8), 338-353.

149



[37] Zadeh L.A., The Concept of Linguistic Variable and its Application to Ap-
proximate Reasoning, American Elsevier Publishing Company, New York
1973.

150






Raport dostępności





		Nazwa pliku: 

		kasperski_a_problemy_szeregowania_prac_phd.pdf









		Autor raportu: 

		



		Organizacja: 

		







[Wprowadź informacje osobiste oraz dotyczące organizacji w oknie dialogowym Preferencje > Tożsamość.]



Podsumowanie



Sprawdzanie napotkało na problemy, które mogą uniemożliwić pełne wyświetlanie dokumentu.





		Wymaga sprawdzenia ręcznego: 2



		Zatwierdzono ręcznie: 0



		Odrzucono ręcznie: 0



		Pominięto: 1



		Zatwierdzono: 28



		Niepowodzenie: 1







Raport szczegółowy





		Dokument





		Nazwa reguły		Status		Opis



		Flaga przyzwolenia dostępności		Zatwierdzono		Należy ustawić flagę przyzwolenia dostępności



		PDF zawierający wyłącznie obrazy		Zatwierdzono		Dokument nie jest plikiem PDF zawierającym wyłącznie obrazy



		Oznakowany PDF		Zatwierdzono		Dokument jest oznakowanym plikiem PDF



		Logiczna kolejność odczytu		Wymaga sprawdzenia ręcznego		Struktura dokumentu zapewnia logiczną kolejność odczytu



		Język główny		Zatwierdzono		Język tekstu jest określony



		Tytuł		Zatwierdzono		Tytuł dokumentu jest wyświetlany na pasku tytułowym



		Zakładki		Niepowodzenie		W dużych dokumentach znajdują się zakładki



		Kontrast kolorów		Wymaga sprawdzenia ręcznego		Dokument ma odpowiedni kontrast kolorów



		Zawartość strony





		Nazwa reguły		Status		Opis



		Oznakowana zawartość		Zatwierdzono		Cała zawartość stron jest oznakowana



		Oznakowane adnotacje		Zatwierdzono		Wszystkie adnotacje są oznakowane



		Kolejność tabulatorów		Zatwierdzono		Kolejność tabulatorów jest zgodna z kolejnością struktury



		Kodowanie znaków		Zatwierdzono		Dostarczone jest niezawodne kodowanie znaku



		Oznakowane multimedia		Zatwierdzono		Wszystkie obiekty multimedialne są oznakowane



		Miganie ekranu		Zatwierdzono		Strona nie spowoduje migania ekranu



		Skrypty		Zatwierdzono		Brak niedostępnych skryptów



		Odpowiedzi czasowe		Zatwierdzono		Strona nie wymaga odpowiedzi czasowych



		Łącza nawigacyjne		Zatwierdzono		Łącza nawigacji nie powtarzają się



		Formularze





		Nazwa reguły		Status		Opis



		Oznakowane pola formularza		Zatwierdzono		Wszystkie pola formularza są oznakowane



		Opisy pól		Zatwierdzono		Wszystkie pola formularza mają opis



		Tekst zastępczy





		Nazwa reguły		Status		Opis



		Tekst zastępczy ilustracji		Zatwierdzono		Ilustracje wymagają tekstu zastępczego



		Zagnieżdżony tekst zastępczy		Zatwierdzono		Tekst zastępczy, który nigdy nie będzie odczytany



		Powiązane z zawartością		Zatwierdzono		Tekst zastępczy musi być powiązany z zawartością



		Ukrywa adnotacje		Zatwierdzono		Tekst zastępczy nie powinien ukrywać adnotacji



		Tekst zastępczy pozostałych elementów		Zatwierdzono		Pozostałe elementy, dla których wymagany jest tekst zastępczy



		Tabele





		Nazwa reguły		Status		Opis



		Wiersze		Zatwierdzono		TR musi być elementem potomnym Table, THead, TBody lub TFoot



		TH i TD		Zatwierdzono		TH i TD muszą być elementami potomnymi TR



		Nagłówki		Zatwierdzono		Tabele powinny mieć nagłówki



		Regularność		Zatwierdzono		Tabele muszą zawierać taką samą liczbę kolumn w każdym wierszu oraz wierszy w każdej kolumnie



		Podsumowanie		Pominięto		Tabele muszą mieć podsumowanie



		Listy





		Nazwa reguły		Status		Opis



		Elementy listy		Zatwierdzono		LI musi być elementem potomnym L



		Lbl i LBody		Zatwierdzono		Lbl i LBody muszą być elementami potomnymi LI



		Nagłówki





		Nazwa reguły		Status		Opis



		Właściwe zagnieżdżenie		Zatwierdzono		Właściwe zagnieżdżenie










Powrót w górę

