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1. Wstep

Nieparametryczny jadrowy estymator funkcji gestosci, zaproponowany przez Ro-
senblatta, okreslony jest dla proby prostej X|,X,, ..., X,, w nastgpujacy sposob [5]:

f(x)=$il<[x"hx’), (1)

4o
gdzie K(u) jest funkcja zwana funkcja jadra, spetniajaca warunek IK (u )a'u =1,
natomiast />0 jest parametrem wygladzania.

Zaréwno funkcja jadra, jak i parametr wygladzania sa parametrami metody
jadrowej, wilasciwy wybor tych parametréw zapewnia odpowiednia dobroé
estymacji. W nieparametrycznej estymacji funkcji gestosci najczgsciej stosowane
sa nastgpujace funkcje jadra: Gaussowska, Epanechnikova, réwnomierna, dwu-
kwadratowa, trdjkatna, tréjkwadratowa oraz kosinusowa. Zagadnienie wyboru
funkcji jadra w estymacji funkcji gestosci jest rozwazane w literaturze [1]. Wyboér
parametru wygladzania moze by¢ dokonany np. metoda Silvermana lub metoda
cross-validation [7].

Metoda jadrowa moze by¢ rowniez wykorzystywana w weryfikacji hipotez
statystycznych. Istnieja testy statystyczne, w ktorych nieparametryczny jadrowy
estymator funkcji gestosci stosowany jest w konstrukeji statystyki testowej. Sa to
m.in. testy zgodnosci (w tym normalnosci), testy niezaleznosci oraz testy syme-
trycznoscei (por. [6]).

Test zgodnosci zaproponowany przez Li pozwala na weryfikacje hipotezy
o zgodnosci rozkiadéw dwoch populacji. W konstrukeji statystyki testowej wyko-
rzystywana jest metoda jadrowa, stad wynika potrzeba oceny wplywu parametréw
metody jadrowej na wynik procedury testowej.
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Badanie wiasnosci testu zgodnosci Li bedzie dokonane metodami symula-
cyjnymi. Ponadto zostanie przeprowadzona weryfikacja hipotezy o takim samym
rozktadzie wskaznika percepcji korupcji w latach 1996 i 2005. Oprécz testu
zgodnosci Li wykorzystane bgda inne nieparametryczne testy dla zmiennych pota-
czonych, takie jak: test znakow, test rangowanych znakow (zwany rowniez testem
kolejnosci par Wilcoxona), test znakéw Fischera oraz test Friedmana.

2. Test zgodnosci Li

Niech f(x) oraz g(x) beda nieznanymi ograniczonymi i ciagtymi funkcjami
gestosci 2 populacji. Hipotezy zerowa i alternatywna w tescie zgodnosci Li maja
posta¢:

H,: f(x)=g(x),
H :f(x)#g(x).

Zagadnienie polega zatem na weryfikacji hipotezy o identycznosci rozktadow 2
populacji, co moze by¢ wykorzystane do stwierdzenia, czy zmiany w rozkfadach
badanych populacji sa statystycznie znaczace.

Préby {x,. }, {y,} dla i =1,...,n pochodza z 2 populacji o rozktadach z funk-

(2)

cjami gestosci, odpowiednio, f(x) oraz g(x). Liczebnosci prob pochodzacych z
badanych populacji sa takie same. Ponadto {x,.} i {y,} moga by¢ zalezne, w sensie

obserwacji pochodzacych z badan panelowych (np. badanie rozktadéw dochodéw
w 2 regionach, badanie rozkladow wskaznikéw ekonomiczno-spotecznych w 2
momentach czasowych).

+oo
Statystyka testowa jest oparta na mierze odleglosci I = I (f(x)—g‘(x))zdx,

- 1o x—x 1l (yi—x
dzie f(x)=— ) K| = i gx)=—) K| = sa nieparametrycznymi
g f()nhg(h)g()nhg(h]qp ryczny

estymatorami jadrowymi funkcji gestosci odpowiednio pierwszej i drugiej po-
pulacji.

Li zaproponowat, do weryfikacji hipotezy (2) o zgodnosci rozkladéw, naste-
pujaca statystyke testowa:

[1_21«0)]
T=n'h Anh 3)

Gy ’

gdzie: K(u) jest funkcja jadra, h jest parametrem wygtadzania,
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oraz

6: =ﬁii[K(x" ;x" ]+ K[ % ;ly,- ]+2K(x‘ ;y’ ]EKz(u)du.

i=l j=1

Przy zalozeniu prawdziwosci hipotezy zerowej, dla h— 0, nh— oo,
statystyka (3) ma rozklad normalny z wartoscia oczekiwang 0 i odchyleniem
standardowym 1.

Modyfikacje statystyki testowej (3) sa nastgpujace [6]:

T =nVh <L, )
Oo

T, = nﬁi

2 5y (5)
Iy

Ty=nJh =L, (6)
Oo

gdzie:

b e e R e |
52 =62 —anpE, [r2 ()~ £, [r (T}
EL@l= ;Y1)

n-

B[ (=23 £2x),

a2 | =2
O, +0
502 — 0 0
2
W konstrukcji statystyk testowych (3), (4), (5) i (6) istnieje potrzeba wyko-
rzystania metody jadrowej z funkcja jadra K(u) i parametrem wygladzania h.
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Dlatego tak waznym zagadnieniem jest ocena wplywu parametréw metody jadro-
wej na wynik procedury testowej dla wszystkich 4 statystyk testowych zapropo-
nowanych przez Li.

3. Badanie wlasnosci testu Li metodami symulacyjnymi

W celu zbadania wlasnosci testu Li przeprowadzono eksperymenty pozwala-
jace okresli¢ ,,najlepsza” statystyke testowa testu Li wsrod rozwazanych powyzej
oraz okresli¢ wplyw parametrow metody jadrowe;j.

3.1.Etap I

Rozwazano dwie populacje o rozktadach opisanych nastgpujacymi funkcjami
gestosci:

Jf(x) funkcja gestosci rozktadu normalnego N(5;2),

g(x) funkcja gestosci mieszaniny dwoch rozktadoéw ciaglych g(x) = pjg,(x)+

+ P282(%),
gdzie p; i p» sa udziatami (p,, p, >0 i p, + p, =1).

Analizie poddano nast¢pujace warianty mieszaniny rozktadéw populacji drugie;j.
Wariant I:
8,(x) jest funkcja gestosci rozktadu normalnego N(5;2),
natomiast g, (x)jest funkcja gestosci rozktadu normalnego N(9;1,5).

Wariant II:
g, (x) jest funkcja gestosci rozkiadu normalnego N(5;2),

natomiast g, (x)jest funkcja gestosci rozktadu normalnego N(1;0,75).

Wariant III:
g, (x) jest funkcja gestosci rozkfadu normalnego N(5;2),

natomiast g, (x)jest funkcja gestosci rozktadu normalnego N(5;1).

Wariant IV:
g, (x) jest funkcja gestosci rozkiadu normalnego N(5;2),

natomiast g, (x)jest funkcja gestosci rozktadu normalnego N(6;2).

Wariant V:

g(x) jest funkcja gestosci rozktadu normalnego N(5;2),

W eksperymencie p,g,(x) traktowane jest jako zanieczyszczenie rozkladu

z funkcja gestosci g(x), gdzie p, jest udzialem zanieczyszczenia populacji drugie;j.
W wariancie V rozwazane populacje maja taki sam rozklad (taka sama funkcja
gestosci oraz takie same parametry rozkltadéw 2 populacji).
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W ten sposob okreslone zostaly populacje, ktérych rozklady beda rozwazane
w hipotezie (2) testu Li. Udzialy zanieczyszczenia populacji drugiej p, w badaniu
przybiera wartosct od 0,01 do 0,3, co powoduje stosunkowo niewielkie roznice
mig¢dzy rozktadami badanych populacji.

Celem badania jest analiza wplywu wielkosci zanieczyszczenia (poprzez p,)

i charakteru zanieczyszczenia (poprzez g,(x)) na warto$¢ statystyki testowej testu
zgodnosci Li, a co za tym idzie, na wynik procedury testowej. Do weryfikacji
hipotezy zerowej moéwiacej o zgodnosci 2 rozkladow beda wykorzystywane 4
statystyki testowe: (3), (4), (5), (6).

Z kazdej tak okreslonej populacji (odpowiedni wariant badania oraz udziat
zanieczyszczenia w populacji drugiej) pobierano préby proste (liczebnosc¢ 15, 50,
120). Na podstawie wynikdw préb obliczano statystyke testowa testu zgodnosci Li
oraz podejmowano odpowiednia decyzje. Oczywiscie w kazdym z przypadkéw,
gdy wprowadzano zanieczyszczenia populacji drugiej, oczekiwana decyzja bylo
odrzucenie hipotezy zerowej mdéwiacej o takim samym rozkladzie badanych po-
pulacji. Eksperyment powtarzano 1000 razy.

W etapie | we wszystkich wymienionych wariantach udzial p, wynosit 0,01,
0,02, ..., 0,29, 0,3 (krok 0,01).
W kazdym wariancie oraz dla kazdej wartosci p, wyznaczano nastgpujace

charakterystyki: Srednie wartosci T, Ty, Tz, T3, I; odchylenie standardowe, mini-
malng warto$¢, maksymalna wartos¢ powyzszych charakterystyk oraz wyznaczano
liczbe przypadkéw (na 1000), w ktérych odrzucano hipotez¢ zerowa (gdy staty-
styki testowe T, Ty, T>, T; wpadaly do obszaru odrzucenia) mowiaca o takim
samym rozkladzie badanych populacji (czyli decyzji wlasciwych). Liczba przy-
padkéw, gdy statystyki testowe wpadaly do obszaru odrzucenia, byla okreslana
przy poziomie istotnosci 0,1 i 0,05. Charakterystyke I mozna traktowa¢ jako miarg
bliskosci estymatorow funkcji ggstosci pordwnywanych populacji.

Wyniki eksperymentu dla przyktadowego udzialu p, = 0,05 (5% zanieczy-
szczenie populacji drugiej) oraz dla parametréw metody jadrowej nastgpujacej
postaci:

1
u?

K(u)= e? (funkcja jadra Gaussowska),

1
V2I1
1

h=1066n * (parametr wygladzania wyznaczony metoda Silvermana), gdzie

o= (LS s

n-1ig

przedstawiono w tab. 1.



36

Tabela 1. Charakterystyki testowe dla udziatu zanieczyszczenia p, = 0,05.
Funkcja jadra Gaussowska. Parametr wygtadzania wyznaczony metoda Silvermana

Wariant
n T T, I LOT; | LOToes | LOT2y, LOT2g0s
g2(x) ' '

I 50 | -0,38 0,01 0,0118 18 13 51 27
N(9;1,5) 120 | -0,28 0,09 (| 0,0066 27 14 76 34
I 50 | -0,35 0,05 | 0,0123 24 11 56 34
N(1;0,75) | 120 | -0,24 0,14 | 0,0068 29 17 71 43
11 50 | -0,41 -0,12 | 0,0112 15 10 44 28
(GHY) 120 | -0,36 0,01 0,0060 22 10 49 29
v 50 | -0,41 -0,02 | 0,0112 18 10 47 30
N(6;2) 120 | -0,35 0,02 | 0,0061 20 10 51 31

Zrédlo: obliczenia wlasne.

Wyniki etapu I eksperymentu wskazuja wyraznie na przewagg statystyki 75 nad
pozostatymi modyfikacjami statystyk testowych testu Li. Statystyka ta moze byc
traktowana jako najbardziej wrazliwa, gdyz przybierala w kazdym z rozwazanych
wariantow, dla okreslonego poziomu zanieczyszczenia, warto$ci najwigksze. Ozna-
cza to, ze jako pierwsza sposrdd 4 statystyk testowych wpadata do obszaru odrzu-
cenia (czyli wskazywata na niezgodnos¢ rozkltadéw populacji). Jest ona statystyka
testowa najlepsza (w sensie najbardziej wrazliwa) sposroéd rozwazanych. Nalezy
zwréci¢ uwage, ze wystapily takie przypadki etapu I eksperymentu, gdy statystyka
testowa T, wpadala do obszaru odrzucenia (czyli byta podstawa do stusznej decy-
zji), podczas gdy pozostate statystyki testowe znajdowaly si¢ w obszarze przyjecia,
przy takich samych warunkach wstepnych eksperymentu. Mozna zatem okresli¢
hierarchie wrazliwosci statystyk testu Li: T,, T3, Ty oraz T.

W miare wzrostu liczebnosci proby miara odleglosci I jest coraz mniejsza,
wraz ze wzrostem liczebnosci proby zwigksza si¢ rowniez liczba odrzucen hipo-
tezy zerowej (czyli liczba decyzji prawidtowych) dla wszystkich rozwazanych sta-
tystyk testu Li.

3.2. Etap II

Punktem wyjscia etapu Il sa wyniki dotyczace takich przypadkéw (takich
udzialow zanieczyszczenia), gdzie sasiednie udzialy zanieczyszczenia wskazywaly
na rozne decyzje dotyczace zgodnosci rozktadow dwoch populacji (na podstawie
statystyki T;). Analizowano jedynie warianty I i I, gdyz w wyniku etapu I
uzyskano informacje, ze nawet dla 30% zanieczyszczenia populacji drugiej sta-
tystyka testowa nie wpadata do obszaru odrzucenia. Badano, ktora z funkcji jadra
wykorzystywana w konstrukcji statystyki testowej daje podobne wyniki jak
funkcja jadra Gaussowska stosowana w etapie I eksperymentu. Wyniki dla préb
50-elementowych oraz dla funkcji jadra: Gaussowskiej, Epanechnikova, réwno-
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miernej, dwukwadratowej, trojkatnej, trojkwadratowej i kosinusowej, przedsta-
wiono w tab. 21 3.

Tabela 2. Wartosci statystyki T, testu Li dla wybranych udzialéw zanieczyszczenia p,
dla wariantu I zanieczyszczenia populacji drugiej

. Udzial zanieczyszczenia p,
Funkcja jadra

0,26 0,27 0,30 0,31
Gaussowska 1,15 1,36 1,59 1,84
Epanechnikova 0,96 1,14 1,34 1,55
Réwnomierna 1,07 1,27 1,50 1,73
Dwukwadratowa 0,86 1,02 1,20 1,39
Tréjkatna 0,90 1,06 1,24 1,44
Tréjkwadratowa 0,79 0,93 1,10 1,27
Kosinusowa 0,94 1,12 1,31 1,52

Zrédlo: obliczenia wilasne.

Tabela 3. Wartosci statystyki T, testu Li dla wybranych udzialéw zanieczyszczenia p,
dla wariantu II zanieczyszczenia populacji drugiej

L Udzial zanieczyszczenia p,
Funkcja jadra

0,20 0,21 0,24 0,25
Gaussowska 1,09 1,34 1,62 1,93
Epanechnikova 1,01 1,26 1,52 1,81
Réwnomierna 1,10 1,36 1,65 1,97
Dwukwadratowa 0,92 1,13 1,38 1,65
Tréjkatna 0,95 1,18 1,43 1,70
Tréjkwadratowa 0,85 1,06 1,28 1,52
Kosinusowa 1,00 1,23 1,50 1,79

Zrédlo: obliczenia wlasne.

W wariancie I i II eksperymentu statystyka testowa T przybiera podobne war-
tosci jedynie dla funkcji jadra Gaussowskiej i réwnomiernej. Potwierdza to
wczesniejsze analizy wplywu funkcji jadra na procedur¢ statystyczna dokonane
w przypadku estymacji funkcji gestosci [1]. Swiadezy to réwniez o tym, ze wybér
parametrow metody jadrowej (funkcji jadra) ma znaczacy wplyw na wynik pro-
cedury testowej. Funkcja jadra Gaussowska i rownomierna wykorzystana w sta-
tystyce testowej testu Li zapewnia w wariancie I i II najwigksza liczbg wlasciwych
decyzji dotyczacych odrzucenia hipotezy zerowe;.

3.3. Etap III
W wariancie V eksperymentu rozklady 2 analizowanych populacji sa takie

same. Decyzja prawidlowa polega na stwierdzeniu braku podstaw do odrzucenia
hipotezy zerowej. Rozwazano liczb¢ odrzucen hipotezy zerowej (na 1000) dla
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wszystkich funkcji jadra z etapu Il oraz dla poziomu istotnosci 0,1 i 0,05. Wyniki
przedstawiono w tab. 4.

Tabela 4. Wybrane charakterystyki testowe testu Li dla wariantu V

Funkcja jadra LOT2,, LOT2q 05 I
Gaussowska 42 23 0,0112
Epanechnikova 85 44 0,0252
Réwnomierna 73 47 0,0149
Dwukwadratowa 81 48 0,0328
Tréjkatna 79 48 0,0355
Tréjkwadratowa 80 47 0,0392
Kosinusowa 82 44 0,0266

Zrodlo: obliczenia wlasne.

Najmniejsza liczba nieprawidlowych decyzji wyst¢puje dla funkcji jadra
Gaussowskiej. Potwierdza to prawidfowos¢ wyboru tej wilasnie funkcji jadra
w etapie I eksperymentu. Réwniez dla funkcji jadra Gaussowskiej miara odleg-
fosci 1 jest najmniejsza, co swiadczy o dobrych wlasnosciach estymatoréw jadro-
wych wykorzystanych w procedurze testowej testu Li. Nalezy zwrdci¢ uwage, ze
we wszystkich rozwazanych eksperymentach metoda wyboru parametru wygta-
dzania jest taka sama (metoda Silvermana). Kierunki dalszych badan sa zwiazane
z innymi metodami wyboru parametru wygtadzania, np. z metoda cross-validation.

4. Wykorzystanie wybranych testow dla zmiennych pohczonych
do badania zgodnosci rozkladow wskaznika percepcji korupcji

Badania zgodnosci rozktadow wskaznika percepcji korupcji w latach 1996 oraz
2005 dokonano, stosujgc wybrane testy dla zmiennych potaczonych. Dane o wiel-
kosci wskaznika pochodza ze stron internetowych organizacji Transparency Inter-
national Polska i dotycza 53 panstw, ktdre braly udziat w badaniu zaréwno w 1996
jak i 2005 r. Wartosci wskaznika z lat 1996 i 2005 stanowiace wartosci prob sa
zatem powiazane, gdyz odnosza si¢ do elementéw polaczonych parami. Hipoteza o
zgodnosci rozktadéw wskaznika percepcji korupcji w 2 badanych latach jest wery-
fikowana za pomoca nastepujacych testow: testu zgodnosci Li ze statystyka testo-
wa T, (funkcja jadra Gaussowska i metoda Silvermana wyznaczenia parametru
wygladzania), testu znakdéw, testu rangowanych znakéw (zwanego réwniez testem
kolejnosci par Wilcoxona), testu znakéw Fischera oraz testu Friedmana [2; 3; 4].
Weryfikacji hipotezy dokonano przy nastgpujacych poziomach istotnosci a=0,1,
a =0,05 oraz o =0,01. Wyniki przedstawione sa w tab. 5.
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Tabela 5. Charakterystyki testowe oraz obszary krytyczne do badania zgodnodci rozkladow
wskaznika percepcji korupcji

Wartoé¢ statystyki | Obszar krytyczny | Obszar krytyczny | Obszar krytyczny
Nazwa testu testowe] v a=0, a=0,05 a=00l
Test Li 0,0725 (1,29;+ o) (1,64, +00) (2,33; +o0)
Test znakéw 53 (— ©0;20) (—o0;18) (—e0;17)
Test rangowanych 0678 (—o0;-1,64) (—©o°;-1,96) (—90;-2,58)
znakéw ’ (1,64;+ o0) (1,96, + 00 ) (2,58; + =)
Test znakéw 0.6868 (—o0-1,64) (—©0:;-1,96) (—©0;-2,58)
Fischera ’ (1,64;,+00) (1,96;+ o) (2,58;+ c0)
Test Friedmana 0,4717 (2,706; + o0 ) (3,841;+ o0) (6,635;4+00)

Zrédto: obliczenia wlasne.

Weryfikacja hipotezy o zgodnosci rozkladow wskaznika percepcji korupcji

w latach 1996 oraz 2005 prowadzita do nastgpujacego wniosku: przy wszystkich
analizowanych poziomach istotnosci brak jest podstaw do odrzucenia hipotezy
zerowej. Test zgodnosci Li oraz pozostale nieparametryczne testy dla zmiennych
potaczonych daly takie same wyniki. Roznica migdzy rozktadami wskaznika
percepcji korupcji w latach 1996 i 2005 jest nieistotna statystycznie.
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A NOTE ON THE LI GOODNESS OF FIT TEST

USING KERNEL METHOD

Summary

Kernel method is used, first of all, in nonparametric estimation of density function. There are

statistical tests where nonparametric kernel estimator of density function is applied in construction of
test’s statistic. They are, among others, goodness of fit tests (including normality tests), independence
tests and symmetry ones.
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In the paper, construction and properties’ examination of goodness of fit test, proposed by Li, are
presented. On the basis of simulation study the trial of choosing the best test’s statistic of Li test is
made. The analysis of influence of kernel method’s parameter (kernel function) on the result of test’s
procedure is also regarded.

Li test and some others nonparametric goodness of fit tests are used in examination of
consistence of distributions of index of perception corruption in two years: 1996 and 2005.
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