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1. Wstep

Poziom zanieczyszczenia Srodowiska jest zjawiskiem, ktére mozna analizowaé
w wymiarze zarOwno przestrzennym jak i czasowym. W wymiarze przestrzennym
zaklada si¢ na ogot, ze wielkos¢ korelacji poziomu zanieczyszczenia migdzy
punktami pomiarowymi jest zalezna od odleglosci migdzy nimi. W analizie czaso-
wej korelacja moze by¢ przedstawiona jako funkcja réznicy momentow pomiaru.

Wiele zbioréw danych dotyczacych zanieczyszczenia srodowiska jest dostgp-
nych w ujeciu przestrzenno-czasowym. Laczna analiza takich danych w obydwu
tych ujeciach pozwala na znacznie skuteczniejsze przewidywanie pozioméw zanie-
czyszczenia w porownaniu z analiza uwzgledniajaca tylko jeden z tych czynnikdw.

W referacie przedstawione zostang wyniki analizy z uzyciem modelu prze-
strzenno-czasowego dla danych o zanieczyszczeniu zmierzonych na Dolnym
Stasku. Parametry opisywanego modelu beda szacowane metodami bayesowskimi
z wykorzystaniem algorytmu Gibbsa.

2. Proces przestrzenno-czasowy

W referacie przedstawiony zostanie jeden ze sposob6w przestrzenno-czasowej
analizy danych. W opisanej metodzie [1] zaklada si¢, ze poziom zanieczyszczenia

modelowany bedzie jako proces gaussowski Y(s,t), gdzie s oznacza wspoirzedne

punktu pomiarowego (s€ R”), a t moment pomiaru.
Warto$¢ oczekiwana procesu Y(s,r) jest réwna pu (B)=pB,+Bs, + By,

(s=(5.5.)".B=(85.B,.B,)" ) Z kolei funkeja kowariancji Cov(Y(s.1), ¥(s'r)

w opisywanym modelu zalezy od odleglo$ci miedzy lokalizacjami s oraz s” i od
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réznicy czasu |t—t'|, co oznacza, ze Cov(Y(s,t),Y(s',t'))=c("s—s'

[ le-11)

Ponadto przyjete jest zalozenie o jej separowalnosci, tzn.
Cov(Y(s,t),Y(s',t')) =g2pl" (s —s';q))p(z) (t=15w), (1)

gdzie o’ oznacza wariancjg¢ procesu, natomiast p('), p(z) — funkcje korelacji za-
lezne odpowiednio od parametréw ¢ oraz y .
Zalézmy, ze dane pomiarowe zebrane zostaty z I punktéw pomiarowych w J

okresach (dniach). Niech wektor YS=(Y'(sl), o Y(s, ))T gdzie Y(s,)=
=(Y(s,.,tl), - Y(s,.,t, ))T Zalozenie (1) pozwala wyrazi¢ macierz kowariancji

zmiennej Y, nastepujaco:

Z, (6%.9.w)=0"H,($)®H, (), @)

gdzie ® oznacza iloczyn Kroneckera, H, (¢) — macierz o wymiarach Ix/I, ktérej
element (i,i') jest réwny p(l) (s,. ~S;; ), H, (u/) — macierz o wymiarach JXxJ,
ktérej element (j, j°) jest réwny p? (tj —t j,;y/).

W referacie wykorzystana zostanie wykladnicza funkcja korelacji przestrzennej
postaci [1]:

p(l) (Si - S.";‘p) =exXp (—¢||Si - Si'"): ¢>0. 3

Z kolei funkcjg¢ korelacji czasowej przyjeto postaci:
li=i1 4
p(Z)(tf_tj’;'/’)=;ll_wz’ we(-L1). @

Parametr ¢ okresla, jak szybko zanika korelacja miedzy wartosciami procesu

wraz ze wzrostem odleglosci migdzy punktami pomiarowymi. Jego wartos¢ zalezy
rowniez od przyjetej dla odleglosci jednostki miary. Z kolei parametr y okresla
wspolczynnik autokorelacji 1 rzedu.

Funkcja (4) odpowiada funkcji autokorelacji procesu autoregresji rzedu |
(AR(1)). Przyjecie takiej funkcji korelacji czasowej wynika z przeprowadzone;j
analizy funkcji autokorelacji i autokorelacji czastkowej poziomow zanieczyszczen
na Dolnym Slasku.
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3. Rozklad a priori i a posteriori parametrow

Przyjete zostana nastgpujace rozklady a priori parametréw modelu [1]:

B~N(0,%,), Z,=0,/, (5)
p(v)=1 ve(01), (6)
¢ ~G(kiix,), (7)

o ~G(e,€), (8)

gdzie G(--) oznacza rozklad Gamma. W dalszej analizie przyjeto o, =1000,
£=0,001, k, =0,03 i x, =0,01.

Logarytm funkcji wiarygodnosci w opisanym modelu ma postaé:

Inp(Y,[B.0* 9w )=
=~ LinjoH, (9) ©H, (W)~ = (¥, -1, (B)) (1, ()@ B, () (¥, -, 8). ©
gdzie:
u, (B)
p,B)=| ¢ [®1,J=[ - 1.
1, (B) J

Z whasnosci iloczynu Kroneckera wiadomo (por. (20) i (17)), ze

i
’

[o°H. (9) @ H, (v)|=(o")" 1. (o) |8, (v)

oraz ze

(H,(9)@H, ()" =H; (9)®H' (v),

co oznacza, ze do wyznaczenia macierzy odwrotnej do macierzy kowariancji (2)
o wymiarze IJ X IJ wymagane jest obliczanie wyznacznika i macierzy odwrotnej
dla macierzy rzgdu IxI oraz JxJ . Oznacza to, ze w przykladzie przedstawio-
nym w referacie nie jest wymagane odwracanie macierzy rzgdu 990x990, a jedy-
nie rzedu 90x90 i 11x11, co jest tym bardziej istotne, ze operacja ta musi by¢
wykonana 10 000 razy.
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Rozklad a posteriori parametréw p(B,oz,(i),u/lYl_) jest proporcjonalny do

iloczynu
p(B)p(#)p(vw)p(c?)p(Y,

Wyznaczenie charakterystyk rozkladu a posteriori wymaga zastosowania
metod numerycznych. W artykule zastosowany zostanie algorytm Gibbsa—Metro-
polisa (ang. Metropolis within Gibbs — por. np. [4]). Algorytm ten polega na
losowaniu z rozktadéw warunkowych tylko dla tych sktadowych rozktadu a po-
steriori, dla ktérych mozna je analitycznie wyznaczy¢ (tak jak w standardowym
algorytmie Gibbsa). Jezeli dla pewnej lub pewnych sktadowych nie mozna wy-
znaczy¢ rozkladu warunkowego, stosuje si¢ dla nich algorytm Metropolisa. W opi-
sywanym modelu nie mozna analitycznie wyznaczy¢ rozktadow warunkowych dla

B.o’.0.¥).

parametréw Y oraz ¢ . Rozklady warunkowe dla parametréw B oraz o s3 na-
stepujace [2]:

Blo.w.0%.Y, ~ N((FTz;jF+z;' ) FZLY, (FEF+5;) ) (10)
T _2¢-1
) 1 (Y:_FB) o ZYJ (Y.\_FB)
o |BOWY, ~ Gl e+ e+ > ’ (1
gdzie
1 sl
F=|: |y, J=[t - 1], (12)
1 s J

4. Prognozowanie poziomoéw zanieczyszczenia

Zalézmy, ze celem jest prognozowanie poziomu zanieczyszczenia Ww
K nowych lokalizacjach sj,..,sj, w okresach ¢, (j=1..,J). Niech

Y = (Y(sf), o Y (S )), gdzie Y(s))= (Y(s,f,tl )s o Y801, ))T Wyznaczenie
prognoz bedzie polegac¢ na znalezieniu charakterystyk (np. warto$ci oczekiwane;j)
rozktadu p(st YJ).

Rozkiad faczny wektora (Y,,Y, ) ma postac [1]:
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(Y,.Y,)~ N((w, (B)1, (B)).Zv. v, )» (13)

gdzie

(14)

5 g H(®)®H (y) H, (¢)®H, ()
v HI(9)®H, (W) H,(¢)®H, (v) |

YX,B,O'2,¢,W jest rozktadem normalnym z wartoscia

Rozktad warunkowy Y.

oczekiwana:

b, (B)+(HL, (0)®H, (v))(H, (0)®H, (v)) (Y, -1, (B))=

=k, (B)+ (L, ()KL ()8 L., )(¥, ~1, (B)) )
i macierza kowariancji:
o* (H, (0)®H, (v)~(HL, (¢9)®H, (v))(H, (0)®H, (v))" (B, (6)®H, (v))) = .

=0’ (H, (¢)-H], (¢)H' (9)H, , (¢))®H, (v).

We wzorze (15) wykorzystano wiasnosci (17) i (18), we wzorze (16) dodat-
kowo wiasnosé (19).

Aby na podstawie rozktadu p(Y:, Y:,B,O'Z,(b,l,l/) wyznaczy¢ rozklad

p(Y,

(B('),Uz(i),qb(i),u/(i)) najpierw z rozkladu a posteriori p(B,02,¢,w

Y) w ramach algorytmu Gibbsa—Metropolisa, nalezy generowac probki

5

Y,-’), a na-

stepnie z rozktadu p(Yx’ le ,B(i),oz(i),(b(i),u/(i)).

5. Analiza poziomu zanieczyszczenia na Dolnym Slasku

Opisana procedura zostanie wykorzystana do prognozowania poziomu zanie-
czyszczenia dwutlenkiem siarki (SO, ) na Dolnym $Slasku. Wykorzystano dane ze
stycznia, lutego i marca 2006 r. otrzymane w lokalizacjach wymienionych w tab. 1.
Ich potozenie przedstawiono na rys. 1. Dane te sa dost¢pne na stronie internetowe;j
Wojewddzkiego Inspektoratu Ochrony Srodowiska we Wroctawiu (http://www.wro-
claw.pios.gov.pl/). Zgodnie z przyjgtymi oznaczeniami liczba stacji pomiarowych
I =11, natomiast liczba okreséw J = 90.


http://www.wro-claw.pios.gov.pl/
http://www.wro-claw.pios.gov.pl/
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Tabela 1. Lista stacji pomiarowych

Lp. Lokalizacja Dlugo$é geograficzna |[Szerokos$¢ geograficzna
(E) N)

1 | Czama Géra 16°48'S1" 50°15'17"
2 | Dzialoszyn 14°56'34" 50°58'17"
3 | Dzierzoniéw 16°38'56" 50°43'59"
4 | Jelenia Géra — Cieplice 15°44'06" 50°51'30"
5 | Legnica 16°10'50" 51°12'15"
6 | Nowa Ruda 16°30'53" 50°34'44"
7 | Walbrzych 16°16'13" 50°46'08"
8 | Wlen 15°40'14" 51°00'45"
9 | Wroctaw — Karlowice 17°01'46" 51°07'46"

10 { Wroctaw — Wisniowa 17°00'46" 51°05'11"

11 | Zgorzelec 15°01'30" 51°08'40"

Zrodlo: opracowanie na podstawie danych Wojewédzkiego Inspektoratu Ochrony $ro-
dowiska we Wroctawiu.

Na podstawie dtugosci i szerokosci geograficznej obliczono macierz odleglosci
(tab. 2). Odlegtos¢ migdzy dwiema lokalizacjami obliczono wedlug nastgpujacego
wzoru {5]:

d =6371-arccos(B)[km],

gdzie B =sin(x, )sin(x, )+ cos(x, )cos(x, )cos(y, - y,), x.x,— szerokos¢ geogra-
ficzna lokalizacji 1 i 2 (w radianach), y,,y, — dlugos¢ geograficzna lokalizacji 1
1 2 (w radianach).

Wszystkie wspotrzedne geograficzne oraz odlegtosci przeliczone zostaly na
kilometry.

Estymacja parametréw B, ¢, , o’ modelu oraz wartosci prognoz zostata wy-
konana z uzyciem algorytmu Gibbsa—Metropolisa. Wykonano 20 000 iteracji, z
czego ostatnie 10 000 wykorzystano do wyznaczenia rozktadéw a posteriori para-
metrow. Czas obliczen wyniost ok. 30 minut (Intel PIV, 2,8 GHz). Charakterystyki
rozktadu a posteriori parametréw zebrano w tab. 3.

Otrzymane wartosci parametrow [, oraz f3, oznaczaja, ze zmiana potozenia
stacji pomiarowej o 100 km na wschod zwigksza warto$¢ oczekiwang poziomu
zanieczyszczenia o ok. 5,25 jednostki, natomiast zmiana potozenia o 100 km na
potnoc zwigksza warto$¢ oczekiwang o ok. 12,19 jednostki. Wartos¢ ¢ =0,17
oznacza, ze korelacja zanieczyszczenia migdzy stacjami odleglymi o 1 km wynosi
0,84, odlegtymi o 10 km jest rowna 0,18 i praktycznie zanika w odlegtosci 20 km.
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] Rys. 1. Mapa stacji pomiarowych
Zrédlo: http://www.wroclaw.pios.gov.pl.

Tabela 2. Macierz odleglo$ci migdzy stacjami pomiarowymi (w km)

|
a 2 2 o
S |. | |

S| &l B 8. .32 : 8|28 8

o 8 | a2l e < I ;|21 =209 [

E = 5 | E&5] € g ) < | 32| 8E| E

] R ] |8l B 3 sl 2 |25|82|

Sl Aa| a |80 3| 2|5 2 |2x|22| N
Czarna Goéra 0,00/154,22) 54,46/101,57114,61| 41,83|68,90]116,64| 98,44} 93,53|160,20
Dzialoszyn 154,22 0,00{122,66| 56,94| 90,24|118,83|95,84] 51,14/146,91(145,32] 20,08
Dzierzonidéw 54,46/122,66f 0,00} 65,73] 61,80 19,58/26,93| 75,35 51,52 46,85[122,63
Jelenia Géra — Cieplice |101,57] 56,94 65,73] 0,00 49,49 63,08(38,90| 17,73 95,48 92,99 59,00
Legnica 114,611 90,24 61,80] 49,49 0,00 73,37|48,81| 41,50 59,77 59,51| 80,83
Nowa Ruda 41,83/118,83| 19,58| 63,08] 73,37| 0,00/27,26] 76,45 71,09 66,39(122,01
Walbrzych 68,90 95,84{ 26,93 38,90 48,81] 27,26] 0,00] 50,03| 66,60 62,88 96,70
Wlen 116,64| 51,14] 75,35 17,73] 41,50} 76,45|50,03] 0,00| 95,83 94,18 47,42
Wroctaw — Kartowice | 98,44]146,911 51,52| 95,48| 59,77| 71,09|66,60| 95,83{ 0,00 4,93(139,86)
Wroctaw — Wisniowa 93,53|145,32[ 46,85 92,99] 59,51| 66,39|62,88] 94,18 4,93] 0,00{138,9(
Zgorzelec 160,20 20,08{122,63| 59,00| 80,83]122,01|96,70| 47,42|139,86/138,90( 0,00

Zrédto: opracowanie wiasne.


http://www.wroclaw.pios.gov.pl

62

Wartos¢ w =0,66 oznacza, ze korelacja poziomu zanieczyszczenia w dwdch

kolejnych dniach jest réwna 0,66. Oszacowanie tej korelacji jest jednak dosy¢
nieprecyzyjne — 95-procentowy przedziat wiarygodnosci jest rowny (0,44; 0,80).

Tabela 3. Charakterystyki rozkladu a posteriori parametréw

Parametr

Charakte-

rystyka Bo B B ¢ v o
Warto$¢

oczekiwana 9,384562 | 0,052485 0,121973 0,172295 0,663868 15,32982
Odchylenie

standardowe 1,840261| 0,008218 0,013838 0,024145 0,094883 0,372223
Kwantyl

rzedu 2,5% 5,029076| 0,035385 0,100977 0,116397 0,441255 14,66676
Kwantyl

rzedu 97,5% 11,98464 0,068428 0,153574 0,203019 0,803822 16,20331

Zrodlo: pracowanie whasne.

Na rysunku 2 przedstawiono prognoz¢ poziomu zanieczyszczenia dla lokali-
zacji Wroctaw — Rynek w dniach 1-30 stycznia 2006. Linia ciagla oznacza
prognoze punktowa, natomiast linie przerywane wyznaczaja 90-procentowy obszar
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Rys. 2. Prognoza poziomu zanieczyszczenia
opracowanie wiasne.
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Zalacznik - definicja i wlasnosci iloczynu Kroneckera

Niech A oznacza macierz o wymiarach mxn oraz B macierz o wymiarach
pxq. Wdwczas iloczyn Kroneckera A ® B jest macierza blokowa o wymiarach
mpXnq postaci:

a,B a,B
A®B=
aB - a B

ml mn

[loczyn ten ma m.in. nastgpujace wlasnosci:

(A®B) =A"®B™, (17)
(A®B)(C®D)=AC®BD, (18)
(A+B)®C=A®C+B®C. (19)

Ponadto, jezeli A oraz B s3 macierzami kwadratowymi o wymiarach
odpowiednio p oraz g, to:

|A®B|=|A|"[B|". (20)

Twierdzenia i definicje dotyczace iloczynu Kroneckera mozna znalezé np.
w [3].
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SPATIO-TEMPORAL POLLUTION ANALYSIS

Summary

Environmental pollution can be analysed both spatially and temporally. In the spatial context, it
is usually assumed that pollution correlation between monitoring sites is dependent on the distance
between them. In the temporal analysis the correlation depends on the time lag between the
measurements.

The paper presents one of the methods of spatio-temporal modelling. It will be assumed that the
pollution is a Gaussian process Y(s, f), where s denotes the location of the measurement site (se r*),
and ¢ is the measurement time.

The model is illustrated by the analysis of pollution in the Lower Silesia region. The parameters
are estimated with the Bayesian approach using the Gibbs sampler.
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