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1. Wstep

W klasycznych modelach zwigzanych z zarzadzaniem ryzyka, rozpatrujac
zaleznosci zachodzace migdzy zmiennymi losowymi opisujacymi ryzyko, przyj-
muje si¢ zwykle ich niezaleznos¢. Jest to zalozenie bardzo wygodne z punktu
widzenia rozwazan teoretycznych, ale na ogél znacznie odbiegajace od rzeczy-
wisto$ci. W praktyce mamy niestety zwykle do czynienia ze zmiennymi zaleznymi.
Artykul ma charakter przegladowy, przedstawione w nim bgda wybrane sposoby
modelowania zaleznos$ci i przyklady wykorzystania ich w problemach zwiazanych
z zarzadzaniem ryzykiem, glownie w zagadnieniach aktuarialnych oraz wyplacal-
nosci kredytowe;.

Pierwszy sposéb modelowania zaleznosci zaprezentowany w pracy polega na
przedstawianiu zaleznych zmiennych losowych jako kombinacji liniowej zmien-
nych niezaleznych. Drugi opiera si¢ na mieszankach rozkladéw i wykorzystuje
warunkowa niezaleznos¢ rozpatrywanych zmiennych losowych. Natomiast trzeci
sposéb polega na opisaniu zaleznosci zmiennych za pomoca funkcji faczacych
(ang. copula).

Przedstawione metody umozliwiaja sprowadzenie rozpatrywanych modeli do
postaci, w ktorej wystepuja niezalezne zmienne losowe. Mozna wtedy stosowac
klasyczne metody wykorzystywane w przypadku niezaleznosci. W pracy omawia
si¢ tez metody przyblizone oraz symulacyjne.

W artykule bedziemy si¢ zajmowac sumg losowej liczby zmiennych losowych:

S=X1+Xo+...+ Xy.

W klasycznym modelu zakladamy niezalezno$¢ wystgpujacych zmiennych
losowych, natomiast w naszej pracy dopuszczamy zalezno$¢. Powyzszy model
bedzie rozszerzony przez podzielenie sktadnikéw sumy na klasy [ub uproszczony
przez ustalenie liczby zmiennych losowych X;.
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2. Kombinacja liniowa zmiennych niezaleznych

Zat6zmy, ze mamy m klas, a w i-tej klasie mamy N; wyplat, gdzie i = 1, ..., n.
Calkowita suma wszystkich odszkodowan jest wtedy rowna
S=S1+ ...+ S

gdzie

|z

5.=%X.,

i i
j=1

a X;; jest wielkoscia j-tej wyplaty w i-tej klasie.

W klasycznym modelu kolektywnego ryzyka, bo na tym modelu oparty jest
rozwazany przypadek, zaktada si¢, ze wystepujace zmienne losowe sa niezalezne.
W tym przypadku zmienne losowe Ny, ..., N,, opisujace liczebnosci poszczegolnych
klas moga by¢ zalezne. Przyjmiemy w pracy, ze powyzsze zmienne losowe bgda

liniowymi kombinacjami niezaleznych zmiennych losowych L,, ..., L;. Losowy
wektor N = [Ny, ..., N,,,]T bedzie spetniac zaleznosé {1]
N =AL,

gdzieL={Ly, .., L), A= [ailma Oraz a; € N. Zwykle przyjmuje sig, ze elementy
macierzy wspolczynnikow A sa stalymi binarnymi.

W modelu tym zaktada si¢, ze w kazdej klasie i zmienne losowe X;; opisujace
wielkoéci wyptat sa niezalezne i maja ten sam rozkiad o gestosci f;. Zmienna
losowa o tym rozkladzie bedziemy oznaczali symbolem X;. Ponadto przyjmuje sig,
ze zmienne losowe X oraz N; sa niezalezne. W przypadku identycznosciowej
macierzy wspdtczynnikow, tzn. gdy A = I, otrzymujemy niezalezno$¢ zmiennych
losowych N,.

W rozpatrywanym modelu bedzie nas interesowaé catkowita suma wyplat S.
Funkcja tworzaca momenty tej zmiennej losowej okreslona jest wzorem [1]

k m
M@ =T]r, JIMx 0",
j=1 i=l

gdzie P, jest funkcja tworzaca prawdopodobienstwa zmiennej losowej L. Z jej
postaci wynika, ze catkowita sum¢ wyplat S mozemy przedstawi¢ jako sume k
niezaleznych skladnikéw:

S=S+..+S,,

. ’ /7 7 . . . . . . 7
gdzie S, =X +..+ Xij , @ w kazdej nowej klasie j zmienne losowe X sa

niezalezne i maja ten sam rozklad. Zmienna losowa o tym rozkitadzie bedziemy
oznacza¢ symbolem X ; Jej gestos¢ jest rowna
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Fo ) =(fo™ *.x 7)),

gdzie symbol * oznacza splot, a f;® a-krotny splot ggstosci zmiennej losowe;j X.
W przypadku binarnych wspéfczynnikéw a; warto$¢ 1 powoduje uwzglednienie
w tym splocie danego skladnika, a wartos¢ 0 brak jego uwzglednienia. Otrzy-
mujemy wigc klasyczny, wieloklasowy model kolektywnego ryzyka, gdzie wyste-
pujace zmienne losowe sa niezalezne.

Przyjmijmy teraz, ze zmienne losowe L; maja rozkiad Poissona z parame-
trem A;, tzn. L; ~ Po(4;). Wtedy funkcja tworzaca momenty catkowitej sumy S jest
réwna [1]

M (1) =exp(Y, A, ([T (M, )" -1).

Zmienna losowa S ma wigc ztozony rozklad Poissona CP(A, fy.(x)), gdzie para-

k
metr A= El/lj , a gestosci zmiennych losowych X’ sg okre$lone wzorem
i

1< “(ay; "a.
Fe =3 XA o x i)

W zastosowaniach [3; 13] czgsto wykorzystuje si¢ model przedstawiajacy
wplyw réznych czynnikéw na poszczegodlne klasy, tzw. model wspolnego czynnika
(ang. the common shock model). Przedstawimy teraz prosty przypadek opisujacy
wplyw réznych czynnikéw na trzy klasy. Przybiera on postaé [3]

Ni=Li+ Lz + L3 +Li2,
N2 =L, + Lz + L3 +L123,
Ny=Ls+ Liy + Loz +L10s.
W tym przypadku mamy N = [N, No, N3), L = [Ly, Ly, Ls, L13, L3, Las, Li23)" oraz

1 0011 01
A={0 1 01 01 1/
0 01 0111
Zmienne losowe L, L, Ly oddaja wpltyw wewngtrznych czynnikéw wpty-
wajacych wylacznie na pojedyncze klasy, zmienne L, L3, L»; oddaja wplyw
czynnikdéw oddziatujacych na pary klas, a zmienna L,,; reprezentuje wptyw wspol-
nego czynnika zewnetrznego dzialajacego na wszystkie klasy.
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Jesli zmienne losowe bgdace sktadowymi wektora L. maja rozklad Poissona
z parametrami odpowiednio réwnymi: A, Ay, A3, Az, A3, Axs, A123, to catkowita
suma wyptat S ma ztozony rozklad Poissona CP(A, fy-(x)), gdzie A=A, + A + A,

+ Ai2 + A1 + A3 + A123, a zmienna losowa X ma gestos$é

fe @)= ﬁfx (x)+£fx2 (x)+ﬁfx3 o+l

A?J A’lZZ!

s

fX,+Xz( )+ fX,+X3( )

sz+X3( ) T fX,+Xz+X3( )
Powyzszy model moze by¢ zastosowany w zagadnieniach ruiny z czasem
dyskretnym [3]. Rozpatruje si¢ wtedy proces ryzyka

Ui=u+cn—Sp,

gdzie u jest kapitalem poczatkowym, ¢ — skiadka otrzymana w kazdym okresie n =
=0, 1, .., a S - suma wszystkich wyptat dokonanych w pierwszych n okresach.
Ponadto zaklada si¢, ze wyplaty podzielone s3 na m klas, a zalezno$¢ miedzy
liczebnosciami kazdej klasy jest modelowana za pomoca liniowej kombinacji
niezaleznych zmiennych losowych. Mozna tez powyzsze rozwazania zastosowac
do modelu indywidualnego ryzyka [5; 8].

3. Wspoélne mieszanki

W tym przypadku zaleznos¢ liczebnosci poszczegdlnych klas Ny, ..., N, bedzie-
my modelowaé za pomoca dodatkowej dodatniej zmiennej losowej © reprezentu-
jacej wplyw wspoélnego, zewn¢trznego czynnika oddzialujacego na wszystkie
klasy. Zakladamy przy tym warunkowa niezalezno$¢ zmiennych losowych N; dla
ustalonej wartosci 6 zmiennej ©.

Najczesciej stosowanym i zarazem najprostszym modelem wykorzystujacym
wspolne mieszanki jest model oparty na rozkiadzie Poissona [19]. Przyjmuje si¢
w nim, ze zmienne losowe N; wyrazajace liczebnosci klas maja dla ustalonej war-
tosci 6 warunkowy rozktad Poissona, tzn.

N |(® =0) ~ Po(m-i),

gdzie 4; > 0 dla kazdego i = 1, ..., m. Ponadto zaklada sie niezaleznos¢ warunko-
wych zmiennych losowych N;|(® = 6). Zmienna losowa mieszajaca © wplywa na
wszystkie liczebnosci N;, powodujac ich zaleznos¢.

Przy tak okreslonych zalozeniach modelu, mozna wyznaczy¢ funkcje tworzaca
prawdopodobienstwa facznego rozktadu zmiennych N, ..., N,,. Jest ona mieszanka
funkcji taczacej prawdopodobienstwa facznego warunkowego rozktadu Ny, ..., N,
oraz rozkladu zmiennej ©. Okreslona jest formuta [19]
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By w st ) =M -D+..+ 4,0, -1).

Natomiast wspoélczynnik korelacji migdzy zmiennymi N;, N; zalezy jedynie od
wartosci oczekiwanej i wariancji zmiennej losowej © i wynosi

_ Var(©)

N N )y=225)
PN = Foy

W rozpatrywanym modelu mozemy tez w prosty sposdb wyznaczy¢ funkcje
tworzacq momenty catkowitej sumy wyptat

S=8S1+..+S,.

Ni
gdzie S, = EIX ; Jest suma wyplat w i-tej klasie. Jest ona réwna
=
M () =Mg(AM (1) -1)),

gdzie M, (¢) =%ZAiMX,- (t) oraz A=A, + ... + A,,. W przypadku gdy zmienna
i=1
losowa © przedstawiajaca czynnik zewngtrzny ma rozklad gamma, to calkowita
suma S ma ztozony rozkfad ujemny dwumianowy.
W innym modelu [3] rozpatruje si¢ dodatkowo, oprocz mieszajacej zmiennej
globalnej ©, wplyw czynnikéw wewngtrznych. Przyjmuje si¢ w nim, ze liczebnosé
kazdej klasy N, gdzie i = 1, ..., m, jest suma dwoch zmiennych losowych:

N; = N;i + Ni.

Zmienne losowe N; przedstawiaja wplyw czynnikow wewnetrznych dziataja-
cych tylko na dang klas¢. Zaktada si¢ w tym modelu, ze zmienne te maja rozklad
ujemny dwumianowy NB(q;, ;) oraz ze sa niezalezne. Drugi sktadnik Njy repre-
zentuje wplyw wspolnego czynnika zewngtrznego na kazda klas¢. Ma on warun-
kowy rozktad Poissona, tzn.

Nio |(© = 6) ~ P(6B)),

oraz, podobnie jak w poprzednim modelu, zachodzi, przy ustalonej wartosci 0
zmiennej mieszajacej ©, warunkowa niezalezno$¢ zmiennych losowych Ny.
Ponadto przyjmuje si¢, ze zmienna losowa © ma rozklad gamma G(oy, 1).
Zmienna ta powoduje zaleznos¢ zmiennych losowych N..

Przy tak okreslonych zalozeniach funkcja tworzaca momenty catkowitej sumy
wypfat S jest réwna

M) =]]a-B.M, ) -D) % 1=, (M, (1)-1))™.
i=l

i=|
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4. Funkcje Igczace

Do modelowania zaleznosci zachodzacych migdzy zmiennymi losowymi
mozna wykorzystaé tez funkcje taczace (ang. copula). Funkcja taczaca C: [0, 1]" —>
[0, 1] jest tacznikiem miedzy dystrybuantami brzegowymi F; a dystrybuanty F
rozktadu facznego zmiennych losowych Z,, ..., Z,. Spelniona jest bowiem nastg-
pujaca zaleznos¢:

F(z1, ..., za) = C(F((21), -y Fu(2n))-

Funkcja faczaca jest n-wymiarowa dystrybuanta, ktérej brzegowe dystrybuanty
maja rozktad jednostajny na [0, 1].

Najczegsciej w praktyce stosuje si¢ tzw. archimedesowe funkcje laczace.
Przybieraja one postac

Cluy, ..., cn) = @ (@) +...+ 9(u,)),

gdzie ¢: [0, 1] — [0, +<] jest malejaca funkcja nazywana generatorem. Generator
separuje zmienne i jednoznacznie wyznacza archimedesowa funkcje faczaca.

W zagadnieniach praktycznych korzysta si¢ giownie z parametryzowanych
rodzin archimedesowych funkcji taczacych. Przykladem takiej rodziny jest rodzina
Claytona, ktorej elementy zadane sa wzorem

—a —a ~l/a
Ca‘(ul,...,uﬂ)=(ul +..tu, —n+1) ,

gdzie parametr ¢ > 0. Funkcje taczace sa scisle zwigzane z rangowymi wspot-
czynnikami korelacji: Kendalla i Spearmana. Przykltadowo dla funkcji taczacych
nalezacych do rodziny Claytona wspotczynnik Kendalla jest rowny
o
T= .
o+2

Wigcej informacji dotyczacych funkcji faczacych czytelnik znajdzie w [15; 6].

Archimedesowa funkcja taczaca C okreslona generatorem ¢ indukuje dodatnia
zmienng losowa © oraz dystrybuanty bazowe H,, takie ze, dla ustalonej wartosci 0
zmiennej O, brzegowe dystrybuanty warunkowe Fo(z) = Pr(Z; < z| © = 0) spetniaja
zaleznos¢ [19; 6]

Fp(2)=(H,(2))’.

Zachodzi tez wtedy warunkowa niezalezno$¢, tzn.
n
Fy (2552, =[] Fe (z),
i=]

gdzie Fy jest warunkowa dystrybuanta rozktadu tacznego zmiennych losowych Z;,
A
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Jest to tzw. model stabosci (ang. frailtry) [14]. Indukowang zmienna losowa ©
interpretuje si¢ zwykle jako ukryta zmienna reprezentujaca oddziatywanie czyn-
nika zewngtrznego. Funkcja odwrotna do generatora ¢ archimedesowej funkcji
laczacej jest rowna transformacie Laplace’a zmiennej losowej ©, tzn. zachodzi
zaleznos¢

P ) =Mg(-t).

Ponadto generator ¢ wyznacza tez dla kazdego rozkladu brzegowego odpowia-
dajaca mu dystrybuant¢ bazowa H;. Jest ona okreslona wzorem

H(Z) = e—‘P(F,-(Z)) )
W przypadku gdy zalezno$¢ zmiennych losowych Z,, ..., Z, opisana jest funk-
cja taczacg Claytona C,, ukryta zmienna losowa © ma rozktad gamma G(—l—, 1) .
(o4

Yaczna dystrybuant¢ zmiennych losowych Z, ..., Z, mozna przedstawi¢ w
postaci mieszanki warunkowej dystrybuanty tacznej Fy oraz dystrybuanty ukrytej
zmiennej losowej Fg:

F(20002,) = [ Fy (20.02,)dF5 (),

a takze za pomocq funkcji tworzacej momenty ukrytej zmiennej losowej © oraz
z dystrybuant bazowych H;:

F(zmn2,) = Mo (3 I0(H,(2)).

4.1. Sumy zaleznych szkéd

Zadaniem naszym be¢dzie wyznaczenie sumy n szkéd
S=X\+..+X,

w przypadku gdy zalezno$¢ zmiennych losowych X, ..., X, opisujacych wielkosci
szkdd jest przedstawiona za pomoca archimedesowej funkcji taczacej C z genera-
torem @. Funkcja aczaca C indukuje nam ukryta zmienna losowa ©. Korzystajac
z warunkowej niezaleznosci zmiennych losowych X; przy ustalonej wartosci 6
zmiennej losowej © oraz z klasycznych metod wyznaczania dystrybuanty i funkc;ji
tworzacej momenty sumy niezaleznych zmiennych losowych, mozemy obliczy¢
bezwarunkowa dystrybuante lub funkcje tworzaca momenty sumy szkdd S. Dystry-
buanta jest okreslona wzorem
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F,(x)= j F;, (2)dFy ().

Jest to mieszanka warunkowej dystrybuanty sumy oraz dystrybuanty zmiennej
ukrytej ©. W podobny sposéb mozemy wyznaczy¢ funkcj¢ tworzaca momenty
sumy szkéd S:

M (1) = [ M, (1)dF, (6).

4.2, Indywidualny model ryzyka

Indywidualny model ryzyka nalezy do klasycznych modeli stosowanych w sta-
tystyce aktuarialnej [2; 9; 16]. Rozpatruje si¢ w nim ustalona liczbe polis, przyj-
mujac zasade, ze z kazdej polisy moze by¢ dokonana co najwyzej jedna wyplata.
Suma wszystkich wyplat jest okreslona wzorem

S=Xi1+..+X,,

gdzie X; = I;B;, B; jest wielkoscia wyplaty z i-tej polisy, gdy do niej dojdzie, a I; jest
indykatorem okreslonym formuilg

i

I 1, gdy nastapifa wyptata z i-tej polisy,
|0, gdy nie bylo wyptaty z i-tej polisy.
Wystapienia wyplaty z kazdej polisy okreslone sg prawdopodobienstwami
p;i=Prl;=1), g;=1-p;=Pe(l;=0).

W klasycznym modelu ryzyka indywidualnego przyjmuje si¢ niezalezno$¢
wystgpujacych zmiennych losowych. Zalozenie to ostabimy, dopuszczajac zalez-
nos¢ indykatoréw ;. Przyjmiemy, ze zaleznos$¢ I, ..., I, jest opisana archimedeso-
wa funkcja taczaca C z generatorem ¢, indukujaca ukryta zmienng losowa ©.

Wtedy, dla ustalonej wartosci 6 zmiennej losowej ©, warunkowe indykatory fjo
maja rowniez rozktad 0-1 okreslony prawdopodobienistwem (4]

r’ =PI, =0|©=9),

gdzie r; =exp(-¢(q;)) . Ponadto zachodzi zaleznos¢ g; = Me(In(ry)).

Warunkowa funkcja tworzaca momenty catkowitej sumy wyplat S, jest
okreslona wzorem

M ()= f[(rf +(1- rf )MB,- ),
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a bezwarunkowa funkcja tworzaca momenty tej sumy jest mieszanka przedsta-
wiona formula

M ()= [ M, (1)dFs (8).
0

W podobny sposéb mozemy wyznaczy¢ bezwarunkowg dystrybuante catko-
witej sumy wyplat:

F,(x)= j Fy, (x)dF, (0),

gdzie F (x) jest warunkowg dystrybuantg tej sumy. Korzystajac z warunkowe;

niezaleznosci skiadnikéw calkowitej sumy, mozemy wyznaczy¢ warunkowa dy-
strybuant¢ lub funkcje tworzaca momenty sumy Ss opierajac si¢ na metodach
wykorzystywanych w klasycznej teorii ryzyka indywidualnego.

W przypadku gdy zardwno wielkosci wyplat B;, jak i indykatory I; maja te
same rozktady charakteryzowane dystrybuanta Fy oraz prawdopodobiefistwami
niewystapienia wyplaty g, dystrybuanta catkowitej wyplaty jest okreslona wzorem

Fs)= Y, a,F;* (x).
k=0

Jest to kombinacja wypukia kolejnych splotéw dystrybuant charakteryzujacych
wielkosci wyplat. Wspolczynniki tej kombinacji sa rowne [4; 10]

£ (k&
a, =[:)2(—1)1 [JM"_M. 1)
=0

gdzie M, = Me(kIn(r)) = ¢ '(ke(q)) jest réwne prawdopodobiefistwu zdarzenia, ze
bedzie co najmniej k polis bez wyplaty.

Funkcja taczaca C(uy, ..., 4,) = uy- ... -u, opisuje niezaleznosc¢ indykatoréw,
czyli otrzymujemy w tej sytuacji klasyczny model indywidualnego ryzyka. Wtedy
wspotczynniki kombinacji wypuklej opisane sa prostszym wzorem

a, =(:]q (1-g)*.

Chcac wyznaczy¢ rozktad calkowitej sumy wyplat, natrafiamy w wigkszosci
przypadkéw, nawet dla klasycznego modelu ryzyka indywidualnego, na trudnosci
natury obliczeniowej. W tym celu stosuje si¢ aproksymacje ztozonym rozkladem
Poissona. Opis tej aproksymacji w klasycznym przypadku niezaleznych indyka-
toréw czytelnik moze znalez¢ w [12; 18].
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W sytuacji gdy zalezno$¢ indykatoréw I; opisana jest archimedesowa funkcja
taczaca C z generatorem ¢ korzystamy z klasycznej metody aproksymacji oraz
mieszanki opartej na ukrytej zmiennej losowej ® indukowanej przez funkcje
laczaca C [4; 8]. Wtedy warunkowa sum¢ Sy przyblizamy zmienna losowa Ty

o ztozonym rozkladzie Poissona CP(ps, F7, ), gdzie p, = Epei =Z a-r’)
i=] i=l

oraz

F, (0=322F, (x).

i=l Pg

Natomiast suma bezwarunkowa S jest przyblizana zmienna T o dystrybuancie
F(x) = [ F, (x)dFs(0).
0

Podobnie jak w przypadku klasycznym mozna oszacowac blad powyzszej
aproksymacji. Przyktadowo, opierajac si¢ na odleglosci calkowitej zmiennosci
migdzy zmiennymi losowymi

d (S, T)=sup|Pr(Se A)-Pr(Te A)|,
A

gdzie A jest borelowskim zdarzeniem, oszacowanie to opiera si¢ nastgpujacej
nieréownosci [8]:

dry (5,1 < 3 (07 20(g)) +1-24,).

i=1

W przypadku niezaleznosci otrzymujemy znany wzor pochodzacy od Gerbera
[18]:

dy (S, T)SY p? .

i=1
5. Ryzyko kredytowe

Zatézmy, ze mamy portfel skladajacy si¢ z n dluznikow, a zdolnosci sptaty
zaciagnietych kredytow w danym okresie przez dluznikéw opisane sg indykatorami

1 nie spfaca,
0 sptaca
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oraz prawdopodobienstwami niesplacenia dtugu p; = Pr(Y; = 1). Zwykle zaklada si¢
wymienno$¢ (ang. exchangeable) Yacznego rozkladu indykatorow Y = (Y4, ..., ¥,),
tzn. przyjmuje sig, ze zachodzi warunek

d
&, ...Y)= (Yn(l), ey Yn(n)),

gdzie I1 jest permutacjq zbioru {1, ..., n}. Bada sig tez rozktad liczby niewyptacal-
nych dtuznikéw [7]:

M=Y¥,
i=l

oraz prawdopodobienstwo m, zdarzenia, ze przynajmniej k dluznikéw bedzie
niewyplacalnych

m =Pr(Y, =1,..., %, =1).

Powyzszy model mozna rozszerzy¢ wprowadzajac ukryte zmienne losowe
X\, ..., X, przedstawiajace aktywa poszczegélnych dluznikéw, oraz ich progi
platnosci zaciagnietych kredytow dj, ..., d, [7]. Wtedy dluznik nie bedzie w stanie
spfaci¢ kredytu, jesli jego aktywa nie przekraczaja jego progu platnosci, tzn.
zachodzi

Y,'=1<=>X,'Sdi.

Jesli zalezno$¢ zmiennych losowych charakteryzujacych aktywa diuznikow
X\, ..., Xn opisuje funkcja laczaca C, to prawdopodobienstwo 7, jest wyznaczone
przez brzegowa k-wymiarowa funkeje taczaca C, ., wzorem

= Cl ..... k(P, vy P)~

Wtedy prawdopodobieﬁstwo zdarzenia, ze bedzie dokladnie & niewyptlacalnych
dtuznikow, jest réwne

n!

n-k
Pr(M =k)= ) (-1) ————— it
21 itk\n—k-it "
Jest to wersja wzoru (1). Rozpatrujac dodatkowo wielkosci straconego kredytu
By, ..., B, otrzymujemy model indywidualnego ryzyka.

6. Metody symulacyjne

Jak juz wspomniano, chcac wyznaczy¢ dokladne rozktady omawianych wczes-
niej zmiennych losowych, natrafiamy na ogo6t na powazne klopoty obliczeniowe.
Jednym ze sposobow rozwiazania tych probleméw jest zastosowanie metod
symulacyjnych. W przypadku gdy zalezno$é¢ zmiennych losowych X,, ..., X, jest
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opisana za pomoca funkcji taczacej C, mamy utatwiona sytuacje¢, poniewaz istnieja
proste procedury umozliwiajace generowanie wartosci z tacznego rozktadu tych
zmiennych. Ogoina zasada generowania tych wielkosci polega na wygenerowaniu
liczb losowych uy, ..., u, z rozkladu tacznego (Uy, ..., Un), gdzie zmienne brzegowe
U; maja rozklad jednostajny na [0, 1], a ich zalezno$¢ jest opisana funkcja la-
czaca C. Nastgpnie wyznaczamy losowe wartosci zmiennych X;, odwracajac dy-
strybuanty brzegowe, tzn. obliczamy x, = F~' (u,).

Liczby losowe uy, ..., u,, mozemy wyznaczy¢, generujac u, z rozktadu zmienne;j
U,, a nastepne wartosci — generujac z rozkladow warunkowych. Przyktadowo
liczbe u, generujemy z rozktadu o warunkowej dystrybuancie

ak—l
ouy, ..., Ouy_,
ak—l

duy, ..., du, _,

Cluy, sty t, 1., 1)

Pr(Uk < tl U=u, ..U, = uk_l) = .
Cluy, .ou, 1,1

Procedure t¢ mozemy stosowaé w przypadku ogoélnym. Jesli zaleznos¢ jest opi-
sana archimedesowg funkcja taczaca, stosuje si¢ zwykle tatwiejsza metode genero-
wania liczb losowych wykorzystujaca specyficzne wlasnosci tych funkceji tacza-
cych. Rowniez dla kazdej z rodzin funkcji faczacych istnieja procedury specjalnie
dla nich skonstruowane. Wigcej na ten temat czytelnik znajdzie w {11; 15; 19; 17].

Dzigki metodom symulacyjnym mozemy przyktadowo bada¢ rozktady sumy
zaleznych zmiennych losowych. W [20] autorzy rozpatrzyli przyklad, w ktérym
metodami symulacyjnymi badali rozklad catkowitej sumy 4 klas szkod ubezpiecze-
niowych, gdy zaleznos¢ skladnikéw byla opisana roznymi funkcjami taczacymi.
Wyznaczyli tez podstawowe miary ryzyka: warto$¢ narazona na ryzyko VaR (ang.
Value-at-Risk) i jego warunkowa wersje CTE. Miary te, czesto wykorzystywane
w zagadnieniach zwigzanych z finansami i ubezpieczeniami, wyrazone sa wzo-
rami:

VaR,(S) = inf{ xeR : Fs(x) 2p}, CTE,(S)=E(S:S> VaR,(5)).

W pracy tej zbadano tez przyktad zwiazany z rozwojem firmy ubezpiecze-
niowej, dotyczacy wprowadzenia na rynek nowego produktu. Rozpatrywany
problem sprowadza si¢ do badania rozktadu nowej zagregowanej sumy szkdd

S=5S+X,

gdzie S jest catkowita suma szkdd przed rozszerzeniem portfela polis, a X jest
wielkoscia szkod dotyczaca nowego produktu.

Przyklad

Przyjmijmy, ze zalezno$¢ zmiennych losowych S oraz X jest opisana funkcja
taczacq Claytona C,, zmienna losowa S przedstawiajaca wielkosci szkéd ma roz-
kfad logarytmiczno-normalny LN(2,7; 0,2), a zmienna X dotyczaca nowego pro-
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duktu ma rozkiad Pareto Pa(3, 4). W celu zbadania rozkfadu sumy §" = § + X
przeprowadzono 5000 symulacji wartosci tej sumy.

Tabela 1. Wartosci VaR, i CTE, dla starego i nowego portfela

Nowy portfel §*
Stary portfel S 720 7205 7= 091
VaRg gs 20,64 24,67 26,09 27,74
CTEqos 22,61 29,39 30,93 33,35
VaRg g9 23,86 30,68 33,02 35,95
CTEqg 25,65 39,83 40,72 43,75

Zrédto: obliczenia wilasne.

Wartosci podstawowych miar ryzyka otrzymane dla réznych wartosci wspol-

czynnika Kendalla dla starego S i nowego S portfela polis zawarte sa w tab. 1.
Z tabeli tej wynika, ze warto$ci podstawowych miar ryzyka wzrastaja wraz ze
wzrostem wspolczynnika korelacji Kendalla. Wzrost stopnia zaleznosci migdzy
starym portfelem a nowym produktem zwigksza ryzyko wystapienia wigkszej
szkody w nowym portfelu.

(1]
(2]
3]
{4]
(5]
(6]
(7]
(8]
(9]
(10]
(11]

(12)
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MODELLING OF DEPENDENCE
— APPLICATION IN THE RISK MANAGEMENT

Summary

Three methods of modelling of dependence of random variables and examples of the application
of these methods to risk management are presented. We study the application process in the context
of ruin and the credit solvency.

In the first method, the dependent random variables are represented as the linear combination of
the independent random variables. The second method is based on the mixtures and uses the
conditional independency random of variables. In the third one we describe the dependency of
random variables using copulas.

These methods let us reduce the studied models (the random sum of random variables in our
case), to the independent form. So, we can use the classical methods connected with independent
case.
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