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1. Wstep

W analizie portfelowej stosowane sa rdzne miary ryzyka. W klasycznym po-
dejsciu Markowitza jako miarg ryzyka przyjmuje si¢ odchylenie standardowe lub
wariancje. Znany jest rowniez model wyboru portfela inwestycji, w ktérym ryzyko
mierzone jest odchyleniem przecietnym — model Konno, Yamazaki [Ogryczak 2003].
Jako miary ryzyka moga by¢ stosowane takze semiwariancja i odchylenie standar-
dowe stopy zwrotu oraz odchylenie i semiodchylenie przecigtne stopy zwrotu.

Z kolei S. Yitzhaki [1982, s. 178-185] wprowadzit taki model wyboru portfela
inwestycji, w ktérym jako miare ryzyka przyjmuje sig¢ tzw. $rednig réznice Ginie-
go. Jest on takze autorem dwoch kryteridow dominacji stochastycznych opartych na
sredniej Giniego. S. Yitzhaki oraz H. Shalit [Shalit, Yitzhaki 2005, s. 59-75; 1984,
s. 1449-1468] wprowadzili poj¢cie rozszerzonego wspolczynnika Giniego. Wspot-
czynnik ten nastepnie zastosowali jako przykiad miary ryzyka do wyznaczania
portfeli efektywnych oraz do modelu CAMP (capital-asset pricing model).

W ostatnich kilkudziesigciu latach mozna zaobserwowa¢ rozwdj badan nad za-
stosowaniem sredniej Giniego oraz rozszerzonego wspolczynnika Giniego do ana-
lizy portfelowe;j.

J. Okunev [1991, s. 209-218] wykazal, ze wszystkie portfele efektywne w
sensie $redniej Giniego sa portfelami efektywnymi takze wedtug reguly dominacji
stochastycznych drugiego stopnia. Zwraca on réwniez uwagg na jedng z zalet mo-
delu sredniej Giniego, czyli uwzglednianie stopnia awersji do ryzyka przy wyzna-
czaniu portfeli optymalnych.

H. Shalit i S. Yitzhaki [2005, s. 59-75; 1984, s. 1449-1468] zastosowali Srednig
Giniego oraz rozszerzony wspolczynnik Giniego do konstrukcji granicy efektywne;j
portfeli ztozonych z szesciu grup akcji, obligacji oraz weksli notowanych na no-
wojorskiej gieldzie papieréw wartosciowych. Zaobserwowali, Ze w razie braku
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krotkiej sprzedazy portfele optymalne wyznaczane wedlug modeli ze srednig Gi-
niego oraz z rozszerzonym wspolczynnikiem Giniego sg bardziej zdywersyfiko-
wane niz portfele wyznaczane wedlug modelu Markowitza.

Warto zwrdci¢ uwage, ze modele wyboru portfela inwestycji, w ktérych miarg
ryzyka jest srednia Giniego lub rozszerzony wspotczynnik Giniego, to przyklady
modeli sprowadzalnych do modeli liniowych w optymalizacji portfela inwestycji,
przy skonczonej liczbie scenariuszy przyszlych standow ryzyka. Znane s wyniki analiz
przeprowadzonych przez W. Ogryczaka [Ogryczak 2003; Ogryczak, Mansini, Spe-
ranza 2004], poréwnujace srednig Giniego z takimi miarami ryzyka jak wariancja,
VaR, CVaR czy WCVaR.

W artykule wprowadzone zostana definicje Sredniej réznicy Giniego oraz roz-
szerzonego wspolczynnika Giniego. Oméwione zostana podstawowe wlasnosci roz-
szerzonego wspolczynnika Giniego. W koncowej czegsci pracy zostanie przedsta-
wiony przyklad zastosowania rozszerzonego wspotczynnika Giniego do analizy ry-
zyka inwestycyjnego dla danych z GPW w Warszawie.

2. Pojecie sredniej réznicy Giniego

Pojecie sredniej roznicy wprowadzil w 1912 r. wiloski profesor C. Gini, ktdry
zdefiniowal wspolczynnik jako wartosé¢ oczekiwana bezwzglednej réznicy dwdch
zmiennych losowych o réwnych dystrybuantach rozktadu [Okuner 1991, s. 209-
218].

Przez kolejne lata pojecie sredniej roznicy Giniego bylo wielokrotnie modyfi-
kowane. Wsrdod tych modyfikacji pojawila si¢ definicja sredniej réznicy Giniego
wprowadzona przez S. Yitzhakiego, ktory nastgpnie wykorzystal t¢ miar¢ do sfor-
mutowania kryteridw dominacji stochastycznych.

Ponizej przedstawiono definicje sredniej Giniego zaproponowane przez
S. Yitzhakiego [Shalit, Yitzhaki 1984, s. 178-185].

Dla dwéch zmiennych losowych Xi Y, o ciaglym rozkladzie prawdopodobien-
stwa, okreslonym funkcja gestosci f(x), f(v) na przedziale [a, b] srednig roznice
Giniego definiujemy nastepujaco:

F=%:[:ﬂx—y|f(x)f(y)dxdy.

Jesli F oznacza dystrybuantg rozkladu, okreslong na przedziale [a; b] dla ciaglej
zmiennej losowej X, to $rednia réznice Giniego mozemy zdefiniowa¢ nastepujaco:

r:l}[l_p(x)]dx_[][l_p(x)]zdx.

Ponadto, jesli a jest wartoscia skonczona, zas X oznacza wartos¢ oczekiwana
zmiennej losowej X, to srednia roznic¢ Giniego okreslamy wzorem:
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F=}—a—l].[l—F(x):|2dx.

W analizie portfelowej $rednia rozmica Giniego stosowana jest m.in. jako jedna
z miar ryzyka. Wowczas $rednia Giniego definiuje si¢ jako podwojona kowariancje
pomigdzy stopa zwrotu a warto$cia dystrybuanty tej stopy zwrotu. Symbolicznie
mozemy to zapisaé nastepujaco:

I'=2cov[R, F(R)],
gdzie R oznacza stopg zwrotu, a F(R) dystrybuante rozkladu dla tej stopy zwrotu.

3. Rozszerzony wspolczynnik Giniego i jego wlasnosci

W zaleznosci od zastosowanej miary ryzyka uwzgledniane sa rézne czynniki
majace wplyw na wielkos¢ ryzyka. Jednym z takich czynnikéw, branych pod
uwage przy szacowaniu ryzyka, jest stopien awersji podejmujacego decyzje¢ do
ryzyka. S. Yitzhaki jest autorem modelu wyboru portfela optymalnego, w ktérym
miara ryzyka uwzglednia stopien awersji do ryzyka. Miarg tg jest tzw. rozszerzony
wspotczynnik Giniego.

Jesli X jest zmienna losowa o dystrybuancie rozkladu F okreslonej na przedzia-
le [a, b], natomiast v oznacza stopien awersji do ryzyka, to rozszerzony wspolczyn-
nik Giniego definiujemy nast¢pujaco:

v) J.[l— x) ﬂ:l—

lub w postaci rownowazne;j
b
F(v) =X-a- I[l - F(x)]v dx dla skoficzonych wartosci a.

Stopien awersji do ryzyka to okreslany przez podejmujacego decyzje parametr,
ktéry powinien spelnia¢ nastgpujacy warunek: 1 < v < . W przypadku, gdy pa-
rametr v przyjmuje wartosci z przedziatu [0; 1), o podejmujacym decyzje mowimy,
ze ma sklonnosé do ryzyka. Natomiast warto$¢ parametru v= 1 oznacza, ze decydent
jest neutralny wobec ryzyka.

Jak latwo zauwazy¢, dla v= 2, z rbwnania opisujacego rozszerzony wspolczyn-
nik Giniego otrzymujemy klasyczna postaé sredniej réznicy Giniego.

Z definicji bezposrednio wynika kilka podstawowych wlasnosci rozszerzonego
wspolczynnika Giniego [Shalit, Yitzhaki 1984, s. 1449-1468]:

Warto$¢ rozszerzonego wspolczynnika Giniego jest wartoscia nieujemng i ogra-
niczona z gory.
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Dla dowolnej, catkowitej wartosci parametru awersji do ryzyka v rozszerzony
wspotczynnik Giniego mozna przedstawi¢ w rownowazmnej postaci:

r(v)=x-£e[min(X,,X,,...X,)],

gdzie X oznacza warto$¢ oczekiwana zmiennej losowej X, natomiast Xj, X5, ..., X,
to kolejne obserwacje zmienne)j X.

Dla dwoch niezaleznych zmiennych losowych X, oraz X, spehiajacych naste-
pujaca zaleznos¢:

/YZ = a'XI’
gdzie a jest dowolna stala, mamy prawdziwy nastgpujacy warunek:
(V) = dli(v),

I(v) oraz I;(v) oznaczaja rozszerzone wspolczynniki Giniego okre$lone odpo-
wiednio dla zmiennej X; oraz X.
Dla dwdch niezaleznych zmiennych losowych X, oraz X, takich, ze:

X;=X+*e,
gdzie ¢ oznacza dowolng stala, prawdziwa jest nastepujaca zaleznos¢:

Ii(v) = I(v).

4. Zastosowanie rozszerzonego wspélczynnika Giniego
w analizie portfelowej

W analizie portfelowe;j, stosujac rozszerzony wspoétczynnik Giniego jako miarg
ryzyka, mozemy m.in. wyznaczy¢ zbior portfeli efektywnych. W takim razie roz-
szerzony wspolczynnik Giniego definiujemy jako iloczyn stopnia awersji do ryzy-
ka (v) oraz kowariancji pomiedzy stopa zwrotu R a jej dystrybuanta rozkladu F(R).
Symbolicznie rozszerzony wspolczynnik Giniego dla stopy zwrotu mozemy zapi-
sa¢ nastepujaco:

V) =—weov{R, [1-F(R)]""}.

Natomiast dla portfela akcji ztozonego z udzialéw n akcji, rozszerzony wspot-
czynnik Giniego portfela jest rowny:

r,(v)= _V,Z;: w; cov{R,.,[l -F, (R,-)]V_l} ,

gdzie:v - stopien awers;ji do ryzyka,
w; — udzialy i-tej spotki w portfelu,
R, — stopa zwrotu dla i-tej spotki,
F; — dystrybuanta rozkladu stopy zwrotu dla i-tej spotki.
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W przykladach empirycznych jako funkcje skumulowanej dystrybuanty uzywa
si¢ estymatora rozpatrywanej dystrybuanty. Estymator wyznaczamy w sposob na-
stepujacy: kolejne obserwacje zmiennej — stopy zwrotu — sortujemy rosnaco, a na-
stgpnie tym posortowanym wartosciom nadajemy rangi. Warto§ciami estymatora sa
wartosci rang dzielonych przez liczbe obserwacji.

W pracy zostana przedstawione wyniki przykladu zastosowania rozszerzonego
wspdiczynnika Giniego do analizy ryzyka inwestycyjnego. Przyklad obejmuje kon-
strukcje i analiz¢ portfeli efektywnych w dwoch przypadkach: na jednym jako miarg
ryzyka przyjeto rozszerzony wspolczynnik Giniego, w drugim zas klasyczng wa-
riancje.

Ponizej przedstawione sa dwa modele, na podstawie ktdrych konstruowano
portfele. Pierwszy z modeli to przyklad liniowego modelu wyboru portfela, w kto-
rym miara ryzyka jest rozszerzony wspoiczynnik Giniego (model MEG):

r (v) —> min,

p
py=w p,
1=w’ 1,
w20,
gdzie: I,(v)— oznacza rozszerzony wspdtczynnik Giniego,
w  — wektor udzialéw poszczegdlnych spolek w portfelu,
4, — oczekiwany zysk portfela,
4 — wektor oczekiwanych stop zwrotu rozpatrywanych spotek,

1 — wektor jedynek.

Kolejny model to klasyczny model wyboru portfela wedtug Markowitza (mo-
del MV):

v? (Rp) —> min,
1, =w p,
1=wl,

w20,

VZ(R,,) oznacza wariancje stopy zwrotu portfela, pozostale oznaczenia jak we
wezesniejszym modelu MEG.

Portfele skonstruowane wedlug tych dwéch przedstawionych modeli poddano
analizie pod wzgledem efektywnosci oraz stopnia dywersyfikacji.

Portfele byly konstruowane na podstawie tygodniowych stop zwrotu, wyzna-
czonych dla notowan z okresu 2000-2004. Rozpatrywano notowania spdlek dwoéch
sektoréw: BANKI oraz SPOZYWCZE. W przypadku modelu, w ktérym ryzyko
okreslone jest wspolczynnikiem Giniego, portfele byly konstruowane dla czterech
réznych wartosci parametru v, tj. dla v=2, 4, 6, 8. Konstruujac portfele dla réznych
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warto$ci oczekiwanego zysku, otrzymano zbidr portfeli efektywnych, ktore nastep-
nie poddano analizie.

Poréwnujac wykresy przedstawiajace zaleznos$¢ rozszerzonego wspolczynnika
Giniego od oczekiwanego zysku (rys. 1-8), mozemy zauwazyc, ze ksztalt linii efe-
ktywne)j portfeli wyznaczonych wedlug tego modelu wykazuje pewna prawidlo-
wos¢ — bez wzgledu na wartos¢ parametru v otrzymujemy wykresy o takim samym
ksztalcie. Wykresy réznia si¢ tylko przedzialami wartosci rozszerzonego wspotl-
czynnika Giniego, dla ktorych sg okreslone.

Ponizej opisano, jak zmienia si¢ wartos¢ wspolczynnika Giniego dla danego
portfela przy zmianie wartosci parametru v, ktéry mowi o sklonnosci do ryzyka, a
nie o sile awersji.

W sektorze BANKI, dla kazde; wartosci parametru v, globalnym portfelem mi-
nimalnego wspdlczynnika Giniego jest portfel o wartosci oczekiwanego zysku row-
nej 1,0055 (szary punkt na rys. a, b, ¢ i d). Jednak portfele te przyjmuja rézne war-
tosci wspolczynnika Giniego. Dla stopnia awersji v = 2 oczekiwany zysk réwny
1,0055 ma portfel o wartosci wspolczynnika /"= 0,0053. W przypadku v = 4 war-
tos¢ wspolczynnika Giniego dla portfela globalnego wynosi /"= 0,0058. W dwéch
pozostatych przypadkach, tj. dla v= 6 oraz v= 8, wspolczynnik Giniego jest réwny
odpowiednio 0,0041 oraz 0,0028.
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Rys. 1. Wykresy zaleznosci wspdlczynnika Giniego od wartosci oczekiwanej portfela dla spotek
. sektora BANKI
Zrodlo: opracowanie wilasne.
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Rys. 2.Wykresy zalezno$ci wspdlczynnika Giniego od wartosci oczekiwanej portfela dla spétek
sektora SPOZYWCZE

Zrodto: pracowanie wlasne.

Analizujac portfele grupy SPOZYWCZE, dochodzimy do podobnych wnioskéw.
Globalnym portfelem minimalnego wspoétczynnika Giniego dla kazdego rozpatry-
wanego stopnia awersji jest portfel o wartosci oczekiwanego zysku rownej 1,005.
Portfele te oznaczono na rys. 2a, b, ¢, d szarym punktem.

Globalnymi portfelami minimalnego wspoélczynnika Giniego sa portfele dla
nastepujacych wartosci ryzyka: w przypadku v = 2 dla wspdlczynnika Giniego
I'=0,0062; gdy v =4, to wspolczynnik Giniego globalnego portfela jest rowny
"= 0,005; jesli v=26, to I'=0,0032, a dla v=8 mamy /"= 0,002. Wida¢ w tym
przypadku wyrazny spadek wartosci wspdtczynnika Giniego globalnego portfela
przy wzroscie wartosci stopnia awersji v.

Porownujac portfele MEG oraz MV, zauwaza sig, ze portfele efektywne w sensie
MEG sa takze portfelami efektywnymi w sensie MV, co rowniez w swoich badaniach
uzyskali J. Okunev [1991, s. 209-218] oraz H. Shaliti S. Yitzhaki [2005, s. 59-75].

W sektorze SPOZYWCZE globalnym portfelem minimalnego ryzyka jest portfel
o oczekiwanym zysku rownym 1,005 (rys. 3a). Natomiast dla sektora BANKI portfel
o oczekiwanym zysku réwnym 1,0055 to jeden z portfeli efektywnych (rys. 3b).

Analizujac sklad oraz stopien zdywersyfikowania wyznaczonych portfeli, nalezy
zwrdcié uwagg, ze portfele efektywne uzyskane na podstawie oméwionego modelu
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Rys. 3. Wykresy zaleznosci odchylenia standardowego od wartosci oczekiwanej portfela

Zrodlo: opracowanie wlasne.

MEG (modelu liniowego) sa portfelami dwuskladnikowymi. Ponadto w rozpatrywa-
nym przykladzie stopien awersji do ryzyka (warto$¢ parametru v) nie ma wplywu na
strukture portfeli efektywnych. Oznacza to, ze portfele wyznaczane dla réznych
stopni awersji, ale o tych samych oczekiwanych stopach zwrotu, skladaja si¢ z udzia-
16w tych samych spélek (portfele z grupy SPOZYWCZE). Natomiast w grupie
BANKI poréwnanie skladu portfeli efektywnych o tej samej wartosci oczekiwane;j
portfela pozwala wyodrebnié dwie grupy portfeli. Portfele identyczne pod wzgledem
struktury to portfele dla stopnia awersji do ryzyka v=21 v=4oraz v=61 v=8.

5. Podsumowanie

Prace, w ktérych poréwnywano model z klasyczna srednia roznica Giniego jako
miara ryzyka oraz tradycyjny model Markowitza, sugeruja, ze stopien zdywersyfi-
kowania portfeli MG jest nizszy niz portfeli MV (w przypadku malej liczby da-
nych). W pracy [Gluzicka, Kopanska-Brodka 2005] poréwnane zostaly rzeczywiste
stopy zwrotu wyznaczonych portfeli efektywnych. Rzeczywiste stopy zwrotu wy-
znaczono na podstawie udzialéw wybranych czterech portfeli efektywnych i stop
zwrotu oszacowanych dla danych pochodzacych z pierwszych tygodni 2005 r., tj.
dla danych po okresie analizowanym. Portfele efektywne w sensie $redniej Giniego
mialy wyzsze rzeczywiste stopy zwrotu niz portfele MV,

Tematem tej pracy bylo porownanie portfeli wyznaczanych na podstawie mo-
delu MEG oraz modelu Markowitza. Zaleta stosowania rozszerzonego wspoiczyn-
nika Giniego jako miary ryzyka jest to, Zze miara ta uwzglednia stosunek inwestora
(decydenta) do ryzyka. Modele MEG pozwalaja wyznaczy¢ portfele efektywne,
ktore sa takze portfelami efektywnymi w sensie MV. Model MEG jest przykladem
liniowego modelu wyboru portfeli optymalnych, dlatego stopien zdywersyfikowa-
nia portfeli MEG jest nizszy niz stopien zdywersyfikowania portfeli wyznaczanych
wedlug klasycznego modelu MV (zadanie kwadratowe).
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Modele wyboru portfela inwestycji oparte na kryterium zaproponowanym przez
S. Yitzhakiego moga w skuteczny sposoéb wspomagaé podejmowanie decyzji in-
westycyjnych. Wnioski te sklaniajg do dalszych badan nad zastosowaniem $redniej
réznicy Giniego do analizy portfelowej oraz poréwnaniem efektywnosci portfeli
wyznaczonych wspolczynnikiem Giniego oraz miarami ryzyka innymi niz odchy-
lenie standardowe.
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APPLICATION OF THE EXTENDED GINI’S MEAN
AS A RISK MEASURE IN DETERMINING
A SHARES PORTFOLIO

Summary

In the traditional Markowitz's approach to determining optimal portfolio, a variance (or the stan-
dard deviation) is being accepted as the measure of risk. Beside the variance, there exist many diffe-
rent quantities which are applied as the risk measures.

One of such measures was proposed by Yitzhaki, who used Gini’s mean difference as a risk mea-
sure. Yitzhaki is also the author of the model, in which the risk is measured by the so-called extended
Gini’s mean. This coefficient is a modification of the Gini’s mean difference, which considers the
level of risk aversion.

In this paper the author will show more significant properties of the extended Gini’s mean. This
measure will be applied in determining optimal portfolios for companies listed on the Warsaw Stock
Exchange.
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