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1. Wstep

Ograniczenie dolne (ang. lower bound) jest wyznaczane przez rozwigzanie re-
laksacji problemu wyjsciowego, uzyskanej najczesciej w wyniku usuniecia z prob-
lemu wyjsciowego jednego lub kilku ograniczen. Dla zagadnien minimalizacji roz-
wiazanie optymalne tak skonstruowanej relaksacji ogranicza rozwigzanie optymal-
ne problemu wyjsciowego od dotu i dlatego jest okreslane mianem dolnego ograni-
czenia. R6zne sposoby relaksacji zagadnienia pierwotnego daja rézne wartosci dol-
nego ograniczenia. Podstawowym problemem przy opracowywaniu sposobow wy-
znaczania dolnego ograniczenia jest znalezienie relaksacji latwej do rozwiazania, a
zarazem dajacej mozliwie ciasne dolne ograniczenie.

Ograniczenie dolne odgrywa bardzo istotna role w rozwigzywaniu zadan z za-
kresu optymalizacji dystrybucji. W sytuacji stosowania algorytméw przyblizonych
znajomos$¢ dolnego ograniczenia umozliwia szacowanie jakosci uzyskanych roz-
wiazan, natomiast dla metod dokladnych wykorzystanie dolnego ograniczenia jest
jednym z gléwnych elementéw ich realizacji.

W miar¢ wzrostu populamosci oraz w zwiagzku z sukcesami w rozwiazywaniu
problemu komiwojazera podjeto proby zastosowania modeli matematycznych do
rozwigzywania zagadnien bardziej skomplikowanych. To, ze problem komiwojaze-
ra ma wiele zastosowan, jest bezdyskusyjne, jednak w realizacji procesu dystry-
bucji czgsto korzysta si¢ z wigcej niz jednego srodka transportu.

Jednym z pierwszych krokoéw w tym kierunku bylo zdefiniowanie na poczatku
lat pigédziesiatych problemu m-komiwojazeréw. Problem ten polega na wyzna-
czeniu tras dla wigcej niz jednego komiwojazera. Rozwiazaniem problemu m-ko-
miwojazerdw nie jest cykl Hamiltona, lecz m cykli, z ktérych kazdy rozpoczyna sie
1 konczy w okreslonym, tym samym dla wszystkich komiwojazeréw, miescie. Do-
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datkowo zaklada si¢, ze komiwojazer nie moze odwiedza¢ miast obstuzonych przez
innych podroznikow. Rozwiazanie przykladowego zadania m-komiwojazeréw przed-
stawiono na rys. 1.

Rys. 1. Przyklad rozwiazania zadania m-komiwojazerow

Zrodlo: opracowanie wlasne.

Klase probleméw wyznaczania tras pojazdow (vehicle routing problem, w
skrocie VRP) mozemy okresli¢ jako zagadnienia optymalizacji polegajace na wy-
znaczeniu rozwigzania problemu m-komiwojazeréw z uwzglednieniem dodatko-
wych, zaleznych od konkretnego zadania warunkdow.,

2. Dolne ograniczenie problemu wyznaczania tras pojazdow
Z czeSciowym podzialem zbioru odbiorcéow

Algorytmy wyznaczania ograniczenia dolnego sa scisle zwiazane ze sposobem
sformutowania problemu. Klasyczne relaksacje VRP wykorzystuja przynaleznos¢
potaczenia do rozwiazania (np. [Fisher 1988, s. 626-642; Miller 1995, s. 1-9]). Nie-
stety, w przypadku takich podej$¢ jak podzial-trasa nadrzedna jest przynaleznosé
odbiorcow do tras, co powoduje, ze relaksacje te nie moga by¢ tutaj stosowane. Za-
gadnienie to nie bylo dotychczas poruszane w literaturze przedmiotu.

W celu wyznaczenia dolnego ograniczenia VRP przy uwzglednieniu czgsciowe-
wego podzialu zbioru odbiorcow (w skrocie VRPPP — vehicle routing problem with
partial partitioning) rozwazono cztery relaksacje. Pierwsze dwie to procedury £-MSP
1 k-2MCH, ktore sa adaptacja klasycznych metod uzywanych do wyznaczania rela-
ksacji problemu komiwojazera. Przy rozwiazywaniu tych relaksacji dla VRPPP
uwzglednia si¢ tylko odbiorcéw przydzielonych do blokéw podzialu, co negatyw-
nie wplywa na jako$¢ generowanych ograniczen. Nastgpnie zostang zaprezento-
wane dwa sformulowania wykorzystujace specyficzna ceche grafu rozwiazania VRP.
W tych metodach mozliwe jest wyznaczenie ograniczenia dolnego VRPPP z uwzgled-
nieniem wszystkich odbiorcow.
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3. Relaksacje k-MSP i k-2MCH

Pierwsze dwie przedstawione relaksacje VRPPP to adaptacja klasycznych
metod uzywanych w rozwiazaniu problemu komiwojazera (Christofides, Mingozzi,
Toth 1981, s. 255-282; Held, Karp 1970, s. 1138-1162}). W przypadku obu relak-
sacji wartos¢ dolnego ograniczenia VRPPP bedzie réwna sumie dolnych ograniczen
wyznaczonych dla kazdego bloku odbiorcéw w analizowanym podziale powiekszo-
nego o lokalizacje dostawcy. W przypadku sformulowania £-MSP uzyto mini-
malne 1-drzewo rozpinajace, dla relaksacji k.-2MCH wykorzystano 2-skojarzenie.

W przypadku podzialu czesciowego w metodach tych mozna wykorzystywaé
potozenie tylko wierzchotkow odbiorcoéw przydzielonych do blokow podziatu. Po-
zostale wierzcholki nie sa wykorzystywane podczas rozwigzywania relaksacji. Re-
laksacje te sa dodatkowo wzmocnione zalozeniem, Ze jesli trasa zawiera wigcej niz
jednego odbiorce, musza istnie¢ co najmniej dwie krawedzie incydentne z wierz-
cholkiem dostawcy. Dla tras, w ktorych obslugiwany jest dokladnie jeden odbior-
ca, polaczenie tego odbiorcy z dostawca liczone jest dwukrotnie. Graf rozwiazania
relaksacji k-MSP dla zadania testowego E-n51-k5 zaprezentowano na rys. 2. Do
wyznaczenia tej relaksacji przyjeto podzial czesciowy uzyskany przez usunigcie
25% odbiorcoéw z kazdego bloku pelnego podzialu dla rozwiazania optymalnego.
Kolor wierzchotka grafu z rys. 2 okresla jego przynaleznos¢ do trasy. Wierzchotki
biate to odbiorcy nieprzydzieleni do zadnego bloku, a wierzchotek czamy to lokali-
zacja dostawcy. Zgodnie z zaloZzeniem wierzcholki nienalezace do zadnego bloku
podziatlu nie s uwzgledniane przy tworzeniu rozwiazania relaksacji, co ma nie-
watpliwie negatywny wplyw na warto$¢ dolnego ograniczenia. Im mniej odbior-
cOw jest przydzielonych do blokéw podziatu, tym wigkszy jest negatywny wplyw
na wartos¢ dolnego ograniczenia uzyskanego ta metoda.

Rys. 2. Graf rozwiazania relaksacji &-MSP dla czgsciowego podzialu (waga rozwiazania 388)
Zrédio: opracowanie whasne.
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Rys. 3. Graf rozwigzania relaksacji k--2MCH dla czg$ciowego podzialu (waga rozwiazania 449)

Zrddlo: opracowanie wlasne.

Na rysunku 3 zaprezentowano graf rozwiazania relaksacji k-2MCH dla zadania
testowego E-n51-k5. Do wyznaczenia tej relaksacji przyjgto podzial czgsciowy
uzyskany przez usunigcie 25% odbiorcéw z kazdego bloku pelnego podzialu dla
rozwiazania optymalnego.

4. Relaksacja k-MPP

W celu wzmocnienia jakosci ograniczenia dolnego VRPPP w kolejnej relak-
sacji wykorzystano specyficzne wlasciwosci VRP. Analizujac graf rozwiagzania VRP
(rys. 4), mozna dostrzec, Ze po usuni¢ciu z niego wszystkich krawedzi incy-
dentnych z wierzchotkiem dostawcy nie istniejg $ciezki zawierajace wierzchotki
odbiorcow nalezacych do réznych tras. Wierzchotki nieprzyporzadkowane do blo-
kow podzialu mozna wykorzystywaé podczas wyznaczania ograniczenia, pod wa-
runkiem, Ze po usunigciu z grafu rozwiazania relaksacji polaczen incydentnych z
wierzcholkiem dostawcy nie wystapia w nim $ciezki zawierajace wierzchotki od-
biorcow z réznych tras oraz ze odbiorcy zostang dotaczeni w sposob gwarantujacy
minimalna wagg tworzonego grafu.

Rozwiazanie nowej relaksacji oznaczonej jako k-MPP jest zagadnieniem wy-
znaczenia k-minimalnego drzewa rozpinajacego, w ktorym po usunigciu polaczen
incydentnych z wierzchotkiem dostawcy nie istnieja sciezki laczace wierzchotki
odbiorcow przydzielonych do réznych blokow podziahu.

Mimo licznych préb autorowi nie udalo si¢ opracowac dokladnego algorytmu
rozwiazywania tej relaksacji, realizowanego w czasie wielomianowym. Stosowany
w dalszej czgsci pracy algorytm heurystyczny jest modyfikacja algorytmu Kruskala
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wyznaczania minimalnego drzewa rozpinajgcego. Liczne eksperymenty empirycz-
ne potwierdzily jego prawidlowo$é, nie mozna jednak analitycznie dowie$¢ opty-
malnosci generowanych przez niego rozwiazan,

Rys. 4. Rozwiazanie VRP po usunigciu krawgdzi incydentnych z wierzchotkiem dostawcy

Zrodlo: opracowanie wlasne.

Minimalne drzewo rozpinajace wedlug algorytmu Kruskala tworzy sig, rozpa-
trujac krawedzie w porzadku ich niemalejacych wag. Jesli kolejno wybrana kra-
wedz tworzy cykl z krawgdziami dotychczas wybranymi, to jest pomijana. W prze-
ciwnym razie krawedz ta jest dodawana do grafu rozwiazania. Postgpowanie Krus-
kala konczy sie, gdy wybrano juz do rozwiazania n—1 krawedzi. W przypadku al-

Rys. 5. Graf rozwiazania relaksacji &-MPP dla cz¢éciowego podzialu (waga rozwiazania 465)

Zrédlo: opracowanie wlasne.
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gorytmu rozwiazywania relaksacji --MPP w fazie dolaczania krawedzi sprawdza
si¢ dodatkowo, czy dodanie krawedzi nie spowoduje powstania sciezki od dostaw-
cy, laczacej wierzchotki nalezace do réznych blokow podzialu. Po zakonczeniu tej
czesci nastepuje sprawdzenie, czy mozliwe jest, zgodnie z zaprezentowanymi wczes-
niej przestankami, dodanie do grafu rozwiazania relaksacji krawedzi incydentnych
z wierzchotkiem dostawcy. Graf rozwiazania relaksacji k&-MPP dla czg¢sciowego
podzialu odbiorcow przykladowego VRP uzyskany za pomoca algorytmu heury-
stycznego zaprezentowano na rys. 5.

Przydzielenie odbiorcy do bloku podziatu ogranicza mozliwe sposoby dolacza-
nia wierzcholka do grafu rozwiazania, gdyz wierzchotek odbiorcy przydzielonego
do bloku podziatu nie moze by¢ potaczony z wierzcholkiem odbiorcy z innego blo-
ku. Wynika to z przyjetych wczesniej zatozen. Natomiast wierzcholek nieprzy-
dzielony do bloku podzialu moze by¢ polaczony z dowolnym wierzchotkiem grafu.
Tak wigc przydzielenie odbiorcy do bloku ogranicza mozliwe sposoby jego dola-
czenia do grafu. Stad wiadomo, ze dodanie odbiorcy do bloku podzialu nie moze
spowodowac zmniejszenia rozwiazania relaksacji.

5. Relaksacja k-bMCH

Zaprezentowana w poprzednim punkcie wlasno$é¢ grafu rozwiagzania VRP moz-
na zastosowac¢ réwniez przy wyznaczaniu dolnego ograniczenia VRPPP opartego
na sformutowaniu 2-skojarzenia. Wierzchotki nieprzyporzadkowane do blokéw po-
dzialu mozna wykorzystywa¢ podczas budowania grafu relaksacji, pod warunkiem,
Ze po usunieciu polaczen incydentnych z wierzchotkiem dostawcy w grafie rozwia-
zania nie znajda si¢ Sciezki zawierajace wierzchotki odbiorcow z réznych tras oraz
ze odbiorcy zostana dotaczeni w sposdb gwarantujacy minimalng wage tworzo-
nego grafu. Nowa relaksacj¢ oznaczono jako k-bMCH.

Rys. 6. Graf rozwiazania relaksacji k-bMCH dla czg¢éciowego podziatu (waga rozwiazania 508)
Zrédlo: opracowanie wiasne.
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Mimo licznych staran autora nie udato si¢ opracowa¢ algorytmu pozwalajacego
na znalezienie w czasie wielomianowym dokladnego rozwiazania tak postawio-
nego zadania. W dalszej czgsci rozprawy do wyznaczenia rozwiazania tej
relaksacji uzyto algorytmu przyblizonego, ktory polega na iteracyjnym wigczaniu
do rozwiazania relaksacji k-2MCH odbiorcow nienalezacych do zadnego bloku
podziatu. Niedolaczony do rozwiazania k-bMCH odbiorca jest dotaczany tak, aby
wzrost wagi rozwigzania byl jak najmniejszy. Sformulowanie to moze by¢ ogra-
niczeniem dolnym VRPPP, gdyz dodawanie kolejnych odbiorcow do tras nie
spowoduje skrocenia rozwigzania VRP. Graf rozwiazania relaksacji k-bMCH dla
czgsciowego podziatlu odbiorcéw uzyskany za pomoca algorytmu przyblizonego
zaprezentowano na rys. 6.

W odrdznieniu od wczesniej zaprezentowanych relaksacji metody te podczas
generowania ograniczenia dolnego VRPPP uwzgledniaja wierzchotki wszystkich
odbiorcow. Powoduje to, ze juz w poczatkowej fazie generowania podziatu odbior-
cow (nawet gdy do blokéw podzialu przydzielonych jest okolo 25% odbiorcéw)
uzyskuje si¢ dobre ograniczenie dolne VRP. Niestety, poniewaz nie opracowano
dokladnych algorytméw rozwiazywania zaprezentowanych relaksacji, wszystkie
metody rozwiazywania VRP, gdzie zostaly one zastosowane, sa metodami przy-
blizonymi.

6. Poréwnanie relaksacji dla cz¢sciowego podziatu

Zaprezentowane algorytmy zostaly sprawdzone na zbiorze zadan testowych.
Dodatkowo prezentowana charakterystyka jest procent odbiorcéw przydzielonych
do blokéw rozwiazania.

Kolor tla komoérek w tab. 1 zostal wykorzystany do prezentacji jakosci uzy-
skanych dolnych ograniczen w ramach kazdego z analizowanych pozioméw przy-
dziatu odbiorcéw do rozwiazania. Najciemniejszy kolor tla oznacza najlepsze roz-
wiazania, tto biale oznacza rozwiazania najgorsze. Taki sposob prezentacji pozwa-
la szybko zauwazy¢, ze najlepsze wyniki dla kazdego poziomu przydzielenia od-
biorcéw do rozwiazania uzyskano za pomoca algorytmu k-bMCH. Algorytmem,
ktory wygenerowal najgorsze wyniki, jest algorytm k-MSP. Jakos¢ dolnego ogra-
niczenia wygenerowana przez pozostale 2 algorytmy zalezy od liczby odbiorcéw
nalezacych do rozwiazania. I tak, dla poziomu 25% i 50% lepsze wyniki uzysku-
jemy dzigki procedurze k-MPP, natomiast jesli do rozwiazania przydzielonych
zostalo 75% odbiorcow, to lepsze wyniki daje algorytm k-2MCH.

Analizujac zaprezentowane wyniki, mozna zauwazy¢, ze algorytm stuzacy do
rozwiazywania relaksacji k-bMCH jest algorytmem przyblizonym i w 6 przypad-
kach uzyskane rozwiazanie relaksacji przekracza optymalne rozwiazanie problemu
wyjéciowego (w tabeli zaznaczono to wytluszczong czcionka). Najczescie) sytuacja
ta ma miejsce, gdy do blokéw podzialu przyporzadkowanych jest tylko 25%
odbiorcow. Z pewnoscia wynika to z tego, ze analizowany algorytm wyznaczania
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Tabela 1. Wyniki testow dolnych ograniczenn VRPPP dla podzialu wedlug gornego ograniczenia

25% 50% 5%

e |Tnee (s el 8 g e lE]8]a]e]E]E
212132312181 3|2|2|3| 3

= =~ = = = = = = = = = =

E-n22-k4 375" 203 318 | 216 349| 243| 335 2067 356( 312| 343 357 | 384
E-n23-k3 569* 283 484 | 317 569 | 317| 489 376 569 | 419| 489 497 569
E-n30-k3 534* 232 388 291 507 322| 419] 391 506 380 423 399 478
E-n33-k4 835* 615| 727} 639 807 | 733 763 | 765 807 779 779 799 816
E-n51-k5 521* 186 459 225 508 ( 284 | 462] 331 508 | 388 | 4006 449 508
E-n76-k10 830* 424 703 ( 438 792 575| 716 657 825 706 | 741 759 825
E-n76-k14 1021* 644 | 816 | 667 931 750 879 816 970 | 9081 917 972 | 1010
E-n76-k7 682* 2651 579 313 692 | 416 594 | 485 683 | 552 597 613 083
E-n76-k8 735 221 634 256 087 416 672 427 692 589 | 698 702 705
E-n101-k8 817 278 | 712 320 754 455 726 477 767 | 680 757 082 782
E-n101-k14 1071 3521 812| 410 882 | 568 | 876( 798 943 723 | 890 912 987
F-nd45-k4 724* 233 | 491 281 770 367| 520| 416 700 417 526 390 0632
F-n72-k4 237* 117] 195 131 252 148 195] 153 230 185 198 193 220
F-n135-k7 1162* 696 | 80S5| 760 | 1003 | 887 | 856 906| 1006 893 | 981 | 1004 1041
M-n101-k10 820* 5791 679 601 810 659 717 | 689 813 717 719 718 754
M-n121-k7 1034+ 736 662 799 1001 | 805| 687 | 802 9391 772 { 890 909 964
M-n151-k12 1053 745 7011 832 9841 795| 802 | 976| 1012] 826 834 ] 1003} 1037

* rozwiazanie optymalne zadania

Zrédlo: opracowanie wlasne na podstawie eksperymentéw.

rozwiazania k-bMCH dziata w dwoch etapach. W pierwszej czgsci dla wierzchol-
kow nalezacych do blokow podzialu wyznaczamy rozwiazanie relaksacji £-2MCH,
korzystajac z algorytmu dokladnego [Miller, Pekny 1994, s. 68-81]. Nastepnie do
wyznaczonych cykli za pomoca heurystycznej procedury sukcesywnego dolaczania
sa dodawane pozostate wierzchotki. Im mniej wierzchotkdow jest wykorzystanych
w pierwszej, dokladnej fazie algorytmu, tym wiecej wierzchotkdw zostaje dotaczo-
nych do rozwiazania w drugiej, przyblizonej fazie procedury — co oczywiscie ma
wplyw na jako$¢ generowanego rozwiazania. Wniosek ten potwierdza rowniez
spostrzezenie, ze w niektorych przypadkach (np. F-n45-k4) rozwiazania relaksacji
maleja przy zwigkszajacej si¢ liczbie wierzcholkow przydzielonych do blokow
podziatu. Sytuacja taka, w przypadku algorytmu dokladnego, nie moglaby mie¢
miejsca.

Powyzsze problemy, mimo ze mamy do czynienia rowniez z procedur przy-
blizona, nie wystepuja w przypadku algorytmu rozwiazywania k-MPP. Rozwigza-
nie relaksacji nie przekracza rozwigzania optymalnego problemu wyjsciowego, po-
nadto nie obserwuje si¢ spadku wagi rozwiazania relaksacji przy wzroscie liczby
wierzchotkow przypisanych do blokéw podziatu.

W tabeli 2 wyniki te przedstawiono jako $redni stosunek wagi rozwiazania
relaksacji do wagi rozwiazania optymalnego dla kazdego algorytmu wyznaczania
dolnego ograniczenia.
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Tabela 2. Wyniki testow dolnych ograniczeri VRPPP dla podzialu wedlug gormego ograniczenia

, Przydzielni odbiorcy k-MSP |  k-MPP k-2MCH k-bMCH
[% liczby miast w problemie]
25% 0,533 0,795 0,586 0,951
50% 0,673 0,827 0,736 0,957
75% 0,803 0,847 0,856 0,943
$rednio 0,669 0,823 0,726 0,950

Zrédlo: opracowanie wiasne na podstawie eksperymentéw.

Wartos$ci zaprezentowane w tab. 2 naleza do przedzialu od zera do 1. Im bliz-
sze sg 1, tym bardziej trafne jest ograniczenie. Jak wida¢, najlepsze rezultaty osiag-
nigto przy wykorzystaniu algorytmu k-bMCH. Nalezy jednak przypomnieé, ze al-
gorytm ten generuje wyniki przyblizone 1 w prawie 1/3 przypadkéw wygenerowat
dolne ograniczenie, ktérego wartos¢ przekraczala optymalne rozwiazanie zadania.
Zastosowanie proponowanych sposobow wyznaczania dolnego ograniczenia VRP
dla podzialu czgsciowego charakteryzuje sie, szczegdlnie w poczatkowej fazie two-
rzenia podziatu, duza trafnoscia.
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LOWER BOUND FOR SET PARTITIONING FORMULATIONS
IN YEHICLE ROUTING PROBLEM

Summary

The lower bound plays a very important role in the solution of combinatorial optimization prob-
lems. In the case of usage of heuristic methods, knowledge about lower bound enables the estimation
of the quality of achieved solutions. However, in the case of exact methods, particulary in the case of
branch and bound methods, the usage of lower bound for the solution subset is one of the algorithms
for the solution determination. In this paper we propose a method for finding lower bound for set
partitioning formulations of vehicle routing problem.
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