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1. Wstep

Porzadki stochastyczne maja szeroki wachlarz zastosowan w probabilistyce,
statystyce ekonomii i wszg¢dzie tam, gdzie podjecie decyzji nastgpuje w warunkach
niepewnos$ci. Podejmowanie decyzji w praktyce najczesciej sprowadza si¢ do wy-
boru losowego wariantu decyzyjnego, ktory jest zwiazany z uporzadkowaniem roz-
patrywanych losowych zmiennych decyzyjnych. Klasycznym przykladem dzie-
dziny ekonomii, gdzie w warunkach niepewnosci podejmujemy decyzje, sa finanse.
Dotyczy to zwlaszcza graczy na gieldzie, ktorzy, podejmujac decyzje o wyborze
akcji badz portfela akcji ryzykownych, wybieraja pewna zmienng losowa. Konsek-
wencje swojego wyboru moga poznac dopiero po pewnym czasie. Finanse w duzej
mierze przyczynily si¢ do rozwoju teorii szeroko rozumianych porzadkow stocha-
stycznych.

W literaturze nie istnieje jedna obiektywna i niezawodna reguta porzadkowa-
nia zbioru zmiennych losowych, ktéra wskazywalaby najlepszy wariant losowy
niezaleznie od preferencji decydenta. Mozna zatem znalez¢ wiele definicji wpro-
wadzajacych porzadek w zbiorze zmiennych losowych. H. Markowitz (1952) za-
proponowal tzw. model srednia—wariancja (M-V) do poréwnywania zmiennych lo-
sowych. Jest to dos¢ szybka metoda poréwnywania zmiennych losowych, jednak
pozostawia dos¢ spory podzbior zmiennych nieporownywalnych, gdyz nie jest to
porzadek pelny. Od konca lat szes¢dziesiatych, kiedy Russel 1 Hadar oraz Hanoch i
Levy zdefiniowali dominacje stochastyczne, dynamicznie rozwinela sie teoria
zwigzana z tymi dominacjami. Dominacje stochastyczne sa szeroko stosowane w
praktyce, bowiem istnieje wspolzaleznos¢ pomigdzy wyborem wariantu decyzyj-
nego ze wzgledu na jego wyzsza od innych wariantow oczekiwana uzytecznos¢ a
wyborem zgodnie z dominacjami stochastycznymi.

Wspomniane porzadki dotyczyly porownywania jednowymiarowych zmien-
nych losowych. Problem porzadku w zbiorach zmiennych wielowymiarowych jest
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juz zagadnieniem znacznie bardziej skomplikowanym. W pracach z zakresu wielo-
atrybutowego podejmowania decyzji czynione jest zalozenie o niezaleznosci po-
szczegblnych skladowych wektorow losowych. Rozpatrywanie porzadkow w sensie
dominacji przy braku zalozenia o niezaleznosci opiera si¢ na zaawansowanych
metodach probabilistycznych.

Celem badan jest analiza zmiennych dwuwymiarowych ze wzgledu na wpro-
wadzone relacje porzadkujace oraz ich zwiazek z porzadkami dla rozkladow
brzegowych tych zmiennych.

2. Porzadki dla zmiennych jednowymiarowych

W calym wywodzie zakladamy, ze £,77: QQ — R sa zmiennymi losowymi okres-
lonymi na przestrzeni probabilistycznej (€2, 4,P) o dystrybuantach odpowiednio
F,G.

H. Markowitz (1952) zaproponowat tzw. model $rednia—wariancja do poréw-
nywania zmiennych losowych. Czesto wykorzystuje si¢ go w praktyce, jesli
istnieja skonczone momenty, ktére mozna latwo wyliczy¢ z proby. Wedlug tej
teorii méwimy, ze £ dominuje nad 77 (piszemy & mvn), jesli zachodza warunki:

EE2EniVarE <Varn.

Teori¢ dominacji stochastycznych zapoczatkowali Russel i Hadar (1969) oraz
Hanoch i H. Levy (1969). Wedtug tej koncepcji zmienna £ dominuje zmienng 7
(w sensie dominacji stochastycznych rzedu pierwszego), jesli zachodzi zwigzek:

)
E-n <£> [‘V’F(x)SG(x) A 3 F(x)<G(x)j.
XeR xeR
Zdefiniowana powyzej relacja nie jest spdjna, co oznacza, ze wprowadza porzadek
w zbiorze zmiennych losowych, ale nie jest to pelny porzadek. Wobec tego istnieja
takie zmienne losowe, ktorych nie mozemy z sobg poréwnac i stwierdzi¢ istnienia

miedzy nimi relacji dominacji.
Zmienne takie badane s3 ze wzgledu na dominacje wyzszych rzedow. Sposob
definiowania dominacji stochastycznej dowolnego rzedu przedstawiony jest ponizej:
Dominacja stochastyczng rzgdu 4 nazywamy relacjg:

Exuy 7 é (VF(“(x)SG(")(x) A E]F(k)(x)<G“‘)(x)),

x€R xeR

gdzie: F(x):= F(x),

F®(x):= j F*Y(3)dy, keN, xeR.
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G (x) = G(x),
GW(x):= [G4V(y)dy, keN, xeR.

-0

Powyzsze funkcje sa dobrze zdefiniowane, jezeli
ElE " <40 i Ef” <+,
Migdzy dominacjami stochastycznymi istnieje zwiazek:
Exuy = Expy

Oznacza to, ze istnieja zmienne losowe, ktére sa poréwnywalne w sensie dominacji
stochastycznej rzedu k, lecz dominacje rzegddw nizszych nie s3 w stanie wskazac
porzadku migdzy tymi zmiennymi losowymi. Jednakze niezaleznie od tego, jak
wysoki wezmiemy stopien dominacji, nigdy nie osiagniemy pelnego porzadku.

Ze wzgledu na pewne szczegdlne wilasnosci, w ekonomii najczgsciej stosuje
sie¢ dominacje pierwszego, drugiego i trzeciego rzedu.

Jednym z altematywnych podejs¢ w odniesieniu do dominacji stochastycznych
jest podejscie kwantylowe, ktore przypomina w swojej idei konstrukcje dominacji
stochastycznych. Dominacje kwantylowe bywaja réwniez nazywane dominacjami
dualnymi lub odwrotnymi (por. [Ogryczak, Ruszczynski 2002, s. 611-680]).

Moéwimy, ze zmienna losowa & dominuje w sensie kwantylowej dominacji stop-

nia pierwszego zmienna 7 (piszemy & >-(‘l') 1), jesli

Y F(p)2G(p),

pe(0.1)
gdzie: F~':(0;1) > R dana jest wzorem F™'(p) =inf{x € R; F(x) > p}.
Wartos¢ funkeji F~'(p) nazywamy kwantylem rzgdu p zmienne;j &
Analogicznie definiujemy funkcj¢ G dla zmienne;j 7.
Latwo wykazuje si¢ réwnowaznosé dominacji stochastycznych i kwantylo-
wych rzedu pierwszego, czyli &>y <& > 7.
Dominacje kwantylowe wyzszych rzedéw definiujemy w nastepujacy sposob:

F'(p)=F'(p) oraz G;'(p) =G '(p),
F'(p):= [F\(q)dq podobnie G;'(p) = [G}(q)dq.

Formalna definicja dominacji kwantylowych stopnia £ jest nastepujaca:

E-mn o VYV F'®26(p)i T F'(H>G'(p.

pe(0;1) p‘e(O;l)
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Kwantylowa dominacja stopnia drugiego rowniez, jak to jest w przypadku
stopnia pierwszego, jest rownowazna dominacji stochastycznej stopnia drugiego.
Jednak zalemosci tego typu nie zachodza pomiedzy dominacjami kwantylowymi
1 stochastycznymi stopnia trzeciego i wyzszych. Man-Chung Ny [2000, s. 870-593])
umniescit w swojej pracy przyklady numeryczne obalajace prawdziwos¢ tezy Levy’ego
[1992, 5. 552-593] o r6wnowaznosci dominacji stochastycznych i kwantylowych,

C. Wrather 1 P.L.. Yu [1982, s. 315-334] zaproponowali w swojej pracy cieka-
wa koncepcje¢ porownywania zyskow losowych, czyli tzw. dominacje probabili-
styczne — porownywanie zmiennych losowych wedhig prawdopodobienstwa przy-
jecia przez nie odpowiednich wartosci. Formalna definicja jest nastgpujaca:

Moéwimy, ze zmienna & dominuje zmienng 77 z prawdopodobienstwem S, jesli
prawdopodobienstwo przyjecia przez zmienna & wartosci wigkszych niz zmienna 7
wynosi 3 (piszemy ¢ >, 7). Zaktadamy przy tym, ze £ 0.5.

3. Dwuwymiarowe zmienne losowe

Niniejsza czg$¢ artykulu zawiera definicje porzadkow miedzy dwuwymiaro-
wymi zmiennymi losowymi. Jednak zanim przejdziemy do definiowania relacji
porzadku, przypomnijmy podstawowe wiasnosci o dwuwymiarowych zmiennych
losowych:

Zaloézmy, ze X;, X, to zmienne losowe okreslone na przestrzeniach probabili-
stycznych (£2,, Ay, P,) oraz (£2,, A5, P,).

Par¢ X = (X}, X2) nazywamy dwuwymiarowa zmienng losowa (dwuwymiaro-
wym wektorem losowym), a X7, X jej wspotrzednymi.

Dystrybuanta dwuwymiarowej zmiennej losowej nazywamy funkcje F : R — R
dang wzorem:

F(x)=P(X, <x,X, sz), dla x =(xl,x2)eR2.

Rozwazmy jednowymiarowa zmienna losowa, ktéra jest pewnga funkcja zmien-
nych losowych X;, X;. Wartoscia przecigtng zmiennej Z = g(X,, X) (o ile istnieje)
jest liczba okreslona wzorem:

o dla zmiennej (X = X, X;) typu ciaglego:

E[Z]= ?g(x, ,%,) f(x,, %, )dx,dx,
¢ dla zmiennej (X' = X;, X;) typu skokowego:
E(Z]= sz:g(xl,-,xzk)p,-k :
Momentem zwyklym mieszanym rzedu r+s dwuwymiarowej zmiennej loso-

wej X nazywamy warto$¢ przecigtna (o ile istnieje) iloczynu zmiennych losowych
X,"X,’ 1oznaczamy ja przez:
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a, = E[x x| dia r,s€ N,.

Momentem centralnym mieszanym rzg¢du »+x dwuwymiarowej zmiennej loso-
wej X nazywamy liczbe obliczang z wzoru:

1, = E|(X, - EX,Y (X, - EX,)"| dla r,s € N,.

Porzadki stochastyczne dla zmiennych dwuwymiarowych. Rozwazmy dwu-
wymiarowe zmienne losowe X, Y. Dos¢ powszechnym opisem nieréwnosci pro-
babilistycznej jest:

P(Xe A <PYeAd), AcA,

gdzie A jest pewna rodzing zdarzen (zbioréw).
Dla danej klasy zbioréw A istnieje taka klasa funkcji # odzworowujacych prze-
strzen R’ w R, ze powyzsza nieréwnos¢ jest réwnowazna:

EW(X)<EWY), heH.

Oczywiscie rozwazamy tylko takie funkcje, dla ktérych wartosci oczekiwane
istnieja.

Moéwimy, ze funkcja h:R* — R jest rosnaca (malejaca), jesli dla kazdych
x=(x,%), Y=, »,)€R’ takich, ze x<y(tzn. X, £y, X, £¥,), zachodzi
h(x) < (2)A(y). Méwimy, ze zbidr 4 < R jest rosnacy (malejacy), jesli funkcja cha-
rakterystyczna zbioru A4 jest rosnaca (malejaca). Prezentowana koncepcja domina-
cji zostala przedstawiona w pracy [Bergmann 1991].

Jesli H jest klasa wszystkich rosnacych funkcji, a A jest rodzing wszystkich
rosnacych zbiordw, to powyzsze nieréwnosci sa rownowazne. Mowimy wtedy, ze X
jest stochastycznie mniejsze od Y (piszemy X <; Y), jesli odpowiednia nieréwnos$¢
zachodzi dla rozpatrywanej klasy zbioréw lub funkcji.

Odpowiednio modyfikujac 4 lub H, otrzymujemy inne ciekawe porzadki miedzy
zmiennymi losowymi, wykorzystujac zdefiniowane na poczatku nieréwnosci. Po-
nizej przedstawimy definicje kilku otrzymanych w ten sposéb porzadkow.

o Jesli A jest klasg zbioréw wypuklych i symetrycznych, to otrzymujemy tzw.
porzadek ze wzgledu na wypuklosé i symetrycznosé (piszemy X <cs Y). Jest to
rownowazne klasie wszystkich funkcji quasi-wklgsiych i symetrycznych.

e Jesh A jest rodzing wszystkich rosnacych i wypuktych zbiordw, to otrzymuje-
my tzw. porzadek ze wzgledu na wypukle i rosnace zbiory (piszemy X <, Y).
Odpowiada to klasie funkcji quasi-wklestych, rosnacych.

e Post¢pujac analogicznie, otrzymujemy tzw. porzadek ze wzgledu na wkleste i
rosnace zbiory (X <¢p Y).

Dwuwymiarowy model Srednia-wariancja. Rozwazmy dwuwymiarowe zmien-
ne losowe X, Y, dla ktérych istnieje skonczony moment zwykly rzedu 1+1 oraz
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centralny mieszany rzedu 2+2. Wprowadzmy relacje miedzy tymi zmiennymi danga
wzorem:

X>Y o o) 24q)i Hay S .
Przyklad 1

Sprawdzmy, czy zachodzi powyzsza relacja pomigdzy zmiennymi losowymi X, Y
o rozkladzie danym w ponizszych tabelkach:

Xy Vi
1 4 2 3
B 0,1 0,2 I 0,3 0,4
g 0,2 0,5 Yai 4 0,2 0,1

Momenty zwykle i centralne wystepujace w definicji relacji maja wartosci:

a) =84 = a =46,
pE=04113 < ul,=04725.

Wobec czego X > Y.

Jesli moment zwykly rzedu 1+1 dwuwymiarowej zmiennej losowej potraktu-
jemy jako odpowiednik wartosci oczekiwanej, a moment centralny rz¢du 2+2 jako
wariancje, to zdefiniowana relacje dominacji mozemy traktowac jak relacje po-
rzadku w sensie M-V,

Powstaje pytanie, czy jesli zachodzi relacja M-V miedzy dwuwymiarowymi
zmiennymi losowymi, to zachodzi réwniez taka relacja pomigdzy odpowiednimi
rozkladami brzegowymi tych zmiennych. Policzmy wartosci oczekiwane i warian-
cje poszczegdlnych wspdtrzednych zmiennych z powyzszego przykladu.

EX,=a)y =31 > EY =a=25;
VarX, = 3y =189 > VarY = p), =0,25;
EX,=a} =27 =2 EY,=af=19;
VarX, = ug = 0,21

IA

VarY, = py, = 1,89

Z tego przykladu wnioskujemy, ze wystgpowanie dominacji rednia — wariacja
w przypadku dwuwymiarowych zmiennych losowych nie zapewnia nam dominacji
M-V rozkladéw brzegowych poszczegdlnych sktadowych wektora.

Dominacje stochastyczne pomi¢dzy dwuwymiarowymi zmiennymi losowy-
mi. Ponizsze rozwazania stanowig uogolnienie koncepcji dominacji stochastyczne;j
dla zmiennych dwuwymiarowych. Rozwazmy relacje

X>Y o Y F(X)<GX),

gdzie: F, G — dystrybuanty odpowiednio zmiennej X'i Y.
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Jesli miedzy zmiennymi losowymi zachodzi powyzsza relacja, to méwimy,
ze zmienna losowa X dominuje zmienna losowa Y (w sensie dominacji stocha-
styczne;j).

Przykiad 2
Przesledzmy zmienne dwuwymiarowe X i Y o ponizszym rozkladzie prawdo-
podobienstwa.

Xk Y
I 3 0 2
N 1 0,2 0,1 N 0 0,2 0,3
li 4 0,2 0,5 Y 0,3 0,2

W tabelce przedstawiono wartosci dystrybuant tych zmiennych losowych w
odpowiednich punktach masy kazdej ze zmiennych.

x G(x) F(x)
(0,0) 0,2 > 0
(0,2) 0,5 > 0
3,0) 0,5 > 0
3,2) 1 > 0,2
(1,1) 0,2 = 0,2
(1,3) 0,5 > 0,3
@,1) 0,5 > 0,4
(4,3) 1 = I

Na podstawie zachowania nieréwnosci pomiedzy wartosciami dystrybuant
mozemy wywnioskowacé, ze X »Y.

W dalszej kolejnosci pokazemy, ze zdefiniowana na poczatku rozdziatu relacja
jest czgSciowym porzadkiem w zbiorze dwuwymiarowych zmiennych losowych.
Zwrotnos¢ jest oczywista, natomiast antysymetri¢ bardzo tatwo mozna sprawdzié:

Niech zmienne losowe X = (X, X,),Y =(¥,,Y,) bedatakie, ze X > Yoraz X > Y,
coznaczy,ze V F(x)<G(x) i Y G(x) < F(x).

xeR? xeR?
Relacja ,,<” jest porzadkiem w zbiorze liczb rzeczywistych, wiec mamy:
W/ F(x) = G(x) co daje, ze zmienna X oraz Y sa rowne.
xeR?

Okreslona relacja > jest przechodnia. Niech zmienne losowe X, Y, Z maja roz-
klady zadane przez funkcje dystrybuanty F, G, H. Zal6zmy, ze zachodza miedzy
nimi relacje X »Y i X >Z. Czyli Y/ F(x)<G(x) i Y/ G(x) < H(x). Ponownie z

xeR? xeR}
faktu, ze relacja < jest porzadkiem w zbiorze liczb rzeczywistych, otrzymujemy
V F(x) < G(x). Ostatecznie X Y.

s
xeR;
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Podobnie jak w przypadku jednowymiarowych zmiennych losowych, relacja
zdefiniowana powyzej nie porzadkuje dobrze zbioru dwuwymiarowych zmiennych
losowych, bowiem > nie jest relacja spojna, a zatem nie wszystkie zmienne losowe
sg porownywalne.

Ponizszy przyklad ilustruje dwie dwuwymiarowe zmienne losowe, ktorych nie
mozemy poréwnac ze soba ze wzgledu na relacje >:

Przyklad 3
Rozklady zmiennej X z dystrybuantg F i zmiennej Y z dystrybuanta G przedsta-
wiaja ponizsze tabelki:

Xok Yau
1 3 2 4
X, 0,2 0,1 ¥, 2 0,3 0,1
4 0,2 0,5 4 0,1 0,5

Zauwazmy, ze:
FAD)=P(X, <L X,<1)=02>0=P(Y, £1,Y, <1) = G(1,),
F(22)=P(X,<2,X,<2)=0,2<03=P(Y, £2,Y, £2)=G(2,2).

Zaréwno zmienna Y nie dominuje w sensie dominacji stochastycznej zmiennej
X, jak 1 odwrotnie.

Olkreslona relacja dominacji ma szczegdlng wlasnosc, ktora mowi, ze jesli pew-
na zmienna dwuwymiarowa X = (X;, X;) dominuje zmienna Y = (Y, 1,), to po-
mi¢dzy odpowiednimi skladowymi zachodzi dominacja stochastyczna rzedu
pierwszego, czyli prawdziwa jest nastepujaca implikacja:

X>Y:>.X'l >Y| i X2>Y2.

Symbol > zawarty pomiedzy poszczegolnymi wspolrzednymi zmiennych Xi Y ro-
zumiany jest jako relacja dominacji stochastycznej rzedu pierwszego dla zmien-
nych jednowymiarowych.

Wlasnos$¢ zostanie wykazana dla przypadku rozkladéw dyskretnych. Zalézmy,
ze X, Y przyjmuja przeliczalnie wiele wartosci z prawdopodobienstwami

Du = P(X, =x,, X, = x,), q; = P(Yj :xlj’YI =X,).

Z zalozenia, ze X >Y mamy:

YV F(x)<G(x)
X=(x;,X,)

YV OPX, <$x,X, <x)<P(Y, £x,,%, <x,),
x=(x.%)

V o XPus X4

x=(x.5) xSy VYEL]
RTEE V2S5,
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Dystrybuanty brzegowe rozkladéw jednowymiarowych zmiennych losowych X, Y,
dane sa nastepujacym wzorem:

F'l(x1)= ZP,-. = Z ZP,-/‘ , X ER+,

X; <X, RES A 4
G (x) = ZQI. = Z qul , X, €R,.
NSy nisn |

Z okreslenia x, := max{sup Xy;,SUp yz,} oraz x, € R, mamy
k 1

Z Zp,-,,ﬁ Z ij/

X1;SX; X2y SXa Y1;SH yy Sy

ZP.& qul
[ !

Stad Fi(x,) <G, (x)), V .

X €R,

Postepujac analogicznie, mozna udowodni¢, ze relacja dominacji réwniez zacho-
dzi ze wzgledu na druga wspolrzedna.

Nasuwa si¢ nastepujace pytanie: Czy, jesli zachodzi dominacja stochastyczna mig-
dzy rozkladami brzegowymi dwuwymiarowych zmiennych losowych, to migdzy
tymi zmiennymi tez zachodzi dominacja stochastyczna.

Ponizszy przyklad pokazuje, ze taka wlasnosé nie ma miejsca:

Przyklad 4
Rozwazmy dwuwymiarowe mienne losowe o nast¢pujacych rozktadach

rozktad zmiennej X:

Xok Yo
0 1 0 0,5
0 0,25 0,25 0 0,2 0,35
X W
| 0,25 0,25 1 0,35 0,1

rozktad zmiennej Y:

Badanie znaku pomigdzy poszczegdlnymi wartosciami funkcji dystrybuanty

rozkladow brzegowych pozwala na stwierdzenie, czy zachodzi relacja dominacji.
W tabelkach zestawiono wartosci poszczego6lnych dystrybuant.

x| R G,(x) x | F® G,(x)
0 0,55 > 0,5 0 0,55 > 0,5
0,5 1 > 0,5 | 1 = 1
0 1 = 1
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Pomiegdzy poszczegolnymi wspotrzednymi zmiennych losowych zachodzi do-
minacja stochastyczna rzedu pierwszego: X; >Y; i X; >Y,, jednak zmiennych dwu-
wymiarowych X = (X}, X3) i X= (Y}, Y;) nie mozna porowna¢ w sensie dominacji
stochastycznej, bowiem

F(0;0)=0,2 < 0,25 = G(0;0)

F(0,5:0) = 0,55 > 025 = G(0,5;0) .

4. Zakonczenie

Mimo wielu lat badan i olbrzymiej liczby prac na temat porzadkéw w zbiorze
zmiennych losowych, nie istnieje obiektywna regula decyzyjna, ktora wskazywa-
laby najlepszy wariant losowy. Nie znaleziono relacji, ktéra bylaby porzadkiem
1 opowiadalaby intuicji optymalnosci. Zdefiniowane w literaturze relacje dominacji
sa tylko czgsciowym porzadkiem i kryteria decyzyjne oparte na takich relacjach nie
we wszystkich sytuacjach s rozstrzygajace. Zatem problem okreslenia obiektyw-
nej reguly decyzyjnej dotyczacej zmiennych losowych jest w dalszym ciagu prob-
lemem otwartym.
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Summary

After the publication of the stochastic ordering research efforts have been made directed wards to
generalizing these rules to multivariate case.

In this paper we describe stochastic orderings, especially model of mean — variance and stochastic
dominance — the one-attribute case. In the next step, we generalize these results to two-attribute cases.
We define moments for bivariate random variable and describe analogous to mean-variance orders.
We define stochastic dominance rules for marginalizations, later we define bivariate stochastic orde-
ring, especially in the context of probability inequalities.
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