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1. Model statystyczny

Zalézmy, ze interesuje nas zalezno$¢ migdzy pewnymi dwiema cechami nie-
mierzalnymi X i Y. Symbole n;,n;,n;,n, p;, p;,p;, gdzie i, j=12 oznaczaja
odpowiednie liczebnosci i czgstosci dwuwymiarowej tablicy kontyngencyjnej za-
obserwowane w probie (tab. 11 2).

Tabela 1 Tabela 2
X r n; X Y pi
ba| Y2 )il Y2
X1 n ny n, X\ Pu y4v) Di.
X2 )] na ny, X2 P2 D2 D2
n; n, n, n P pi P2 1

Czgstosci w populacji generalnej oznaczamy symbolami p, p; , p;. Tworza one

tablice kontyngencyjna dwuwymiarows (tab. 3).

Tabela 3
Y
X i
Y1 Y2 1
Xy P P12 P
X2 P2 P2 P
9. P P2 1

Liczba p; oznacza prawdopodobienstwo zdarzenia polegajacego na tym, ze
losowo wybrany z populacji generalnej element nalezy do i-tej klasy ze wzglgdu na
ceche X i do j-tej klasy ze wzgledu na cechg Y. Dlatego tez liczby zawarte
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w tab. 3 bedziemy zwykle nazywali prawdopodobienstwami, czgstosci zas w pro-
bie p;;— po prostu czgstosciami.

Rozwazania teoretyczne oparte sa na zalozeniu losowania niezaleznego. Zatem
licznos¢ populacji generalnej nie wplywa na sformutowane wnioski. Dlatego tez
nie czynimy zadnego zaloZenia na temat licznosci populacji generalnej (moze by¢
ona przede wszystkim nieskoniczona).

Dalsza czgs¢ opracowania dotyczy¢ bedzie niektérych, sposrod znanych w lite-
raturze, miernikow wspoélzaleznosci dla tablic kontyngencyjnych 2x2 ([2; 3; 4]),
przy czym mierniki obliczone w probie oznaczymy symbolami z daszkiem
(ogdlnie w), a odpowiednim miernikom w populacji generalnej przyporzadkujemy
te same litery bez daszkéw (w).

Zgodnie z przedstawionymi zatozeniami, prawdopodobienistwa p;, p;, p;oraz

wskazniki w sa wielkosciami stalymi, charakterystykami liczbowymi rozktadu.
Natomiast zaobserwowane w probie liczebnosci n;;, czgstosci p;; oraz wskazniki w
sa zmiennymi losowymi. W innej probie o tej samej licznosci (o ile wylosowanie
takiej probki byloby mozliwe i celowe) moglyby przyjac¢ inne wartosci. Nie jest
losowg liczno$é n.

2. Estymacja punktowa

Podstawowym problemem, na jaki natrafia badacz wnioskujacy na podstawie
proby o zaleznosci dwoch cech jakosciowych w populacji generalnej, jest mozli-
wos$¢ oceny stopnia tej zaleznosci. Nasze rozwazania rozpoczniemy zatem od naj-
prostszego sposobu takiej oceny, jakim jest estymacja punktowa, polegajaca ogol-
nie na ocenie parametru populacji generalnej za pomocg pewnej funkcji wynikoéw
z préby, czyli pewnego estymatora.

Najbardziej uniwersalna metoda poszukiwania dobrych estymatoréw jest meto-
da najwigkszej wiarygodnosci. Nie wnikajac w teori¢ zwiazang z ta metoda, zasto-
sujemy dwa znane w literaturze statystycznej fakty.

Estymatorem najwigkszej wiarygodnosci prawdopodobiefistwa p; jest odpo-
wiednia czestosé z probki.

py="L. (1)

Poza tym skorzystamy z twierdzenia gloszacego, ze estymatorem najwigkszej
wiarygodnosci funkcji parametréow populacji generalnej jest taka sama funkcja
estymatoréw najwigkszej wiarygodnosci tych parametrow, o ile funkcja ta jest
rozniczkowalna. Poniewaz wskaznik w z proby jest taka sama funkcja czgstosci pj;
jak odpowiedni wskaznik w populacji generalnej

w= f(pi1s Pia> Pa1s P22)s (2)
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w= f(pi1s Pra> Pars P ) (3)
wiec W jest estymatorem najwigkszej wiarygodnosci w.

Metoda najwigkszej wiarygodnosci doprowadza do najbardziej ,,naturalnych”
estymatorow miernikéw zaleznosci. Whasnosci tych estymatoréw dla duzych prob
sa nastgpujace:

— sg one asymptotycznie nieobciazone,
— sazgodne,

—~ s asymptotycznie najefektywniejsze,
— maja asympotyczny rozklad normalny.

Sprawa otwarta jest natomiast problem budowy estymatoréw miernikéw zalez-
nosci dla matych prob.

Dodajmy na koniec, ze dla cech jakosciowych zastosowanie popularnej i wy-
godnej metody momentéw do budowy estymatorow si¢ nie stosuje.

3. Ocena obcigzenia wspolczynnikow z proby

W poprzednim punkcie zauwazyliSmy, ze mierniki z proby sa asymptotycznie
nieobcigzonymi estymatorami odpowiednich parametréw w populacji generalne;j.
Innymi stowy, wielko$¢ obciazenia maleje do zera, gdy licznos¢ proby dazy do
nieskoficzonosci. Interesujaca jest wigc kwestia, jak duze jest obcigzenie estyma-
torow dla matych prob.

Mozna czgsciowo odpowiedzie¢ na to pytanie (por. [4]), wykorzystujac rozwi-
nigcia miernikow dla tablic 2x2 w szereg Taylora w otoczeniu punktu

Ho= (s Hys Hes Bg)s “4)
gdzie
Ko SNPas Hy =Py fe = 0P, Mg = NPy, (5)
a
Pa = P> Po=Pizs Pe=Pas Py = Pms (6)
1 podobnie oznaczamy
Pa = P> Po = Pi2s Pe= P21y Py = P- (7)

Rozwinigcie Taylora dla miernika z proby
W= f(Pa> Pys Pe» Pa) (8)
przybiera postac
FPa> Py Per Pa) = (g + g iy + By e+ Ry g + 1y ) =

)
= f(npyy +hy, npyy + by, npyy + b, npyy +hy).



12

Dlatego

W= F@)+ R, + £k, + £k, + £ (k] +
#= LG0T+ S OB + S GOR + £, OB +

10)
+2fu Whahy + 2 foe Wk + FosWh 1y +2 oo (Wb + |
+2 fog Wby +2fy (Whehy +] +Ry.
Zauwazmy, ze dlax, y=a, b, ¢, d
£, £, fry (1) (11)
sa wielkosciami statymi, a
h,=p,— U, (12)
sa zmiennymi losowymi, przy czym
Eh, =E, -}, =, — 1, =0 (13)
oraz
Enhh, =E(p, —u)p,—u,)=cov(p,, p,) (14)
sa kowariancjami par zmiennych losowych p,, p , przede wszystkim za$
Eh}=E(p,—-u,)* =varp,. (15)
Na mocy definicji
var p, = P4 7P0) (16)
n
COV(p,,py) =222 (7

Biorac zatem pod uwage oczekiwane wartosci obu stron (10), po uwzgled-
nieniu (14) i (15) oraz pominigciu reszty R,, otrzymujemy w przyblizeniu

Ew-f(p)=
~[faWER, + fy(WER, + f.(WER, + fy(WER; | +
+ o[BG, = 1 + B, - ) + LW ECp ) +

+ fuWEp, = 1) +2 £, WE(P, — 1 )Py = ) + 2 £ (WE(D, — 1, )P, — ) +
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+2 fos WEP, = Ha)(Py =~ g) + 2 foe WE(P, —Wp)(P —) +
+2fraWEP, ~1,)(Pg ~ W)+ 2fa WEP ~1 )Py —1)] . (18)
Poniewaz f(p)=w, wigc lewa strona (18) jest obciazeniem estymatora w.
Zatem podstawiajac po prawej stronie (18) w miejsce f,, f;y pierwsze i drugie
pochodne rozwazanych wspoélczynnikéw, otrzymujemy przyblizone wzory na ich
obciazenie.
Obciazenie wspolczynnika Q-Yule’a danego wzorem
0= PaPd = PpPc
PaPa t PpPc
obliczymy, podstawiajac do wzoru (18) pierwsze i drugie pochodne funkcji f(Q)
wzgledem p,, p,, p., py, gdzie np.

(19)

__ 2pp.pa « __ —4pyp.pi f7 = 2PePa(PaPu = PsPo)
CPapatPep) T T (Papat o)’ T (PaPa t PyP.)

. (20)
Po wykonaniu serii przeksztalcen otrzymamy

A 1 5
EQ-Q= {—4p p.pap.(1-p,)+
2(papd+pbpc)3n b a

+4p,p2papy(1=Ppy)+4p,Papap. (1= p.)=4p2pyp.ps(1—py)+
~4P,PsPcPa(PaPa— PoPc) —4PaPsPcPi(PaPa = PpP)+
+4p,PyPcPa(PaPy = PoPc)+4PuPpPcPa(PaPy — PoP) =
=4p,PyPcPa(PaPy— PoPc) = 4PaPoPcPaPaPd — PorPc) =
—4p,PyPcPa(PoPa— PsPc)~3P,PyPcPu(PaPu — PyPc) =
_2P.PyPPs(—Pat Py + P~ Pa) 21
n(papa+ PpP.) '

W podobny spos6b mozna obliczy¢ obciazenie innych wspotczynnikow zalez-
nosci dla tablic czteropolowych. Podajmy efekty obliczen dla miernikéw: W, R, R,
D*, R, zdefiniowanych nastepujaco ([2; 3; 4]):

W= (011 + Pr) =Py +p2|),

n

(22)

R =PuPxn

, (23)
Pr12P7)
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PPy
L, =1n—1==
® P20 (24)
P Piz
D* = - ,
PiutPy PitpPxn (25)
R = P (P, + pzz)' (26)
PP+ P21)
Dlatego
EW -W =0, (27)
ER-R~_ L [PuPy PaPs) 28
nPchL Dy Pc
A 1 1 1 1 1
2n{ p. Py Pc Pa

Eﬁ*_D*zL{&(—pa+pc)+%(4—l7b—3pd)}’ (30)

2"’ (pa _pc)3 (pb + pd)3
ER R ~——Pe (p.p,p.— P2p* = PuPyPoPa—20sP Py +
2np, (p, + p.) (31)

+2p,PPa + 205 PyPy)-

Wystepujaca w mianownikach wzoréw na obciazenie wartos¢ n wskazuje, ze
oceny obcigzen zaprezentowanych wspotczynnikéw daza do zera, gdy n rosnie nie-
ograniczenie.

Do ilustracji dokladnosci oszacowan tych obciazen wybraliSmy miernik
O-Yule’a. W tabeli 4 dla trzech uktadéw prawdopodobienstw p,, p,, p., p, oraz

n = 10, 15, 20, 30, 40, 60, 80, 100 zestawiono wartosci Q, EQ obciazenie
~

BQ: EQ—Q , ocene tego obciazenia BQ oraz jej stosunek do faktycznej wiel-
kosci obciazenia

g =—%-100%. (32)
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Tabela 4. Dokladnos¢ oszacowan obciazenia estymatora wspéiczynnika Q-Yule’a

~
Prawdopo- R X A s _BQ
dobiefistwa n Q EQ BOQ=EQ-Q BO - BO
(9wq59094) (W %)
— 10 0,88235 0,83648 -0,04587 -0,03908 85,2
§ 15 0,88235 0,85454 —0,02781 -0,02605 93,7
i 20 0,88235 0,86209 -0,02026 -0,01954 96,4
= 30 0,88235 0,86904 -0,01331 —-0,01303 97,9
- 40 0,88235 0,87242 —0,00993 -0,00977 98,4
? 60 0,88235 0,87577 —0,00658 -0,00651 98,9
g 80 0,88235 0,87743 -0,00492 -0,00489 99,4
~ 100 - — — — —
g 10 0,55556 0,17734 -0,37822 -0,37811 99,9
=3 15 0,55556 0,20153 —0,35403 —0,25606 72,3
(:O\: 20 0,55556 0,24653 —0,30903 -0,19204 62,1
=3 30 0,55556 0,33061 —0,22495 -0,12803 56,9
g 40 0,55556 0,39144 -0,16412 —0,09602 58,5
=3 60 0,55556 0,46020 -0,09536 -0,06401 67,1
é 80 0,55556 0,49192 -0,06364 -0,04801 75,4
S 100 0,55556 0,50829 —0,04727 -0,03841 81,3
a 10 0,88889 0,57145 -0,31744 —0,18656 58,7
=3 15 0,88889 0,53885 -0,35004 —0,12437 35,5
l}o{ 20 0,88889 0,54885 —0,34004 -0,09328 27,4
S 30 0,88889 0,61412 -0,27477 ~0,06219 22,6
g 40 0,88889 0,68663 -0,20226 -0,04664 23,1
=) 60 0,88889 0,78688 -0,10201 -0,03109 30,5
gg 80 0,88889 0,83401 —0,05488 —-0,02332 42,5
S 100 _ Z _ _ _

Zrodlo: obliczenia wlasne.

Na podstawie wynikéw obliczen zawartych w tab. 4
nastgpujace wnioski:

mozna sformulowacd

— dla rozkladéw symetrycznych, np. (44,959 94) = (0,4; 0,1; 0,1; 0,4), obciazenie
estymatora wspoétczynnika Q-Yule’a jest bardzo male nawet dla matych préb
(np.: n=15, g =93,7%),

— dla asymetrycznych prawdopodobienstw brzegowych obciazenie estymatora

Q nawet dla duzych prob jest wysokie,

— wartos¢ obciazenia maleje w miar¢ wzrostu liczebnosci proby.

4. Uwagi koncowe

W artykule zaprezentowano jako przykiadowa metode oceny obciazenia wspol-
czynnika zaleznosci Q-Yule’a. W sposob podobny mozna to uczyni¢ dla innych
wspolczynnikow zaleznosci w czteropolowych tablicach kontyngencyjnych.
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Problem badania wspoélzaleznosci w czteropolowych tablicach kontyngencyj-
nych jest zlozony, a prace zwigzane m.in. z oceng obciazenia sa w dalszym ciagu
oczekiwane np. przez przedstawicieli nauk ekonomicznych. Autorzy tego opraco-
wania zamierzaja kontynuowa¢ badania z tym zwiazane.

Literatura

[1] Chambers R.L., Sted D.G. (2001), Simple Methods for Ecological Inference in 2x2 Tables,
,,JJournal of the Royal Statistical Society”, A 164, part 1, s. 175-192.

[2] Domanski Cz. (red.) (2001), Metody statystyczne. Teoria i zadania, Wyd. UL, £6dzZ.

[3] Goodman L.A., Kruskal W.M. (1972), Measures of Association for Eross Classification, IV:
Simplification of Asymptotic Variances, ,,Joumnal of the American Statistical Association”, 67,
s. 415-421.

{4] Mosteller F. (1968), Association and Estimation in Contingency Tables, ,,Journal of the American
Statistical Association”, 63, s. 1-28,

[S] Stepien L. (1974), Properties of Interdependence Measures in 2x2 Contingency Tables, ,,Statis-
tics in Transition”, vol. 1, no. 5, s. 703-714.

ESTIMATION OF THE BIAS OF CORRELATION COEFFICIENTS
FOR CONTINGENCY TABLES

Summary

In the article the bias of six chosen correlation measures for 2x2 contingency tables is assessed
with the use of the Taylor expansion. To illustrate obtained results, the estimated bias of the Q-Yule
measure was presented in relation to the sample size and to the distribution of the probabilities of
variables investigated. The results of calculations indicate that the bias of the estimator of the O-Yule
measure is very small for symmetric distributions whereas for asymmetric ones it is large. Values of
the bias decrease together with the increase of the sample size.
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