PRACE NAUKOWE AKADEMII EKONOMICZNE]J] WE WROCLAWIU
Nr 1189 2007
Zastosowania metod ilo§ciowych

Walenty Ostasiewicz

Akademia Ekonomiczna we Wroclawiu

UWAGI HISTORYCZNE O ROZWOJU STATYSTYKI

1. Poczatki statystyki ksi¢ggowo-opisowej

Statystyka jest to ,,rodzona siostra” rachunku prawdopodobienstwa. Poniewaz
,,0boje” pojawili si¢ mniej wigcej w tym samym czasie, a mianowicie ok. roku 1660,
to mozna ich nawet traktowac jako blizniakéw.

Stowo ,,statystyka™ jest pochodzenia wloskiego, wyraz lo stato ozmacza panstwo,
statista za$ meza stanu, polityka. Slowem statystyka okreslono ogdélna wiedzeg o
panstwie.

Juz w roku 1581 G. Ghilini okreslal w Mediolanie statystyke jako wiedze o wszel-
kich przejawach zycia w panstwie, polityce i wojsku (w oryginale: civile politica,
statistica e militare scienza). W takim samym duchu naukg te rozwijano tez na te-
renie niemieckim [Crombie 1994).

Pierwszy udokumentowany wyklad o statystyce wyglosit w jezyku tacinskim pro-
fesor filozofii uniwersytetu w Helmstidt H. Conring (1606-1681) 20 listopada
1660 r. Wszystkie jego wyklady zostaly zas opublikowane przez jego uczniéw
dopiero w 1730 r.

W calej tej pracy, jak to stwierdzil K. Pearson, liczby pojawiaja si¢ tylko jako nu-
mery stron. We wspdlczesnych podrgcznikach statystyki G. Achenwall (1719-1772)
wymieniany jest zwykle jako ten, ktdry po raz pierwszy uzyl slowa statystyka na
okreslenie nauki o panstwie. Prawda jest jednak taka, Ze on tylko jako pierwszy
wyglosit wyklad o statystyce w jezyku niemieckim. Wyklad ten wydany zostal
drukiem w 1749 pt. Abris der neuesten Staatswissenschaft der vornehmsten euro-
pdischen Reiche und Republiken. Achenwall okreslit statystyke jako panstwoznaw-
stwo, ale w dalszym ciagu traktowana ona byla jako wiedza opisowa.

2. Pierwsze proby wnioskowania statystycznego

Nieco inaczej rozumiano i rozwijano statystykg w Anglii. Przede wszystkim
zaczeto tam rejestrowac fakty zycia gospodarczego nie werbalnie, lecz za pomoca
liczb. Liczby za$, jak sie okazalo, moga ,,mowié” co$§ wigcej niz to, co si¢ zareje-
strowalo. Trzeba je tylko do tego odpowiednio zachecic.
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Mozliwos¢ taka zademonstrowali tzw. arytmetycy polityczni. W Angli bowiem,
opisujac wiedzg o panstwie, uzywano nazwy ,arytmetyka polityczna”. Wybitnymi
przedstawicielami takiej arytmetyki byli dwaj przyjaciele J. Graunt (1620-1674)
oraz W, Petty (1623-1667). Wiedzac, ze w 1666 r. sptongto 13 200 domostw, oraz
to, ze stosunek liczby zgonéw w tych gospodarstwach do ogdlne;j liczby zgonow wy-
nosi 1 do 5, W. Petty oszacowal, ze liczba gospodarstw domowych wynosi 66 000.
Poniewaz stosunek liczby pozaréw w roku 1686 do liczby pozardéw z roku 1666 wy-
nosit 4 do 3, tatwo mozna obliczy¢ liczbe gospodarstw domowych w roku 1686 —
wynosila ona 88 000.

W 1662 roku J. Graunt wydat ksigzke pt. Natural and Political Observations Men-
tioned in the Following Index and Made upon the Bills of Mortality, ktéra miata pigé
wydan i znana byla w wielu krajach Europy. Dzigki tej publikacji handlarz J. Graunt
dostapit zaszczytu czlonkostwa w elitemym Krélewskim Towarzystwie Nauko-
wym w Londynie. Kwestionowano to, czy Graunt byt autorem tej wspanialej ksigz-
ki, autorstwo przypisywano jego przyjacielowi W. Pettiemu.

Inna wybitna praca, w ktdrej dokonano wnioskowania na podstawie zebranych
danych, byt obszemy artykut naukowy o dhugim tytule An Estimate of the Degrees
of Mortality of Mankind Drawn from Courions Tables of the Birth and Funerals of
the City of Breslaw with an Attempt to Ascertain the Price of Annuties upon Lives,
opublikowany w 1693 r. przez E. Halleya. W artykule tym znany astronom opra-
cowal po raz pierwszy tablice trwania Zycia. Opracowat je na podstawie danych,
ktére K. Neumann (1648-1715) zebral w dzisiejszym Wroclawiu.

3. Poczatki myslenia probabilistycznego

Metodami uzyskiwania nowej wiedzy na podstawie wiedzy juz posiadanej zaj-
mowano si¢ w starozytnej Gregji. Grecy wyraznie rozrézniali wiedzg¢ pewna, tzn.
taka, o ktérej mozna orzekaé w kategoriach prawdy i falszu, oraz wiedze niepewna,
Wiedze pewna Grecy okre$lali mianem episteme i do uzyskiwania jej stosowali
niezawodne wnioskowanie logiczne. Od stowa episteme pochodzi dzisiejsza nazwa
epistemologia, odnoszaca si¢ do dziahu filozofii dotyczacego poznawania otaczaja-
cej nas rzeczywistosci. Wiedze niepewng Grecy okreslali mianem doksa — oznacza
to mniej wigcej to, co dzi$ nazywamy przypuszczeniem, sadem lub opinia. Platon
pisal, ze w sadach nikomu nie chodzi o prawdg, lecz tylko o przekonanie, a prze-
konuja nas prawdopodobiefistwa, bowiem ludzie karmia si¢ prawdopodobien-
stwem, gdyz jest ono podobne do prawdy. Do oceny pewnej wiedzy naukowej
stuzylo tylko jedno kryterium — kryterium prawdziwosci. Do oceny wiedzy nie-
pewnej Grecy uzywali wielu zblizonych do siebie okreslen (por. [Crombie 1994;
von Furstenberg 1990]). Najbardziej typowe sa nastgpujace: €1x0g (ttumaczone na
jezyk lacinski jako versimile, czyli podobne do prawdy) oraz mooryoopyo (thu-
maczone jako persuasiv, czyli przekonujace).
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Rzymski maz stanu z kolei — Marcus Tullius Cicero (106-43 p.n.e.), thumaczac
dzieta greckiej filozofii na jezyk lacinski, uznal, Ze najbardziej odpowiednim sto-
wem jest stowo probabilis. To wlasnie stowo uzywane jest obecnie do odrdznienia
myslenia logicznego od my$lenia o wiedzy niepewnej, ktora nazywa si¢ my$leniem
probabilistycznym.

W starozytnej Grecji ten sposob myslenia rozwijany byt i powszechnie stoso-
wany w dwoch dziedzinach praktycznej dzialalno$ci, a mianowicie w medycynie i
w sadownictwie. Pojgcie prawdopodobienistwa w czasach starozytnej Grecji mialo
wigc charakter wylacznie retoryczny. Z punktu widzenia naukowego bylo ono trak-
towane na takim samym poziomie jak pojecie prawdziwosci. Jedno dotyczylo sa-
dow, drugie za$ naukowej wiedzy pewnej.

4. Probabilizm i powstanie rachunku prawdopodobienstwa

Rozwoj teorii prawdopodobienstwa i spokrewnionej z nia statystyki matematycz-
nej jako uniwersyteckich dyscyplin naukowych dokonat sig¢ dopiero w XVII wieku.
Do rozwoju rachunku prawdopodobienstwa przyczynil si¢ B. Pascal (1623-1662),
a do rozwoju statystyki inny geniusz tego okresu, a mianowicie I. Newton (1642-
-1727).

Zgodnie z duchem owych czasdw, inspiracje¢ dla obu z nich stanowily rozwa-
zania teologiczne. Historia przedstawiona w typowych podrecznikach dotyczy
korespondenc;ji listownej, jakag A. Gombaud (1607-1684), czyli kawaler de Mere,
prowadzit z Pascalem na temat podziatu stawki w grze hazardowe;.

Do rozwoju teorii prawdopodobienstwa przyczynita si¢ jednak o wiele bardziej
korespondencja prawnika P. de Fermata (1601-1665) z Pascalem. Warto mocno
podkresli¢, ze w korespondencji tej stowo ,,prawdopodobienstwo™ w ogole sig nie
pojawiato. Dotyczyla ona sprawiedliwej ceny, jaka trzeba zaptaci¢, aby uczestni-
czy¢ w grze hazardowej. Korespondencja ta trwata od lipca do pazdziemika 1654 r.
Dnia 23 listopada 1654 r. Pascal doznat ol$nienia religijnego, przeniost sig do Port-
Royal i poswiecil si¢ catkowicie problematyce metafizycznej. W wyniku rozwazan
teologicznych sformulowal podstawy wnioskowania probabilistycznego, ktore
potaczyt z wnioskowaniem logicznym. Sformutowat tez podstawy logiczne racjo-
nalnego podejmowania decyzji w warunkach niepewnosci i ryzyka. Rozwazal o
ryzyku najgrozniejszym ze wszystkich, tzn. ryzyku wiecznego pote-pienia, ktdrego
mozna jednak uniknaé, podejmujac wlasciwa decyzje o prowadzeniu zycia zgod-
nego z Pismem Swietym.

Aby przekonaé¢ niewierzacego kawalera de Mere do wiary chrzescijanskiej,
Pascal prowadzil gre, w ktorej stawka bylo zbawienie. Do osiagnigcia zbawienia
potrzebne jest odnowienie utraconego ducha chrzescijanskiego. Zgodnie z doktry-
na Janseniusza (1585-1638) bylo to mozliwe przez powro6t do nauk $w. Augustyna.
Przeciwko takiemu stanowisku ostro zaprotestowal Mulina (1535-1601), uwazany
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za glownego tworce kazuistyki jezuitow oraz gloszonej przez nich doktryny proba-
bilizmu. Obalajac t¢ doktryng, Pascal usunat powazna przeszkodg w rozwoju my-
$lenia probabilistycznego, byla ona bowiem zaprzeczeniem takiego mys$lenia.

5. Rozwéj teorii prawdopodobienstwa

Zrywajac z dotychczasowym $wieckim zyciem, Pascal drastycznie ograniczyt
swe kontakty nawet z ludZmi nauki. Genialny Holender Ch. Huygens (1629-1695),
tworca falowe) teorii $wiatla i autor wielu innych odkryé, zainteresowat sie wyni-
kami Pascala i Fermata. Chcac dokladnie poznaé te wyniki, w roku 1655 udat sie
do Paryza, aby spotkaé sig z Pascalem. Do spotkania w tym roku jednak nie doszio.
Obaj uczeni spotkali sig kilka razy, ale dopiero piec lat poznie;j.

Ch. Huygens napisal pracg po holendersku, ktora pozniej jego nauczyciel prze-
ttumaczy! na jezyk ltacinski. Pracg pt. De ratiociniis in ludo aleae wydano w 1657 r.
(por. [Ptocki 1992]). Zawarte w niej byly problemy, ktore rozwazali Pascal z Fer-
matem, sformutowanych tez bylo wiele zadan nierozwiazanych, ale najwazniejsza
rzecza godna odnotowania bylo to, ze w opracowaniu tym po raz pierwszy zdefinio-
wano warto$¢ oczekiwana, okreslong mianem expectatio, jako warto$¢ gry hazardo-
wej, czyli jako sprawiedliwa cene gry. Pojecie to Huygens okreslit w sposob werbal-
ny: jesli liczba przypadkow, w ktérych otrzymuje sie sume¢ a, wynosi g, za$ liczba
przypadkéw, w ktorych otrzymuje sig¢ sume b, wynosi g, a wszystkie przypadki mo-
g4 si¢ zdarzy¢ jednakowo fatwo, to warto$¢ oczekiwana wynosi (pa +gb)/(p + q).

Ksigzka Huygensa o rachunku w grze w ko$ci byla wznawiana kilkakrotnie i
prawie przez 50 lat stuzyla jako podrgcznik do rachunku prawdopodobienstwa.
Stowo ,,prawdopodobienstwo” w podreczniku tym w ogole nie wystgpowalo, bowiem
w tym czasie wciaz bylo rozumiane jako argumentowanie, tzn. argumentowanie
,,za” pewnymi kategorycznymi stwierdzeniami lub ,,przeciw” nim. Dzieto Huygen-
sa stanowilo inspiracj¢ dla Bernoullego do przygotowania przetomowego dziela
w dziejach rozwoju prawdopodobienstwa.

Jacques Bemoulli, ktorego imi¢ zapisywane jest tez jako Jacob lub James, uro-
dzil sie dokladnie w tym samym roku, w ktdrym rodzit si¢ rachunek prawdopodo-
bienstwa, tzn. w roku 1654, zmart za§ w 1705. Z praca Huygensa zapoznal si¢ on
juz w 1684 roku, a nastgpnie przystapil do opracowywania swego dziela na temat
rachunku prawdopodobienstwa. Dzieto to, pt. Ars conjectandi, zostalo wydane po-
$miertnie w 1713 r. Lacinskie okreslenie ars conjectandi sive stochastice oznacza
po polsku sztuke przewidywania, czyli stochastyke. Dzieto Bernoullego nawiazuje
do stynnego dziela Ars cogitandi, czyli sztuki myslenia, wydanego bezimiennie w Pa-
ryzu w 1622 r. (wiadomo jednak, ze jego autorami byli czotowi jansenisci: A. Ar-
nauld i P. Nicole, a takze B. Pascal). W dziele tym po raz pierwszy pojawit si¢
termin ,,prawdopodobienstwo” w sensie czego$ mierzalnego (por. [Hacking 1975]).
Jednak pojecie to po raz pierwszy zostalo zdefiniowane i oméwione w pracy Ber-
noullego. Zostato ono zdefiniowane jako stopien pewnosci, czyli jako uzasadnione
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przekonanie czy tez jako stopien racjonalnej wiary (por. [Shafer 1990]). Prawdopo-
dobienstwo w tej pracy rozumiane jest metafizycznie, jako co$ nieobserwowalnego
bezposrednio. J. Bemoulli byl zwolennikiem determinizmu i odrzucat wszelka tzw.
obicktywna przypadkowosc. Uwazal, ze gdyby obserwacje¢ wszelkich zdarzen pro-
wadzono przez calg wiecznosé, prawdopodobienstwo przeszioby w catkowita pew-
no$é i doszlibysmy do przeswiadczenia o wszechmocy najwyzszego Stwdrcy.

Zaréwno prawdopodobienstwo, jak i tzw. przypadkowos¢ byty traktowane jako
kategorie subiektywne (por. [Januszkiewicz 1976]). Stosunek prawdopodobienstwa
do pewnosci traktowal Bemoulli tak samo jak stosunek czgsci do calosci. W swej
pracy wyrazil to nastgpujaco: probabilitas enim est gradus certitudinis, et ab hac
differt ut pars a toto (por. [Shafer 1990]). Ksiazka Bemoullego skiada sie z czte-
rech czgsSci, oto oryginalne ich tytutly:

I. Tractatum Hugenii de Ratiociniis in Ludo Aleae.

II. Doctrinam de Permutationibus et Combinationibus.

II1. Usum Praecedentis Doctrinae in Variis Sortitionibus et Ludis Aleae.

IV. Usum et Applicationem Praecedentis Doctrinae in Civilibus, Moralibus et
Oeconomicis.

W pierwszej czesci omawiano dzielo Huygensa i rozwiazano wszystkie zadania
przez niego postawione. W czesci drugiej podano wyklad o kombinatoryce, czesé
trzecia po$wigcono roznym wariantom gier hazardowych. Cze$é czwarta jest cze-
Scia, ktéra ,,zrewolucjonizowala teori¢ prawdopodobienstwa” (por. [Hacking
1975]). W czesci tej udowodniono twierdzenie, ktére w czasie pozniejszym S. Po-
isson nazwal prawem wielkich liczb. A ono z kolei umozliwito stosowanie praw-
dopodobienstwa nie tylko w mato powazanej dziedzinie gier hazardowych, ale w
szeroko rozumianych naukach spotecznych.

Doniosto$¢ dzieta Bernoullego polega na tym, Ze dokonal on w nim polaczenia
trzech koncepcji prawdopodobienstwa: ceny sprawiedliwej, subiektywnego przeko-
nania oraz czestosci.

6. Rozwdj myslenia statystycznego

Niemal réwnolegle z rozwojem teorii prawdopodobienstwa formowaly sig podsta-
wy mysSlenia statystycznego. Podobnie jak w przypadku prawdopodobienstwa zro-
dlo rozwoju tego rodzaju myslenia stanowily takze rozwazania teologiczne. Nie kto
inny, jak jeden z gléwnych tworcow nowoczesnej statystyki, a mianowicie K. Pe-
arson, twierdzil, ze idea wszechobecnej boskosci utrzymujace) stabilno$é srednich
warto$ci statystycznych stanowila podstawe rozwoju statystyki od Derhama, Siiss-
milcha, Niewentyta i Price’a do Queteleta i Nightingale.

Przyczyny, ktére doprowadzily De Moivre’a do odkrycia krzywej rozkladu
normalnego lub Bayesa do jego twierdzenia, byly bardziej teologiczne i socjologicz-
ne anizeli czysto matematyczne. Wiekszy wplyw na te i inne wyniki miala teologia
Newtona anizeli jego matematyka (por. [Hacking 1965; 1975]).
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Trzy lata przed opublikowaniem dziela J. Benoullego ukazata si¢ drukiem praca
J. Arbuhnota pt. An Argument for Divine Providence Taken from the Constant Re-
gularity Observed in the Births of Both Sexes, w ktorej po raz pierwszy do odrzu-
cenia hipotezy zerowej, ze chtopcéw i dziewczynek rodzi sig tyle samo, zastoso-
wany zostal test statystyczny. Argumentacja statystyczna i teologiczna zawarta w
tej pracy uzasadniajaca twierdzenie o istnieniu Opatrznosci boskiej miata wielki
wplyw na innych uczonych badajacych istote determinizmu i losowosci. W szcze-
golnosci A. De Moivre w swym epokowym dziele o doktrynie losowosci (The
Doctrine of Chances: or a Method of Caleulating the Probability of Events in Play)
przedstawil swoja opini¢ bardzo zblizong do tej, ktora po raz pierwszy wyrazil
J. Arbuthnot. De Moivre udowodnil w dziele tym m.in. twierdzenie o aproksymacji
rozktadu dwumianowego rozkladem normalnym, ktéry odkryl juz w 1733 r,, a wiec
ponad 40 lat wczeéniej, zanim si¢ urodzit F. Gauss.

Problem wnioskowania statystycznego o parametrze p w rozktadzie dwumiano-
wym na podstawie obserwacji zmiennej o tym rozkladzie zostal rozwiazany dopie-
ro przez T. Bayesa. Wynik ten znany dzisiaj jako twierdzenie lub wzér Bayesa
zostal opublikowany po$miertnie w 1764 r. W odrdznieniu od innych wynikow wy-
nik Bayesa przez dhugi czas nie wywart prawie zadnego wplywu na rozwoj staty-
styki. Wzér Bayesa na nowo odkryl P. Laplace, ktory technikg ,,odwrotnego praw-
dopodobienstwa” stosowal oprécz rozkladu dwumianowego do wielu innych roz-
ktadow. W wyniku tych badan powstato jego stynne centralne twierdzenie o aprok-
symacji rozkladem normalnym sumy zmiennych o dowolnych rozktadach.

Kolejnego przetlomu w rozwoju statystyki dokonal genialny Belg A. Quetelet.
Rozwijajac idee, ktore wczesniej formutowal J.P. Siissmilch, Quetelet udowodnit
swoimi pracami, ze statystyka moze by¢ wykorzystywana jako narzedzie doskona-
lenia spoteczenstwa, tzn. jako narzg¢dzie poprawy losu ludzkiego bytowania.

7. Regresja, korelacja i metoda najmniejszych kwadratow

Pracami Queteleta zafascynowany byt sir F. Galton (1822-1911), autor tak po-
wszechnie dzisiaj stosowanych pojeé, jak regresja i korelacja.

F. Galton wiele czasu poswigcil na badanie zwiazkéw migdzy dwiema cecha-
mi, np. miedzy wzrostem rodzicéw i wzrostem dzieci. K. Pearson, uczen Galtona,
zebral dane o wzroscie ojcéw i ich dorostych synéw dla 1078 przypadkéw. Sredni
wzrost ojca wynosil 68 cali, a §redni wzrost syna wynosit 69 cali, odchylenie w
obu przypadkach bylo takie samo i wynosito 2,7 cala. W celu udzielenia odpowie-
dzi na pytanie: ,,jak zalezy wzrost syna, traktowany jako cecha Y, od wzrostu ojca,
traktowanego jako niezalezna cecha X?”, Galton opracowal specjalna metodg o
nazwie metoda regresyjna. Ze wzgledu na spotykane w literaturze bledne rozumie-
nie terminu ,regresja” rozpatrzmy szczegélowo zaréwno samg metodg, jak i jej
nazwe. Zauwazmy przede wszystkim, ze sformulowane wyzej pytanie nie moze
byé przedstawione w postaci: ,,jaka jest warto$¢ y, czyli jaki jest wzrost syna, jesli
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wiadomo, ze wzrost ojca wynosi x cali?” Zalezno$¢ miedzy warto$ciami x a warto-
$ciami y nie jest bowiem zaleznoscia funkcyjna typu y= f(x). Jednej wartosci x
cechy X, np. wzrostowi ojca rGwnemu 72 cale, odpowiada zwykle kilka lub wiele
wartoéci cechy Y, ktore sa mniej lub bardziej rozproszone. Stopien rozproszenia
tych wartos$ci moze by¢ rézny i moze zaleze¢ od wartosci cechy niezaleznej X.

Istota myslenia ,,regresyjnego” polega na tym, Ze zamiast stosowania natural-
nych jednostek do pomiaru rozproszenia, takich jak cale, kilogramy itp., stosowana
jest jednostka o nazwie odchylenie standardowe (SD).

Szukajac zwiazku miedzy cechami, zamieniamy pytante: ,,jaka warto$¢ y cechy ¥
odpowiada wartosci x cechy X7, na pytanie: ,jak zmieni si¢ wzrost syna, jesli
wzrost ojca zwigkszy si¢ od $redniej warto$ci wsrod wszystkich ojcdw o jedno
odchylenie standardowe?”. Zamiast zwrotu ,,0 jedno odchylenie standardowe’ mogg
by¢ uzyte zwroty typu ,,0 dwa odchylenia”, ,,0 pdltora odchylenia” itp. OdpowiedZ na
takie pytania podawana jest réwnieZz w postaci: ,,0 dwa odchylenia standardowe”,
,,0 pot odchylenia” itp.

F. Galton podat nastgpujace rozwiazanie tego problemu: jesli warto$¢ x cechy
X wzroénie o jedno odchylenie standardowe (SDy) od wartosci przecigtnej, to war-
tos¢ y cechy Y wzro$nie tez o jedno odchylenie standardowe cechy Y, ale pomno-
zone przez wielko§¢ pewnego czynnika r, tzn. zwigkszy si¢ o wielkos¢ r-SD, .

F. Galton okreélit rowniez wielko$§¢ tego czynnika, ktory nazwal co-relation.
K. Pearson ok. roku 1895 podal wyrazenie algebraiczne okreslajace ten czynnik
i wprowadzit do dzi$ stosowana nazwe ,,wspolczynnik korelacji”.

Istota metody regresyjnej, tzn. metody wykorzystywania wspolczynnika korela-
¢ji do szacowania sredniej wartosci cechy zaleznej w zaleznoéci od dowolnej war-
tosci cechy niezaleznej, przedstawiono na rysunku na przykladzie zaleznosci wzro-
stu syna w zaleznosci od wzrostu ojca.

A warto$¢
wzrost syna regresyjna
(punkt regresyjny)
warto$§¢é Z
Srednia

r — odchylenie

R iy

= | >

wzrost ojca

Rys. 1. Istota metody regresyjnej
Zrodlo: opracowanie whasne.
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Linia taczaca wszystkie mozliwe punkty regresyjne nazywa si¢ linia regresyjna
lub krzywa regresji. Aby wyjasni¢ pochodzenie samej nazwy ,regresja”, rozpatrz-
my jeszcze jedno wazne zagadnienie zwiazane z regresja, a mianowicie zagadnie-
nie tzw. efektu regresyjnego, odkrytego réwniez przez F. Galtona (por. [Freedman i
in. 1878]).

Zauwazy! on , ze wyjatkowo wysokie osoby (lub osoby wyjatkowo uzdolnione
matematycznie itp.) jako grupa osob maja czgsto dzieci nizsze od siebie (lub mniej
uzdolnione). Natomiast osoby bardzo niskie (lub np. malo uzdolnione) maja dzieci
wyzsze od siebie (lub bardziej uzdolnione itp.). Zjawisko to Galton nazwat poczat-
kowo rewersja (reversion), pdzniej uzyl zwrotu regression to mediocrity, czyli re-
gres do $redniactwa. Efekt regresyjny szczegélnie dobrze znany jest psychologom
eksperymentatorom, ktorzy bardzo przestrzegaja poczatkujacych badaczy przed
popelnieniem typowego blgdu polegajacemu na zbyt pochopnym wyciaganiu
wnioskéw przyczynowo-skutkowych w przypadku doboru do eksperymentu osob
majacych skrajne wartosci badanej cechy niezalezne;j.

Stosujac wspoélczesng terminologi¢ probabilistyczna, regresje definiuje sig jako
warunkowa warto$¢ oczekiwana. Rozpatrzmy przypadek najprostszy, dotyczacy dwu-
wymiarowej zmiennej losowej (X, Y). Ot6z w tym przypadku definiuje sig dwie
regresje: regresje zmiennej Y wzgledem zmiennej X oraz regresjg zmiennej X wzgle-
dem zmienne;j Y.

Pierwsza z nich jest to funkcja g(x) zdefiniowana nastgpujaco:

g(x)=E(Y|X=x),
druga za$ jest to nastgpujaca funkcja:
h(y)=EX|Y =y).

Zatem regresja w sensie Galtona jest to warunkowa warto$¢ oczekiwana pewnej
zmiennej losowej wzglgdem innej zmiennej losowej. Do okreslenia tej wartosci
stosowane s rézne metody estymacji (nie aproksymakcji) parametrycznej lub nie-
parametrycznej. Jedna z metod jest metoda najmniejszych kwadratow.

Gdy rozktad prawdopodobienstwa jest znany, to nawet estymacja jest niepo-
trzebna, gdyz funkcj¢ regresji mozna wowczas podac doktadnie.

Jezeli np. dwuwymiarowa zmienna losowa (X, Y) ma ggstos¢ okreslong za po-
moca funkcji:

fx,yy=(x+y)/16, x,ye(l,3],

to regresja zmiennej Y wzgledem zmiennej X jest nastgpujaca (por. [Ostasiewicz
2006]):

g(x)=(12x+26)/(6x+12).

Zauwazmy, ze jest to funkcja hiperboliczna, czyli regresja wcale nie musi byé
funkcja liniowa.
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Je$li miedzy zmiennymi X i Y zachodzi zwiazek
EY|X)=a+b-X,

to regresja jest funkcja liniowa (por. [Linnik 1962]).

Pojecie regres;ji jest tez czgsto stosowane w innym sensie, a mianowicie w sen-
sie Gaussa. W niewielkim uproszczeniu ten rodzaj regresji oznacza, ze znane jest
prawo y = f(x), okreslajace zwiazek funkcyjny badanych wielko$ci (por. [Spanos
1986]). Zwiazek ten przedstawiony jest w postaci parametrycznej, np. w postaci
funkcji liniowe;.

y=0,+x+ax,+..+a,x,.

To znaczy przyjmuje sig, iz wiadomo, np. z teorii ekonomii, fizyki, biologii itp., ze
ogolna postaé zwiazku jest liniowa, nieznane sa za$ parametry tego zwiazku, ktore
wyznacza si¢ po przeprowadzeniu pomiaréw. Pomiary obarczane sa czesto bleda-
mi. W najprostszym przypadku przyjmuje sig, ze tylko pomiary zmiennej niezalez-
nej obarczone sg blgdami, a wowczas uzyskuje sig nastgpujaca zaleznosé:

Y=o +ax,+.+a,x, +u,

ktéra nazywa si¢ gaussowskim modelem liniowym. Ostatnio za$ coraz czgsciej
zalezno$¢ taka nazywa si¢ liniowq regresjq gaussowskq lub krotko regresja linio-
wa, a nawet modelem ekonometrycznym.

Problem w tym przypadku polega na aproksymacji zbioru obserwacji
(Vis X5 Xyis s %) » £=1,2,...,N kombinacja liniowa podanej wyzej postaci. Jed-
nym z najczeéciej stosowanych kryteridw aproksymacji jest suma kwadratéw od-
chylen hiperplaszczyzny od zaobserwowanych punktéw. Stad tez do znalezienia
warto$ci wspolczynnikéw «,,...,, tej kombinacji stosowana jest metoda najmniej-
szych kwadratow. Spdr o autorstwo tej metody do dzi$ nie jest w pelni rozstrzy-
gniety. Prawie pewne jest, Ze zastosowal ja po raz pierwszy C.F. Gauss w 1795 r.,
natomiast A.M. Legendre jako pierwszy w 1809 r. opublikowal prace na ten temat
1 to on traktowany jest jako ,,Ford statystyki”, gdyz metoda najmniejszych kwadra-
tow nazywana jest automobilem wspolczesnej statystyki (por. [Stigler 1981]).

Z chwila gdy podane zostalo probabilistyczne uzasadnienie tej metody, tzn.
wykazano, ze wspoétczynniki «,, &, ..., &, wWyznaczone za pomoca tej metody sa
najlepszymi estymatorami nieznanych parametréw, jesli tylko zaklécenia pomia-
réw sa losowe, przy czym niezalezne od siebie i majg rozklad normalny ze stala
wariancja, liniowy model gaussowski zaczeto nazywaé liniowga regresja lub linio-
wym modelem regresyjnym. Ostatnio za$§ coraz czesciej stosowane jest okreslenie
,model regresji”. Okre$lenie to z punktu widzenia jezykowego mozna traktowaé
jako poprawne tylko w przypadku, gdy przez regresj¢ rozumie si¢ zjawisko powro-
tu do $redniej. Po stowie ,,model” w jezyku polskim wystgpuje bowiem rzeczownik
w dopelniaczu, a wiec model samolotu, model cztowieka, model burzy itp.
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W przypadku gdy blgdem losowym obarczone sa pomiary tylko jednej cechy, a
mianowicie zmiennej zaleznej, to metoda najmniejszych kwadratow jest w pew-
nym sensie najlepsza metoda estymacji nieznanych parametréw. Sytuacja zmienia
si¢ drastycznie, gdy dwie zmienne obarczone sa bledami. Niestety roznica miedzy
dwiema powyzszymi sytuacjami jest czegsto ignorowana w wielu publikacjach.

Zauwazmy wyraznie, ze prawo, w mys$l ktérego wartosci cechy Y powigzane sa
z warto$ciami cechy X, w obu przypadkach jest takie samo. W najprostszym przy-
padku jest ono nastgpujace:

y=a,+apx.

Jesli pomiary tylko cechy Y obarczone sa bledem losowym, to po zastosowaniu
metody najmniejszych kwadratow uzyskujemy optymalne estymatory parametrow
o, 1 &, w klasie wszystkich estymatoréw liniowych.

Jesli pomiary obu cech obarczone sa bledami, to metoda najmniejszych kwadra-
tow w ogdlnym przypadku w ogdle nie moze by¢ stosowana. Metoda ta nie pozwa-
la bowiem wowczas uzyska¢ nawet estymatoréw zgodnych. Metod¢ znajdowania
takich estymatoréw podat po raz pierwszy A. Wald w 1940 r. Jest to metoda dwoch
punktow (zmodyfikowana pozniej do trzech punktow).

Estymator parametru ¢, ma nastgpujaca posta¢ [Wald 1940]:

d — (yl +"‘+ym)_(ym+l +ym+2 ++yN)
1= ’
(g +o+x,) = (X, + Xpyp +oo b Xy)

gdzie m=N/2, przy czym przyjeto, ze liczba obserwacji N jest liczbg parzysta.
Estymator parametru &, ma za$ postaé: &, =y — & x.

Literatura

Crombie A.C., Style mysli naukowej w poczatkach nowozytnej Europy, Polska Akademia Nauk, War-
szawa 1994.

Fienberg S.E., A Brief History of Statistics in Three and One-half Chapters : a Review Essay, ,,Stati-
stical Science” 1992 nr 2, 208-225.

Freedman D, Pisani R., Purves R., Statistics, W.W. Norton, 1878.

Hacking I., Logic of Statistical Inference, Cambridge University Press, Cambridge 1965.

Hacking 1., The Emergence of Probability, Cambridge University Press, 1975.

Juszkiewicz A.P. (red.), Historia matematyki, tom 11, PWN, Warszawa 1976.

Linnik J.W., Metoda najmniejszych kwadratow i teoria opracowania obserwacji, PWN, Warszawa
1962.

Ostasiewicz W., Propedeutyka probabilistyki, AE, Wroctaw 2006.

Plocki A., Propedeutyka rachunku prawdopodobienstwa i statystyki matematycznej dla nauczycieli,
PWN, Warszawa 1992,

Shafer G., The Unity and Diversity of Probability, ,,Stat, Sci.” 1990 vol. 5, 435-462.



35

Spanos A., Statistical Foundations of Econometric Modeling, Cambridge University Press, Cam-
bridge 1986.

Stigler S.M., Gauss and the Invention of Least Squares, ,,The Annals of Statistics” 1981 vol. 9,
465-474.

von Furstenberg G.M., Acting under Uncertainty, Kluwer, London 1990.

Wald A., The Fitting of Straight Lines if Both Variables Are Subject to Error, ,,The Aun. of Math.
Stat.” 1940 vol. I, 284-300.

HISTORICAL REMARKS ON THE DEVELOPMENTS OF STATISTICS

Summary

This paper highlights some basic statistical concepts from the perspective of their historical de-
velopments. Special emphasis has been put on these notions which are often confused or even misun-
derstood. The notion of regression is one of typical example. The meaning of this concept is in great
detail explained in this paper.
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