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ELIPTYCZNE FUNKCJE LACZACE

1. Wstep

Funkcje laczace sa waznym narzedziem umozliwiajagcym badanie zaleznosci
miedzy zmiennymi losowych. Sg lacznikiem migdzy rozkladem lacznym a rozkla-
dami brzegowymi. Ostatnio mozna spotkac coraz wigcej prac poswigconych bada-
niom zalezno$ci. W ich zastosowaniach, np. w ubezpieczeniach czy finansach,
czesto odchodzi si¢ od klasycznych modeli opartych na niezaleznosci rozpatrywa-
nych zmiennych losowych, zakladajac ich zaleznos¢.

Przedstawiona praca poSwigcona jest eliptycznym funkcjom laczacym, czesto
uzywanym w praktyce rodzinom funkecji faczacych generowanych przez rozklady
eliptyczne. Ma ona charakter przegladowy i mozna jg traktowa¢ jako kontynuacje
referatu autora z poprzedniej XLI Konferencji Statystykow, Ekonometrykow i
Matematykow Akademii Ekonomicznych Polski Poludniowej, ktora odbyla sig¢ w
Osieczanach w 2005 r. [Frees, Voldez 1998]. W pracy przedstawiono najwazniej-
sze wlasnosci eliptycznych funkcji faczacych, podkreslajac wlasnosci wyrdzniajace
je sposrod innych rodzin funkcji taczacych, gldéwnie archimedesowych. Oméwiono
podstawowe rodzaje rozkladéw eliptycznych, eliptycznych funkcji laczacych, ich
identyfikacje, zagadnienie symulacji oraz kierunki ich uogdlnienia.

2. Funkcje laczace

Funkcje taczace (copula) [Schweitzer, Sklar 1999; Nelsen 1999] mozna zdefi-
niowac jako n-wymiarowe dystrybuanty skupione na [0, 1]" o jednostajnych na [0, 1]
dystrybuantach brzegowych.

Podstawowym twierdzeniem teorii funkcji taczacych jest twierdzenie Sklara
moéwiace, ze dla n-wymiarowej dystrybuanty F z dystrybuantami brzegowymi
Fy, ..., F, istnieje funkcja taczaca C spetniajaca warunek

F(xl, eey xn) = C(Fl(xl)a ey Fn(xn)) (1)
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dla kazdych xy, ..., x,. Ponadto dla kazdej n-wymiarowej funkcji faczacej C i jedno-
wymiarowych dystrybuant F, ..., F, funkcja F okre$lona wzorem (1) jest n-wymia-
rowa dystrybuanta, a F, ..., F, jej dystrybuantami brzegowymi.

Funkcjg taczacq mozna wigc traktowac jako lacznik miedzy rozkladami brze-
gowymi a rozkladem lacznym. Jest ona niezalezna od rozkladoéw brzegowych tak,
ze doskonale nadaje sie do modelowania zaleznosci zachodzacych migdzy zmien-
nymi losowymi, wydobywajac najwazniejsze cechy charakteryzujace dany typ
zalezno$ci. Analiza tej zaleznoséci podzielona jest na dwie skladowe: na badanie
rozkladéw brzegowych oraz na analizg funkcji faczacej. Méwimy wtedy, ze funk-
cja taczaca wyznacza strukturg zaleznosci.

W przypadku ciagtych dystrybuant brzegowych Fi, ..., F, funkcja taczaca C
jest jednoznacznie okreslona wzorem

C(ul’ seny u,,) =F(Fl_l(u1)’ ey Fn_l(un))'

W przeciwnym wypadku jest ona jednoznacznie wyznaczona na iloczynie karte-
zjanskim zbiorow wartoéci dystrybuant brzegowych.

Do najwazniejszych wlasnosci funkcji laczacych mozna zaliczyé to, ze jest ona
niezmiennicza ze wzgle¢du na rosnace przeksztalcenia zmiennych brzegowych.

3. Miary zaleznosci

Funkcje laczace opisuja zaleznosé zachodzaca migdzy zmiennymi losowymi w
sposob globalny jako funkcje. Natomiast wspodtczynniki korelacji charakteryzuja tg
zalezno$¢ w sposob punktowy, podajac pojedyncza warto$¢. Do najbardziej zna-
nych i powszechnie stosowanych wspolczynnikow korelacji nalezy klasyczny
wspolczynnik Pearsona. Jednakze nie jest on zwiazany z funkcja taczaca, poniewaz
zalezy istotnie od rosnacych przeksztalcen zmiennych brzegowych. Opisuje on
jedynie zalezno$ci liniowe i jest niezmienniczy ze wzgledu na tego typu prze-
ksztalcenia [Embrechts, Lindskog, McNeil 2001].

Inaczej wyglada sytuacja w przypadku rangowych wspoétczynnikow korelacji
Kendalla 71 Spearmana p. Sa one niezmiennicze ze wzglgdu na rosnace prze-
ksztalcenia zmiennych brzegowych i zaleza jedynie od funkcji taczacych. Wspot-
czynniki te mozna przedstawié¢ wzorami:

11 11
7(X,Y) =4 [Cu,v)dC(u,v) -1 i pX,Y)= 12_”C(u, v)dudv -3,
00 00

gdzie C jest funkcja taczaca opisujacy zalezno$¢ zachodzaca migdzy zmiennymi
losowymi X oraz Y.

Do badania zaleznosci zachodzacych migdzy ekstremalnymi wartoSciami zmien-
nych losowych stuzy wspéiczynnik zaleznosci wartosci extremalnych (tail depen-
dence coefficient). GOy wspolczynnik podany jest wzorem [Joe 1997]:
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Ay (X 1) =limP(Y > F )| X > @),

a dolny
A, (X,Y)= lim P(Y < Fl )| X <F ().

Sa to granice prawdopodobienstw warunkowych opartych na kwantylach, gdzie
prawdopodobienstwa tworzace kwantyle daza do jedynki lub zera. Wspdlczynniki
zalezno$ci wartosci ekstremalnych odgrywaja duza role w finansach i ubezpiecze-
niach. Na przyklad jednoczesne wystgpowanie bardzo duzych szkéd réznego typu,
tzw. katastrofalnych, ma duzy wplyw na dzialalno$é firmy ubezpieczeniowe;j. Ich
kumulacja moze spowodowac powazne zaklocenia w jej funkcjonowaniu.

Wspdtczynniki te zaleza jedynie od funkcji taczacych opisujacych strukturg za-
leznosci zachodzaca migdzy badanymi zmiennymi losowymi. Zachodza bowiem
zaleznosci [Joe 1997; Embrechts, Lindskog, McNeil 2001]

—2u+C(u,u)

Ay (X 1)= ““1‘1 2,(x,7) =lim £

—-Uu u—0 u

Je§li wspdlczynniki zalezno$ci wartosci ekstremalnych sa rdwne zeru, czyli
AAX, Y) =0 lub 4,(X, Y) =0, to méwimy, ze zachodzi asymptotyczna niezalezno$c¢
goma lub dolna, tzn. niezalezno$¢ migdzy ekstremalnymi wartoSciami zmiennych
losowych.

4. Archimedesowe funkcje laczace

Najczgsciej wykorzystywanymi w praktyce funkcjami taczacymi sa archime-
desowe funkcje taczace. Funkcje te okreslone sa wzorem

Cluy, ..., ) = @ (@) + ... + @&u,)),

gdzie @ [0, 1] — [0, <] jest ciagla, wypukla, malejaca funkcja, nazywana genera-
torem, spetniajaca warunek ¢(1)=0.

W zastosowaniach wykorzystuje si¢ zwykle rodziny archimedesowych funkcji
Iaczacych indeksowane parametrem. Zaleta archimedesowych funkcji taczacych
jest ich prostota. Umozliwiaja one addytywna separacj¢ zmiennych, co znacznie
ulatwia modelowanie zaleznosci. Jednowymiarowa funkcja, jaka jest generator,
jednoznacznie wyznacza nam wielowymiarowa funkcje taczaca.

Jednakze funkcje te majg powazne wady, w duzym stopniu ograniczajace ich
potencjalne zastosowanie. Przede wszystkim, w przypadku wielowymiarowym, dla
n > 2, gdy struktura zalezno$ci opisana jest archimedesowa funkcja laczaca, wspot-
czynniki korelacji Kendalla i Spearmana przyjmuja dla kazdej pary brzegowych
zmiennych losowych te same wartosci. Ponadto warto$ci tych wspélczynnikow sa
dodatnie. Innymi stowy, brzegowe zmienne losowe sa jednakowo i dodatnio skore-
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lowane. Jest to powazne ograniczenie, istotnie zmniejszajace pole zastosowania
tych funkgji taczacych.

Dla kazdej archimedesowej funkcji taczacej istnieje zmienna losowa taka, ze
brzegowe zmienne losowe s3 warunkowo niezalezne dla ustalonej wartosci tej
zmiennej. Jest to tzw. model stabosci (frailty) [Frees, Valdez 1998; Wong 1999,
11]. Warunkowa niezalezno$¢ réwniez mocno ogranicza zastosowania tego typu
funkcji taczacych.

5. Wielowymiarowe rozklady eliptyczne

Wielowymiarowe rozklady eliptyczne mozemy okresli¢c na wiele sposobow,
podajac ich funkcje charakterystyczna, ggsto$¢ badz ich reprezentacje stochastycz-
na. Niech pe R”, X bedzie symetryczna, dodatnio okre$lona macierza wymiaru nxn,
a ¢ R, = R. Moéwimy, ze wektor losowy X = (X, ..., X,) ma n-wymiarowy roz-
kiad eliptyczny, jesli jego funkcja charakterystyczna przyjmuje postaé

Pxpu(t) = §0,5t'X).

Stosujemy wtedy oznaczenie X ~ E, (11, Z, @).

Wektor pu przedstawiajacy wektor warto$ci oczekiwanych zmiennej X jest
okreslony jednoznacznie, a pozostale parametry rozkladu: macierz X oraz funkcja
@, nazywana generatorem charakterystycznym, sa wyznaczone z dokladnoscia do
stalej. To znaczy, jesli X ~ E, (1, I, @) = E, (', X', ¢), to W = W’ oraz istnieje ¢ > 0

takie, 2 T = cZ, ¢ (u) = ¢(3) [Embrechts, Lindskog, McNeil 2001; Smidt 2002].
C

Dobierajac odpowiednio stalg ¢, mozemy otrzymaé X = cov(X), czyli macierz ko-
wariancji. Ponadto dla dowolnej reprezentacji X ~ E,(4, Z, ¢)

R. = Zy

N

jest wspolczynnikiem korelacji Pearsona migdzy brzegowymi zmiennymi losowy-
mi X; oraz X;. Jesli wielowymiarowa zmienna losowa ma rozklad E,(0, R, ¢), gdzie
R jest jej macierza korelacji, to méwimy, ze ma standardowy rozkiad eliptyczny.

Rozklady brzegowe wielowymiarowego rozkladu eliptycznego maja rowniez
rozklad eliptyczny, podobnie jak rozklady warunkowe, z tym ze w ostatnim przy-
padku moga by¢ to rozklady eliptyczne innego typu, tzn. maja inny generator cha-
rakterystyczny @ [Embrechts, Lindskog, McNeil 2001; Schmidt 2002]. Jednowy-
miarowe rozklady eliptyczne sprowadzaja si¢ do rozkladow symetrycznych.

Gesto$é¢ wielowymiarowej zmiennej losowej X o rozkladzie eliptycznym, o ile
taka istnieje, przyjmuje postaé
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fx<x)=ﬁgn(%(x—u)rz-'(x —u)j,

gdzie g,: R+ = R, a ¢, > 0. Funkcja g, moze zaleze¢ od wymiaru n i nazywa si¢
generatorem gestosci. Natomiast ¢, jest stata normujaca rowna

-1
_I'(n/2) i nl2-1
c, = (zﬂ_)n/Z [J'x gn(x)dxj

W tym przypadku stosujemy oznaczenie X ~ E, (4, X, g,). Jak latwo zauwazyd,
warstwice gestosci sa elipsoidami. Stad pochodzi nazwa tak okreslonego rozktadu.

Wielowymiarowa zmienng losowa o rozkladzie eliptycznym X ~ E, (4, Z, ¢)
mozna tez scharakteryzowaé przez reprezentacje stochastyczng:

X =d “’+ QAU’

gdzie macierz A jest rozbiciem macierzy X spelniajacym warunek AA" = X, O jest
dodatnia zmienna losowsa, a U jest wektorem losowym o rozkladzie jednostajnym
na sferoidzie {zeR": z'z= 1}. Zaklada si¢, Zze zmienne losowe Q oraz U sa nieza-
lezne. Zmienna losowa Q wyznacza nam rodzaj rozkladu eliptycznego.

Jesli wektor losowy X o rozkladzie eliptycznym ma ciagle zmienne brzegowe
X;, to wspolczynnik Kendalla migdzy zmiennymi losowymi X; oraz X; jest funkcja
wspolczynnika korelacji Pearsona R;;:

uX, X)) = 3arcsin(R,.j) .
T

Przedstawimy teraz w duzym skrécie stosowane w praktyce podstawowe wie-
lowymiarowe rozklady eliptyczne (wiecej informacji w [Embrechts, Lindskog, McNeil
2001; Landsman, Valdez 2003]).

a) Normalny

Najczesciej stosowany jest wielowymiarowy rozklad eliptyczny oznaczany sym-
bolem N,(u, Z), gdzie p jest wektorem warto$ci oczekiwanych zmiennych brzego-
wych, a Z jest macierza kowariancji. Generatory charakterystyczne i ggstosci sa
sobie rowne i wynosza

#u) = g(x) = exp(-uw).

Natomiast zmienna losowa () wyznaczajaca reprezentacjg stochastyczna jest zwia-
zana z rozkladem chi-kwadrat:
2
0~ 1 -
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Gesto$¢ wielowymiarowego rozkladu normalnego jest réwna

S S SR N 3 P
Sx(x)= (2z)"|):|cxp( 2(x p) I(x u)]-

Rozklad warunkowy wielowymiarowego rozkladu normalnego jest réwniez
normalny, a niezalezno$¢ rozktadow brzegowych jest rownowazna nieskorelowa-
niu, tzn. zmienne losowe X;, X, sa niezalezne wtedy i tylko wtedy, gdy R; = 0. Wta-
snosc¢ ta zachodzi wérdd rozktadow eliptycznych jedynie dla rozktadu normalnego.

b) +Studenta

Jest to wielowymiarowe uogolnienie rozktadu ¢-Studenta. Oprocz wektora war-
toci oczekiwanych i macierzy X parametrem tego rozkladu jest rowniez liczba
stopni swobody v. Stosuje si¢ wtedy oznaczenie X ~ t, (|1, Z, v). Macierz X spelnia

v ;. .
warunek cov(X) = ey X, a generator gestosci wynosi
v+

2y 20,5(n+v)
gn(x) = (1 + _j
v

Zmienna losowa wyznaczajaca reprezentacjg stochastyczng zwiazana jest z rozkla-
dem F Snedecora. Zachodzi zalezno$¢

Q—2 ~ F(n, v).
n

Gestosé wielowymiarowego rozkladu +-Studenta okreslona jest wzorem

) ~(n+v)/2
fe =L@/ [H(x—u)rz'(x—u)j
T/ 2" | Z| v

Ponadto wieclowymiarowa zmienna losowa X o rozkladzie ¢-Studenta okreslona

moze byé reprezentacja stochastyczng oparta na standardowym wielowymiarowym
rozkladzie normalnym:

X =,u+ VW AA"Z,

gdzie Z ~ N,(0, R), AA” = ¥, a zmienna losowa W zwiazana jest z odwrotnym
rozkladem gamma, tzn. W ~ Ig(v/2, v/2). Zmienna losowa W jest niezalezna od
zmiennej Z. Oprocz tego jej odwrotno$é zwigzana jest z rozkladem chi-kwadrat.

. . sV
Zachodzi bowiem zalezno$¢ 7 p7

Granicznym rozkladem, gdy n dazy do nieskoriczonos$ci, wielowymiarowego
rozktadu ¢-Studenta jest wielowymiarowy rozktad normalny.
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¢) Logistyczny

Wielowymiarowy rozklad logistyczny jest rzadziej stosowanym rozkladem
eliptycznym. Jego generator ggstosci jest réwny
exp(—x
(1+exp(—x))

a ggstos¢ okreslona jest wzorem

¢, exp(-05(x-p) E(x—p))
VIE| (+exp(-0,5(x —p)" E(x—p)))* |

Stala normujaca jest w tym wypadku réwna [Londsman, Voldez 2003]

-1 -1
_T(n/2) (77 niaa exp(=x) - 12N gyl lenl2
Cp = r)"? (Jx (1+ exp(—x))? dx) {27[ ;( 1)/7 ] :

d) Wykladniczo-potegowy

Rozklad ten jest uogoélnieniem wielowymiarowego rozkladu normalnego. Cha-
rakteryzowany jest on przez dwa dodatkowe parametry r, s > 0. Jego generator jest
rowny

Sx(x)=

g(x) = exp(-rx’),
a ggstosc opisana jest formula
sU(n/2)r" 129)
n/2 CXp|
[(n/(2s))27)" *{| E|

Gdy r = s = 1, otrzymujemy wielowymiarowy rozklad normalny.

fx(x) = (—%((x— ' 7 (x —u))’j :

6. Eliptyczne funkcje laczace

Funkcje taczace generowane przez wielowymiarowe rozklady eliptyczne na-
zywamy eliptycznymi. Sa one okre$lone wzorem:

Clu, .., uy) = H(H '(wy), ..., H'(u,)),

gdzie H, jest n-wymiarowa dystrybuantg standardowego rozkladu eliptycznego
E(0, R, g,), a H dystrybuanta jego rozktadu brzegowego E\(0, 1, g;). Mozna je
réwniez przedstawic jawna formulg

H' () H'(,) c 1
Cluy,...,u,)= I I I;“g"(ExTR'lx)dxl...dx".

Niech X, ..., X, beda zmiennymi losowymi z ciagla dystrybuanta F;, a C bedzie
eliptyczna funkcja taczaca, wtedy mowimy, ze wielowymiarowa zmienna losowa o
dystrybuancie okreslonej wzorem
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F(X|, versy xn) = C(Fl(xl)’ [ El(x’l))

ma rozklad metaeliptyczny [Fong, Fong 2002]. Rozklad metaeliptyczny ma tg sama
funkcj¢ taczaca co odpowiadajacy mu rozklad eliptyczny, ale w odrdznieniu od
niego moze mie¢ dowolne rozklady brzegowe. Wspélczynnik korelacji Kendalla
miedzy zmiennymi brzegowymi okreslony jest zalezno$cia

X, X)) = %arcsin(R,.j) . 2)

Nie zalezy on od rozktadow brzegowych, wigc zaleznos¢ ta jest taka sama jak
dla rozkladéw eliptycznych. W odroznieniu od archimedesowych funkcji lacza-
cych dla kazdej pary zmiennych brzegowych wspélczynnik Kendalla moze przyj-
mowac¢ rdézne wartosci.

Scharakteryzujemy teraz pokrdtce najwazniejsze eliptyczne funkcje taczace in-
dukowane przez podstawowe rozklady eliptyczne.

a) Gaussowska funkcja laczaca

Funkcja ta jest indukowana przez standardowy wielowymiarowy rozktad nor-
malny, tzn. H, = ®, ~ N,(0, R) oraz H = ® ~ N(0, 1). Oznacza¢ ja bedziemy sym-
bolem Cg“ (u,...,u,). Jej parametrem jest macierz korelacji R.

Gdy warto$¢ wspdlczynnika korelacji miedzy para brzegowych zmiennych lo-
sowych X; i X; jest r6zna od 1, to Gaussowska funkcja taczaca jest asymptotycznie
niezalezna. Zachodza bowiem zaleznosci

AUX, X) = A(X;, X)) =0
dla kazdej pary rozkladéw brzegowych X;, X, Dla scislej zaleznosci migdzy
zmiennymi brzegowymi otrzymujemy bezwzgledne wartosci tych wspotczynnikow
rowne 1. W przypadku dwuwymiarowym jej parametrem jest wspotczynnik kore-
lacji » 1 mozna jg przedstawié wzorem:

&) @7 (v) 2 2
corumy=—r " " exp[_wjdxdy_

07 2 ) I 2(1-r?)

b) Funkcja laczaca Studenta
Funkcja taczaca Studenta jest indukowana wielowymiarowym standardowym
rozkladem ¢-Studenta, tzn. A, ~ t,(0, R, v) oraz H = ¢,. Bedziemy oznacza¢ j3 sym-

bolem C,p(uy,...,u,). Jej parametrami sa: macierz korelacji R oraz liczba stopni

swobody v, a wspotczynniki zaleznosci wartosci ekstremalnych sg rozne od zera i

WYNnosza
T X) = s Xy = 2| 1, YR
v " 1+R; .
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W przypadku dwuwymiarowym funkcja ta okreslona jest wzorem

Syl -(v+2)/2
1 L)) x2-2 +2

W podobny sposob okreslamy logistyczne 1 wykladniczo-potegowe funkcje ta-
czace. Podobnie jak gaussowska funkcja !aczaca sa one rowniez asymptotycznie
niezalezne.

7. Identyfikacja funkcji laczacej

Wybor odpowiedniej funkeji laczacej, jej ,,dopasowanie” do danych z proby
jest bardzo waznym problemem spotykanym w zagadnieniach praktycznych. Dane
w tym przypadku tworza ciag wektoréw xy, ..., X,,, gdzie x; = (x;, ..., x;,). Natomiast
sam proces identyfikacji sprowadza si¢ zwykle do dwoch zagadnien: estymacji
parametréw przy ustalonej rodzinie funkcji taczacych oraz do wyboru odpowied-
niej rodziny.

Proces estymacji parametréw funkcji taczacej rozpoczyna sig¢ zwykle od esty-
macji rozkladéw brzegowych. Estymacja ta moze by¢ parametryczna, nieparame-
tryczna lub mieszana. Po ustaleniu rozkladéw brzegowych estymacj¢ parametréw
funkcji laczacej mozna przeprowadzi¢ metoda najwigkszej wiarygodnosci (MNW),
W przypadku funkcji eliptycznych parametrami sa: wyrazy macierzy korelacji R
oraz wektor dodatkowych parametréw a, takich jak stopnie swobody v dla funkcji
Studenta czy state r, s dla funkcji wyktadniczo-potegowe;j. Stosujac MNW, znajdu-
jemy wartosci parametrow maksymalizujace wyrazenie

logL(a,R;u,...,u,)= Zlogca_R (a;),
i=l

gdzie @, =(u,,,...,u,)=(F, (1) s F, (x;..))> ﬁ’jjest wczesniej wyestymowana dy-
strybuantg brzegowa, a c, r gestoscia funkcji taczace;j.

MWN jest zalecang metoda estymacji parametréw. Jednakze przy duzej liczbie
wymiaréw moga si¢ pojawic¢ klopoty z wyznaczeniem rozwiazania powyzszego
problemu optymalizacyjnego. Wtedy mozna skorzystac z prostszej metody opartej
na zaleznosci (2). Jest to w pewnym sensie uogoélnienie metody momentéw. Polega
na wyznaczeniu empirycznego wspotczynnika korelacji Kendalla

-1

~ m .

T(X;,X,)= ( 2] 1 2518n(xi,,j - xiz,j)(xil,k Xk )s
<i\Siy<m

a nastepnie, z wykorzystaniem (2), obliczeniu empirycznego wspdlczynnika kore-

lacji Pearsona

R, =sin(%f(Xj,Xk)).
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W ten sposob estymujemy macierz korelacji R. Pozostale parametry, czyli wektor a,
estymujemy, stosujac MNW,

Wybér odpowiedniej rodziny funkcji laczacej polega ustaleniu listy dopusz-
czalnych rodzin. Nastgpnie dla kazdej rodziny estymujemy parametry, stosujac
przedstawione wczesniej metody. Wlasciwa rodzing funkcji taczacych wybieramy
wedlug ustalonego kryterium, takiego jak: warto$¢ logarytmu funkcji wiarygodno-
$ci lub warto$¢ AIC, czy pordwnanie funkcji taczacej C z jej wersjg empiryczna.
Ewentualnie mozna stosowac metody graficzne, np. wykres kwantylowy. Wiecej
informacji dotyczacej probleméw estymacji mozna znalezé w [Frees, Valdez 1998;
Joe 1997; Demarta, McNeil].

8. Symulacje

Funkcje taczace mozna wykorzysta¢ do symulacji warto§ci z wielowymiaro-
wego rozkltadu. W naszym przypadku beda to rozklady metaeliptyczne, indukowa-
ne przez eliptyczne funkcje taczace. Mozliwos$¢ prostej symulacji nalezy do naj-
wazniejszych zalet funkcji taczacych.

Symulacja wartosci z rozkladu metaeliptycznego polega na wygenerowaniu
wartosci losowych z odpowiedniego rozkladu eliptycznego, nalozeniu na te warto-
$ci dystrybuant brzegowych, dzigki czemu otrzymuje si¢ warto$ci wygenerowane
przez eliptyczna funkcjg laczaca, a nastepnie wyznaczeniu przeciwobrazéw dys-
trybuant brzegowych rozkladu metaeliptycznego. Jest ona zwykle oparta na repre-
zentacjach stochastycznych danego standardowego rozktadu eliptycznego. Zwykle
jest to reprezentacja postaci

X=,WL,

gdzie W jest nieujemna zmienna losowa, a Z ~ N,(0, R). Mozna rowniez stosowac
reprezentacje bazujaca na wielowymiarowej zmiennej losowej o rozktadzie jedno-
stajnym na sferoidzie.

W przypadku Gaussowskiej funkcji laczacej Cg" korzystamy z reprezentacji
X = AT, gdzie T= (T}, ..., T,), a T; ~ N(O, 1) sa niezaleznymi zmiennymi losowy-
mi. Algorytm generowania wartosci losowych jest nastgpujacy:

1. Znalezé dekompozycje Cholesky’ego AAT = R.

2. Symulacja n niezaleznych wartosci ¢, ... , ¢, z rozktadu N(O, 1).

3. Wyznaczy¢ x = At, gdzie t=(¢y, ..., t,).

4. Obliczy¢ u; = ®(x), i=1, ..., n.

Wartosci x, ..., x, sa wygenerowane z wielowymiarowego standardowego
rozkladu normalnego N,(0, R), uy, ..., u, z Gaussowskiej funkcji laczacej C,f" ,a

w=E'w), yn= F l(u,,) z rozkladu metaeliptycznego o brzegowych dystry-
buantach F, ..., F,.
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Podobnie postgpujemy w przypadku funkcji taczacej Studenta C, g , wykorzy-
stujac reprezentacjg stochastyczna

Vi

Y=—4X,
Js
gdzie S~ x7,a X ~ N,(0, R). Punkty 1-3 sa takie same jak dla Gaussowskiej funk-
cji taczacej. Nastgpne punkty algorytmu sg postaci:
4. Wygenerowaé wartoéé s z rozktadu g’ niezaleznie od t.

5. Wyznaczy¢ y = \/Ex .
s

6. Obliczy¢ u;=t,(y),i=1, .., n.

9. Uogolnienia eliptycznych funkcji laczacych

Eliptyczne funkcje taczace charakteryzuja si¢ symetria, tzn. permutacja argu-
mentéw nie zmienia wartosci funkcji taczacej. Jednakze czgsto w zagadnieniach
praktycznych symetria nie wystgpuje. W tym celu wprowadza si¢ pewne modyfi-
kacje powodujace skosnosé rozpatrywanego rozkladu eliptycznego.

W wyniku jednej z takich modyfikacji otrzymujemy skos$na funkcje laczacq
Studenta [Demarta, McNeil 2004]. Indukowana jest ona przez rozktad oparty na
reprezentacji stochastyczne;j:

X=,p+gWy+ Wz,

gdzie Z ~ N,(0, ), W ~ Ig(v/2, v/2), g: R, — R, oraz ye R" jest wektorem powodu-
jacym sko$nosé rozkladu. Zwykle przyjmuje si¢ g(x) = x. Tak otrzymany rozktad
oznaczamy symbolem X ~ t,(v, i, Z, ¥) i nazywamy wielowymiarowym sko$nym
rozkladem Studenta. Jego wektor wartosci oczekiwanych oraz macierz kowariancji
okreslone sa wzorami:

v v 2v? T

1 cov(X) =

EX)y=p+ —— 2t ey

Indukowana przez skosny rozklad Studenta funkcjg¢ laczaca bedziemy oznaczad

t
v.R,y

Yaczace innego typu.

W przypadku wielowymiarowego standardowego rozkladu Studenta X ~ t,(v,
0, X) wszystkie rozktady brzegowe maja te sama liczbe stopni swobody v. Rozklad
ten mozna uog6lnié, dzielac sktadowe wektora X na grupy X; o réznej liczbie stop-

symbolem C, .. W podobny sposéb mozemy otrzymac skosne eliptyczne funkcje

ni swobody v;. Dla kazdej grupy wyznaczamy zmienna losowa W, ZGV_, 'y,
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gdzie G, jest dystrybuanta rozktadu Ig(v/2, v/2) oraz U ma rozklad jednostajny na
[0, 1]. Zakladamy tez, ze kazda zmienna brzegowa JX; nalezaca do j-tej grupy ma
nastepujaca reprezentacjg stochastyczna

X~ z,

gdzie Z ~ N,(0, X). Wspdlczynnik korelacji Kendalla jest wtedy w przyblizeniu
réwny

X, X)) = 2arcsin(R)/m.
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ELLIPTICAL COPULAS

Summary

The paper is devoted to the elliptical copulas. These copulas are generated by the elliptical distri-
butions. The main properties of the elliptical copulas are presented. The characteristic properties,
which are distinguishable from other copulas, mainly Archimedean, are emphasized. The basic types
of the elliptical distributions, the elliptical copulas: Gaussian and Student, their identification, the
problem of simulation and the direction of generalization are discussed.
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