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1. Wstep

Teoria lancuchéw Markowa dostarcza uzytecznych metod analizy i prognozo-
wania struktury systemdéw ekonomicznych, ktéra mozna zdefiniowaé dwojako:
jako strukture liczebnosci w wyniku podziatu zbiorowosci wedtug okreslonego
kryterium lub jako strukturg udziatow w pewnej populacji wedlug okre$lonego
kryterium, w ogélnej liczebnos$ci populacji. W przypadku udzialéw mamy do czy-
nienia z dyskretnym rozktadem prawdopodobienstwa dla dyskretnych momentow.
Zbadanie, czy rozklad ten jest stabilny w czasie, czy tez wykazuje zmiany, jest moz-
liwe za pomoca tancuchow Markowa. Ze wzgledu na swoja prostote lancuchy
Markowa znalazly zastosowanie w wielu dziedzinach nauki. W artykule przedsta-
wiono mozliwoéci ich zastosowania do analizy poziomu ryzyka kredytowego.

Macierz prawdopodobienstw zmiany klasyfikacji kredytowej (macierz przej-
scia w laficuchach Markowa), zwana tez macierza migracji kredytowych, ktora
opisuje historyczne zmiany zdolno$ci kredytowej podmiotéw gospodarczych, jest
obecnie zasadniczym elementem wielu metod zarzadzania ryzykiem kredytowym.
Oznacza to, ze szczeg6lng uwage nalezy zwrdci¢ na wybdr metody jej estymacji.
W pracy zaprezentowano kilka sposobdw estymacji macierzy migracji kredyto-
wych ze wzgledu na wybor odpowiedniego modelu.

2. Proces Markowa z czasem dyskretnym

Ciag zmiennych losowych |, &, ..., £, nazywa si¢ ciggiem Markowa, jesli
spelniony jest warunek:

Fo(x [ x5 %5005 %) = F O | x4) (D

dla 2< k < n, gdzie przez Fi(x; |...) oznaczono dystrybuantg warunkowa.
Procesy Markowa opisane na skonczonym lub przeliczalnym zbiorze X nosza
nazwe tancuchéw Markowa. Zwykle zbidr ten oznaczany jest jako X = {1, 2, ..., r},
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czyli otrzymujemy zbidr stanéw S = {s), 53, ..., §;}. Proces jest ciagiem zmiennych
losowych i jego wlasnosci nie zaleza od przyjgtych charakterystyk standw s;. Licz-
by 1, 2, ..., ¥ nazywamy stanami fazowymi procesu.

Mozliwos¢ modelowania zjawisk ekonomicznych za pomoca narzg¢dzia w po-
staci procesu Markowa nadaje stanom okre$lony sens i umozliwia interpretacjg
wynikow [Stawicki 2004, s. 10]. Przy ocenie ryzyka kredytowego poszczegdlne
stany odpowiadaja poziomowi ryzyka kredytowego, np. poszczegdlnym ocenom
agencji ratingowych tj. AAA, AA, A, BBB, BB, B, CCC, D.

Proces {Y,, t € N} spelia wlasno§¢ Markowa, jezeli dla kazdego ¢t € N oraz dla
kazdego stanu fazowego j, i, i, 5, ..., iy nalezacego do zbioru .S mamy [Podgoérska i
in. 2002, s. 117]:

Pr{Y, = j ¥,y =iY, 5 =i ¥y =ig} = Pr{¥, = j| ¥ =i} @)

Powyzszy warunek interpretujemy nastepujaco: dla dowolnego momentu t € N
oraz dowolnych stanéw fazowych i, j € S prawdopodobienstwo warunkowe tego,
iz proces w momencie ¢ bedzie w stanie j, jesli wiadomo, ze w momencie -1 byt on
w stanie #, nie zalezy od tego, w jakich stanach byl w momentach wcze$niejszych
(por. [Stawicki 2004, s. 11]). Prawdopodobienstwo warunkowe oznaczamy jako:

p;(O)=Pr{Y,=j|Y,, =i} dlate Norazi,je S, 3)

ktore tworza macierz stochastyczna P(t)=[p;(¢)],, - Otrzymane prawdopodo-

biefistwa spelniaja warunki:

i py(=1, (4)
j=l
0< p,(H<1. (5)

Lancuch Markowa {Y,, t € N} o przestrzeni fazowej S={1, 2, ..., r} nazywamy
jednorodnym taficuchem Markowa, jezeli prawdopodobiefistwa warunkowe p;(¢)
przejécia ze stanu fazowego i do stanu j w jednostce czasu, tzn. w czasie -1 do ¢,
nie zaleza od wyboru momentu ¢, tzn.

v, py()=Dp; - (6)

Macierz P = [p;] o wymiarach SXS nazywana jest macierza przejscia (w jed-
nym kroku). Macierz ta okresla laricuch Markowa w sposéb jednoznaczny. Ozna-
czajac przez:

p' =l (®), P2 (), ..., ps(]', Q)

otrzymujemy wektor bezwarunkowych prawdopodobienstw p(f). Wowczas dla
jednorodnego tancucha Markowa prawdziwa jest rowno$¢:

p = P Dy (8)
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Oznacza to, ze bezwarunkowy rozklad prawdopodobienstwa w chwili # mozna
otrzyma¢ z bezwarunkowego rozktadu w chwili #-1, wymnazajac go przez macierz
przejécia. W tabeli | zaprezentowano przykladowa macierz przejscia (macierz
migracji kredytowe;j).

Tabela |. Prawdopodobienstwa zmian klasyfikacji pozyczkobiorcy w ciagu roku oszacowane na
podstawie lat 1981-2002

AAA AA A BBB BB B CCC NR D
AAA 89,73 5,03 0,56 0,07 0,18 0,01 0,00 4,5 0,016
AA 0,50 88,11 6,81 0,62 0,10 0,08 0,01 3,74 0,018
A 0,08 1,82 | 87,90 5,19 0,47 0,18 0,01 4,31 0,024
BBB 0,04 0,24 4,09 | 84,88 4,69 0,75 0,08 5,1 0,118
BB 0,04 0,11 0,58 4,97 | 71,30 7,94 0,74 7,71 0,619
B 0,01 0,08 0,27 0,49 399 | 76,45 5,16 9,10 4,464
CCC 0,07 0,01 0,30 0,53 1,08 6,55 | 41,99 9,65 | 39,824
NR' 0,03 0,08 0,26 0,40 0,42 0,38 0,03 97,69 0,700
D 0,00 0,00 0,00 0,00 0,00 0,00 0,00 0,00 1,00

* — Oznacza przedsigbiorstwo nie posiadajace oceny ratingowe;.
Zrédlo: Standard & Poor’s.

Prawdopodobienstwo zmiany klasyfikacji kredytowej podmiotu gospodarczego
jest okreslone warto$ciami zawartymi w tab. 1, np. prawdopodobienstwo, ze pod-
miot gospodarczy przejdzie z klasy ratingowej AA do A, wynosi 6,81%. W tabeli 1
mozna zauwazyC, ze najwyzsze wartosci prawdopodobienstw znajduja si¢ na
gtownej przekatnej macierzy przejscia, co oznacza, ze najbardziej prawdopodobne
jest, ze podmiot nie zmieni swojej klasyfikacji ryzyka kredytowego. W macierzy
przejscia w zaleznosci od definicji stanu » wszystkie stany sa wzajemnie osiagalne
lub moze wystepowac r—1 stanow wzajemnie osiagalnych i stan r jako stan pochla-
niajacy. Gdy ostatni stan r jest zdefiniowany tylko i wylacznie ze wzgledu na po-
ziom ryzyka kredytowego, np. ryzyko upadlosci powyzej 20%, co w warunkach
gospodarki amerykanskiej oznacza upadlo$c, istnieje prawdopodobienstwo powro-
tu do ktdrej§ z wyzszych ocen ratingowych (CCC, B, BB, ...). Stan » mozna zdefi-
niowaé takze jako stan, kiedy nastgpuje likwidacja podmiotu, i w tym przypadku
bedzie on stanem pochtaniajacym'.

3. Lancuch Markowa wielokrotnego wigzania

W praktyce zalozZenie, ze prawdopodobienstwo warunkowe zalezy tylko i wy-
lacznie od stanu | w okresie 11, jest dos¢ mocne. Nalezy raczej sklaniaé sie do
stwierdzenia, Ze poziom ryzyka kredytowego nie zalezy tylko od stanu w poprzed-

! Ocena ratingowa D (stan s) oznacza, ze prawdopodobienstwo niewyptacalnosci w okresie rocz-
nym jest wyzsze od 20%. Agencja Standard & Poor’s publikuje swoje macierze migracji obligacji,
traktujac stan D jako pochlaniajacy.
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nim momencie, ale takze od momentow wcze$niejszych, zwlaszcza gdy korzysta
sie z danych o czgstoéci obserwowania wyzszej niz rok. W tabeli 2 zaprezentowa-
no warto$ci wspdtczynnikéw autokorelacji syntetycznej miary okreslajacej kondy-
cje ekonomiczno-finansowgq dzialéw produkcyjnych gospodarki polskiej obliczone;j
dla danych pétrocznych.

Tabela 2. Autokorelacja syntetycznej miary ryzyka kredytowego w poszczegdlnych dziatach
o odstepie ¢

Dziat t=1 =2 =3 Dziat t=1 =2 =3
15 0,225 0,399 0,145 27 0,682 0,349 -0,029
16 0,604 0,510 0,356 28 0,586 0,571 0,101
17 0,438 0,445 -0,001 29 0,709 0,423 0,164
18 0,566 0,581 0,094 30 0,169 0,073 -0,320
19 0,456 0,235 —0,218 31 0,557 0,419 0,231
20 0,534 0,000 0,178 32 -0,062 0,060 0,267
21 0,278 0,118 0,120 33 0,248 0,326 0,035
22 0,451 0,522 0,330 34 0,443 0,399 0,019
23 0,674 0,307 0,034 35 0,500 -0,080 0,291
24 0,171 0,476 -0,243 36 -0,379 0,401 0,111
25 0,579 0,530 0,222 37 0,359 0,016 -0,239
26 0,587 0,426 0,058

Zrodlo: obliczenia whasne.

Tabela 3. Autokorelacja prawdopodobienstwa niewyplacalnoéci spotek branzy budowlanych
o odstgpie ¢

Spoétka -1 -2 -3 -4 Spotka -] -2 -3 -4
Budimex 0,214 [-0,002 | -0,016 |-0,015 |Nafta 0,866 0,612 0,375| 0,163
Echo 0,534 0,120 [ -0,043 | -0,078 | Pemug 0,887 0,624 0,366 | 0,121

Elbudowa 0,481 |[-0,004 | -0,008 |[-0,114 |Polnord 0,781 0,374 | —0,028 | -0,316
Elektroex 0,665 0,416 0,46 0,297 | Prochem 0,619 0,358 | 0,034| -0,16!
Elmontwar | 0,853 0,589 0,296 0,050 | Projprzem | 0,616 0,192 0,08 | -0,100
Energopld | 0,773 0,489 0,371 0,199 | Bick 0,899 0,582 0,467 0,355
Energopn 0,870 0,667 0,401 0,165 | Budopol 0,890 0,678 | 0,454| 0,253
Hydrobud 0,706 0,239 | -0,106 |-0,429 |Energopol | 0,866 0,616| 0,343| 0,044
Instal 0,836 0,611 0,337 0,088 |Instal Krk | 0,882]0,758| 0,619| 0,487
Mostalexp | 0,600 0,220 0,147 0,033 | Mitex 0,356 0,051 0,006 | —0,049
Mostalplc | ~0,088 0,140 | -0,076 | -0,138 | Mostal Gd. | 0,755 0,396 | 0,050 -0,125
Mostalwar 0,549 0,156 | -0,097 |-0,263 | Pekabex 0,721 0,464 | 0,220 | —0,033
Mostalzab | 0,823 0,645 0,469 0,328 | Enap 0,870| 0,554 | 0,2661 0,044

Zrédlo: obliczenia wlasne.
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W pigtnastu dziatach warto§¢ autokorelacji o opdZnieniu 1 jest wigksza od 0,4,
a w jedenastu jest wigksza od 0,5. Swiadczy to o umiarkowanej inercji w tych dzia-
fach (maksymalna warto$§¢ wyniosta 0,709). W przypadku opdznienia dwuokreso-
wego jedenascie dziatéw wykazalo autokorelacje wigksza niz 0,4, a dla op6znienia
trzyokresowego — zaden. Stad wniosek, ze maksymalny wplyw kondycji z okresow
wczesniejszych siega horyzontu rocznego, czyli dwdch obserwacji.

Kolejny przyklad, ze poziom ryzyka kredytowego siega nie tylko najnowszego
okresu, ale takZze momentow wczesniejszych, dotyczy poziomu ryzyka kredytowe-
go spélek branzy budowlanej, mierzonego prawdopodobienstwem niewyptacalno-
Sci obliczonego dla danych kwartalnych. W przypadku 6 spélek zaleznosé sigga do
opdznienia 3 kwartalow wstecz (okres jednoroczny), a dla 14 — dwa kwartaly wstecz.
Oznacza to, zZe tylko w 11 spotkach (na 26) spelniony jest warunek pojedynczego
wigzania taficucha Markowa.

W zwigzku z istnieniem wplywu o wigcej niz jeden okres na poziom ryzyka
kredytowego nalezaloby wykorzysta¢ tancuchy Markowa wielokrotnego wigzania.
Warunek (1) dla ciggu Markowa moze by¢ rozszerzony do postaci:

FoOop | x,%500 X, ) = F (00 1 X0 X505 o X ) - &)

Skonstruowany w ten sposob lancuch bedzie tancuchem m-krotnie wiaza-
nym. Lancuch Markowa podwdjnie wigzany mozna wyrazi¢ zatem nastgpujaca
formula:

Fo(x 1150, 000, %) = F (X | X405 X 2) (10)
a prawdopodobienstwa warunkowe osiagnigcia stanu j w czasie £ wzorem:

Pij =Pr{Y,=j|Y,_,=iY_,=1} dlateNorazl,i, je §. (11)

Lancuch podwdjnie wiazany moze by¢ sprowadzony do jednorodnego lancu-
cha (por. [Stawicki 2004, s. 20]).

Estymacja macierzy prawdopodobienstw mozliwa jest na podstawie mikroda-
nych. Dla laficucha dwukrotnie wiazanego prawdopodobienstwa uzyskane metodg
najwigkszej wiarygodnosci dla proby przestrzenno-czasowej przybieraja postac:

ng; (£)

Zi”h‘j(’)
=1

Py = (12)

gdzie: ny; jest liczba jednostek populacji (préby), ktére w kolejnych okresach (mo-
mentach) -2, +~1, ¢ przebywaly kolejno w stanach /, i, j.
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4. Przypadek heterogenicznosci macierzy migracji kredytowych

Badania empiryczne wskazuja, ze zmiany klasyfikacji kredytowej zaleza od fa-
zy cyklu koniunkturalnego®. Na rysunku 1 przedstawiono érednie prawdopodo-
bienistwa niewyptacalnosci dla spdtek branzy budowlanej notowanej na Gieldzie
Papierow WartoSciowych w Warszawie w latach 2000-2005. W poszczegolnych
latach wida¢ znaczne zmiany w przecigtnym poziomie ryzyka kredytowego, co
oznacza, ze zbudowane wtedy macierze migracji kredytowych moga si¢ rézni¢ od
siebie prawdopodobienistwami zmiany poziomu ryzyka kredytowego. Istnieja
przynajmniej dwa sposoby uwzglgdnienia sytuacji makroekonomicznej w modelu
zdolnosci kredytowej [Saunders 2001, s. 64]: dane historyczne dzieli si¢ na okresy
recesji oraz wzrostu gospodarczego i dla kazdego z nich z osobna mozna zbudowaé
macierze zmian klasyfikacji kredytowej, bezposrednio modelujac relacje pomiedzy
prawdopodobienstwem zmiany klasyfikacji a czynnikami makroekonomicznymi’.
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Rys. 1. Srednie wazone prawdopodobiefistwa niewyptacalno$ci branzy budowlanej w okresie

rocznym {EDF 1) oraz prawdopodobienstwo niewyptacalnosci neutralne wzgledem ryzyka* (EDF 2)
w latach 2000-2005

* Prawdopodobienstwo neutralne wzgledem ryzyka oznacza, Ze stopa zwrotu z aktywdw firmy w
horyzoncie rocznym jest rowna stopie wolnej od ryzyka

Zrodto: opracowanie wlasne.

W przypadku recesji warto§ci prawdopodobienstw z tab. 1 beda si¢ przemiesz-
czaé¢ w kierunku potudniowo-wschodnim, a wigc prawdopodobienistwo przej$cia z

2 Szczegolnie stopy niewyplacalnosci w wypadku pozyczek gorszej jakosci sa bardzo wrazliwe
na faze cyklu koniunkturalnego.
3 Ujecie to zostato wykorzystane w modelu CreditPortfolioView firmy McKinsey.
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kategorii CCC do D bedzie wigksze w przypadku recesji gospodarki niz w okresie
ekspansji. W pierwszym przypadku mozna zastosowaé przetacznikowe modele
Markowa. W drugim natomiast mozliwe jest zastosowanie niejednorodnych lancu-
chow Markowa.

tancuch Markowa {Y,, t € N} o przestrzeni fazowej S= {1, 2, ..., r} nazywamy
niejednorodnym tancuchem Markowa, jezeli prawdopodobienstwa warunkowe
pi{?) przejscia ze stanu fazowego i do stanu j w jednostce czasu, tzn. w czasie (1)
do ¢, zaleza od czasu w jawnej postaci [Stawicki 2004, s. 33 i nast.]:

pi(D) = fi (D) (13)
badz od proceséw bgdacych funkcjami czasu:
PAO=Filz @), (14)

gdzie: z'(f) jest wektorem proceséw objasniajacych zmiany prawdopodobienstw
przejsc.

Podstawowa zalezno$¢ niejednorodnego taricucha Markowa moze byé¢ przed-
stawiona w postaci ukladu rownan:

yj(t)=zr:y,-(t—1)p,-j(t) dlate N, jeS. (15)
i=l

Zastapienie prawdopodobienstw bezwarunkowych di(r) przez ich oszacowania
yi(?) prowadzi do sformulowania nastgpujacego modelu ekonometrycznego:

yk(t)=z’:yj(t—l)pjk(t)+uk(t) dlate N, jeS§. (16)
j=1

Okreslenie ksztattu funkcji fi(¢) w formule (17) jako trendu wyznaczonego dla
parametrow lancucha Markowa moze nastreczaé pewnych trudnosci ze wzgledu na
warunki (4) i (5).

ﬁij(t)=flj(t)+uij(t)’ (17)
gdzie: p;(¢)jest estymatorem prawdopodobiefistw przejscia ze stanu i do j w cza-

sie t uzyskanym z metody najwigkszej wiarygodnosci.
Najczestsza propozycja jest przyjgcie funkeji liniowej dla »—1 pierwszych sta-
néw, a element r w kazdym wierszu macierzy wyznacza si¢ ze wzoru:

r-1
fir(t)=1_z.fij(t)' (18)
=

Innym sposobem rozwiazania tego problemu jest przyjecie zalozenia o linio-
wosci zwiagzku migdzy parametrami niejednorodnego laricucha a opisujacymi je
czynnikami i wykorzystanie liniowego modelu ekonometrycznego do opisu w cza-
sie prawdopodobienstw pjk(t)4:

? Takie podejscie zastosowano w modelu firmy McKinsey.
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M
ij(t)zz:ﬂjkhzh(t)""fjk(t)’ (19)
h=1

z;(f) sa zmiennymi objasniajacymi reprezentujacymi czynniki, ktére wplywaja na
zmienno$¢ prawdopodobienstw pj(1).

Relacjg (19) wstawiamy do modelu (16), relacjg liniowa prawdopodobienstw
wykorzystujemy do zastapienia nieznanych parametrow strukturalnych modelu
niejednorodnego tancucha Markowa:

r M
7= Byt =Dz, () +7,(0), (20)

j=1 1=l

10 =3 y,(1=DE(O) + 1, ().
=

Oszacowanie parametrow strukturalnych tak zmodyfikowanego modelu po-
zwoli w sposob posredni uzyska¢ oszacowanie prawdopodobienstw p;(f). Mozna
takze zatozyé nieliniowa zaleznoé¢ pomigdzy prawdopodobienistwami przejécia a
opisujacymi je czynnikami, przy czym czynniki z,(f) sa powiazane migdzy soba
liniowa zalezno$cia postaci:

M
Fu@GEW)=Ya% z,(). (21)
h=0
Zaleznosci migdzy prawdopodobienstwami przejscia pu(f) a wpltywajacymi na
nie czynnikami okreslone sa funkcjami logistycznymi w postaci (por. [Kadam,
Lenk 2005, s. 7; Stawicki 2004, s. 38]):

e . (Z (¢
PUED) k= 1,2,
1+ exp(f ;(Z(1)
pa=y = (22)
— dla k= r.
1+ exp(f ;;,(Z(1)
i=l
W ten sposdb otrzymujemy uktad rownan:
V@)=Y y;(t=Dp (&) +u, (1) dlate N, jeS. (23)
=

Réwnania te sa spetnione z dokladnoscia do sktadnika resztowego. Uzyskanie
ocen parametrOw nastgpuje poprzez rozwiazania nast¢pujacego zadania progra-
mowania kwadratowego:
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T
> () - 3¢~ - PO [3(2) - (¢ = 1) - P(1)] = min. 24

=1

Nieznajomo$¢ macierzy wariancji i kowariancji estymatorow parametrow mo-
delu nie pozwala na ocene dokladnosci oszacowania zar6wno parametrow a"jk, jak
i parametréw niejednorodnego laricucha Markowa pu(f). Model moze by¢é tylko
opisany przez sum¢ kwadratow odchylen wartosci teoretycznych od wartosci empi-
rycznych,

5. Macierze przejscia w czasie cigglym

Uzyskujac macierz przej$cia na podstawie estymatora najwigkszej wiarygod-
nosci na podstawie danych rocznych, nie uwzglednia si¢ pelnej informacji zawartej
w ocenie ratingowej. Wynika to z tego, ze zmiana klasyfikacji moze nastapi¢ w
dowolnym momencie, a estymujac prawdopodobienstwa bierze si¢ pod uwage
tylko stan na koniec okresu. W zwigzku z tym prawdopodobienstwa przejscia es-
tymowane na podstawie zmian klasyfikacji kredytowej obserwowanych w czasie
cigglym sa dokladniejsze. Ma to szczegdlne znaczenie przy estymacji zdarzen bar-
dzo rzadkich, np. zmiany klasyfikacji z oceny ratingowej AAA do stanu niewypla-
calno$ci. Warto$¢ estymatora uzyskanego z metody najwigkszej wiarygodnosci
przejscia z AAA do D powinna by¢ niezerowa, poniewaz jesli wystgpuja przejscia
z AAA do AA iz AA do stanu niewyplacalnosci (dla innych podmiotéw gospodar-
czych), to prawdopodobienistwo przejscia z AAA do stanu niewyplacalno$ci tez
powinno by¢ wigksze od zera (por. [Lando, Skedeberg 2002, s. 2]). Estymator naj-
wigkszej wiarygodnosci w czasie ciaglym ujmuje tg relacje, a estymator dla czasu
dyskretnego — nie’.

W przypadku jednorodnego laricucha Markowa® macierz przejécia w czasie
ciaglym wyraza sig formula (por. {Lando, Skedeberg 2002, s. 5]):

P(t)=exp(At), ¢20. (25)

Prawdopodobienstwo przejscia dla dowolnego horyzontu ¢ jest funkcjq macie-
rzy A. Zatem do oszacowania prawdopodobienstwa przejscia wykorzystujemy me-
tode najwiekszej wiarygodnosci. Jednak w pierwszej kolejnosci nalezy oszacowac
elementy macierzy generujacej A (takze metoda najwigkszej wiarygodnosci). Na-
stepnie stosuje si¢ macierzowa funkcj¢ wykladnicza przemnozona przez horyzont
czasowy do tego oszacowania.

5 Jesli ani jedna firma nie przeszta z klasyfikacji AAA do stanu niewyplacalnosci, to wartosé
prawdopodobiefistwa wyniesie zero.

¢ Estymator macierzy przejécia dla niejednorodnego taricucha Markowa w czasie ciaglym mozna
znalez¢ w pracy (Lando, Skedeberg 2002]).
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Elementy macierzy A spelniajg warunek:

4;20 dla i#}j,

A== 4, dla i=j- (26)

i®j

Elementy macierzy A opisuja wlasnosci stochastyczne czasu przebywania w
stanie / jako realizacj¢ zmiennej losowej o rozkladzie wykladniczym z parametrem
A, gdzie 4, = —A;. Prawdopodobienstwo przej$cia ze stanu i do j, pod warunkiem

A
ze w ogole dojdzie do przejécia, wynosi 7" Do estymacji elementéw macierzy A
wykorzystuje si¢ metodg najwigkszej wiarygodnosci (por. [Jafry, Schuermann
2004, s. 20]):

y) =_’ﬂ, (27)

if T
[¥(s)ds
0

gdzie: Y{s) — liczba przedsigbiorstw w danej klasie ratingowej i w czasie s,
ni(T) — liczba przej$¢ przedsigbiorstw ze stanu i do j.

W celu zilustrowania omowionej metody estymacji prawdopodobienstw rozpa-
trzmy nastgpujacy przyklad. Dane sa 4 kategorie poziomu ryzyka kredytowego: A,
B, C oznaczajace podmioty wyplacalne oraz kategoria D oznaczajaca podmioty
niewyplacalne (przyjmijmy, Ze jest to stan pochlaniajacy). Zalézmy, ze mamy dane
dotyczace migracji kredytowej 25 podmiotéw w ciggu roku. Na poczatku roku
10 podmiotéw miato oceng A, 10 podmiotow mialo oceng B, a pozostate mialy
oceng C. W ciagu roku jedna firma z kategorii A do B przeszla po 3 miesiacach,
a druga po 7 miesiacach. Z kategorii A do C przeszla jedna firma po 5 miesigcach.
Z kategorii B do A przeszta 1 firna po 4 miesiacach, a z B do C 2 firmy, przy
czym pierwsza po 8, a druga po 10 miesiacach. Z B do D przeszedt jeden podmiot
po 4 miesiacach. Z kategorii C do B przeszia jedna firma po 6 miesigcach, a z ka-
tegorii C do D przeszly dwie firmy, obie po 7 miesiacach. Przykladowe elementy
macierzy A sa nastgpujace:

N _ 2

i = =
S 7+3/12+7/12+5/12+8/12
[Ya(s)as
0

=0,22430,

2 Ny (D) 1
Ay =7 =

=0,10170,
' 6+9/12+5/12+4/12+8/12+10/12+4/12+6/12

(Vs (s)ds

0
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Nep() _ 2

! 246/124+7/12+7/12+7/12+4/12+2/12
[Yc(s)ds

0

Aep = =0,42105.

Oszacowana macierz A ma postac:

-0,33645 0,22430 0,11215  0,0000
0,10170 -0,40678 0,20339 0,10170
0,0000 0,21053 -0,63158 0,42105|’
0,0000 0,0000 0,0000  0,0000

A=

oraz macierz prawdopodobienstw zmiany klasyfikacji kredytowej:

0,72257 0,16387 0,08468 0,02889
]3(1)___ 0,07089 0,68718 0,12629 0,11565 '

0,00682 0,12696 0,54435 0,32187

0,0000 0,0000 0,0000 1,0000

W przypadku zastosowania metody najwigkszej wiarygodnosci w czasie dys-
kretnym uzyskana macierz prawdopodobienstw zmiany klasyfikacji przybiera po-
staé:

0,7 02 01 0,0
13(1),= 01 0,6 02 01 '
“ 10,0 0,2 04 04

0,0 0,0 0,0 10

Mozna zauwazy¢, ze estymator w czasie dyskretnym nie ujmuje prawdopodo-
bienstwa zmiany klasyfikacji z kategorii A do D, gdyz nie bylo w danym przypad-
ku takiego podmiotu gospodarczego. W przypadku estymatora w czasie ciagtym
jest mozliwa taka zmiana klasyfikacji, chociaz prawdopodobienstwo jest niskie.
Jest to prawidlowy wynik, poniewaz mozliwa jest zmiana kategorii z A do B, a w
kategorii B wystapity przypadki niewyptacalnosci. W zwiazku z tym mozna sadzic,
Ze istnieje mozliwo$é upadlosci wprost z kategorii A. Dodatkowo mozna zauwa-
zy¢, ze w przypadku podwyzszenia kategorii ryzyka kredytowego, np. z B do A, w
tradycyjnej metodzie wyznaczania prawdopodobienstw jest ujmowane tylko i wy-
lacznie przy okreslaniu prawdopodobienstwa przejécia z B do A. W przykladzie
przejécie podmiotu w 4 miesiacu z kategorii B do A ma takze wplyw na wyzna-
czone prawdopodobienstwa przejscia z kategorii A, gdyz dany podmiot jest ujmo-
wany w obliczeniach w nastgpujacy sposob: 4 miesiace kategorii B i 8 miesigcy
kategorii A. Dodatkowym atutem przedstawianej metody estymacji prawdopodo-
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bienstw przej$cia jest mozliwo$¢ korzystania z mniej liczebnych baz danych. Wia-
Ze si¢ to z tym, ze do obliczen uzywa si¢ bardziej szczegétowych danych (obejmu-
jacych np. miesigczne zmiany klasyfikacji kredytowej, a nie roczne).

6. Zakonczenie

Zastosowanie lancuchow Markowa do analizy i prognozowania zmian klasyfi-
kacji zdolnosci kredytowej wiaze si¢ z pewnymi trudno$ciami. Po pierwsze, braku-
je odpowiednich baz danych. Dotyczy to zaréwno liczebnosci takiej bazy danych,
jak i odpowiedniego zdefiniowania stanéw lancucha Markowa, np. w Stanach
Zjednoczonych agencja Standard & Poor’s dysponuje bazg danych kilkudziesigciu
tysiecy podmiotow posiadajacych oceng ratingowa, ktore automatycznie definiuja
poszczegolne stany taricucha. W Polsce do tego celu moglyby postuzy¢ wewngtrz-
ne ratingi stosowane przez najwigksze banki, ktore takze musialyby ulec ujednoli-
ceniu ze wzgledu na otrzymane klasy ryzyka kredytowego. Kolejnym problemem
jest wybdr odpowiedniej klasy modelu, tzn. zadecydowanie, czy ma to by¢ jedno-
rodny tancuch Markowa, tancuch Markowa wielokrotnego wiazania czy tez moze
niejednorodny lancuch Markowa. W przypadku niejednorodnego tancucha Mar-
kowa nalezaloby odpowiednio uwzgledni¢ zmienne opisujace prawdopodobien-
stwa przejScia. Zastosowanie estymatora prawdopodobienstw w czasie cigglym
pozwala na dokladniejsza estymacje prawdopodobienstw zmiany klasyfikacji po-
ziomu ryzyka kredytowego.
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USE OF MARKOV CHAINS TO ESTIMATE CREDIT RISK LEVEL

Summary

Credit migration or transition matrices, which characterise past changes in credit quality of firms,
are cardinal inputs to many risk management applications. It means that the main stress is to choose
the right estimation method. The paper presents a few methods of transition matrices estimation due
to appropriate method choice. Multi-binding Markov chains are described together with non-homoge-
neous Markov chains. The article presents also a continuous-time credit migration estimation method
which enables to use Markov chains in case of less numerous data bases.
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