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ZBIORU

Najczesciej stosowanymi reprezentantami zbioru sa srednia arytmetyczna, me-
diana i modalna zbioru. Srednia arytmetyczna szczegélnie wazna funkcje petni w
statystyce i w zagadnieniach pokrewnych, takich jak teoria pomiaru czy ekonomet-
ria. Wigkszo$¢ rozkltadéw probabilistycznych ma te wlasnosé, iz sa skoncentrowa-
ne wokol pewnego punktu, a prawdopodobienstwo wystapienia elementu o takim
rozkladzie maleje bardzo szybko w miare oddalania si¢ od tego ,,centralnego”
punktu. Te wlasnos¢ wykorzystuje metoda najmniejszych kwadratéw, ktéra zaklada,
ze spadek ten jest co najmniej proporcjonalny do kwadratu odleglosci od tego cen-
trum. Estymatorem takiego ,,centrum rozkladu probabilistycznego” w metodzie
najmniejszych kwadratow jest wilasnie $rednia arytmetyczna [Brandt 1998]. Jesli
jednak spadek ten jest wolniejszy, lepszym estymatorem jest mediana. Na przyklad
jesli w badanym zbiorze znajda si¢ elementy nietypowe, znacznie roézniace sig
(znacznie oddalone) od wigkszosci innych elementéw, ich wplyw na $rednia aryt-
metyczng moze by¢ nieproporcjonalnie duzy w stosunku do ich (relatywnej) waz-
nosdci. Jesli istnieje podejrzenie, Ze tego typu sytuacja ma miejsce, zazwyczaj za
reprezentanta zbioru przyjmuje si¢ wlasnie mediang zbioru, ktora jest mniej podat-
na na tego typu ,,elementy skrajne”.

Oprocz $redniej arytmetycznej i mediany, trzecim, stosunkowo czgsto stoso-
wanym reprezentantem zbioru jest modalna (moda), czyli element najczgsciej wy-
stgpujacy (badz inaczej — element o najwigkszej wadze). Ma on tg cechg, iz nie
zalezy od ksztaltu analizowanego zbioru, tylko od jego miary.

Wspolna cecha tych trzech reprezentantow jest to, ze do ich wyznaczenia nie sg
potrzebne skomplikowane algorytmy — co w przypadku zbiorow duzych i wielo-
wymiarowych jest bardzo wygodne. Ta wygoda sprawia, ze inne mozliwosci wy-
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boru reprezentanta sq rzadko stosowane, a przez to mato znane. Po co szuka¢ in-
nych, ,,udziwnionych” reprezentantéw, skoro do dyspozycji mamy gotowe, proste
wzory, dajace zadowalajace rozwiazanie? Jednak takie podejscie jest niepoprawne.
Wybor reprezentanta powinien by¢ poprzedzony ustaleniem kryteriéw wyboru —
uwarunkowanych m.in. rodzajem zagadnienia. Niewielka zmiana kryteriow moze
powodowac, ze nasz wybor bedzie znacznie odmienny. Tymczasem wygoda w
postaci istnienia gotowych i nieskomplikowanych wzoréw sprawia, ze czgsto sto-
suje sie podejécie zupelnie inne. Dokonuje sig wyboru reprezentanta bez przyjmo-
wania zalozen uzasadniajacych ten wybdr badz automatycznie przyjmuje si¢ pew-
ne zalozenia nie majace zadnego zwiazku z analizowanym zagadnieniem.

Przykladem takiego postgpowania moze by¢ wlasnie wybor $redniej arytmetycz-
nej na reprezentanta zbioru w przypadku zagadnien nieprobabilistycznych, takich jak
szukanie optymalnej lokalizacji. Jesli mamy zbiér pomiaréw pewnej nieznanej war-
tosci, rozniacych sie wzajemnie pomigdzy soba, naturalnym zaloZeniem jest przyje-
cie, Ze pomiary te obarczone sa pewnym bl¢dem, majacym rozklad normalny o $red-
ni¢j zero i pewnej statej wariancji. Przy takim zalozeniu szukana warto$¢ najlepiej
estymuje, w sensie metody najmniejszych kwadratéw, Srednia arytmetyczna (zob.
[Brandt 1998]). Innymi stowy, zalozenie, ze dany zbiér danych ma rozktad normal-
ny, uzasadnia wybor $redniej arytmetycznej na jego reprezentanta.

Jednak je$li czynnik losowy w zagadnieniu nie wystgpuje (jak w przypadku
probleméw zwiazanych z lokalizacja dziatalnosci gospodarczej), uzasadnienie to
traci sens. Wybdr jako reprezentanta $redniej arytmetycznej wymaga wtedy innego
uzasadnienia — czego w podobnych przypadkach praktycznie si¢ nie czyni. Co
wiecej, w wigkszosci tego typu zagadnien nie mozna zakltadaé, ze istotnie wielkosé
(wazno$¢, miara) punktow maleje w miarg zwigkszania sig ich odleglo$ci od jed-
nego, centralnego punktu. Stad stosowanie $redniej arytmetycznej badZz mediany
nie jest ani korzystne, ani merytorycznie poprawne.

Czy istnieje alternatywa? Oczywiscie mozliwosci wyboru jest bardzo duzo. W
zagadnieniach ekonomicznych zwiazanych z lokalizacja wigksze zastosowanie
maja reprezentanci o charakterze ,,lokalnym”, czyli tacy, ktorzy sa bardziej zalezni
od miary niz od ksztaltu analizowanego zbioru.

Niech (X, w) bedzie pewnym danym, ograniczonym zbiorem punktéw X z m-wy-
miarowej przestrzeni liczb rzeczywistych R™ (m <o) z miarg w (w(X) <o),
k-dodatnim parametrem, a d(x, p) — odlegloécia pomigdzy ustalonym punktem x ze
zbioru X, a punktem pe R™.

Definicja 1. Reprezentant zbioru (X, w) to punkt realizujacy minimum funkcji

Wk n 1k
fx,...(p)=fx,.,(p;k,d)=[zd(x,p)‘ W,) = (Zd(x;,P)k W;) , (1)
X i=1
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gdzie w, = w; — miara punktu x .

Tak zdefiniowany reprezentant ma naturalng interpretacje¢. Im bardziej rozpro-
szone sa punkty ze zbioru X, tym wigksza warto§¢ ma funkcja (1). Punkt, w ktorym
ta funkcja ma warto$¢ najmniejsza, jest punktem, ktéry minimalizuje laczng odle-
glos¢ do wszystkich punktéw ze zbioru X — a wigc punktem, ktéry najlepiej repre-
zentuje ten zbior.

W takim ujgciu reprezentant zbioru zalezy nie tylko od zbioru X i jego miary w,
ale rowniez od wyboru metryki d i wartosci parametru k. Parametr k& mozna
okre§li¢ mianem parametru ksztaltu zbioru, gdyz im wigksza jego warto$¢, tym
wigksza rolg odgrywa ksztalt analizowanego zbioru. Jesli £ = 2, wptyw dalej poto-
zonych elementéw na potencjalnego reprezentanta ro$nie proporcjonalnie do kwa-
dratu ich odleglosci od niego. W skrajnym przypadku, gdy k — o, reprezentant w
ogodle nie zalezy od miary zbioru, tylko od jego elementéw brzegowych, gdyz

1k
Sxw(p;d,=)= 2im ( Z d(x, p)* WX) = max d(x,p)’. Stad minimum funkcji f
e xe X €

wzgledem p realizuje punkt bedacy srodkiem okrggu opisujacego analizowany
zbior. Punkt ten begdziemy nazywaé srodkiem Czebyszewa, w analogii do nazwy
metryki Czebyszewa d_, .

W wigkszosci przypadkow znalezienie minimum funkcji (1) jest skomplikowa-
ne ze wzgledow natury obliczeniowej. Jednak w pewnych szczegdlnych przypad-
kach jest wzglednie proste. Zauwazmy, iz jesli k jest liczbg skonczona, wzor (1)
mozna uprosci¢, pomijajac symbol pierwiastka (operacja potggowania funkcji nie
zmienia jej minimum). Gdy za odleglos¢ d przyjmiemy metryke Minkowskiego

1/t
d,(x, p) =(i|x,. - p,.|') , gdzie k = t, wtedy zagadnienie znalezienia minimum w

i=l

. . .. ey, . |
zbiorze z R™ sprowadza sig do znalezienia m miniméw w m zbiorach z przestrzeni R’

1k
' Wzdr ten jest szczegdlnym przypadkiem wzoru Sxn(P)= [ Id(x, ) dw(x)] . Gdy miara w
X

jest miara singularna, skupiona w punktach, przybiera on postac (1). Postaé ogélna jest niepraktyczna
ze wzgledow rachunkowych, dlatego tez wygodniej jest rozpatrywac pierwsza, dyskretna postac.
Wilasciwie nie tracimy na ogélnoéci, zawgzajac nasze rozwazania do tego przypadku, gdyz w wigk-
szosci zagadniefh mamy do czynienia ze zbiorami dyskretnymi; a co wazniejsze, kazda miarg ciagla
mozna przyblizaé, z dowolnie matym bledem, miara dyskretna [Billingsley 1987].

2 Wzér ten jest prostym uogblnieniem prostej zaleznosci. Jesli ay, ..., a; 20 i wy, ..., wy 20, to

: n n —-
3'_‘)2’""’1 w, +...+a,w, =max{a,,..,a,}.

Y ey )= Y ) w, =Y Y - p [ w, -

i=l xeX

Stqd m’jnf‘x.w(p;d,, ,k) = i:zln.gn;lxi —pir Wy -
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Na przyktad jesli za odleglosé przyjmiemy metryke euklidesowa d,, a &k = 2,
minimum funkcji (1) realizuje $rednia arytmetyczna zbioru'. Gdy za$ za odleglosé
przyjmiemy metryke miejska d), a £ = 1, minimum funkcji (1) realizuje mediana
zbioru X° (zob. tab. 1).

Tabela 1. Przyklady reprezentantéw zbioru (wedtug definicji 1)

Nazwa reprezentanta k Metryka
Srodek Czebyszewa 0 dowolna
Mediana 1 d,

Srednia arytmetyczna 2 d,
Modalna dowolne metryka dyskretna

Zrodto: opracowanie whasne.

Jednak juz w sytuacji, gdy odleglosé jest odlegloscia euklidesowa ds, a k= 1,
nie istnieje wzor pozwalajacy bezposrednio wyznaczy¢ minimum funkeji (1). Mi-
mo wszystko znalezienie takiego minimum nie jest trudne. Mozna zastosowaé
prosty algorytm polegajacy na wyznaczaniu kolejnych iteracji coraz blizszych po-
szukiwanemu minimum. Na poczatku wybiera si¢ pewien punkt (na przyklad $red-
nig arytmetyczna). Dalej sprawdza sig, jak szybko, wychodzac od tego punktu,
funkcja maleje na réznych kierunkach. W tym celu wystarczy policzyé gradient
funkcji 1 zbadaé, w jakim kierunku jest najmniejszy (najbardziej ujemny). Jesli w
Zadnym kierunku funkcja nie maleje (wszystkie pochodne czastkowe sa dodatnie),
punkt ten jest szukanym minimum — co konczy algorytm. Jesli nie, procedurg po-
wtarza sig, szukajac minimum funkcji (1) na kierunku najwigkszego spadku. Za
punkt poczatkowy podstawia sig¢ punkt realizujacy to minimum. Nastgpnie ponow-
nic sprawdza si¢, wychodzac od nowego punktu, w ktéra strong funkcja maleje
najszybciej. Procedure powtarza sig dopdty, dopoki nie znajdzie si¢ punktu beda-
cego lokalnym minimum. Jesli funkcja (1) jest funkcja wypukla, takie lokalne mi-
nimum jest jednocze$nie jej minimum globalnym. Algorytm ten jest stosunkowo
prosty i daje poprawne rozwiazanie juz po kilku iteracjach.

Jednak w sytuacji gdy ta funkcja nie jest funkcja wypukla, zawodzi, gdyz wte-
dy moze mie¢ minima lokalne. Mozna postuzy¢ si¢ w tym miejscu analogig z pi-
teczka i dotem. Puszczona w dél piteczka bedzie opadaé, pdki nie zatrzyma sig

T

ixhwi iXZiW, ix...i w;

i=l i=l i=l = 1 ZXW
- , " 5 riey n W(X) :Ex x
2 xm 2

4 Srednia arytmetyczna to punkt X, =

w

(zob. [Brandt 1998; Jajuga 1999]).

5 Mediang j-tych wspotrzednych jest liczba X, .=X;, gdzie s — indeks taki, ze
i W < -;—Z w, <Y w, . Mediana zbioru X jest punkt %, =(%,,,-, £,,)" [Brandt 1998].
i=| =l i=l

i=l
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w najnizszym punkcie dotu. Jesli jednak dot sklada sig z kilku dotkéw réznej gle-
bokosci, pitka zatrzyma si¢ w pierwszym, przypadkowym dolku lezacym na jej
drodze, niekoniecznie w tym najglebszym.

Powstaje pytanie, czy funkcja (1) zawsze jest funkcjg wypukla? Jest taka np.
wtedy, gdy k21 i odleglos¢ d(x, p), traktowana jako funkcja wzgledem zmiennej
p, jest funkcja wypukta®, (jak metryka Minkowskiego — zob. rys. 1).

Rys. 1. Warstwice funkcji (1) przy d:==d, i k=1 (a) oraz k=2 (b)

Zrédlo: opracowanie wlasne.

Jednak w wielu przypadkach funkcja (1) nie jest wypukla. Wystarczy, ze za odle-
gloé¢ d przyjmiemy odleglosé dyskretna albo odlegloéé okreslona za pomoca wzoru

. d(x, p)
d ,p)=—————— 2
,(x,p) rd(x.p) @)
lub
d>,(x,p)=1-279=n"", 3)

gdzie r jest dowolnym dodatnim parametrem, a d pewna, dowolna metryka — cho-
ciazby metryka Minkowskiego.

W przypadku metryki dyskretnej (i gdy k& jest dowolnym skonczonym parame-
trem) reprezentantem jest modalna zbioru — reprezentant stosunkowo latwy do
wyznaczenia. Jednak gdy za odleglo§é¢ przyjmiemy dowolna metryke okreslong
wzorem (2) lub (3), znalezienie minimum funkcji (1) moze by¢ o wiele trudniejsze,
gdyz moze wymaga¢ wielu zmudnych obliczen (polegajacych na obliczaniu warto-
sci funkcji (1) nawet na calym analizowanym obszarze).

¢ Dowolna kombinacja liniowa o nieujemnych wspétczynnikach nieujemnych funkcji wypuktych
jest funkcja wypukla (zob. [Maciuk 1999]).
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W dobie powszechnego dostgpu do komputeréw trudnosci zwigzane z ,,praco-
chlonnos$cia” algorytméw sa coraz mniejsze. Czy jednak istnieje potrzeba wyzna-
czania takich reprezentantow? W duzym stopniu zalezy to od rodzaju i specyfiki
analizowanego zagadnienia. Gdy wplyw elementéw skrajnych jest niewielki, czy
nawet pomijalny, wowczas tego typu reprezentant lepiej si¢ sprawdza niz reprezen-
tant klasyczny, jak $rednia czy mediana. Szczegélnie wazne jest to w zagadnie-
niach zwiazanych z lokalizacja podmiotéw gospodarczych, jak fabryka, magazyn,
centrum logistyczne itp.

Zatézmy, ze zbiér X jest zbiorem potencjalnych klientéw, w — miara ich wiel-
ko$ci (waznosci). Punkt p oznaczaé bgdzie lokalizacj¢ o$rodka, ktéry ma ich ob-
stugiwac. Im wigksza odleglos¢ pomigdzy parg punktéw x a p, tym wieksza strata
zwigzana z obstugg klienta x przez o§rodek w punkcie p. Warto$§é funkcji (1) w
punkcie p oznaczaé bgdzie taczna stratg z obstugi wszystkich punktéw ze zbioru X
(przy uwzglednieniu ich wielkosci w,) przez punkt p. Znalezienie punku realizuja-
cego minimum tej funkcji rOwnowazne jest wigc z wyznaczeniem punktu, z ktdre-
go dotarcie do wszystkich punktéw xe X begdzie powodowalo straty najmniejsze
z mozliwych.

‘Lgczyca
urek
$rodek Czebyszewa:
k=w .Ozo rkoéw
. Dobra
O o Poddebice

/ N
mediana: k=1 $rednia: k=2

o Warta . Szadek
. Blaszki

.'iieradz ‘dunska_.ﬂ-SSk o

Rys. 2. Przyklady reprezentantéw zbioru gmin Polski (wedtug definicji 1) z liczba ludnosci jako
miarg przy zalozeniach,izd :=dyiprzyk=1,2, ...

Zrédlo: opracowanie wlasne.
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W tego typu sytuacjach kwestia zasadnicza jest ocena zalezno$ci pomigdzy
wzrostem straty na obstudze pojedynczego klienta x w miarg wzrostu odlegtosci od
osrodka p. Czy taka strata jest proporcjonalna do kwadratu odleglosci, w zwiazku z
czym uzasadnione jest wyznaczenie na reprezentanta zbioru $redniej arytmetycz-
nej? Czy moze spadek ten jest ,tylko” proporcjonalny do odleglosci (reprezentant
— mediana), a moze jest duzo wolniejszy?

Zagadnienie to dobrze ilustruje nastgpujacy przyktad. Niech zbiorem X bedzie
zbidér gmin Polski z liczbg mieszkancow jako jego miara. Reprezentanta takiego
zbioru mozna okres$li¢ mianem $rodka Polski. Gdzie znajduje sig taki srodek?

Wedhug definicji 1 $rodek ten zalezy od wyboru metryki d i wartosci parame-
tru ksztaltu k. Rysunek 2 przedstawia punkty realizujace minimum funkcji (1) przy
d = d, i przy kolejnych wartosciach parametru £ (k= 1, 2, ...). Cickawym rezulta-
tem jest to, iz wszystkie tak okre$lone reprezentanty sa polozone stosunkowo bli-
sko siebie, ok. 50 km na zachdd od Lodzi, pomigdzy miejscowosciami Dobra i
Poddebice.

Jakie jest ekonomiczne znaczenie tego typu ,.Srodkéw”? Dla przecigtnego
przedsigbiorcy niewielkie, gdyz jest on zainteresowany nie tyle minimalizacja
facznej odleglosci od ,,wszystkich”, co wybraniem na miejsce swojej dzialalnosci
punktu, w poblizu ktérego znajduje sig jak najwigksza liczba potencjalnych klien-
tow, dostawcéw itd. Z jego punktu widzenia lepszym reprezentantem (czyli lep-
szym miejscem na prowadzenie dzialalnoSci gospodarczej) jest modalna (czyli
miasto Warszawa) badz tez reprezentant okreslony przez odleglo$é dana wzorem
(2) lub (3). Odlegloé¢ Minkowskiego, traktowana jako funkcja wzgledem p, wzra-
sta bez ograniczen w miarg oddalania sie od punktu x. Natomiast odleglo$é dys-
kretna czy odleglosci okreslone wzorem (2) lub (3) maja te wlasnosé, ze od pew-
nego miejsca rosng stosunkowo wolno 1 nie przekraczaja wartosci 1. Mozna po-
wiedziec, ze dla wigkszosci przedsigbiorcow odlegtosé we wzorze (1) nie jest spo-
strzegana jako funkcja liniowa, lecz jako funkcja wypukia i ograniczona przez
pewna warto$¢. Praktycznie nie ma wigkszego znaczenia, czy pewien potencjalny
klient (lub dostawca) jest oddalony o, powiedzmy, tysiac kilometréw czy o 10 ty-
sigcy kilometréw. I tak jest nieosiagalny. Natomiast przyjecie w funkcji (1) odle-
glosci Minkowskiego oznaczaloby, ze klient oddalony o 10 tysiecy kilometréw
powoduje 10 razy wigksze straty niz ten w odleglosci tysiaca — co jest oczywiscie,
z praktycznego punktu widzenia, bezzasadne.

Funkcjg (1) przy odlegtosci okreslonej wzorem (3) mozna traktowaé jako swo-
ista miarg zaggszczenia ludnosci (zob. rys. 3). Ekstremum takiej funkcji potozone
jest w obszarze o stosunkowo najwigkszej liczbie ludnosci. Co charakterystyczne,
ekstremow tych jest wiele. Znalezienie minimum globalnego wymaga wiec poréw-
nania wartosci funkcji (1) w wielu punktach. Moze si¢ tez zdarzyé sytuacja, w kto-
rej warto$¢ najmniejsza funkcja osiaga w kilku réznych punktach jednoczesnie.
Zatem tego typu reprezentanci zbioru maja zdecydowanie odmienny charakter od
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reprezentantdéw, takich jak mediana czy $rednia arytmetyczna, a takze zupelnie
odmienne zastosowania. To wszystko uzasadnia przyjecie nastgpujacej definicji,
odrozniajacej kiasy tych reprezentantow.

Definicja 2. Reprezentant zbioru (X, w) jest reprezentantem globalnym, jesli
funkcja (1) jest funkcja wypukls. Reprezentant jest reprezentantem lokalnym,
jesli funkcja (1) nie jest funkcja wypukla.

Rys. 3. Warstwice funkeji (1) z odlegloscia okreslona wzorem (3)

Zrodlo: opracowanie wiasne.

Na zakonczenie warto wspomnie¢, ze odleglto$¢ zdefiniowana za pomoca wzo-
ru (3) zalezy od dodatniego parametru r. Przy matych wartoSciach tego parametru
w przypadku zbioru gmin Polski reprezentantem bgdzie modalna, czyli lokalizacja
miasta Warszawa. Wzrost wartosci tego parametru powoduje, ze reprezentantem
staje si¢ lokalizacja miasta Katowice. Oznacza to, ze przy pewnych zaloZzeniach
,Srodkiem Polski” moga by¢ Katowice(!). Istnieje prosta interpretacja tego faktu.
Najwigksza polska miejscowoscia jest Warszawa, ale najwigksza aglomeracja jest
wlaénie aglomeracja katowicka.
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WHERE IS THE MIDDLE OF POLAND OR HOW TO CHOOSE
THE REPRESENTATIVE OF THE SET

Summary

In many cases a problem appears how to choose a point which would represent a set in the best
way. Depending on the context such a point is called middle of the set, parameter of location, estima-
tor, best representative or simply a representative of a set. There are many ways of choosing such a
representative. What is essential is that the choice as such is preceded by setting the criteria of choice
which depend among others on the type of the issue. A representative commonly used in probability
issues should not be automatically used in determinism issues — as finding optimal location.

In the article various representatives are presented as well as techniques and determinants of their
choice. Specifically, local representatives are discussed — such that are dependent more on measure
than size of the analyzed set. These issues are illustrated by the set of Polish communes. Where is the
geographical middle of Poland? With which criteria can the city of Warsaw be the middle? Can they
be set so that e.g. the city of Katowice is one? These are some interesting questions which can be
answered analyzing the issues of choosing the representatives of the set.
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