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1. Wstep.

Teoria markowskich proceséw decyzyjnych przyciggneta uwage wielu autoréw z dwéch
prostych powodéw: praktycznego i intelektualnego. Po pierwsze dziedzina ta dostarcza
narzedzia do rozwigzania istotnych probleméw pojawiajacych sie w codziennym zyciu:
ekonomii i finansach [5, 6, 10, 43] (analiza portfelowa, teoria wzrostu ekonomicznego),
naukach inzynierskich [1, 16, 17, 18] (teoria kolejek, telekomunikacja), problemach zwig-
zanych z zarzadzaniem [4, 16, 17, 18, 27, 31, 42| (alokacja zasobéw, zarzadzanie zapasami),
jak i uzbezpieczeniach. Okazuje sie, ze decyzje podejmowane przez cztowieka, komputery
maja zwykle wplyw na: ponoszone przez nas koszty badz otrzymywane wyptaty, oszczed-
no$¢ czasu, innych zasobéw oraz na przysztos¢ poprzez pewng (czesto stochastyczna)
dynamike. W wielu sytuacjach decyzje przynoszace natychmiastowy zysk nie muszg byé
dobre w $wietle przysztych wydarzen. Markowskie procesy decyzyjne modelujg te proble-
my i dostarczaja wyniki na temat optymalnych strategii i ich istnienia oraz metody do ich
wyliczenia. Po drugie dziedzina ta obfituje w szereg ciekawych zagadniein matematycznych
i wykorzystuje wiele matematycznych metod.

Praca Shapley [47] o grze stochastycznej zostata uznana za poczatek rozwoju markow-
skich procesow decyzyjnych. W istocie, Shapley w 1953 roku zdefiniowat gre stochastyczng
o skonczonym zbiorze stanéw, ktoéra ma state i mniejsze od jednosci prawdopodobienistwo
kontynuacji. Taka gra jest rozszerzona wersja markowskiego procesu decyzyjnego. Przez
pierwsze trzydziesci lat, do wezesnych lat 80-tych, wiele badan byto po§wieconych réwna-
niu optymalnosci i metodom jego rozwigzania: poprzez modele dyskontowane (,,vanishing
discount approach”), iteracji strategii (,,policy iteration”), iteracji wartosci (,value itera-
tion”). Ten ostatni algorytm i jego rézne wersje znane sg réwniez pod innymi nazwami
np. sukcesywna aproksymacja, indukcja wsteczna, metoda programowania dynamicznego.
Koncepcja programowania dynamicznego zostata opisana w ksiazce Bellmana [2], ale ta
technika bytla juz uzywana w latach 1940-50, a nawet wczesnie;j.

Uogélnieniem proceséw markowskich sg modele semi-markowskie, w ktérych czas po-
bytu procesu w danym stanie zalezy od tego stanu i podjetych w nim decyzji. Zostaly
one przedstawione przez Jewella [26] oraz Howarda [21] i czesto w literaturze nazywa-
ne sg markowskimi procesami odnowy (,,Markov renewal programmes”). Zachowanie sie
takich proceséw jest regulowane przez decyzje decydenta, podejmowane zgodnie z pew-
nymi regutami. Wybory dokonywane sa w momentach przejcia od stanu do kolejne-
go stanu, wpltywajac na ewolucj¢ procesu stochastycznego, z ktérym zwigzany jest cigg
(,strumient”) wyplat stanowiacych podstawe do zdefiniowania wyptaty w modelu z nie-
skoniczonym horyzontem czasowym. Ze wzgledu na liczne zastosowania oraz perspektywe
uogoélnienia rezultatéw otrzymanych wcezeéniej dla modeli markowskich, semi-markowskie
procesy decyzyjne (a takze gry o sumie zerowej) zwrocity uwage wielu autoréw i bada-
czy. Nie bedac w stanie opisa¢ calej szerokiej literatury z tej dziedziny, wymienimy tyl-
ko najbardziej reprezentatywne oraz zwigzane z naszymi badaniami i studiami pozycje:
[4,12, 13, 14, 15, 20, 22, 23, 27, 28, 29, 34, 39, 40, 41, 44, 46, 49, 50, 51]'. Jednym z bardzo

'Dalsze szczegblowe komentarze i odnogniki literaturowe mozna znalezé w zalaczonych pracach.



pomocnych narzedzi w studiowaniu tych proceséow stala sie transformacja przedstawio-
na przez Schweitzera [45] w kofcu lat 70-tych. Pozwolila ona na przeksztalcenie modelu
semi-markowskiego w réwnowazny mu model markowski. Dzieki temu udalto sie rozwia-
za¢ rownanie optymalnosci z kryterium tzw. sredniej wyptaty dla proceséw z przeliczalng,
przestrzenig stanéw [13, 14]. Wezesniej takie proby podejmowal Ross [41], a p6zniej ta idee
rozwineli Sennott [46] oraz Vega-Amaya [50]. Niestety bezposrednie podejécie przez mode-
le dyskontowane (bez transforamacji Schweitzera) jest bardzo skomplikowane, a zatozenia
przedstawione w pracach [41, 46, 50] sa niezwykle trudne do zweryfikowania nawet w przy-
padku ergodycznym. Z drugiej strony zaczeto studiowanie rownowaznosci dwoch kryteriow
optymalnosci: $redniej wyplaty i sredniej wyplaty na jednostke czasu (definicje podane
sa w rozdziale 2). To drugie kryterium jest bardziej naturalne i uwzglednia ciagta nature
proces6w semi-markowskich. Jednak praca z nim jest trudniejsza i wymaga dodatkowych
metod i narzedzi m.in. faktéw z teorii odnowy. Bazujac na podstawowych twierdzeniach z
tej dziedziny, Ross [41] po raz pierwszy pokazal, ze dwa wyzej wspomniane kryteria pokry-
waja sie dla polityk stacjonarnych w przypadku modeli z przeliczalnym zbiorem stanéw i
silnie ergodycznymi prawdopodobiefistwami przejscia. Rezultat Rossa [41] zostal znacznie
uogdblniony w pracy Schila [44] w 1992 roku, w ktérej ostabiono zatozenia ergodycznosci
i wykazano, ze w obu podejSciach mozemy méwi¢ o tym samym réwnaniu optymalnosci
Bellmana. Oprocz teorii odnowy Schél zastosowal w swojej analizie twierdzenie Dooba
o opcjonalnym stopowaniu. Problemy zwigzane z badaniem semi-markowskich proceséw
decyzyjnych znacznie sie upraszczaja, gdy zbiér stanéw jest skoriczony. Jak opisano w
ksigzce Mine i Osaki [34], w takim przypadku mozna wykorzystywaé jedynie narzedzia z
analizy matematycznej oraz algebry macierzy.

Roéwnanie optymalnosci (z kryterium $redniej wyplaty) dla borelowskiej przestrzeni
stanéw przy ogoélnych zatozeniach ergodycznosci i stabilnoécei stochastycznej zostalo roz-
wigzane catkiem niedawno [20, 22, 51]. W pracach [20, 51] uzyto transformacji Schweitzera
a nastepnie algorytmu iteracji polityki (algorytmu Howarda). Natomiast w [22] przed-
stawiono zupelnie nowa metode polegajaca na zaburzeniu funkcji prawdopodobienstwa
przejscia. Nastepnie ta idee zastosowano dla gier semi-markowskich [23]. W ten sposéb
otrzymano twierdzenia o istnieniu wartosci gry, charakteryzacje¢ strategii optymalnych po-
przez uogdlnione rownanie Bellmana, a takze metode przyblizania wartoéci gry poprzez
pewne procedury iteracyjne, zwigzane z wprowadzonymi prostymi grami pomocniczymi.
Jedyna praca o grach semi-markowskich o sumie zerowej [28] rozwaza modele z przeliczal-
nym zbiorem standw i opiera si¢ na metodzie Schweitzera. Ponadto zawiera ona znacznie
silniejsze zatozenia ergodycznosci i dotyczy tylko jednego z mozliwych kryteriéw optymal-
nosci.

[stotnym uzupelnieniem tez zawartych w pracy [23] jest rownowazno$é kryteriéw opty-
malnosci wykazana w [24]. Podobnie jak u Schila opiera sie ona na zastosowaniu elemen-
téw teorii odnowy i twierdzenia Dooba o opcjonalnym stopowaniu. Jednakze troche inny
rodzaj zalozen ergodycznosci oraz fakt, ze przestrzen stanéw moze by¢ nieprzeliczalna
zmusity nas do pokonania pewnych nowych trudnosci zwiazanych z teoria proceséw mar-
kowskich z ogdlna przestrzenia stanéw. Praca [24] pozwala spojrzeé¢ na wyniki z prac
wezesniejszych [22, 23] z nowej perspektywy. Otrzymane tam rezultaty zachowuja swoje



znaczenie réwniez w przypadku kryterium sredniej wyptaty na jednostke czasu.

Rozprawa jest skomponowana w nastepujacy sposob. W pierwszej czesci napisanej w
jezyku polskim przedstawiamy opis modelu, gléwne tezy rozprawy wraz z komentarzami
i dyskusjg zalozen. Druga czes¢ zawiera artykuly stanowiace gtéwna czesé rozprawy.

2. Opis modelu.

Semi-markowska gra stochastyczna jest opisana przy pomocy nastepujacych obiektow:

(1) X jest borelowska? przestrzenia stanéw;

(27) A i B sa borelowskimi przestrzeniami decyzji graczy;

(13i) K4 1 Kp sa niepustymi borelowskimi podzbiorami X x A i X x B, odpowiednio.
Dla kazdego x € X definiujemy

A(z):={a€ A: (z,a) € K4}

jako zbiér mozliwych decyzji gracza 1 w stanie z € X. Analogicznie definiujemy zbiér

B(z). Oznaczmy: .
K :={(z,a,b) : z € X,a € A(z),b € B(z)}.

Latwo wykazaé, ze K jest borelowskim podzbiorem w X X A x B;

(7v) q jest borelowskim prawdopodobienstwem przejscia ze zbioru K do X. Jesli z
jest stanem, w kt6érym obecnie znajduje si¢ gra semi-markowska zas a € A(z) i b € B(x)
sa decyzjami graczy w tym stanie, to ¢(-|z, a,b) jest prawdopodobienstwem przejscia do
nastepnego stanu;

(v) Q(-|zpn, an, by) jest dystrybuanta zmiennych losowych 7,1 — T, gdzie T}, ozna-
cza moment podjecia decyzji ax € A(zy), by € B(zk), ktéry nastepuje natychmiast po
przejéciu do stanu zx (n = 0,1,... oraz Tj := 0);

(vi) r1(Tn, an, by) jest wyplata dla gracza 1 (kosztem dla gracza 2), zwigzang z przej-
éciem do stanu z,, oraz podjetymi decyzjami a,, € A(z,) 1 b, € B(xy,);

(vi4) T9(Zn, An, by) jest wspélezynnikiem zmiennej wyptaty dla gracza 1 (kosztu dla
gracza 2).

Ewolucja gry semi-markowskiej o sumie zerowej przebiega w nastepujacy sposéb. W
czasie t = 0 gracze obserwuja stan zo € X i podejmuja decyzje ag € A(zg) i by € B(zy).
Gra pozostaje w stanie o przez pewien losowy czas Tj, ktorego rozktad zalezy od z,
ag i bp. Gracz 1 otrzymuje natychmiastowa wyplate r1(xg, ag, by) od gracza 2 (gracz 2
ma wyplate —ry(zg, ag, bp)). Natomiast wyplata postaci 72(zg, ag, bp) jest placona przez
gracza 2 graczowi 1 az do nastepnego skoku (patrz (3) ponizej). W momencie 7y gra
przechodzi do stanu z; zgodnie z rozktadem ¢(+|zo, ag, by). Sytuacja powtarza si¢ nieskon-
czenie wiele razy, dajac trajektorie (zo, ag, bo, t1, 1, . . .) pewnego procesu stochastycznego.
Aby zapewnié istnienie wartoséci gry dopuszcza sie randomizowanie wyboréw graczy na
poszczegdlnych etapach gry. Formalny opis modelu i strategii przedstawiamy w dalszej

2W tym opracowaniu przez przestrzefi borelowska rozumie sie borelowski podzbiér przestrzeni polskie;.



czesci.

Niech R (R) oznacza zbiér liczb rzeczywistych (nieujemnych liczb rzeczywistych).
Dla dowolnej przestrzeni borelowskiej D, przez B(D) oznaczamy o-algebre borelowskich
podzbioréw zbioru D. Symbol P(D) jest uzywany do oznaczenia przestrzeni wszystkich
miar probabilistycznych na B(D). Zaktada sie, ze przestrzen P(D) jest wyposazona w
staba topologie i o-algebre B(P(D)).

Niech H,, oznacza przestrzen dopuszczalnych historii az do n-tego kroku:

H,=(KxR,)"xX gdzie Hy=X.
Element h,, € H, jest nazywany czesciowq historig gry:
h’n = (-T07 g, bOa tla ce3 Tp—1,0p-1, bn—~1a tna xn)

Zaktada sie, ze zbiér H,, jest wyposazony w o-algebre produktows.

Strategig albo politykq gracza 1 nazywamy ciag m = {m,}, w ktérym kazdy wyraz =,
jest warunkowym prawdopodobienstwem 7, (-|h,) na zbiorze decyzji A(z,), gdy znana
jest cala historia h,,:

Tn(A(zn)|hn) =1 VYh, € H,, n=0,1,....

Przez I1 oznaczamy 2bior wszystkich strategii gracza 1. Niech F' bedzie zbiorem wszystkich
borelowskich odwzorowan f : X — P(A) takich, ze f(z) € P(A(z)) dla kazdego = € X.
Jesli zbiér A(z) jest zwarty, to F' jest zbiorem niepustym (Theorem 1 w [8]). Ciag m = {m, }
jest stacjonarng polityka gracza 1, jesli istnieje funkcja f € F' taka, ze m,(+|hn) = f(-|7,)
dla wszystkich h, € H,. Zatem dowolna stacjonarng strategie m = (f, f,...) mozemy
utozsamiaé z f € F. Podobnie definiujemy strategi¢ v = {7,} gracza 2. Symbolem I' (G)
oznaczamy zbior wszystkich strategii (strategii stacjonarnych) gracza 2.

Niech 2 := (XxAxBxR)* i niech (2, ) bedzie przestrzenia mierzalna, gdzie F jest
o-algebra produktows. Z twierdzenia Ionescu Tulcea (Proposition V.1.1 w [35] lub [3, 17])
wynika, iz dla stanu poczatowego r € X i dowolnych strategii m € II, v € T istnieje
jedyna miara probabilistyczna P]” na F taka, ze dla wszystkich A" € B(A), B’ € B(B),
X' (S B(X) i hn = (CL'(), ap, bo,tl, vy Tp_1,0n-1, bn—lytna CL'n) w Hn, n= O, 1, “ ey

P (zg=1)=1

P™(ay € A'|hy) = mn(A'|hy)

P (b, € B'|hyp) = Yn(B'|hy)
P;7($n+1 € X’lh"m Qp, bna tn+1) =—= Q(Xl'xna Qp, bn)

PW’Y(Tv‘H—l - Tn < tlhnu Qp, bn) == Q(tlxnv an)-

T
Przez EJ" oznaczamy operator wartosci oczekiwanej wzgledem miary probabilistycznej
Ty
Pr,



Niech 7(z,a,b) bedzie Srednim czasem przebywania procesu (gry) w stanie = przy
podjetych decyzjach a € A(z), b € B(z), czyli

(z,a,b) = /0 ~ tQ(dt|, a, b).

Ustalmy 7 € II, v € I', z € X oraz t > 0 i zdefiniujmy zmienng losowa N(t) w

nastepujacy sposob
N(t) :=max{n>0:T, < t}.

Jesli t € Ry, to N(t) jest procesem stochastycznym zwanym procesem liczacym (,coun-
ting process”’). Ponizej podamy zalozenia, ktoére implikuja, ze N(t) < oo PM-p.w. dla
kazdego ¢ > 0 (Remark 2 w [24]).

Dla dowolnych strategii m € Il i v € I' oraz stanu poczatkowego z € X definiujemy
oczekiwang Srednig wyplate gracza 1 jako

J(z,m,y) := liminf E7 (ko [r (zx, 0k, be) + (Tesr — Te)ra (e, a, be)])
bl b ;‘”Y(Tn)

n—oo

oraz oczekiwang Srednig wyptate na jednostke czasu gracza 1 jako

j(z,m, ) := lim inf B (T olr (@i, s, be) + t(TkH - Tk)rz(xk,ak,bk)]),

n—oo

Stosujac wlasnosci operatora wartosci oczekiwanej, wyrazenia J(z,m,7v) i j(z,m,v) mo-
zemy przepisaé w postaci

B [YRg (e, ar, be)] |
J z,T, =S hm lIlf = I
e “) 3 é 7(zk, ax, bi)] (1)
oraz
sz, m,7) = iming 22 Zess Z(x'“’ ax, bi)] )
gdzie

dla kazdego (z,a,b) € K. Zalozenia podane w rozdziale 3 zagwarantuja, ze J(z,m, ) i
j(z,m,v) beda dobrze okreslone.
Dla dowolnego stanu poczatkowego z € X, potézmy
L*(z) :=supinf J(z,m,v) i U*(z):= infsup J(z,r, ).
rell €T 7€l zenn

Wowczas L*(z) < U*(z), a L*(U*) jest nazywana dolna (gérna) wartoScia gry ze $rednia
wyplaty zdefiniowana w (1). Jesli L*(z) = U*(z) =: V*(z) dla wszystkich z € X, to
moéwimy ze gra ma warto$¢ V*. Strategia m* € 1l jest optymalna dla gracza 1 w tej grze,
jesli

inf J * = W™

inf J(z, 7", 7) (z)



dla kazdego x € X. Analogicznie, strategia v* € I' jest optymalna dla gracza 2, gdy

sup J(z,m,v*) = V*(x)
mell

dla kazdego ©z € X. W podobny sposéb mozemy zdefiniowa¢ warto$¢ dolng i gérna gry
oraz optymalne strategie graczy z kryterium séredniej wyptaty na jednostke czasu, danym

wzorem (2).
Niech z € X, v € P(A(z)) i p € P(B(z)). Dla dowolnej funkcji borelowskiej u :

X x A x B — R kladziemy

u(z, v, p) /z)/A(x) u(z, a, b)v(da)p(db),

pod warunkiem, ze powyzsza catka istnieje. Dodatkowo oznaczmy
w(z, f,9) == u(z, f(z), g(x))

dla fe Figeg.

3. Zalozenia.

B Podstawowe zalozenia:

(i) dla kazdego = € X, zbiory decyzji A(z), B(x) sa niepuste i zwarte;

(ii) funkcja 7 : K — R jest borelowska oraz dla (z,a,b) € K, funkcja r(z, -, b) jest gérnie
poélciagta na A(z) i r(z,a, -) jest dolnie polciagla na B(z);

(iii) dla (z,a,b) € K, funkcje 7(z,-,b), 7(z,a,-) sa ciagte na A(z) i B(z), odpowiednio
oraz istniejg stale m* > 01 M* > 0 takie, ze

m* < 7(z,a,b) < M*;
(iv) dla kazdego (z, a,b) € K i kazdego zbioru D € B(X), funkcje ¢(D|z,-,b) i ¢(D|z,a, -)

sa ciagle na A(z) oraz B(z), odpowiednio;
(v) istnieje stata L > 0 i funkcja borelowska V' : X — [1, 00) taka, ze |r(z,a,b)| < LV (x)

dla kazdego (z,a,b) € K;
(vi) dla kazdego =z € X, funkcje

/X V(y)a(dylz, -, b), /X V(y)a(dylz,a,-)
sq ciagle na A(z) oraz B(z), odpowiednio.

GE Zalozenia geometrycznej ergodycznosci:
(i) istnieje borelowski zbiér C' C X taki, ze dla pewnych stalych A € (0,1) i » > 0, mamy

/v g(dylz, a,b) < NV (z) + nlo(z)



dla kazdego (z, a,b) € K. 1¢ oznacza funkcje charakterystyczng zbioru C, a V' jest funkcja
z zalozenia (B, v);
(ii) funkcja V' jest ograniczona na zbiorze C| tzn.

ve = sup V(z) < oo;
zeC

(iii) istnieje stata & € (0,1) i miara probabilistyczna g na zbiorze borelowskim C, dla
ktoérych zachodzi
q(D|z,a,b) > du(D)

dla kazdego zbioru borelowskiego D C C, z € C, a € A(x) i b € B(z);

Uwaga 1: Zalozenie (GE, iii) w teorii lancuchéw Markowa oznacza, ze proces ge-
nerowany przez dowolne stacjonarne polityki graczy oraz prawdopodobienstwo przejscia
q (zwany réwniez zanurzonym procesem Markowa - ,embedded Markov chain”) jest -
nieredukowalny oraz nieokresowy. Miare nieredukowalnoéci ¢ mozna zdefiniowaé naste-
pujaco:

o(D) :=éu(DNC) dla D e B(X).
Innymi stowy, jesli tylko ¢(D) > 0, to prawdopodobienstwo dotarcia do zbioru D jest
zawsze dodatnie, niezaleznie od tego z jakiego stanu proces startuje. Ponadto, istnieje
maksymalna miara nieredukowalnoéci 1, dla ktorej ¢ < ¢ (Theorem 4.2.2 w [32]). Zbiér
C nazywany jest malym zbiorem (,small set” [32, 33]).

Funkcja V z (GE, i,ii) z doktadnoscia do stalej multiplikatywnej ogranicza oczekiwany
czas dojscia do zbioru C' (Theorem 14.2.2 w [32]). Ten fakt wraz z zalozeniem (GE, iii)
pociaga za sobg, iz , :

(a) proces markowski generowany przez f € F, g € G oraz ¢ posiada jedyna miare
niezmienniczg 7, (,positive chain”) taka, ze

/X V(2)rs,(dz) < 0o;

(b) jesli tylko ¥ (D) > 0, to prawdopodobienstwo dojscia do zbioru D jest réwne 1, nie-
zaleznie od stanu poczatkowego z € X (Theorem 9.7.1 w [32]). Ta wlasnosé tancucha
Markowa jest nazywana w literaturze rekurencyjnoscia w sensie Harrisa (,,Harris recur-
rence” ).

Jedli malym zbiorem jest cata przestrzen, to zalozenie (GE, i) zachodzi dla funkcji
V(-) = 1 oraz dostatecznie duzego 7. Jednakze dopuszczenie nieograniczonych funkcji V'
pozwala na objecie w miare szerokiej klasy réznych ciekawych przyktadéw np. modeli

kolejkowych, sieciowych. &

Niech vy, v beda dowolnymi miarami probabilistycznymi na B(X ). Wéwczas V-normy
totalnego wahania dla vy — vy i v; sg dane jako

/Xu(ar)ul(d.r) —/X u(z)vy(dr)

i1 — va|lv := sup
ful<V




oraz

v = /X V(z)u (dz).
Dla dowolnej borelowskiej funkeji ¢ : X — R definiujemy V-norme jako

|e(z)]
(64 = su .

Przez L7 bedziemy oznaczac przestrzen wszystkich borelowskich funkcji ¢, dla ktérych

llelly < oc.
Prostym wnioskiem z powyzszych rozwazan, wynikajacym z pracy [32] (Theorem
16.0.1) jest ponizszy lemat.

Lemat 1: Zaltézmy (GE). Woéwczas dla kazdego f € F, g € G indukowany proces
{z,} jest V-jednostajnie ergodyczny, tzn., ze istnieja state > 01 o € (0, 1) takie, ze

”qn(lz’ fa g) - 7ng(')||V < Rza"
z Ry =V(2)0, z € X, n > 1. Przez ¢"(-|z, f, g) oznaczamy prawdopodobiefistwo przejscia,
w n-krokach, indukowane przez ¢ oraz strategie stacjonarne f € F'i g € G.

Konsekwencja powyzszego faktu jest Lemat 2.

Lemat 2: Dla dowolnych strategii stacjonarnych f € F| g € G mamy

— fX T(yv f) g)’"fg(dy)
fX T(yv f_? g)’n'fg(dy) .

W szczegolnosci oznacza to, iz oczekiwana $rednia wyptata nie zalezy od stanu poczatko-
wego.

Jfg = J(:E’ fa g)

Kolejny lemat wynika z zalozenia (GE) i pokazuje miedzy innymi jak otrzymaé réw-
nanie Poissona zwiazane z dowolng para strategii stacjonarnych f € F'i g € G [20, 18].

Lemat 3: Zalézmy (GE). Dla f € Fige G
(a) funkcja hys, : X +— R zdefiniowana jako

hfg(x) = Ej:g (i [T(x‘rnan,bn) - Jng(‘Tn’an’ bn)])

n=0

nalezy do przestrzeni L{7;
(b) para (Jgg4, hfy) stanowi rozwigznie réwnania Poissona

Jrg7 (2, f,9) + hyg(z) = 7(2, f,9) + /X hyo(y)a(dylz, £, g).



Praca ze Srednig wypltata na jednostke czasu, czyli wyptata zdefiniowang wedtug wzo-
ru (2), wymaga dodatkowych dwoch zatozen:

R Warunek regularnosci procesu:
istnieja state e > 0 oraz 3 < 1 takie, ze dla wszytkich z € C, a € A(z) 1 b € B(z) zachodzi

Q(e|z, s,b) < .

I ,Warunek jednostajnej catkowalnosci”:

lim sup sup [l — Q(t|z,a,b)] =0.
t—oo reC aeA(:L‘),bEB(x)

Uwaga 2: Zalozenie (R) implikuje, iz nieskonczona liczba skokéw procesu nie zdarzy
sie w skoniczonym przedziale czasowym (nie dojdzie do tzw. eksplozji). Jednakze warunek
ten wcale nie pokrywa sie¢ z (B, iii). Z (R) wynika jedynie, ze

7(z,a,b) > e(1—p) dla zeC.

Przytoczmy prosty przyktad z pracy Sennott [46].
Niech X = {2,3,...}, A=B={1}iq(i+1[i,1,1) = 1 dla kazdego i = 2, 3, . ... Czas
pobytu w stanie ¢ jest zmienng losowa o rozktadzie

Lz prawdopodobienstwem 1 — }2

12
:2 1

1z prawdopodobiefistwem .

ﬂ+1—Ti1={

Wobwcezas
19

16
Jednak warunek regularnosci procesu nie jest spetniony. Mianowicie, jesli proces startuje
ze stanu ¢ = 2, to w czasie 1 wykona nieskoniczenie wiele skokow z prawdopodobienistwem
ima(1— %2) - % |
Zalozenie (I) pomaga w udowodnieniu jednostajnej catkowalnosci pewnego pétmartyn-
galu, ktora jest potrzebna do zastosowania twierdzenia Dooba o opcjonalnym stopowaniu.
Z matematycznego punktu widzenia zatozenie (R) nie jest potrzebne, jesli rozpatru-
jemy kryterium (1). Jednak ze wzgledu na liczne zastosowania warunek (R) zapobiega
eksplozji procesu. We wezesniejszych pracach [41, 46, 49] zakladano, ze nieréwnosé (R)
zachodzi dla wszystkich z € X. W naszym przypadku, podobnie jak u Schéla [44], to nie
jest konieczne. Z powyzszych rozwazan wiadomo bowiem, iz zanurzony proces Markowa
z prawdopodobienstwem 1 powraca do zbioru C' w skoriczonej ilosci krokéw. Zatem, wy-
starczy zazadaé, aby nieréwnos¢ w (R) byta spetiona tylko dla z € C. &

1<7(i,1,1) <



4. Aproksymacja gry semi-markowskiej o sumie zerowej.

W tym rozdziale opiszemy wyniki uzyskane w pracach [22, 23]. Gléwnym celem pre-
zentacji jest pokazanie, ze dla gry ze Srednia wyptata (1) spelnione jest réwnanie opty-
malnosci, a w szczegdlnosci, ze ta gra ma wartos¢. Nastepnie na podstawie pracy [24]
sprawdzimy, iz otrzymana wartos¢ gry jest takze wartoscia gry ze $rednia wyplatg na
jednostke czasu oraz, ze optymalne strategie graczy sa takie same w obu przypadkach.

Zaprezentowana metoda rozwigzania rownania optymalnosci jest nowa, nawet w teorii
markowskich proceséw decyzyjnych. Polega ona na zaburzeniu prawdopodobienistwa przej-
Scia q. Kazda ,e-zaburzona gra” moze zosta¢ rozwigzana za pomocs prostego algorytmu
iteracyjnego, przypominajacego procedure znajdowania punktu statego dla odwzorowania
zwezajacego (Twierdzenie 2). Gdy € dazy do zera, to warto$é¢ gry w zaburzonym modelu
dazy do wartosci gry w oryginalnym modelu (T'wierdzenie 1). W konsekwencji rozwiaza-
nie wyjsciowej gry moze by¢ otrzymane jako granica w pewien sposéb zmodyfikowanych
rozwigzan gier zaburzonych (Twierdzenie 3).

Standardowe podejscie do proceséw (gier) semi-markowskich dla przeliczalnej i bo-
relowskiej przestrzeni stanéw bazuje na transformacji Schweitzera ([13, 14, 20, 28]). Z
wyjéciowym modelem semi-markowskim jest kojarzony model markowski z odpowied-
nio zmodyfikowanymi wyptatami i prawdopodobienistwami przejscia. Wspomniany model
markowski z czasem dyskretnym i kryterium $redniej (granicznej) wyplaty jest badany
przez aproksymacje modelami dyskontowanymi gdy czynnik dyskonta dazy do jednoéci
[19, 25, 28]. Metoda taka zwana ,metodg znikajacego dyskonta” jest bardzo trudna do
zastosowania w przypadku proceséw lub gier semi-markowskich z nieskonczonym zbiorem
stanow. Wynika to z postaci wspotczynnika dyskonta

Anlz, 0,b) = /0 ~ exp(—at)Q(dt|z, a, b),

ktéry zalezy od (z,a,b) € K. Proby rozwigzania rownania optymalnosci ta metoda podej-
mowalo wielu autoréw, miedzy innymi Ross [41], Sennott [46], Vega-Amaya [50]. Jednak
podane zalozenia sa bardzo trudne do zweryfikowania, nawet w przypadku ergodycznym.
Dla skonczonego zbioru stanéw sytuacja jest nieco prostsza, bo mozna zastosowaé¢ pewne
klasyczne twierdzenia z algebry macierzy i analizy matematycznej [34].

Poprzednikiem naszej pracy [23] jest artykul Lal i Sinhy [28]. Rozwazali oni prze-
liczalng przestrzen stanéw i ograniczone funkcje wyplaty. Znacznie silniejsze zalozenia
ergodycznosci oraz podejscie poprzez gry dyskontowane (transformacja Schweitzera) po-
zwolito im na otrzymanie ograniczonego rozwiazania rownania optymalnosci. Jednakze w
tym przypadku, jak zauwazy! Cavazos-Cadena [9] (Theorem 5) gra przebiega w pewnym
ograniczonym podzbiorze przestrzeni stanéw, co redukuje mozliwo$¢ otrzymania wielu
interesujacych zastosowan zwiazanych z teoria kolejek [1, 16]. Innym artykutem dotycza-
cym gier semi-markowskich z borelowska przestrzenig stanéw jest praca [39]. W pracy
tej rozwazane sa skorelowane réwnowagi w klasie gier z ograniczonymi wyptatami przy
zalozeniu, ze C' = X.
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Niech € € (0,1) i 65 bedzie miarg probabilistyczng skoncentrowana w ustalonym stanie
s € X. Dla (z,a,b) € K zdefiniujmy

QE("xa a, b) = (1 - E)q('l.’II, a, b) + 555(')'
Zauwazmy, ze jesli € € (0, g¢], gdzie

1-A
2[V(s) = A

to ¢. spetnia nieréwnosé¢ (GE, i) z A zamienionym na (A+1)/2 < 1,7 > 0 i tym samym
zbiorem C. Z [33] wynika, ze dla dowolnej funkcji u € L$P otrzymujemy

‘/X u(y)gX(dylz, £,9) = [ U(y)ﬂ?g(dy)[ < V(@)llufvbiat, (4)

Eg :=

gdzie o 1 0, sa stalymi niezaleznymi od ¢, a 75, jedyna niezmiennicza miara probabi-
listyczng indukowang przez ¢., f i g. Lemat 1 zachodzi wiec dla procesu markowskiego
indukowanego przez f € F, g € GG i prawdopodobienistwo przejicia ¢g.. W konsekwnecji,
dla dowolnych f € F, g € G i z € X otrzymujemy

fX T(y, f') g)ﬂ'?_q(dy)
fX T(y7 fa g)ﬂ-;g(dy) .

Przez J*(z,m,~), dla dowolnych 7w € II, v € I', bedziemy rozumieé¢ oczekiwana érednia
wyplate w ,e-zaburzonej grze”.

;g = JE($7fag) =

Twierdzenie 1: (Theorem 1 w [22]). Zalézmy (B, GE). Wéwczas istnieje dodatnia
stata d wyrazona przez stale ustalone w powyzszych zalozeniach taka, ze dla dowolnego
e € (0,e9) mamy

supsup |Jr, — Jf,| < ed.
fEF geG

Szkic dowodu: Ustalmy strategie f € F'i g € G. Przez indukcje matematyczng mozna
sprawdzi¢, ze

it

C(Cly, f,9) =e0()+ 1 —e)"q"Cly, £, 9) + D_ (1 — &) (|y, £, 9)- (5)

1

3
|

e
Il

Korzystajac z odpowiedniego lematu w [22] (Lemma 2), (5) i réwnosci (1—¢)"+3 725 e(1—
£)¥ = 1 otrzymujemy oszacowanie dla kazdego n > 1 i ustalonego stanu s € X

4"Cls, £,9) = a2 Cls, £,9)llv < Ro o™ + =] 42 [2v(s) + -

11



Przypomnijmy, ze R, = V(s)f (zobacz Lemat 1). Konsekwentnie, z nier6wnoéci tréjkata
mamy

I7se(-) = 75, (lv - < mpg(-) = @"Cls, £ 9)llv + 1d"Cls, £, 9) — 2 Cls, £, 9)llv - (6)
+lgZ(-Is, £, 9) — 75, ()llv
Rse n

< —.
1_a+€[2V(s)+1_)\

Korzystajac z (6) mozemy oszacowaé tempo zbieznosci sredniej wyplaty w e-zaburzonej
grze do sredniej wyplaty w wyjSciowym modelu gry, przy € dazacym do zera. Stosujac

g = [T dam(de)  Jxrie,f )i, (de)
fo it =y (e, fo9)mpg(de) [y (=, £, ), (de)
< (S S2)llmsg — mhgllv,
gdzie
_ Mjrfly Jx V(z)msy(dz) _Irllv
S = y Oy= )
(m*)2 m*
Zatem
supsup |Jf, — J5,| < ed
geG feF
’ R
- s n
d= (S + ;) [——1 e +2V(s)+—1_A].

Zgodnie z Meyn i Tweedie [33] mozemy wyrazié¢ € i « tylko za pomoca stalych 7, §, A, ve.
7 [33] (Theorem 2.3) otrzymujemy

”qn('la:’.ﬂ g) — 7rf9(')”V < fa™

sup

T€EX V(CII) ’
gdzie
a:=p=1-M'/2, 93:(1+7);_'0_—19:(1+7)(2Mc—1)-
Dalej mamy
1 e e ” .
Mg =-—<—=[1 - A+b+b b(1 —\) +b)];
o= oyl ~ A+ BB+ o~ ) + B
4n + 2vcAd
fz—éT——,
< A+€
A= ——<1;
1+¢
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Uwaga 3: Zauwazmy, iz oszacowanie odleglosci ed pomigdzy J7, i Jy, ustalone w
Twierdzeniu 1 zostalo wyrazone tylko przez state przyjete w naszych podstawowych za-
tozeniach. Dlatego sadzimy, ze ten wynik (razem z Twierdzeniem 2 ponizej) moze mieé

pewne praktyczne znaczenie. o

Niech € € (0,&), gdzie 1 := (1 — \)/(2V(s) + 1 — \). Pol6ézmy

7(z,a,b)e

’ b::E' ) &y -
p(lz,0,) = (a0, b) - "%

55(')

dla (z,a,b) € K.
Niech 7" : L{® — L§f bedzie operatorem zdefiniowanym nastepujaco

(T = B By [0+ [l )

dla wszystkich € X. Operator T jest dobrze okreslony i z twierdzenia Fana [11] wynika,
ze
Tu)(x max [ x, v, p)+ / p(dy|z, v, ] 8
(Tw)(e) = vEP(A(z)) pGP(B(I)) 2 (dy] 2 ®)

dla kazdego =z € X.

Twierdzenie 2: (Theorem 1 w [23]). Zalézmy (B, GE) i niech ¢ € (0,&,). Woéwczas
istnieje punkt staly I. € L7 operatora T’ tzn.

l(z) = {TL){(x) (9)

dla kazdego z € X. Ponadto,

_ el(s)
Ve= M* (10)

jets wartoscig ,e-zaburzonej gry” semi-markowskie;j.

Szkic dowodu: Zdefiniujmy

Y€l rell

L(x) = inf sup £ (Z (zk, ak, by) )

gdzie £ eznacza operator wartosci oczekiwanej wzgledem miary indukowanej przez p i
strategie m € II oraz v € I'. Korzystajac z twierdzenia o selektorach minmaksowych [37]
i zasady indukcji wstecznej mozna pokazac, ze

la(2) = (T"0) (x)
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dla kazdego z € X. (Tutaj 0(z) := 0). Latwo sprawdzi¢, ze ciag {l,} jest ciaggiem Cau-

chy’ego w LY, a
le(z) == lim l,(z), z€X

n—oo
jest punktem stalym operatora 7. Pozostaje jeszcze wykazaé, ze V. jest wartoscig gry
w modelu zaburzonym. Zatem, niech f i g beda strategiami stacjonarnymi: maksmino-
wa i minmaksowa, odpowiednio, otrzymanymi z réwnania (9) (zobacz réwniez (7), (8)).
Woéwezas wykorzystujac metody programowania dynamicznego ([18, 22]) wnioskujemy, ze

V. = Jfg—itelg}yrellﬁJ(xwv) ;relgilégJ(x )
= gup J*(x, 7, g)= inf S5 (2, f,v)
well el

dla kazdego r € X. &

Pare (V*, h(-)), skladajaca si¢ z liczby rzeczywistej V* i borelowskiej funkcji h €
Ly nazywamy rozwigzaniem réwnania optymalnosci dla gry semi-markowskiej o sumie
zerowey, jesli dla wszystkich z € X zachodzi

h(z = [ x, U, +/ d T, vV, V*r T, v, :I 11
(@) pEP(B(x)) ueP(A(z)) ( P (dy| pl= ( p) (11)
= max min |7(z, v, +/ q(dy|z, v, Vir(z, v, ] .
veP(A(z)) peP(B(z)) [ P (dy| p)— ( p)

Przedstawiamy teraz gtéwny rezultat tego rozdziatu z pracy [23].

Twierdzenie 3: (Theorem 2 w [23]). Zalézmy (B, GE). Wowczas

(a) dla kazdego = € X istnieja stata V*, ktéra jest wartoscig gry dla wyjsciowego
modelu oraz funkcja h € L{?, ktére sa rozwigzaniem réwnania optymalnosci (11);

(b) istnieja borelowskie funkcje f° € F'i ¢° € G takie, ze

hz) = r(e, 00"+ [ h@aldylz, £°,6°) = V*r(z, £° ¢°)

= max |r(z,v, +/h q(dy|z, v, V*T.’E,I/,O]
max [r(z,,0° (dyle,v,9°) = V*7(a, 1,

= min [ z, f°, p)+/ Ja(dy|z, 1°, p) — V*T(x,f",p)]

pEP(B(x)

dla x € X
(c) funkcja h jest jedynym rozwiazaniem réwnania (11) z doktadnosdcia do statej ad-

dytywne;j.

Szkic dowodu:
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(a) Ciag rozwigzan {l.}, (przy € — 0) otrzymanych w Twierdzeniu 2 nie moze by¢
bezposrednio uzyty do konstrukcji rozwigzan réwnania optymalnosci w wyjsciowym mo-
delu gry. Poprzez prosta modyfikacje (odjecie pewnej stalej od I.) otrzymujemy ciag {h.},
ktory jest jednostajnie ograniczony w przestrzeni LgS.

Zauwazmy, ze z Twierdzenia 1 wynika istnienie granicy:

el.(s)
v* —hmV—ll_’O T

Ponadto, V* jest czescia rownania optymalnosci. Mianowicie z lematu Fatou dla zmienia-
jacych sie miar [18] otrzymujemy

ha(z) > / .
() > peg(lgrzz)) Uer}gl&(m)) _ r(z,v,p) + [ he(v)q(dy|z,v, p) — 7(z, v, p)V J (12)

z h(z) := liminf,_, he, () ({en} jest tu pewnym ciggiem dazacym do zera) oraz

@)+ [ K Wadslz,v) - @y V]  (13)

h*(z) < max min
veP(A(z)) peP(B(z)) L

z h*(z) := limsup,,_ he ,(z) ({en} jest tez pewnym ciggiem dazacym do zera, ale
niekoniecznie tym samym co {e,}). Z metod programowania dynamicznego wynika, ze

V> supJ(:c 7, g%) > U(x),

gdzie g* jest minmaksowym borelowskim selektorem w (12). Z drugiej strony

V* < lnf J(Qj, f*afy) < L("I;)v
el

gdzie f* jest maksminowym borelowskim selektorem w (13). Zatem V* jest rzeczywiécie
warto$cia gry w wyjsciowym modelu.

Kolejnym krokiem w dowodzie jest znalezienie funkcji h € L{?, ktéra spetniataby (11)
razem ze stata V*. Dzigki nieréwnosciom (12), (13) oraz réwnaniu Poissona zwigzanym z
powyzszymi strategiami f* € F, g* € G (Lemat 3) mozna otrzymaé réwnanie optymal-
nosci na pewnym borelowskim zbiorze Z C X, dla ktérego mp+g+(Z) = 1. Nastepnie w
sposob indukcyjny definiujemy ciagg borelowskich funkeji Ay : X — R i pokazujemy, ze
hi(z) < hgya(z) dla kazdego x € X oraz hy € L dla k > 1. Ostatecznie za rozwigzanie
réwnania optymalnosci przyjmuje si¢ funkcje h(z) := limg_o0 hi ().

(b) Kazdy Inaksminowy selektor fO € F otrzymany z réwnania (11) i kazdy minmak-
sowy selektor ¢° € G w (11) sa optymalnymi strategiami dla graczy i V* = J(z, f°, ¢°)
dla wszystkich z € X. Ponadto zachodzi

7T_q0
J(z, f°, ¢°) > limsup B2 [ico (2, 0k, be) > J(z,7, g%

n—00 ;rg (Tn)

oraz

fOy[y -1 .
J(CL‘, fO,gO) < lim inf Er [ k:07($k’ak’bk‘)} <

n-—o00 J{O,Y(Tn) J(Ta foa fY)
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dlaze Xorazmell,yeT.

(c) Jednoznacznosé réwnania optymalnosci opiera si¢ na jednym z twierdzen w [32]
(Theorem 4.2.3), z ktérego posrednio wynika, ze dwa dowolne absorbujace zbiory kore-
spondujace z r6znymi strategiami stacjonarnymi nie moga mie¢ pustego przekroju. Gdyby
te zbiory byty roztaczne, to woéwczas indukowany proces {z, } miatby dwie klasy ergodycz-

ne. do

Wykorzystujac gtéwny rezultat z naszej pracy [24] (zaprezentowany w rozdziale 5 jako
Twierdzenie 5) mozemy przedstawié¢ nastepujacy wynik.

Twierdzenie 4: Niech f° € F, ¢° € G bedg jak w Twierdzeniu 3. Zalézmy, ze (B,
GE, R, I) zachodza. Wtedy (f°, ¢°) stanowi pare strategii optymalnych wedtug kryterium

(2).
Dowdéd: Na podstawie T'wierdzenia 5 mozemy napisaé, ze

i(z, £°,4°) = J(z, f°,4°) = V* = sup J(z, 7, ¢°) = supj(z,, ¢°)
well mell
oraz
j(x, £°,6°) = J(z, £°,¢%) = V* = inf J(z, f°,7) = inf j(z, f°,7)
yerl' vell

dla wszystkich z € X. &

5. Ré6wnowaznos¢ dwoch kryteriow optymalnosci w semi-markow-
skich procesach decyzyjnych.

W tym rozdziale opiszemy wyniki uzyskane w pracy [24]. Pokazemy, ze kryteria éredniej
wyplaty (1) oraz sredniej wyptaty na jednostke czasu (2) pokrywaja sie dla stacjonarnych
polityk oraz, ze optymalne polityki stacjonarne graczy ze wzgledu na pierwsze kryterium
sg rowniez optymalnymi politykami w grze z drugim kryterium. Rdzeniem dowodu jest
twierdzenie Dooba o opcjonalnym stopowaniu. Dodatkowe, ale niezbedne lematy zosta-
ty uzyskane dzigki zalozeniom ergodycznosci (GE) oraz znanym faktom z teorii odnowy
[7, 41]. Réwnowazno$¢ kryteriéw (dla polityk stacjonarnych) dla proceséw ze skonczonym
zbiorem stanéw i akcji zostata opisana w ksiazce Mine i Osaki [34] w 1970 roku. Nastepnie
w latach 70-tych Ross [41] uzyskal réwnos¢ wyptat (1) i (2) dla proceséw z przeliczalna
przestrzenia stanéw zaktadajac mocne warunki ergodycznosci. Schal w 1992 roku badal
réwnanie optymalnosdci, pokazujac, ze jest ono spetnione dla dwoch wspomnianych kryte-
riow. Zalozenia Schéla sg znacznie ogélniejsze niz u Rossa i dopuszczajg skonczona liczbe
klas ergodycznych dla zanurzonego tancucha Markowa. Dla borelowskiej przestrzeni sta-
néw réwnanie optymalnosci z kryterium Sredniej wyptaty (1) przy ogoélnych zatozeniach
ergodycznosci i stabilnosci stochastycznej zostato rozwigzane catkiem niedawno réznymi
sposobami w [20, 22, 51]. Jednak zadna z tych prac nie wspomina o réwnowaznoéci obu
kryteriéw dla polityk stacjonarnych. Nasz dowdd z [24] zapozycza pewne metody z prac
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Schila [44] i Rossa [41], zwlaszcza w czeSciach wykorzystujacych fakty z teorii odnowy.

Zaprezentowany opis wynikéw bedzie dotyczyt procesu decyzyjnego. W tym celu zat6z-
my, ze gracz drugi ma ustalong strategie stacjonarng g € G. W ten sposéb otrzymujemy
model decyzyjnego procesu semi-markowskiego, w ktérym prawdopodobienistwo przejscia
i wyptaty dane sa jako

q(‘|z,a) :==q(|z,a,9) oraz 7(z,a):=r(z,a,g),

dlaz € X ia € A(x). Podobnie definiujemy J,j, P, E 77 poprzedniej czesci wiadomo,
ze dla modelu spehiajacego warunki (B, GE) istnieje rozwigzanie réwnania optymalnosci:
h € Ly oraz stala g takie, ze

M) = max [f(z,a)+ [ hwitdylz, @) - g%(x,a)} (14)

acA(x
dla wszystkich x € X. Ponadto,

g = sup j(a:,w) = j(:z:,f*),
well

gdzie f* jest borelowskim selektorem realizujacym maksimum w (14).

Twierdzenie 5: ([24]). Zalézmy (B, GE, R, I). Wéwczas
(a)

g =supj(z,m),
mell

(b)
J(z, f) =7j(z, f) dlakazdego f € F.

Dowo6d Twierdzenia 5 opiera si¢ na analizie powrotéw procesu stanéw (generowanego
przez prawdopodobienstwo przejscia ¢, polityke decydenta 7) do zbioru C. W tym celu
definiuje si¢ indukcyjnie nowe zmienne losowe N¢(k), okreslajace losowe liczby skokéw
procesu potrzebne do k-tego powrotu do zbioru C', a mianowicie

N¢(1) == N¢g =min{n > 1:z, € C}
oraz
N¢(k) := min{n > N¢(k - 1) : 2, € C}.

Dzigki zalozeniu (GE, i) i formule Dynkina, ktore implikuja twierdzenie poréwnanwcze
(Comparison Theorem 14.2.2 w [32]), mozna wyprowadzi¢ nastepujace nieréwnoéci (Lem-
ma 2 w [24])

B (i_f V(a:")) < () = ——V(@) + —10(z),
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~ 1

EIN¢ < ¢(z) := (/) <ln V(z) + glc(:v)) :
Przypomnijmy, ze E’;r oznacza operator wartosci oczekiwanej wzgledem miary 15;‘ = Pr9
indukowanej przez q oraz .

Proces z prawdopodobienistwemn 1 zawsze powraca do zbioru C' (w skoriczonej ilosci
krokéw), a oczekiwana liczba skokéw potrzebna do poworotu do C' jest ograniczona przez
funkcje V. Niestety, ten fakt wcale nie musi gwarantowa¢ regularnosci procesu, poniewaz,
nie znamy jego zachowania na zbiorze C. Dlatego przy pomocy zatozenia (R) definiujemy
nowe zmienne losowe ograniczajace z dotu czas pobytu procesu w kolejnych stanach. Dla,
stanéw z € X \ C te zmienne losowe sa rowne 0. Natomiast jesli proces znalazl sie w
z € C, to te zmienne losowe zawsze wynoszg 0, gdy czas pobytu w z nie przekroczyt e,
badz sg réwne 0 lub € z pewnymi prawdopodobiefistwami. Formalnie, nowe zmienne maja

rozklad dwupunktowy o dystrybuancie

H(t)::{’f” i;[gae)

gdzie 3 and € sy stalymi z zalozenia (R). Dla ¢ < 0 ktadziemy H(t) := 0. Przez M(t)
oznaczmy funkcje odwnowy korespondujaca ze zmiennymi losowymi o rozkladzie H, a

mianowicie

M(t) = i@ H™ (1)

H™ jest n-tym splotem H (H” := 1 na [0,+00] i H** := 0 dla ¢ < 0). Dla dowolnego
x € X oraz polityki m € II okreslamy

o0 o0

MT(t) ;= ET <Z 1[%66,%@]) =Y P (%m € C, Ty, < t).
m=1 m=1

Jest to oczekiwana liczba wizyt procesu w zbiorze C' w czasie [0, t]. Dzieki standardowym

metodom stosowanym w teorii odnowy oraz z faktu, ze réznice {141 — T}, n=0,1,...

stanowia ciag warunkowo niezaleznych zmiennych losowych (pod warunkiem danego pro-

cesu stanéw 1 akeji (zg, ao, 9(0), 1, a1, g(x1), .. .) mozna pokazaé¢ nieréwnosci (Lemma 3

w [24], [7, 44])
M (t) < M(t) < 0o, MT(t+h) — M7 (t) < M(h).

Dodatkowo dla funkcji ograniczonej, nierosngcej i nieujemne;j 2(t), dla ktérej lim; o, 2(t) =
0, mamy
1 rt
lim = [ 2(t —u)M](du) = 0. (15)

t—oo t Jo
W dowodzie tej granicy nalezy wykorzystaé wcze$niejsze nierownosci oraz twierdzenie
odnowy [7, 41] dla zmiennych losowych o rozktadzie H

M(t) |
t  e1-5)
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gdy t — oo.

Zanim podamy szkic dowodu Twierdzenia 5, przytoczymy najwazniejsze fakty w poniz-
szym lemacie. Niech F,, oznacza o-algebr¢ generowang przez wszystkie zdarzenia kornczace
sie na n-tym stanie.

Lemat 4: Dla dowolnej polityki 7 € Il oraz x € X
(a) (Lemma 5 w [24])

/N
ET (Z 17 (Zns an)l) < LY(z) + LIcM(t) < oo, V¢ :=supy(z),
n=0 zeC

N{(t)
Ej (Z 7(%n, a,)) < M9(z) + MgcM(t) < 00, o = sup ¢(x).

T
n=0 zelC

State L, M* sa uzywane w zalozeniach (B, iii,v).
(b) (Lemma 6 w [24])

o Lz
lim ~E7V(zn+1) = 0.

t—oo t
(c) (Lemma 7 w [24])
1 =
lim ;E:TN(t)—Fl = L.

t—oo

Szkic dowodu:

(a) Dowéd polega na odpowiednim podziale przestrzeni 2. Mianowicie, patrzymy na
proces stanéw i liczymy wartos¢ oczekiwang E7 na trajektoriach pomiedzy kolejnymi po-
wrotami procesu do zbioru C. Nastepnie korzystamy z uogélnionej wersji mocnej wlasnosci
Markowa. Polega ona na przedefiniowaniu przestrzeni stanéw i funkcji prawdopodobieni-
stwa przejscia tak, aby z procesu indukowanego przez ¢ oraz m (niekoniecznie markow-
skiego) otrzymac proces markowski. Wowczas dla takiego procesu stosujemy juz mocna
wlasno$é Markowa.

(b) Dowdd tej czesci jest dosé skomplikowany dlatego dla przejrzystej analizy zostal
podzielony na kilka krokéw. Zaprezentujmy wiec tylko gléwne punkty. Dla wygody po-
t6zmy }

wi(t) = E;(V(enw41); No > N(t) +1) 1 we(t) := 81615 wi (t).
™
Funkcja w,(t) jest uniwersalnie mierzalna wzgledem z dla kazdego t > 0 (Lemma 4 w [24]
oparty na [3, 48]). Korzystajac z twierdzenia Dooba o opcjonalnym stopowaniu [30, 36]
dla dwoch czaséw zatrzymania N (1) +11 N(ta) +1 (t < tpastad N(t1)+1 < N(tz)+1)
mozna pokazac, ze w](t) jest funkcja nierosnaca zmiennej t. W tym celu nalezy jedynie
zauwazy¢, iz {V(z,)ling>n}, 7 > 1 jest jednostajnie catkowalnym supermartyngalem
wzgledem {F,}. Ponadto z monotonicznosci funkeji ¢ — w7 (t), pracy [38] oraz zalozenia
(I) wynika
lim sup w,(¢) = 0.

t—o0 reC
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Definiujmy

27(t) ;= ET(V(zn@e); No = N(t) +1) <oo i z(t) := supsup 2" (¢).
zeC well
Postepujac analogicznie jak wyzej mozna pokazaé, ze funkcja z(t) jest nierosngca wzgle-
dem t i 2(t) < co. Ponadto, korzystajac z uogélnionej mocnej wtasnosci Markowa otrzy-
mamy

~ t
EIV(znw+1) < 2z (1) +/0 z(t — u) M7 (du).
Aby zastosowaé (15) pozostaje sprawdzié, ze lim; ., z(t) = 0. To wynika z

2(t) < supsupwy (t) + supsup E7 (V(CEN(t)+1); Ne = N(t) + 1)
zeC mell zeC well
i zastosowania nieréwnosci Markowa dla drugiego sktadnika powyzszej sumy.
(¢) Dowéd wynika z faktu, iz [N(t) + 1 = n] € F, oraz

= TN(t)+1 & E;;rTN(t) + Eg(TN(tHl —Tne) ” t+ M
X x> .

< ET
STy t t *

|

Szkic dowodu Twierdzenia 5:
(a) Zauwazmy, ze {S,} zdefiniowany jako

n—1

Sp =Y (F(@k, ax) — §7(Tk, ar)) + h(z,)

k=0

jest supermartyngatem wzgledem {F,}. Wynika to z réwnania optymalnosci (14):
h(z) > 7(z,a) - §7(z,a) + [ h(y)a(dylz, a).

Latwo sprawdzi¢ na podstawie Lematu 4, ze E;’ |Sn(y+1] < oo oraz, ze {S,} jest jedno-
stajnie catkowalnym supermartyngatem, tzn.

lim ET[|S,|; N(t) > n] = 0.

n—oo
Zatem stosujac dla tego supermartyngalu twierdzenie Dooba o opcjonalnym stopowaniu
[30, 36] dla dwoch czasow zatrzymania 0 1 N(t) + 1 otrzymujemy

/v ~
h(z) > E7 (Z (F(z, ar) — ﬁ(iﬂk,ak))) + Exh(zn@ 1),

k=0

a w konsekwencji

-1z Py L = [Pz h(x
G=EITnw1 = <E7 | Y Fzk,ak) | + E (Ev+1) N )
4 ¢ k=0 t t
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Lewa strona dazy do g na podstawie Lematu 4, a prawa strona dazy do $redniej wyptaty
na jednostke czasu j(z,7) = j(z, T, g).

(b) W tej czesci jako punkt wyjsScia wystarczy wziaé réwnanie Poissona (korespon-
dujace z dowolng polityka stacjonarna f € F - Lemat 3) i zastosowaé¢ twierdzenie Do-
oba o opcjonalnym stopowaniu dla odpowiedniego jednostajnie catkowalnego martyngatu

(30, 36]. &
6. Przyklady.

1. Model opisujacy zamiane urzadzenia. Pewne pracujace urzadzenie narazone
jest na gwaltowne wstrzasy, ktére pojawiaja sie w losowym czasie. Kazdy taki wstrzgs
powoduje losows ilo$¢ uszkodzen, ktore gromadzone sa przez caly czas pracy urzadze-
nia. Czas pomiedzy kolejnymi wstrzasami jest zmienna losowa o dystrybuancie H. Przez
G(-|z) oznaczmy warunkowa dystrybuante wielkosci wstrzasu zwiazang ze stanem z. Jesli
nagromadzona ilo$¢ uszkodzen wynosi z i pojawia sie wstrzas o wielkoSci ¥y, to urzadze-
nie przestaje pracowac z prawdopodobienistwem 1 — r(x + y), gdzie r funkcja nierosnaca,
zwang takze ,funkcja przetrwania.” System jest kontrolowany w nastepujacy sposob: w
czasie wstrzasu badz po wymianie urzadzenia jest wybierany planowany czas pracy a tej
maszyny, tzn. czas do kolejnej wymiany. W ten spos6b moment skoku systemu to czas
wstrzasu badz koniec planowanego czasu pracy, ktéry zostal wczesniej wyznaczony dla
tego urzadzenia. Opisany model moze by¢ postrzegany jako proces semi-markowski, dla

ktorego
e X = [0,00) (przestrzen stanéw);

e A = A(z) dla kazdego x € X (przestrzen decyzji); A jest zwartym podzbiorem
zbioru (0, M*|;

prawdopodobienstwo przejécia ¢ dane jest wzorem

i(Blz,a) == 8(B) |1 - H(a)+ H(a) [ (1 = r(z +9)Gldy}o)]
+H(a) [~ 1a(z +y)r(@ +y)G(dylo),

dla kazdego zbioru B € B(X);

dystrybuanta czasu pobytu w stanie z, przy podjetej decyzji a jest postaci

~ H(t), t<a
Q(t|z,a) :2{ 1 (t) $ 55

funkcjg kosztu jest

c(x,a) :==z7(z,a) + k(1 — H(a)) + KH(a),
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gdzie k < K sa pewnymi stalymi; innymi stowy, koszt naprawy jest proporcjonalny
do iloéci zgromadzonych uszkodzen; poza tym, jesli urzadzenie przestanie pracowadé
to koszt naprawy jest duzo wyzszy niz w przypadku, gdy uzytkownik zdecyduje sie
je wymieni¢ wczesniej.

Zal6zmy, ze m* = inf A.
A1 H(-) jest absolutnie ciggta wzgledem miary Lebesgue’a na R oraz H(m*) > 0 i
H(M*) < 1;
A2 istnieje s > 0 takie, ze
| ez +y)Gayle) <1,
0

(w szczegdlnosci mozna zatozyé, ze e®r(y) < 1 dla kazdego y € X).

Zauwazmy, iz .
Flz.a) = /0 zH(dz) + a(l — H(a))

[T vwitdyle,a) = [ evidyle,a) = H(e) (1~ r(z + )G ldylo)
1 — H(a) + H(a) /0 T @ (¢ 4 4)G(dyl).

Zatem podstawowe zalozenia (B) sa spelione, a V(z) := e%*. Ponadto,

K+k+ M*
c(z,a) < V(x)——+s—+— i m"<7(z,a) < M*.
Niech teraz e
/\:=—+—2(—)<1, 7 := 1.

FLatwo sprawdzi¢, ze nieréwno$é (GE, i) zachodzi z powyzszymi stalymi oraz C :=
[0 In2—In(1—-H(M™*))

. |, bowiem

/oo eq(dylz,a) < 1+ H(M™)e* < Xe’® + 1¢(z).
0

Zalozenie (GE, ii) jest spelnione z v¢o := T_—H%\—J—) Jesli przyjmiemy, ze 6 := 1 — H(m*)
oraz pu(D) = 6y(D), woéwczas

d(D|z,a) = éu(D),
co daje (GE, iii). Warunek (I) jest spelniony, a warunek regularnosci (R), zapobiegajacy
eksplozji procesu zachodzi z §:= H(m*) i e := m* :

Q(m*|x,a) = H(m"), bo m"<a.



Zatem wszystkie zalozenia dla modelu sg spetnione ®. &

2. Zaprezentujemy przyktad ilustrujacy fakt, iz dla tancucha nieergodycznego wspo-
mniane dwa kryteria optymalnosci (1) i (2) nie sg identyczne, nawet w przypadku polityk
stacjonarnych. Niech X = {1,2,3}, A=a = A(¢) dlai=1,2,3 oraz

2, i=3
Ti“_Ti“{ 1, ie{1,2}.

Prawdopodobienstwo przej$cia dane jest wzorem

L i=1,j€{23)
gijli,a) ;== 1, i=3=2,i=7=3
0, poza tym.

Funkcja wyptaty jest postaci

. ~._J 0, 1€{1,3}

i, a) 1= { 1 =2
Gdy stanem poczatkowym jest i = 1, proces spedza tam jedna jednostke czasu a gracz
nic nie otrzymuje. Potem gra przeskakuje z jednakowym prawdopodobienstwem do stanu
2 lub 3. Ze stanu ¢ > 2 nie mozna przej$¢ do zadnego innego stanu. Jesli proces jest w
stanie 2 = 2, to co jednostke czasu mamy ,skok”, w ktérym jednak nie wystepuje zmiana
stanu. Za kazdym razem gracz otrzymuje wyptate 1. Jesli ¢« = 3, to skok ma miejsce co
dwie jednostki czasu, przy czym wyptaty gracza sa zerowe. Zbiér A(7) jest jednoelemen-

towy, zatem istnieje tylko jedna strategia stacjonarna f, dla ktérej J(1, f) = ;7/3 = % i

j(1,f) = 3. Stad J(1, f) #j(1, f). &
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