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WSTEP 5

Wstep

Zarys historyczny Termin stochastyczne réwnanie rézniczkowe zostal po raz
pierwszy wprowadzony w 1934 roku przez Bernsteina w jego pracy “Principes de
la théorie des équations differentielles stochastiques” w odniesieniu do réwnania

dXt = G(Xt) dt + b(Xt) dI/Vt y

gdzie W = {W;, t € IR.} byt standardowym ruchem Browna, ktére obecnie
nazywane jest rownaniem Itd. Powyzsza praca dotyczyta konstrukeji dyfuzyjnych
proceséw Markowa. Faktycznie, rozwiazania powyzszego réwnania sa przy pew-
nych technicznych zalozeniach procesami dyfuzyjnymi. Niestety, uzyskanie ich za-
mknietej analitycznej postaci okazalo sie jeszcze trudniejsze niz w przypadku réw-
nan rézniczkowych deterministycznych, dlatego do$¢ wczesnie rozpoczeto prace
nad poszukiwaniami rozwigzan przyblizonych, w tym tez takich, ktére tworzone
byly bezposrednio do prowadzenia obliczen przez komputery. Wéréd nich wy-
réznié¢ nalezy metody Monte Carlo (zob.np.[1]) czy metody tancuchéw Markowa
o skoficzonej liczbie stanéw (np.[10]). W zwiazku z dyfuzyjnym charakterem roz-
wigzan, do poszukiwania ich gestosci stosowano réwnania Fokkera-Plancka, spro-
wadzajac problem réwnan stochastycznych do czastkowych réwnan determini-
stycznych, dla ktérych istnialy gotowe metody numeryczne.

Jednak najefektywniejsza metoda okazata sie¢ aproksymacja trajektorii roz-
wigzania na zadanej, dyskretnej siatce punktéw, w ktérej przyblizenia powinny
zbiegaé¢ do $ciezek rozwiazania analitycznego wraz z zageszczaniem siatki. Jedng
z zalet tego podejécia jest dostarczanie informacji stosunkowo niskiego poziomu
o rozwigzaniu (np. w poréwnaniu do gestosci). Ponadto latwo zauwazalne sg
daleko idace analogie z metodami numerycznymi dla deterministycznych réw-
nan rézniczkowych zwyczajnych. Najprawdopodobniej jako pierwszy zastosowal
ta metode Maruyama w 1955 roku (zob.[13]), adaptujac w nastepujacy sposéb
deterministyczny schemat Eulera:

Yn+1 = Yn + a(Yn) (Tn+1 - Tn) = b(Yn) (WTn+1 - WTn) )

gdzie Y, jest przyblizeniem pojedynczej $ciezki w zadanym n-tym punkcie po-
dzialu 7,, dlatego powyzszy schemat réznicowy nazywany jest schematem Eule-
ra-Maruyamy lub po prostu stochastycznym schematem Eulera. Jest to metoda,
w ktérej blad aproksymacji zbiega $redniokwadratowo do 0 tak szybko, jak $red-
niokwadratowo maleje do 0 pierwiastek $rednicy siatki dyskretyzacji, czyli metoda



6 WSTEP

rzedu % w sensie sredniokwadratowym.! Poniewaz trajektorie rozwiazania byly
tylko érodkiem do uzyskiwania jego charakterystyk (gesto$¢, entropia, itp.), natu-
ralng kontynuacja badan bylo poszukiwanie lepszych, szybciej zbieznych metod,
ktére pozwolityby na uzyskiwanie doktadniejszych wynikéw w krétszym czasie.
Jednak juz w latach sze$édziesiatych XX w. zauwazono, ze bezposrednie adap-
towanie metod deterministycznych powoduje, iz uzyskiwane rozwiazania sa co
prawda zbiezne, ale nie do rozwiazania analitycznego (zob.[21]). Wynikalo to
oczywiScie ze specyficznej, odmiennej niz w przypadku deterministycznym, po-
staci rézniczki stochastycznej, a konkretnie z lematu Ito6. Jako pierwszy zbiezng
do wlasciwej granicy metode rzedu 1 w sensie Sredniokwadratowym postaci

/ bbl (

Yn—l—l = Yn + <CL - ‘b‘b—> (Tn—f—l e Tn) +b (VVTn-H ik I/VTn) T T

2 9 WTn+1 - VVTn>2 )

w ktérej wartos$ci funkcji wyliczane sa w punkcie Y),, zaproponowal Milstein
w 1974 roku (zob.[15]). Od tego czasu powstato wiele réznorodnych metod aprok-
symacji réwnania Ito, ktére w obszerny sposéb prezentuje monografia [9].

Podobnie, jak w przypadku deterministycznym, mozna tu wprowadzi¢ kilka
podzialéw. Schematy oparte na rozwijaniu rozwigzania w stochastyczny szereg
Taylora-Ito, a nastepnie obcinaniu tego szeregu od pewnego miejsca, nazywane sg
metodami Taylora. Ich cecha charakterystyczna jest zawieranie pochodnych wyz-
szych rzedéw wspdélezynnikéw funkcyjnych. Jesli natomiast pochodne te sg zaste-
powane przez odpowiednie ilorazy réznicowe, to tak uzyskiwane metody noszg na-
zwe metod Rungego-Kutty. Ponadto w zaleznosci od liczby punktéw siatki, z kto-
rych korzysta sie do uzyskania aproksymacji éciezki w kolejnym punkcie, metody
dzielone sa na jedno- lub wielokrokowe. Jesli przyblizenie trajektorii w wybranym
punkcie zalezy tylko od wczesniejszych krokéw, to metoda nazywa si¢ jawng, a w
przeciwnym wypadku niejawng. Jednak dla metod stochastycznych pojawiajg sie
dodatkowe podzialy, ktére wczeéniej nie wystepowaly. Jezeli metoda produkuje
aproksymacje jednoznaczne ze wzgledu na losowy proces wymuszajgcy,® to jest
nazywana mocng, jezeli nie, to stabg. Wreszcie schematy sg dzielone ze wzgledu
na norme, w ktérej bada sie ich zbieznoé¢. Ma ona szczegdlny wptyw na ich rzad,
poniewaz ten sam schemat w dwdch réznych normach moze nie mie¢ tego samego
rzedu zbiezno$ci. Ponadto istnieje pewne powigzanie (zob.[9]) miedzy sposobem
wyznaczania btedu metody, a wspomniang przed momentem jednoznacznoscig ze
wzgledu na proces sterujacy.

Zastosowania Powszechno$¢ wystepowania w przyrodzie zjawisk dyfuzyjnych
spowodowala, ze stochastyczne réwnanie dyfuzji stalo si¢ podstawg wielu modeli
w réznych dziedzinach nauki. Dodatkowo w wielu istniejacych wczedniej modelach

1Ze wzgledu na posta¢ normy $redniokwadratowej, w literaturze ten rodzaj zbieznosci okre-
$lany jest czesto réwniez jako zbieznos¢ pierwiastkowo-sredniokwadratowa.

2W réwnaniu Itd losowym procesem wymuszajacym, zwanym tez sterujacym, jest ruch
Browna.
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deterministycznych dato sie zauwazy¢, ze nie opisuja wlasciwie pewnych zaburzen,
ktérych chaotyczny charakter wskazywat na ich losowo$¢. Z pewnoscia wpltyw na
popularno$é¢ akurat takich modeli stochatycznych miat réwniez dobrze rozwiniety
aparat matematyczny zwiazany z catka stochastyczna po ruchu Browna, ktérego
budowanie rozpoczal It6 w potowie XX stulecia. Poniewaz jednak ani tworzenie
kolejnych modeli, ani ich kalibracja czy weryfikacja, nie sa celem niniejszej pracy,
nie beda tu szeroko omawiane, a jedynie wspomniane.

Bardzo obszerne omdéwienie zastosowan znalezé mozna w pracy [9]. Podane
tam zostaly zastosowania m.in. w takich dziedzinach jak psychologia ekspery-
mentalna (koordynacja ruchowa cztowieka), neurologia (aktywno$¢ neuronéw),
biologia (dynamika populacji, krzepniecie krwi, proporcja dwdch alleli w genie),
ekologia (rozklad odpadéw biologicznych), hydrologia (poziom wéd), sejsmolo-
gia (ruchy pionowe) czy inzynieria materialowa (pekanie, ruchy molekut w cie-
klych krysztatach). W monografii [19] oméwione zostaly rézne modele zaburzen
w uktadach technicznych, jak np. opisywana réwnaniem It6 reakcja statku na fale
morskie. Z kolei w publikacji [20] szeroko opisano zastosowania réwnan It6 do mo-
delowania zjawisk zwigzanych z rynkiem finansowym, takich jak proces portfela,
kursy papieréw warto$ciowych, ceny instrumentéw pochodnych czy zmiennosc
stép procentowych.

Pomimo stosowania modeli opartych na réwnaniu [t6 na tak wielka skale, nie
brakuje réwniez stow krytyki pod ich adresem. Dwa najpowazniejsze zarzuty, ja-
kie sie im stawia, sa nastepujace: po pierwsze, nie zawsze empiryczny rozktad
cigglych zaburzen losowych da sie uzyska¢ przez wymuszanie procesem gaussow-
skim; po drugie, zaburzenia nie zawsze maja charakter ciagly. Konkretne przy-
ktady i niektére modele alternatywne mozna znalezé w pracy [20]. Oczywiscie
w wielu wypadkach trudno okresli¢, czy zjawisko ma charakter ciagly. Przykla-
dem moze byé¢ proces zmian ceny papieru wartoéciowego w przypadku zataman
gieldowych. Jednak stosunkowo rzadko pojawiajace sie, gwaltowne fluktuacje,
wydaja sie by¢ wierniej opisywane przez procesy o nieciagltych trajektoriach,
a méwige doktadniej, przez procesy o trajektoriach ciagtych z losowo pojawiaja-
cymi sie skokami (zob.[11]). Stad wywodzi sie idea wprowadzenia do réwnania Ito
kolejnego procesu wymuszajacego wywotujacego wspomniane skoki, mianowicie
procesu Poissona, co powoduje pojawienie sie dodatkowego sktadnika c¢(X;) dNV;.
Tak zmodyfikowany problem nazywany jest stochastycznym réwnaniem réznicz-
kowym typu Ité ze skokami lub réwnaniem dyfuzji skokowej. Model ten zdobyl
juz uznanie w wielu wymienionych wczesniej dziedzinach, szczegélnie zas w przy-
padku rynkéw finansowych (zob.[6]).

Cel badan Gléwnym celem tej pracy jest opracowanie mocnych schematéw
réznicowych wyzszych rzedéw w sensie jednostajnie redniokwadratowym (w nor-
mie £?) dla réwnania dyfuzji skokowej metoda obcinania szeregu Taylora-It6 oraz
ich implementacja. W przeciwienstwie do aproksymacji wyzszych rzedéw dla sto-
chastychnych réwnan rézniczkowych typu Ito, przypadek ze skokami wymusza-
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nymi przez proces Poissona jest stabo zbadany. W pracy [14] podano ogdlng for-
mule na schemat dowolnego rzedu zbiezny w stabym sensie w koicowym punkcie
czasu, w ktérym obserwowane jest rozwiazanie. W artykule [11] wyprowadzone
zostaly schematy zbiezne w kazdym punkcie czasu obserwacji w sensie Srednio-
kwadratowym z predkoscia 1 i, przy pewnych warunkach, z predkoscia %, aw [12]
schemat rzedu 1 o poprawionej efektywnosci. W pracy [7] rozpatrzony zostat sche-
mat Eulera dla dyfuzji skokowych, w przypadku, gdy wspétczynnik dyfuzyjny b
znika tozsamo$ciowo, a wymuszajacy proces Poissona jest niejednorodny.

Treéé niniejszej pracy oparta jest zasadniczo na trzech artykutach: [3], [4] i [5].
Na poczatek definiowane sa podstawowe pojecia i wprowadzane niezbedne ozna-
czenia. W nastepnym rozdziale opracowywany jest aparat matematyczny, gléwnie
oszacowania pojawiajacych sie stochastycznych catek wielokrotnych, wykorzysty-
wany w dowodzie twierdzenia o rzedzie zbieznosci przyblizen, zawartego w kolej-
nej czesci pracy. Po dowiedzeniu prawdziwosci tej ogdlnej formuly teoretycznej
na poszukiwane aproksymacje wyzszych rzedéw wyprowadzane s3 jawne, dajace
sie bezpoérednio zaprogramowaé komputerowo postaci schematéw réznicowych
do rzedu % wlacznie oraz przedstawiony i rozwiazany zostaje problem niejedno-
znaczno$ci w komputerowym generowaniu trajektorii procesu Wienera. Wreszcie
ostatni rozdzial zawiera wyniki przeprowadzonych eksperymentéw komputero-
wych weryfikujacych i poréwnujacych opracowane aproksymacje wraz z ich im-
plementacja w $rodowisku MATLAB? i omdéwieniem zastosowanych algorytmoéw.
Natomiast w zakoiczeniu proponowane sa ewentualne dalsze kierunki badan. Ca-
lo$é uzupelnia dodatek z najistotniejszymi znanymi twierdzeniami, ktére zostaty
tu wykorzystane, z pominieciem dowodéw. Sktad i tamanie wykonano w systemie
IATEX.*

Podziekowania Autor pragnie goraco podzigkowa¢ promotorowi niniejszej roz-
prawy, prof. Michalowi Morayne, m.in. za stworzenie doskonalej atmosfery do
pracy, za niezliczone godziny naukowych dyskusji i za cenne uwagi, ktére wyeli-
minowaly z wynikéw badan wiele niedociagniec i nieScistosci. Jednak w jednym
zdaniu trudno wyrazi¢ cala wdzieczno$é, jakiej sa warte okazane pomoc i zaufa-
nie.

3MATLAB jest nazwa zastrzezona, nalezaca do The MathWorks, Inc.

4IATEX jest oprogramowaniem typu “freeware”, specjalng wersja systemu TgX, stworzong
przez Lesliego Lamporta. TEX jest znakiem handlowym, nalezacym do American Mathematical
Society.
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Rozdzial 1

Definicje i oznaczenia

1.1 Podstawowe pojecia

Na poczatek zostanie zdefiniowane znaczenie zapisu V' w odniesieniu do pro-
cesu stochastycznego V.

Definicja 1.1 Niech prawie wszystkie trajektorie pewnego procesu stochastycz-
nego V ={V;, t € D C IR,} posiadaja lewostronng granic¢ w kazdym punkcie
pewnego domknietego przedzialu Dy C D C IRy . Wtedy proces V' bedzie zdefi-
niowany na Dy jako: _

Vi = V- = IS%VS :

przy czym prawa strone powyzszej rownosci nalezy rozumie¢ jako granice trajek-
torii w punkcie.

Niech teraz (Q, F,P) oznacza zupelng przestrzen probabilistyczna i niech proces
stochastyczny
X = {X, teJ=[t,T] C Ry}

bedzie zadany przez stochastyczne réwnanie rézniczkowe w postaci catkowej:

t t t
X, = X, +/a(s,Xs)ds+/b(s,Xs) dWs+/c(s,Xs)dN3, (1.1)
to t+

+
tO

gdzie W jest standardowym procesem Wienera, N jednorodnym procesem Pois-
sona o intensywnosci A\ i zaktada sie, ze sa one niezalezne.

Uwaga 1.2 W powyzszym réwnaniu zapis ft% nalezy rozumie¢ jako catke sto-
chastyczna po przedziale lewostronnie otwartym (to,t]. Oczywiscie, w przypadku
calki Riemanna nie jest istotne, czy catkuje sie po przedziale lewostronnie otwar-
tym, podobnie jak nie jest istotne, czy proces calkowany jest lewostronnie ciagly
(co gwarantuje jego prognozowalnosc).
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Niech = C IR bedzie zbiorem wartosci procesu X, niech F = {F;, t € J} bedzie
zupelng filtracja generowana przez wymuszajace procesy W i N oraz niech Xy,
bedzie F,-mierzalne i

EX] < 0. (1.2)
Jezeli funkcje a, b i c spelniaja nastepujace warunki (ktére implikuja ich produk-
towa mierzalnosc):

Fro>0 3 2o, Vies Vaez lh(t +¢,2) — At IF)‘ < Ky (1 1 |37[> l9(e)] (1.3)
Iki>0 Vees Yegez |P(t,2) — h(t,y)| < Kile —y| (Lipschitz),  (1.4)

to proces X (zob.[19]) bedzie okreSlony jednoznacznie z pr.1,! prawie wszystkie
jego trajektorie beda prawostronnie ciaggle i beda posiada¢ lewostronng granice
(RCLL, c4dldg) w kazdym punkcie przedziatu J. Warunki (1.3) i (1.4) implikuja
tzw. ograniczenie lintiowego wzrostu:

3K2>0 Vies Vzez hQ(th) £ K22 (1 + -752) : (15)

Pomimo istnienia i jednoznacznosci rozwigzania réwnania dyfuzji skokowe;
Ito (1.1), tylko w sporadycznych przypadkach mozliwe jest znalezienie jego za-
mknietej, analitycznej formuly (zob.[19]). Dlatego najefektywniejszym sposobem
zdobywania informacji o nim jest jego przyblizanie. Do tego konieczne jest wpro-
wadzenie na poczatek kilku pojec¢ i oznaczen.

Definicja 1.3 Przez
M = {p}ula=(i.o0d): Gie{~1,-1,0,1}, 1<i<l, le |

oznaczany bedzie zbiér multiindekséw, w ktorym v oznacza indeks pusty, czyli
indeks o dlugosci zero. Niech dodatkowo

M = M\{a:(jly--~ajl): <<t Ji =1, lElN}

oznacza podzbior wszystkich multiindekséw nie zawierajacych elementu —1. Nu-
merycznie —1 bedzie traktowana jak —1.

Niech teraz [, oznacza dlugo$é¢ multiindeksu, czyli liczbe elementéw sktadajacych
sie na « (I, = 0), natomiast p,, Ne 1 wWe odpowiednio liczbe minus jedynek (réw-
niez oznaczonych tylda), zer i jedynek w multiindeksie a. Dodatkowo wprowadza
sie dzialania na multiindeksach, polegajace na obcinaniu ich skrajnych sktado-
wych:

—a = _>(j1a"',jl) == (j??"'7jl)7 A= = (jlv-"ajl)(_ = (jl:"'ajl—l)

IDla wlasnoéci zachodzacych z prawdopodobienstwem 1, czyli prawie na pewno, beda uzy-
wane skréty z pr.1 lub p.n.p.
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oraz na laczeniu ich ze soba:

CYAﬁ = (jl,...,jl)A(il,...,ik) = (jl,...,jl,il,...,ik).

Przez IOL[V];Jr bedzie oznaczana wielokrotna catka stochastyczna z procesu o pra-
wie wszystkich trajektoriach lewostronnie ciaglych, posiadajacych prawostronna
granice (LCRL, cdgldd) na J, definiowana rekurencyjnie w nastepujacy sposéb:

[ VT o a=v
[lalPledt : @= (o) # v, =0
e
T T4l . e * 3 R
L[] = / L [VIpr dWe i = (rooos i) # 05 o =1 s
0

JILclPledNe : a=(iyees i) £, 5o =1
ot

/I—CN—[V]Z"'dj\\/:t : a:(jla-"7jl)7él/> jl::\ia

\ ot

przy czym o € M, V € RCLL, ¢i 7 sa dwoma czasami zatrzymania takimi, ze
to < o<7<T pnp.,a N, =N;—A\t jest skompensowanym procesem Poissona.
Gdy granice calkowania nie beda graly istotnej roli w obliczeniach lub V' =1,

bedzie uzywana skrécona notacja Io[V] lub I,. Dalej, réwniez rekurencyjnie, dla
a € M, definiuje sie nastepujaca funkcje f,: J xZ= — IR:

dalhs) = { LSty ®) 8 =51 0nns i) e M\ {v}, o

gdzie
hy(t, z) + a(t, )R (t, z) + %bQ(t, z)h (bx) » §=0
Lyh(t,z) = < b(t, z)k. (¢, z) cj=1 (L8)
hi(t,xz) — h(t, x) cj=-1
oraz
hi(t,z) = k (t,x—l—c(t, x)) , (1.9)

dla dowolnej funkcji A:J x = — IR.
Przyklad 1.4 Dla indeksu « = (—1,1) funkcja f,(t,z) przybiera postac:

fen(t2) = Lenfote) = Loy (Lofte) = Loy (Ioz) =

~ Ly (M) o)) = Leblto) = Blta) = b(eo).
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Definicja 1.5 Niepusty zbior A C M nazywany jest zbiorem hierarchicznym,
jezeli prawdziwe jest wyrazenie:

L - ace A\ {vr} = —-acA.

Definicja 1.6 Niech A bedzie pewnym zbiorem hierarchicznym. Wtedy zbior
B(A) = {ae M\ A: wac A}

bedzie nazywany zbiorem resztowym zbioru A.

1.2 Dyskretyzacja odcinka czasu

Nastepng wymagajaca wyjasnienia kwestia jest sposéb tworzenia aproksyma-
cji. Oczywiscie jesli nie ma jawnego wzoru na X, mozna aproksymowac tylko
pewne jego charakterystyki czy np. trajektorie. Co wiecej, zeby dowiedzie¢ sie
czego$ o wlasnosciach procesu X na podstawie jego przykladowych trajektorii,
konieczna jest ich duza liczba, co jest osiagalne tylko przy pomocy symulacji
komputerowych. To z kolei pociaga za soba koniecznos¢ ustalenia skonczonej ilo-
$ci punktéw, w ktérych beda przyblizane trajektorie. Operacja ta nosi nazwe
dyskretyzacji odcinka czasu J i teraz zostana wprowadzone pojecia z nig zwig-
zane.

Definicja 1.7 Niech (7,)52, bedzie niemalejacym ciagiem momentéw Markowa
takich, ze limt, = oo, i niech n; bedzie najwiekszym indeksem n, dla ktorego T,
jest nie wieksze niz t, czyli:

ng = max{n € Ny : 1, < t} .

Wtedy przez

Ps = {(Tn)Z";O : B =T9% .. E T =T, max (T —Tn-1) < 6}
1<n<nr
oznaczany bedzie zbior wszystkich 6-podziatéw odcinka J (mozliwe, ze losowych),
a przez (7)° dowolny element tego zbioru, czyli kazdy podziat o Srednicy 0. Jezeli
bedzie on losowy, to zaklada si¢ dodatkowo, ze kazde T, jest F, -mierzalne
i wszystkie relacje zachodza p.n.p.

Ogdlnie kazda ustalona aproksymacja rozwiazania réwnania (1.1) przy dyskrety-
zacji (7)? bedzie oznaczana przez Y° i dodatkowo w punktach podzialu bedzie
uzywana skrécona notacja Y;> = Y°(r,). W oparciu o wprowadzone pojecia mozna
juz poda¢ definicje rzedu zbieznosci aproksymacji. Mozna to zrobi¢ na rézne spo-
soby (zob.[9]), w zaleznosci od funkcjonatu reprezentujacego jej btad. W niniejszej
pracy rozpatrywany bedzie jednostajny btqd Sredniokwadratowy, a odpowiadajaca
mu definicja rzedu jest nastepujaca.
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Definicja 1.8 Jezeli aproksymacje (Y°)scr . procesu X speiniajg ponizsze osza-
cowanie:

2
Jo>0 Fso>0 Voe(0,00) Viryiers B ( sup (X - %) | fto> < ¢,
TTnE(T
to v nazywane jest rzedem zbiezno$ci tego ciagu aproksymacji w sensie jednostaj-
nie éredniokwadratowym. Innymi stowy (Y°)sc(0,5,) zbiega wtedy przy &\, 0
do X w normie L? z szybkoscia 7.

Na koniec nalezy wprowadzi¢ jeszcze kilka oznaczen, ktore beda uzywane
w dalszej czesci pracy. Przez A,, AW, i AN, oznaczane beda przyrosty proce-
séw sterujacych miedzy punktami podziatu, odpowiednio procesu czasu,> Wienera
i Poissona, a przez Z, caltka z przyrostu procesu Wienera po czasie:

Tn+1
Zo = [ W Wo dt = gl -

Tn

Wreszcie niech dla V' € RCLL beda zdefiniowane nastepujace operatory:

Nori .
m 4 m == == N’fn
sgmo= Y (Ve — V) < ! v 4 ) : (1.10)

1=Nr,+k

gdzie T'(z) jest momentem i-tego skoku procesu Poissona, oraz

ns—1 2
Fg? = E| sup (Z Ia[V]:1+1+Ia[V]j+> | Fis (1.11)
s€lto,t] \n=0 " "
1
_ N2
Go (V) = E(sup (Ia[V]thr) |.7:g> : (1.12)
’ te(o,7]

przy czym a € M, 7, € (1)° € Ps , a o i 7 sa dwoma momentami Markowa
takimi, ze tc <o <7 <T zpr.l.

Zakltadajac, ze h(t,z) € C*?(J % E), uwzgledniajac szczegblng postaé réwna-
nia (1.1) i wykorzystujac uogélnienie klasycznej formuty It6 dla pétmartyngatéw
(zob.[16] lub Dodatek), otrzymuje sie:

1
h(tht) = h(t07Xto)+ Z I(j)[L(j)h('vx-)]lttg" (1'13)

j=-1

przy czym operator L zdefiniowany jest tozsamoscia (1.8). Stosujac (1.13) do
wspoétezynnikéw a, b i ¢ z réwnania (1.1) odpowiednio wiele razy, mozna rozwingé

2Proces czasu T; = t, choé nielosowy, tez moze by¢ traktowany jako proces sterujacy.

Biblioteka

Pol. Wroct
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proces X w stochastyczny szereg Taylora-It6 (zob.[9]) dla dowolnego zbioru hie-
rarchicznego A oraz dwéch momentéw Markowa g i 7 takich, ze tp < o <7 <T
p.n.p.: )

X; = Z Ia[fa(ga Xg)];+ + Z Ia[fa('a X-)]Z+ : (1-14)

acA aEB(A)

Wykorzystujac powyzszy wzor analogicznie jak w przypadku deterministycznym,
czyli opuszczajac sume po zbiorze resztowym i uwzgledniajac odpowiednio duzy
zbidr hierarchiczny, mozna teoretycznie otrzymac dowolnie doktadne przyblizenie
procesu X, zwane mocng aproksymacja Taylora. Jednak by ustali¢c wptyw do-
boru zbioru hierarchicznego na doktadnosé¢, rozumiang w sensie rzedu zbieznosci,
konieczne jest uprzednie podanie kilku lematéw, umozliwiajacych odpowiednie
oszacowania. Zostang one przedstawione w nastepnym rozdziale.
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Rozdzial 2

Wtlasnosci catek wielokrotnych

2.1 WlasnoS$ci rozwigzania

W tym rozdziale zostana podane lematy pozwalajace na wyprowadzenie i udo-
wodnienie najistotniejszych wynikéw. Na poczatek podjety zostanie temat catko-
walnosci procesu X. Poniewaz docelowo bedzie badana zbiezno$¢ aproksymacji
w normie £?, to proces X powinien byé¢ calkowalny z kwadratem, co zostanie
tu potwierdzone. W dowodach przez D; ( i € IN ) oznaczane beda skonczone,
dodatnie stale, ktérych doktadna warto$¢ nie bedzie odgrywala istotnej roli.

Lemat 2.1 Niech dla rozwigzania réwnania (1.1) zachodza warunki (1.2) i (1.5).
Wtedy to rozwiazanie, mianowicie proces X, speinia nierownosc:

EX} < A% (1+EX]) -1,
gdzie C jest skonczona stala dodatnia.

Dowéd: Wykorzystanie wzoru (1.13), skompensowanie procesu Poissona i uzy-
cie skréconej notacji typu hs; = h(s, X;) daje:

t
X2 o= X2 o+ / (2a., +82) ds +
to

t t
+ /2bsX'deS 4 /((Xs+cs)2_)‘<3) N, =

- +
tO tO
t

= X2 + [(20X +0+22e X, +0d) ds +

to

t t
+ / 2%, X, dW, + / (2¢,%, + ) dN, .

+ +
to to
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Dwa ostatnie sktadniki sg lokalnymi martyngalami, zatem istnieje niemalejacy
ciag czaséw zatrzymania {7,}°%, taki, ze 7 > t; i lim7, = oo, dla ktérego
catkil

tATh tATh
/ 2, X, dW, i / (2¢,%, + &) dN,
ty ty

sa martyngatami o zerowej wartosci oczekiwanej, dla kazdego n € INy. W szcze-
gblnodci niech 7, = inf{t : |X;| > | Xy | +n}. W polaczeniu z wlasnoscia (1.5)
oraz nieréwnoscia = < v/1+ 22 daje to:

/{ XPdP < / X2 dP + XZ_dP =
T2t

{Tn >t} {mn <t}

tATh
-~ EX, = EXZ+E / (2a,X, + 82 +20e, X, +A2) ds <

to

= Eb2(37 "Ys/\rn) +

IN

t
EX2 + / {2E’a(s,XsATn)Xwn
to

+ 2)\E ’C(S, XSATn)XS/\Tn

+ /\ECQ(S,XS/\TH)} ds <

IN

t
X2+ [ (2K + KE + 2600 + KIA)E (1+ X2, ) ds <
to
t
= EX§)+Ol(t—t0)+Cl/EXands < ...
to

Nastepnie do ograniczonego i dodatniego EX?,. wykorzystuje si¢ nieréwnosé
Gronwalla (zob.[9] lub Dodatek) by uzyska¢:

t
< EXZ +Ci(t—to) + Cl/ecﬂt—s) (EX,?0 + Cy(s — t0)> ds =

to

et (1+EX2) - 1.

Zbiory {7, >t} tworza rodzing wstepujaca taka, ze ey, {7 >t} = Q, wiec
dla dowolnej miary u, wzgledem ktérej sa one mierzalne, zachodzi:

,}grgu({mzt}) = u( U {Tnzt}> = p(Q) .

n€Ny

1Qczywiscie s At = min{s,t}.
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Tymczasem kazda calka z mierzalnej funkcji nieujemnej, w szczegdlnosci [ X2 dP,
definiuje pewna miare, stad prawdziwe jest nastepujace przejscie do granicy:

lim xpdp = [ X2dP = EX?,
n=00 J{r >t} T {2t}
ne€Ng

czego nalezato dowies¢. O
Lemat 2.2 Niech dla rozwiazania réwnania (1.1) zachodza warunki (1.2) i (1.5).

Wtedy to rozwiazanie, mianowicie proces X, speinia nieréwnosc:

E (sup Xf) < (s (1 + EXEO) ,
ted

gdzie Cy jest skoniczona stata dodatnig.
Dowéd: Réwnanie (1.1), przy skréconej notacji typu h, = h(s, X;), mozna
przedstawi¢ w postaci:
(4 t t
X, = X, + / G, ds + / b, dW, + / ¢,dN, ,
to t &

gdzie as = as + Ac;. Wtedy proces

t
X =X, - /dsds

to

jest martyngatem na .J, co pozwala skorzystac¢ z nieréwnosci Dooba (zob.[16] lub
Dodatek). Dodatkowo wykorzystanie nieréwnosci (q; + ¢2)* < 2(¢? + ¢3) daje:

g 2
E (sup XSQ) < 2 (E (sup )}?) +E (sup (/&S ds) ) <
teJ teJ te \ ;

0

_ 2 2
< 2<4EX%+E</ |dslds) ) < 18(EX%+E</|&s|ds> > < ..
J J

Stosujac nieréwnos$é Holdera (zob.[18] lub Dodatek), otrzymuje sie oszacowanie:

2
B([lads) < E[asE [ads = (T-t0) [ matds.
J J J '+

Uwzgledniajac wynikajaca z wlasnosci (1.5) nieréwnosé

@2 = (a,+Ae,)? < 2(1+4X) (a2 +¢l) < Dy (1+4X72)
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oraz wykorzystujac powyzsza zaleznos¢ i lemat 2.1, uzyskuje si¢ ostatecznie:

< 18 ((1+Ex%) + Dy (T t5) [ E(1+X2) ds) <
< 18 (eCl(T—to) (1+EX2)+ Dy (T —to) (1+EXZ) /Jecl(s-to) ds) <

< G (1+EX7),

co byto do udowodnienia. O

2.2 Wzory na dekompozycje

Z pewnych wzgledéw technicznych korzystniej jest czasem zamiast calki po
procesie Poissona rozwaza¢ sume calek po czasie i skompensowanym procesie
Poissona, ktéry jest martyngatem ze Srednia 0. Ponizszy lemat przedstawia, na
czym ta zamiana dokladnie polega.

Lemat 2.3 Niech o = (j1,...,5) € M\ {v} bedzie multiindeksem takim,
ze j; # 1 dla kazdego 1 <i<1l,a ky,...,kp, beda pozycjami, na ktérych
znajduja sie ujemne skladowe multiindeksu i niech

a: = (jla"'}jki—lajivoa""o) ) O[? = (jl)"'ajki—-laov"‘?())
oraz 0, = (0,...,0), gdzie wszystkie powyzsze multiindeksy maja dtugosé I.
Wtedy I,[V]}. mozna rozlozy¢ na sume calek:

Pa—1

= 5 ML Ve + ey, IV
w ktorej pierwszy czlon zawiera calk1 wielokrotne, w ktérych przynajmniej jedna
ze skladowych jest catka po skompensowanym procesie Poissona, a drugi jest
wielokrotng catka wylacznie po czasie.

Dowdd: Teza zostanie dowiedziona indukcyjnie ze wzgledu na p,. W sposéb
oczywisty jest ona prawdziwa dla p, = 0. Niech teraz teza bedzie prawdziwa dla
0 < p, =m—1<l,. Dowodzac prawdziwosci tezy dla p, = m 1 zauwazajac,
ze Pao, =M — 1, otrzymuje sie:

Ia[V];+ = Ia% [V]£+ + )\Iagn [V];I, =

m—2

= Iou[VIg+ + A (Z Nl Ve + A", [V]; ) =
=0
m—1

= Nl [V + Z Nlon Vo + A"y [V]} =

4

Pa—1

= X Mg [Vl X0 VI,
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co konczy dowdd. O

Kolejny lemat pozwala na upraszczanie catek wielokrotnych z procesu V =1,
w szczegblnosci na sprowadzanie do postaci pozwalajacej na ich wyznaczenie przy
pomocy generatora liczb pseudolosowych. Nalezy przypomnie¢, ze zgodnie z przy-
jeta konwencja I,[1]7: = I,, gdy granice catkowania nie odgrywaja istotnej roli
w obliczeniach.

Lemat 2.4 Niech o = (ji,...,5) € M iniech (j) € M\ {v}. Wtedy iloczyn
dwdch calek I;)I, mozna wyrazic¢ jako:

! I
Ila = pGpala + ZO L1 6 ety T 9O 20 0G0 i 1)) Gitroni)

1=1

Dowéd: Teza zostanie dowiedziona indukcyjnie ze wzgledu na l,. Dla [, =0,
czyli dla « = v, jest ona spelniona w sposéb oczywisty. Niech wigc teza bedzie
spelniona dla dowolnego (3 € M o dlugosci £ — 1 i niech [, = k. Wtedy,
korzystajac z definicji (1.6) i biorac pod uwage wlasnosé (zob.[16])

dViVy = VidVa + VadVi +d [V, Vo],

gdzie V} i V5 sa dwoma pétmartyngatami klasy RCLL,? a [+, ] oznacza wzajemne
wahanie kwadratowe, otrzymuje sie:® '

Iple = Iipplec] + Ly + [Iople] =

Poniewaz wzajemne wahanie kwadratowe proceséw wymuszajacych jest zerowe
poza dwoma przypadkami:

d[W, W], = dt, d[N,N], = dN;,
oraz zachodzi wzér (zob.[16])
[T, [Tadvi| = [WiTad(va, Vil

w ktorym wszystkie V; sa potmartyngatami klasy RCLL, to ostatni sktadnik jest
rowny:

Is J=g5 = —1
Ui da) = o)+ F=dk=1 = PGPG e + 0o WG L) -
0 J#kVI=0

?Dla kazdego pétmartyngatu istnieje réwnowazna wersja klasy RCLL (zob.[16]).
3Nalezy odréznié [, -] od I,[].
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Natomiast do I(j)Io— mozna zastosowac tezg lematu, gdyz le. =k —1, wiec:

k-1
- p(j)pa(_j(j’“)[ja(_] + ZI(jk)[I(jl,~~~,ji)A(j)A(ji+1 ,,,,, jk—l)] +
i=0
k-1 B
+ w(j)z:lw(ji)I(jk)[‘[(jl ..... 5i21) " (0)” Gigtroons jk_l)]
=

& IOLA(J') + PGP (]Ic)I o ’LU(J)w(]k)Im_A(O) —
= D) (pa(—-’*"p(jk)) 1, + <Iof(j) + Z[(jl,...,ji)A(j)A(jiH ..... jk)) +

+ wg) <wjk ) ae="(0) + Zw(ﬁ (1sefi=1) (0) (Ji1sems jk)) =
k

= Popele +Z(‘)I 5 ()A(jm,.-.,n)+w(j);w(jiﬂ(ﬁ,...,ji_l>A(0>A(ji+1,...,jk)’
1= =

czego nalezalo dowies¢. O

Uwaga 2.5 Z udowodnionego lematu wynikaja nastepujace wzory na calki wie-
lokrotne po jednym procesie sterujacym:

o AN, — (-1 " AN,
J = (_1)7 @ = .__1l—1 = I—_ll[l]q-,;l = l( )Ill_t—l[l}T;:I - < [ ) ?
. T; An T An l
J = (0)7 a=0_, = Igl[l]r,':“u = T Igt—l[llTZH = ( l! ) ’
j=0), a=1, = T [1]7'n+1 _ (AW I [1]Tn+1 A, 1]+t
j=1(0), a=1_, LA T Li-t b 2[]+)’

przy czym —1,, 0, i 1; oznaczaja multiindeksy o diugosci | zlozone odpowiednio
wylagcznie z minus jedynek, zer i jedynek. Dla przypomnienia: AN,, A, i AW,
sa przyrostami proceséw sterujacych na przedziale (T,, Toi1].

Dwa ostatnie wzory mozna znalez¢é réwniez w pracy [9], a z pierwszego z nich
wynika, iz ostatni czton definicji (1.10) jest wielkoscig skoku procesu Iik[l]T}r
w punkcie i-tego skoku (7 > N, ) wymuszajacego procesu Poissona, gdyz fatwo
sprawdzi¢, ze

- i i— N, i—1—N,, i—1-N,
f—_lk[l]ffr)‘f;lkmg):( k )‘( k >:< k-1 )

Co wiecej, zachodzi réwnosc:

Tn+1
ghm = / (Vi = Vi)™ g [y = Ty [(V= V)L, 1] 4]
+

Tn
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2.3 Oszacowania calek wielokrotnych

Teraz zostang podane najistotniejsze wlasnosci stochastycznych catek wielo-
krotnych, odgrywajace kluczowa role przy dowodzeniu predkosci zbieznosci aprok-
symacji.

Lemat 2.6 Niech o = (ji,...,51) € M\ {v}, V € RCLL, ¢ i T beda dwoma

momentami Markowa takimi, ze to < o <7 <T i T—0<d <1 p.np.

i niech T bedzie F,-mierzalne. Wtedy, jesli E(sup,, Vi?) < 00, to

G5, (V) < quetreoegitnact [ Gy (v)dt,

gdzie G zdefiniowane jest réwnoscia (1.12), a A = A4+ ).

Dowdéd: Dowdd lematu zostanie przeprowadzony analogicznie jak dowdd le-
matu 5.7.3 w monografii [9], a wiec indukcyjnie ze wzgledu na l,, jednak z uw-
zglednieniem calek po procesie Poissona. Zostala tam udowodniona nastepujaca
nieréwnos¢ dla l, =1 oraz j; € {0,1}:

G, (V) = GI(V) < 42005700 [Go (V) dt = 4wetrefregotnact [Go (v)at
14

Dla I, =1 i j; = —1, korzystajac z nieréwnosci Dooba (catka po dN;,)
i nieréwnosci Holdera (calka po ds), wynikajacej z zatozenia E(sup,e(, . V;?) < o0

wlasnosci (zob.[19])
2
E (/Vsdﬁs) - /\/EVfds
4

ot

oraz uwzgledniajac F,-mierzalno$¢ czasu 7, otrzymuje si¢:

2
o = i = o fran) 1) s
’ ’ tEgT

2
< 2 E(sup (/VdN) ].7-') n
tefo,7]
4 NE (sup (/Vds) ,_,) <
tEgT
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B
(N

2
< 2{4B ((/vﬁ) fg) + B ((T—Q)/V;2d8|fg> <
ot 0
< 8\ / G (V) ds + 2% / Gu(V)ds < 43 [Gu(V)ydt =
4 o 4

= quetrafraglenet [ Gu (V) dt.
Q

Teraz niech teza bedzie spelniona dla pewnego [, =1 —1 > 1. Poniewaz dowéd
z pracy [9] daje jej prawdziwos¢ dla I, =1 i j; € {0,1}, tzn.:

Gg,r(v) < (45)w(j’)52n(j’)Gg::(V) < 4wa+Pa5\Pa5la+na—1/Gg,t(v) dt,
4

ponownie do rozpatrzenia pozostal przypadek, gdy I, =101 j,=—1:

. 2
E | sup / L [V5dN, | | F,| <
teo,7] o+
. 2
2¢E | sup /_M_[V]Z+dﬁs | Fo | +
telo,7] et
t 2
+ ME | sup /Ia(_[V]Zers | F, <
teo,7] 5

2 4E((/Tfm_[V]‘;+st) |f9) =

+ XE ((T ~0) / (Io&_[f/]})?ds | ﬂ,) <

G3.(V)

Il

IN

IN

IN

8\JE (sup (Lc[712)" g) +

telo,]

+ 2)\2(52E<sup (L [V15)" | ﬁ,) <

te(o,7]
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< AMGI(V) < 4hbavertron pglamtna=t [ Gr (V) dt =

= quetmmjeegitnat [ Gr (v)dt,

co konczy dowdd lematu. O

Uwaga 2.7 Jezeli jedna z calek w I, jest calka po skompensowanym procesie Po-
issona, to, jak w oczywisty sposob wynika z powyzej przeprowadzonego dowodu,
w oszacowaniu G (V) jeden z czynnikéw A nalezy zastapi¢ przez \.

Lemat 2.8 Niech dla multiindeksu o = (ji,...,5) € M\ {v}, podziatu (7)°,
§ € (0,1) oraz procesu V € RCLL zachodzi E(sup,;V;?) < oo. Wtedy z pr.1
prawdziwe jest oszacowanie:

(
(t —to) 521"‘_1 /Gtos ds : W =Pg="0

Cs(a )5la+na—1/Gtos V)ds : wq+pa>0,

\

przy czym Féf‘ zdefiniowane jest zaleznoscia (1.11), natomiast Cs(c) jest, przy
ustalonym «, skoriczong stata dodatnia.

Dowdéd:  Aby dowie$é powyzszego lematu, rozpatrze¢ nalezy odpowiednie przy-
padki:

1% wa,=p.=0:
Wykorzystanie definicji (1.6) oraz nieréwnosci Holdera daje:

s 2
Fyg = E| sup ( / L [V]7,, du) | Fio | <
t,

sE[to,t]
< (t—to) /E o= (V)| Fp)du <

Stosujac lemat 2.6 oraz podstawowe wlasnosci warunkowej wartosci oczekiwanej,
otrzymuje sie:

< (t_t0)4woﬁ—+ch+—5\Pa(—51a<—-+nod—‘1/ /G” s V) ds | Fio | du <
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VAN

t
(t—to)éﬂwle <5E< sup V2| J—") Ift0> du <
LS

to [Tnu 5”]

V)du,

tou

< (t—to 621a—1/G

czego nalezato dowiesc.
2% wg >0¢

(a) Jsi=1:
W tym przypadku suma pod supremum jest martyngatem, korzysta sie wiec z nie-
réwnosci Dooba, wlasnosci (zob.[19])

t t
/VdeS - /EVf ds
tg

i ponownie z lematu 2.6, by otrzymac:

2

F{i? = sup /I + dWy, | | Fio| <

sE tot

2

t
4B / LoVl dW, | | 7y | =

IN

N 4/ ( 7, ) |ft0) du < 4/E o (V)| ) du <

t
e o e b ( [ GV ds | fto) du <

to

IN

t

guatonfoogletna=2 [ §E (Gr (V)| Fy)du <

Trnq U

IN

to

< Cla )5la+"a—1/Gt0u Vdu.

(b) si=0:
Mozna ograniczy¢ F{if z gory przez sume dwodch sktadnikéw:

ns—1 2
e < 2E<sup (ZI *) Ifto) + 2E<SUP (Ia[V]i:)QW'fo) '

s€[to,t] s€[to,t]
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W pierwszym z nich wystepuje dyskretny martyngal postaci:

ZI [Vt » m e Ny,
zatrzymany w chwili m = n,, ktéry, jak wynika z lematu 2.6, jest jednostajnie
calkowalny. Stad, stosujac dyskretna wersje nieréwnosci Dooba i biorac pod uwage
F,, -mierzalno$¢ zmiennej losowej et Ia[V]IE;\;;‘:)B, , fakt, ze warto$¢ oczekiwana
stochastycznej calki wielokrotnej jest zerem, gdy w, > 0, oraz lemat 2.6, otrzy-

muje sie:

(o (i) = e{(Far)in)-
= ((nff “+1>2+(IQ[V]1:: ) |ft0) 4

ng—2
4 8E (E( Tnt Z I ‘/r Tn+1 | s 1) |ft0>
"t 1 n=0

IN

2
< AR (Z I 7'71.+1> 4UJa+I7a/\Paé‘la+na——l / GT”: 1u( )du I fto) <
Tng—1
ng—3 2
< D (Z I Tn.+1> _+_4wa+pa)\17a61a+na—l / GTnt 2u( )du | fto =
Tng—2
<

< 4E (4“’“1’%%51&*"&—1 / Gy, )du|.7—"to> <

< Di(a)fetret / G, (V) du

Dla drugiego skladnika stosuje si¢ oszacowanie z punktu 1°, by otrzymac:

2
E(sup ([a[ i ) I}'t0> = E(sup (/I V]+du) Ifto) <
s€[to,t] e s€[to,t]

< 54wm—+pm—5\Pw—5!a¢—+nm——l/E 6G” (V )|.7-"t0) du

Tngy U

< Dy(a)dletre! /Gtou )du. .

Sumujac prawe strony obu powyzszych nieréwnosci otrzymuje si¢ teze lematu.
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(c) si=-1: .
Korzystajac z tego, ze Ny = N+ At, otrzymuje sie:

F}? = E sup /1% +dN+)\/I I du| | Fy| <

S tot

2

< sup / I. dﬁu | Fio | +

SEto,
2
+ 2)\2E (sup (/I ) I.’Fto)g...
SEto,

Calka z pierwszego czlonu jest martyngatem i korzystajac z uwagi 2.7 oszacowuje
sie ja analogicznie jak w przypadku 2°(a):

2
s

E| sup / L [VT dN, | | Fy | < Avetompfpntglotact / G (V) du,

se{to t]
b t;

natomiast oszacowanie drugiego cztonu nastepuje w identyczny sposéb jak w przy-
padku 2°(b), co daje razem:

< (Dy(a) + Di(a)) dltra? / Gl (V) du <

< Cy(e )61‘*+"“*1/Gt0u V) du .

To konczy dowdéd dla przypadku 2°.

3% wy=0 ps>0:
Aby dowiesé tezy lematu dla tego ostatniego przypadku, trzeba najpierw skorzy-
sta¢ z lematu 2.3 oraz nieréwnosci

k
(Z%’) < oflomi 3 g2 < %Zqz, (2.1)
=1 1=1

ktéra jest prostym uogélnieniem zaleznodci (g1 + ¢2)* < 2(¢7 + ¢2) na dowolna,
skoniczong liczbe sktadnikow:

s€[to,t] n=0

ns—1 [pa—1
F{;f‘ = E{ sup (Z (Z /\I~_i T"“—}-)\p"‘fol [V]Z"“) +
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2
Pa—1
(Z Moo [V + N1, [V]jns)) | Fy b =

Pa—l 9 e i
= E{ sup (Z/\Z<Z T"+1+I~_Z[V]j;> +

SE[to,t]

ns—1 2
+ /\Pa (Z ‘[Qla[ Tn+1 +IOI [y ]Tn )) lj:.to} S
n=0

Pa—1 ns—1 _ 2
< 2(pa+1){ Z )‘21E< sup (Z I o _i Tn+1 +I ~ _,[‘4:—;) | fto) ¢

1=0 Se[t(): ]

ns—1 2
+ AR ( sup <Z Io V] 4 Io, [V]jﬂs) [ fto)} 2 ses

SG[to, ]

Poniewaz pierwszy skladnik zawiera catki po martyngale, stosuje sie do niego
oszacowanie z punktu 2°, natomiast drugi sktadnik sktada sie jedynie z catek wy-
lacznie po czasie, oszacowuje sie go wiec identycznie jak w punkcie 1°. Dodatkowo
nalezy zauwazy¢, ze:

Paz = 1, na;‘:na+pa“la wai“':wa:g:

oraz skorzystac¢ z uwagi 2.7, by uzyskac:

Pa—1
S 2(pa+ 1) <Z QPa— z+2)\Pa+z6la+na+z 1) /Gtou )du +

1=0

F 2(pa 4 1A (t — tg)p2(a=D /Gto, V)du <

V) du .

IN

to,u

Cs(a )5la+na—1/G

W ten sposéb lemat zostal w catosci udowodniony. O
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Rozdziat 3

Schematy wyzszych rzedow

3.1 Formutla ogdlna

Udowodnione w poprzednim rozdziale lematy pozwalaja na przedstawienie
i dowiedzenie najistotniejszego wyniku, a mianowicie nastepujacego twierdzenia.

Twierdzenie 3.1 Niech dla ustalonego v takiego, ze 2y € IN, dany bedzie
zbiér ,

A, = {aej\//i\: la+ne <2y V la:na:7+.2_}
oraz proces

Vi) = Y Laffa(mo V@), = X falmo YLl =

Tnt

acA, "t a€A,
neg—1
= %+ 5 (5l LI + fulrm VL )
agA\{v} \n=0 ‘

przy dyskretyzacji odcinka czasowego (7)°, § € (0, 1) . Niech dodatkowo wszystkie
powyzsze funkcje podcalkowe spetniaja nastepujace warunki:

Vaca,  fospemia (1.4) A f, € CH?(J x 2),
Vaca,uB4,)  Jfa Spemia (1.5) .
Wtedy, jesli tylko E(Y{)? < co i rozwigzanie réwnania (1.1), czyli proces X,
spetnia warunek (1.2), to:
2 i 2
E (i“? (x. - V(1)) U%) < Ks(y) (1+X7) 8 + Ku(0) (X0 = V)
€

przy czym state K3(y) i K4(7y) sa dodatnie, skoriczone i nie zaleza od 9.
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Dowéd: Przez C; i D; (i € IN ) beda oznaczane skonczone state dodatnie.
Latwo sprawdzi¢ z definicji, ze A, jest zbiorem hierarchicznym, poniewaz dla
kazdego a € A, \ {v} zachodzi nieréwnosc:

l—)a"—n——)a S la"l"na_l S 27;

czyli — o réwniez jest elementem zbioru A,. Dalej nalezy zauwazy¢, ze z zaloze-
nia, iz E(Y¥)? < 0o, i rekurencyjnej formuly na Y wynika, ze réwniez

E <Sup (Y"s(t)y) < oo,

teJ

Nastepnie, korzystajac kolejno z nieréwnosci (2.1), lematu 2.8, warunku (1.5)
i nieréwnosci Gronwalla, uzyskuje sie:

E (sup (Y3@)" | ]—"to) < (3.1)

teJ

acAN\{v} teJ \ n=0

< D1{ (Yb&)Q i Z E (Sup (nil fa(Tmyrf)Ia[l]:}“ i

2
+ fa(anY;ft)Ia[l]:,j;> |fto> } S

IA

D, ((Yoé)? i Z Dg(a)/JE (323&] (fa (57}/5(3)))2 | ]:t0> dt> <

acA,\{v}

IA

D, <1 + (1/[)5)2> e Dg(v)/JE ( sup <1 + (YJ(S))Q) | ft(,) dt <

s€[to,t]

IN

Dl <1+ (YEJJ)2> +D3(7)[16D3(7)(t~t0)D1 (1_+_ (Y'Oé)z) dt <

< am (1+ (1))

Teraz, korzystajac z rozwiniecia (1.14), mozna przedstawi¢ X (podobnie jak Y?)
jako sume:

ng—1
Xt = tho 3 Z (Z Ia[fa(Tntxrn)]:}+l +Ia[fa(7-nt"¥"'nt)]‘tr+> +

acA\{r} \n=0 "

> (Z Ia[fa("XﬂZ:-}“+Ia[fa<~,f<.)]t+> |

L
a€B(A,) \n=0 "
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Niech teraz

Q = E(sup (X, -Y’(s)) | ft0> .

s€[to,t]
Wtedy, stosujac powyzsze rozwiniecia, nieréwnos¢ sup(gs+hs) < sup gs+sup h,
i nieréwno$é (2.1), otrzymuje sie:

Q: < Cs ((Xto—ygf)Q + 3 R+ 2 )

acA\{v} a€B(Ay)
gdzie
ns—1
Rf’a = E{ sup (ZI [fa (Tny Xr,) — fa(Tn,Y‘s)] e

Se[to,t] n

2
+ Ia I:fa(TnsaXTns) - fa(Tnsyy;i)]T+ ) | Fto} 3

ng—1 2
Uté,a - ( Sup ( Z I fa Tn+1 + I [fa( )]75_+ ) | ft()) %
s€[to,t] ne
Sktadniki pierwszej sumy, dla kazdego « € A\{r}, oszacowuje sie wykorzystujac

lemat 2.8 i warunek (1.4):

t

e < D4(a)/E< sup (fa (s, Xs) — fa (.S,Y‘s(s)))2 | .7-'t0> du <

% s€[to,u]
, t
< /Kz ( sup X Y(s )) |]—'t0> du < Ce(a)/Qu du .
sE tou to

Dla oszacowania skladmkow drugiej sumy, tym razem dla kazdego o € B(A,),
najpierw nalezy zauwazy¢, ze w zbiorze resztowym zachodzi nieréwnosc:

lo+na—1 1 Iy #ng
¥ =
2(le — 1) e =T

Wtedy ponowne wykorzystanie lematu 2.8, warunku (1.5) i lematu 2.2 daje:

Ui < D5(a)527/E< sup (fa(s, Xs)) | .7-"t0> du <

o s€[to,u]

t
04)(52”’/Ké2 <1+E< sup X2 | ft(])) du <
o s€[to,u]

t
< Dya)d® (140, (1+E(Xt20 | ft0)> du <
to

VAN

< Crle) (1+X2) 6%
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Sumujac na koniec powyzsze oszacowania i stosujac nieréwnos¢ Gronwalla do @y,
nieujemnego i ograniczonego oszacowaniem z lematu 2.2 i nieréwnoscig (3.1),
otrzymuje sie ostatecznie:

Q: < C{(Xto—Yb) + Z Cs(a /Qudu-i—

acA\{v}

+ Y Ciw) (1+XEO)627} £

aEB(Ay)

< G5 (X =15)" +Dr() (1+X2)67) + De(a) [ Quu <

o\ 2
< Ka() (14 X5) 8 + Ka() (X =Y0) Ve,
co byto do udowodnienia. O

Whiosek 3.2 Z udowodnionego twierdzenia wynika, ze (Y°)sc,1) zbiega jed-
nostajnie $redniokwadratowo przy 6 \, 0 do X z szybkoscia v, jesli tylko
X, =Y zprl.

Uwaga 3.3 W powyzszym twierdzeniu indeks vy zbioru hierarchicznego A, jest
jednoczesnie rzedem zbieznosci aproksymacji 7o

Teoretycznie w oparciu o powyzsze twierdzenie mozna wyprowadzi¢ schemat roz-
nicowy dowolnego rzedu, jednak w praktyce moze si¢ to okazaC trudne a nawet
niemozliwe ze wzgledu na trudnosci w obliczaniu stochastycznych calek wielo-
krotnych. Konkretne problemy zostana przedstawione i rozwigzane w kolejnych
podrozdziatach.

3.2 Schematy rzedu 0.5 i 1.0

Z ogdlnej postaci zbioru hierarchicznego z twierdzenia 3.1 wynika, ze rzad
zbieznoéci konstruowanych na podstawie tego twierdzenia aproksymacji zawsze
bedzie wielokrotnoscia liczby —12- Na poczatek zostanie zatem podana aproksy-
macja rzedu %, czyli najprostsza z nich. Punktem wyjSciowym jest oczywiscie
ustalenie odpowiedniego zbioru hierarchicznego:

Ay = {aeM: latna <l V la=na=1} = {(-1),(0),(1)} .

1
2

Kolejnym krokiem jest ustalenie, zgodnie z definicja (1.7), odpowiednich funkcji
podcatkowych fo (7, Y,0):

f( (Tn,Yd) (TmY:) ) f( )(Tn,Y‘S) (Tn,Ya) ; f (Tnayd) b(Ter?) .
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W celu skrécenia notacji nie bedzie wpisywany punkt, w ktérym te funkcje beda
wyznaczane, ale jeSli nie zostanie wyraznie powiedziane, ze jest inaczej, wartosci
wszystkich wspétczynnikéw funkcyjnych wyliczane beda w punkcie (7,, Y?), stad
skrécony zapis:

fey=c¢, fo=a, fo=0>.

Nastepnie nalezy wyznaczy¢ odpowiednie catki wielokrotne I, [1]:"*1.

n

Ostatecznie otrzymuje sie nastepujacy schemat:

Y(5

n+1

Y? 4+ ad, + AW, + cAN,, (3.2)

ktéry jest szczegdlna postacia stochastycznego schematu Eulera dla pétmartynga-
16w (zob.[8]), zaadaptowana do konkretnej postaci réwnania dyfuzji skokowej. Jak
wiec wynika z przeprowadzonego postepowania, schemat Eulera dla rozwazanego
réwnania i w rozwazanej normie (£?) jest rzedu 3.

Kolejnym mozliwym do uzyskania rzedem zbieznosci jest rzad 1. Ponownie

nalezy wiec ustali¢ odpowiedni zbiér hierarchiczny:
= 3
Ai = {OJEMZ lo+n, <2 V la:na:i} =

_ {y,(~1),(0),(1),(—1,—1),(—1,1),(1,—1),(1,1)} 5 A

)

BN

odpowiednie funkcje podcatkowe:

fey=c, fo=a, foy=0b,
fen-n=¢—c, fay=b—-b, fao-1=0bc, fai=>0b,

gdzie h% zdefiniowane jest przez (1.9), i odpowiednie catki wielokrotne:
1
Icy = ANy, Loy =8n, Iy =AWn, I1-n=3 ((AN,)2 - AN,)
1
Iy = AWaAN, = Sty Toony =S, oy =3 (AW - A,) |

przy czym S’C{;” zdefiniowane jest réwnoscia (1.10). Ostatecznie wiec schemat
rzedu 1 przybiera postac:
bb, # 3e
B Y2+ <a— —2—> A, + AW, (—020 3> AN, + (3.3)

+ Y (AW, (92—— g) (AN,)? +

+ (b —b) AWLAN, + (bd, — b3 +b) Sy, -
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Z postaci calki Sé{,’ln wynika, ze w schemacie konieczna jest znajomos¢ wartosci
trajektorii wy sterujacego procesu Wienera w punktach skokéw trajektorii wy
sterujacego procesu Poissona. Zmusza to do pewnej ostroznosci przy generowaniu
tych trajektorii. Problem ten zostanie oméwiony w kolejnym rozdziale.

Powyzsza formute mozna znacznie uproscié¢, jesli do dyskretyzacji odcinka J
doda sie punkty skokéw procesu Poissona, tworzac nowy podziat (7)?, oczywiscie
inny dla kazdej trajektorii.! Wtedy na kazdym pododcinku moze wystapi¢ co
najwyzej jeden skok i tylko na jego koncu, co pozwala na sprowadzenie powyzszego
schematu do nastepujacej postaci:

/ /

o - ¥ <a _ ?g_> B +bAW, + cAN, + (AW, )2 + b, AW, AN, |

w ktérej wartosci wszystkich funkeji wyliczane sa w punkcie (7,, %), a wartosci
przyrostéw (oznaczone symbolem “ ) na przedziale (7,, 7+1]. Ta postaé¢ wydaje
sie by¢ zdecydowanie prostsza, ale tak naprawde najistotniejszym jej uproszcze-
niem jest to, ze nie sa w niej wykorzystywane skladniki wyzszych rzedéw sze-
regu Taylora-It6 zawierajace proces Poissona, gdyz, jak wynika z uwagi 2.5, catki
k-krotne po procesie Poissona sa niezerowe dopiero przy k skokach wewnatrz po-
dodcinka czasu. Co za tym idzie, skrécony zostaje czas potrzebny do wyliczenia
pojedynczej wartosci (w punkcie) aproksymowane]j $ciezki. Niestety, jak mozna
sie domyslaé, takie podejscie ma tez wady. Za pomoca powyzszych schematéw
aproksymowane sa tylko wartosci niektérych trajektorii poszukiwanego procesu
w wybranych punktach dyskretyzacji, wiec aby uzyska¢ jakas wiedze o proce-
sie X w chwili ¢ nalezy dysponowaé¢ odpowiednio duza liczba wartosci trajektorii
w tym punkcie. Tymczasem prawdopodobienistwo tego, ze cho¢by dwie trajektorie
beda miaty skok w tym samym punkcie, wynosi oczywiscie 0. Oznacza to, ze albo
punkty skokéw jednej Sciezki beda wkomponowywane w dyskretyzacje wszystkich
innych $ciezek, albo wartosci kazdej $ciezki w punktach skokéw beda wyliczane
tylko do jej wykreslenia, a potem pomijane, poniewaz jezeli taka wartos¢ pojawia
sie tylko na jednej trajektorii, to jest praktycznie bezuzyteczna. W pierwszym
przypadku otrzymywaloby sie ostatecznie znacznie gestszy podzial od zaplano-
wanego. Zwigkszatoby to doktadno$é przyblizen, cho¢ by¢ moze wcale nie bytaby
ona konieczna, ale zwiekszaloby sie w ten sposéb réwniez liczbe koniecznych obli-
czen, tym bardziej, im wieksza bytaby czestotliwos¢ procesu Poissona i im wigksza
bylaby liczba generowanych trajektorii. Jezeli wyjsciowy podzial (7)° skladalby
sie z n elementéw, a liczba zaplanowanych do wygenerowania trajektorii wyno-
sitaby M, to liczba koniecznych obliczen rostaby srednio nEMMT=t) krotnie. Po-
nadto, gdyby zaszta potrzeba dotaczenia wynikéw z ewentualnie dodatkowo wy-
znaczonych trajektorii, bytoby to bardzo trudne z powodu nowych punktéw sko-
kéw. Natomiast w przypadku drugiego rozwiazania dokonywanych bytoby Srednio
1+AT=t) krotnie wiecej obliczen, ktérych wyniki nie bylyby w peini wykorzysty-
wane. Tak wiec decyzja o uproszczeniu schematu poprzez wkomponowanie czaséw

INaturalnie (7)° tez jest d-podziatem, gdyz jest gestszy od wyjsciowego (7)°.
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skokéw w siatke dyskretyzacji powinna zosta¢ wczesniej rozwazona w odniesieniu
do konkretnej postaci réwnania (1.1).

3.3 Trajektorie procesu Wienera

Zaréwno schemat (3.2) jak i (3.3), w przypadku, gdy w réwnaniu nie wystepuja
zaburzenia losowe ( b(t,z) = c(¢t,z) = 0 ), redukuja si¢ do deterministycznego
schematu Eulera, ktéry jest rzedu 1. W zwiazku z tym, gdy rozwiazanie bedzie
zaleze¢ gtéwnie od czeSci deterministycznej, zbiezno$¢ obu aproksymacji powinna
by¢ podobna, a méwiac wprost, podobnie wolna. Biorac jeszcze pod uwage, ze
formutla przyblizenia (3.3) jest znacznie bardziej skomplikowana, mozna wycig-
gnaé¢ wniosek, ze tylko w nielicznych przypadkach bedzie ono efektywniejsze niz
aproksymacja (3.2). Wtasciwe byloby wiec przedstawienie schematu zawieraja-
cego informacje drugiego rzedu o czeSci nielosowej réwnania (1.1). Poniewaz zbiér
hierarchiczny

As = {aeﬂ/l\: lo+na<3 V la:na:2} =

= {v,(-1),(0),(1), (-1,-1),(~1,0), (~1,1), (0, -1), (0, 0),
(0,1),(1,—1),(1,0),(1,1),(—1,~1,—1),(—1,—1,1),
(—1,1,—1),(—1,1,1),(1,—1,—1),(1,—1,1),(1,1,—1),(1,1,1)} D A

wjw

zawiera indeks (0, 0), to aproksymacja rzedu % bedzie spelniatla wspomniany wy-
moég. Dlatego jej wyprowadzenie bedzie kolejnym tematem tego rozdziatu. Jed-
nak .A% zawiera réwniez indeks (1,0), co, jak wiadomo, nawet w przypadku, gdy

c(t,z) = 0, powoduje pewne problemy, gdyz catek I(;0)[1]7:" = Z, nie da sig
wyrazi¢ w sposob dokladny przy pomocy przyrostow proces%)w sterujacych. Jak
zostalo pokazane w pracy [17], najwyzszym mozliwym do uzyskania w ogdlnym
przypadku rzedem dla dyfuzji It0, przy znajomosci wartosci sterujgcego procesu
Wienera jedynie w punktach (7)°, jest rzad 1. Tylko dla pewnej klasy réwnan,

w ktorej zachodzi warunek
b (t, )by, (2, )

s(t,x) = b(t,z)a,(t, z)—a(t, z)b(t, x)—by(t, z)— > =0, (3.4

rzad ten moze osiagnac¢ wartosc % Jak wynika z rozwiniecia procesu X w szereg
Taylora-Ito, s jest wspéiczynnikiem stojacym w tym rozwinieciu wlasnie przy
calce Z, (zob.[9]). Zostanie tu jednak przedstawione twierdzenie, ktére pokaze,
ze funkcja s znika tozsamosciowo dla szerokiej klasy rozwigzan, ale zeby je udo-
wodnié¢, nalezy skorzysta¢ z nastepujacego lematu.
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Lemat 3.4 Niech J =1[0,T] i X;= h(t,W;,Ny), gdzie h(,-,n) € C(J x IR)
dla kazdego ustalonego n € INy. Niech beda dane zbiory:

A = {(t,x): z=ht,w,n)€E, ted welR, nelNo} C JxE,

i= {(t,h(t,m(w),m(w))): ted, weQ} CACJxE.

Wtedy zbidr A jest gesty w A.
Dowéd: Niech
Ay = {(t,x) : z=h(t,w,n)€E, ted, we IR},

dla kazdego n € INy, a A, oznacza ciecie tego zbioru w punkcie ¢. Nalezy
pokazac, ze
Vite)ea Ve>0 Juen Oun(e) N A #0,

przy czym Op(e) oznacza otwarte e-otoczenie punktu D. Aby to osiggnacl wy-
starczy dowieéé, ze dla dowolnie wybranych, ustalonych ¢ € J\ {0} i n € IN,
zachodzi:

Voean, Veso P (h(t,Wi,n) € Oule) A Ny=n) > 0.

Funkcja g = h(t,-,n) jest ciagta dla dowolnych (¢,n) € JxINy, a przeciwobrazy
zbioréw otwartych przez odwzorowanie ciagle sa réwniez zbiorami otwartymi,
w szczegolnosci wiec:

v:zeAn,,g vE>0 E’weR 30>0 g_l (Ox(s)) i, Ow(a) .
Stad, biorac pod uwage, ze procesy W i N sa niezalezne, otrzymuje si¢:

P (h(t,Wi,n) € Oz(e) A Ny=n) = P (h(t,Wi,n) € Ou(e)) P (Ny=n) >

_ae (A"
n! V27wt JOow(o)

Ze wzgledu na dowolno$¢ wyboru ¢ zostalo w ten sposéb udowodnione, ze A jest
gesty w A,, dla kazdego ustalonego n, a poniewaz A = U, e, An, to A jest gesty
w calym zbiorze A, co byto do udowodnienia. O

> P(WtEOw(U))P(Nt:n) = g e“%du > 0.

Uwaga 3.5 Ze stacjonarnosci przyrostow procesow Wienera i Poissona wynika,
Ze teza powyzszego lematu bedzie prawdziwa rowniez w przypadku, gdy prze-
dziat J bedzie réwny [to,T], a procesy W i N beda startowaly w chwili ty > 0
od wartosci, odpowiednio, wq 1 ng.
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Twierdzenie 3.6 Niech proces X, bedacy rozwiazaniem réwnania (1.1), zalezy
w kazdym czasie t € J w sposob jawny jedynie od proceséw wymuszajacych
w chwili t, tzn. X; = h(t, W}, Ny), i niech zbiory A i A beda zdefiniowane jak
w lemacie 3.4. Dalej, niech na A istnieja s zdefiniowana przez (3.4) i h}, oraz
niech s bedzie tam ciagla, a h}, = hll,. Wtedy tozsamos¢ (3.4) jest prawdziwa
dla kazdego (t,z) € A.

Dowéd: Poniewaz X = h(t,W;, Ny) : JxIRXxINy — =, to s mozna przedstawic
jako funkcje zmiennych ¢, w in, a tezy dowies¢ dla kazdych (¢, w,n) € JxIRxINy
takich, ze (t,h(t,w,n)) € A. Wtedy

s (t,h(t,w,n)) = b (¢, h(t,w,n)) d} (t.h(t,w,n)) -
- a(t,h(t,w,n)) bl (t,h(t,w,n)) — b (t,h(t,w,n)) -
— %bQ (t, h(t, w, n)) bl (t, h(t, w, n))

i niech

5(t,w,n) = s(t, h(t,w,n)) ,

a(t,w,n) = a(t, h(t,w,n)) , b(t,w,n) = b(t, h(t,w,n)) )

Stosujac uogdlniong formute It6 do procesu X = h(-, W., N) i poréwnujac otrzy-
many wynik z réwnaniem (1.1), mozna wyrazi¢ a i b, a nastepnie ich pochodne
czastkowe, za pomocg pochodnych czastkowych funkeji A:

hII h//l . B . .
PN | ww AN/ wWww RN I n /o n "o m
a= ht + 9 y Gy = htw + 9 ’ b - h’uﬂ bt - hwt7 b’w - hww’ bww - hwww E

Teraz mozna wyliczy¢ odpowiednie pochodne czastkowe funkcji a i b, ktére wy-
stepuja w wyrazeniu na S:

a., (t,w,n) = h,,(t,w,n) a, (t, h(t, w, n)) =

" mn
= a’lm (t; h(t, w, TL)) = thW(t’ L 77,) + hwww(t7 w, n) :
2k}, (t, w,n)
b hr (t, w,n)
: = 4 ! / S ww ? )
by (tw,m) = iy (6w, m) B (1, bt ) = 8 (bRt wym) = SRR,

By(t, w,n) = b, (£, h(t,w,n)) + hi(t,w,n) ¥ (¢, h(t,w,m)) =

N hy(t,w,n)hl,,(t, w,n)
h!,(t, w,n) ’

= U (t,ht,w,n)) = hiyy(t, w,n)
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(Rt w,m))’

n _ 1 2.n
by (t,w,n) = (hw(t,w,n)) e (t, h(t,w,n)) + W) =
2
! (t,w,n)hlr  (t,w,n) — (Al (t, w,n)
= W, (t,h(t,w,n)) = = S )
(iy(t,w,m))
Nalezy dodatkowo uwzglednié zalozenie, ze hj, = hi,, a wtedy
OB 4 B B! B BB
3 = h:u tw ST www (h; 'S ;UU)—BU,LQ _ hZ;t + th,ww
w w w
(hiu)2 h’iuh;u”ww — (h‘Z)w)2
R (h)?
h/l/ hlhll (hll )2 hlhll hlll (h" )2
= " www _ tTtww ww/) h/l tww  TTwww ww —
s > " onm 0

na zbiorze A. Poniewaz jednak s jest z zalozenia ciagla na A, a na mocy le-
matu 3.4 zbiér A jest gesty w A, to s(t,z) = 0 réwniez na calym zbiorze A,
czego nalezato dowies¢. O

W odniesieniu do rozwazan poprzedzajacych powyzsze twierdzenie, jego wynik,
w przypadku, gdy c(t,z) = 0, oznacza, ze dla kazdego réwnania spelniajacego
jego zalozenia (i zalozenia twierdzenia o istnieniu i jednoznacznoéci rozwigzania)
mozna skonstruowaé aproksymacje rzedu % jedynie w oparciu o przyrosty procesu
Wienera bez zadnych dodatkowych warunkéw. Innymi stowy, jesli w rozwigzaniu
jedynym sktadnikiem losowym jest pewna funkcja zalezaca w sposéb jawny od
procesu Wienera w danej chwili ¢, to w schemacie réznicowym tego rzedu nie
trzeba korzysta¢ z informacji zawartych w procesie Z. A zatem jesli wspotczyn-
nik s nie zeruje sie tozsamosciowo na ﬁ, to rozwigzanie analityczne nie moze
zaleze¢ tylko od pewnej funkcji czasu ¢ i ruchu Browna w chwili ¢. Stad wynika,
ze jeSli do wykreslenia przyblizen rzedu % trajektorii rozwigzania analitycznego
w punktach podziatlu jest konieczna znajomos$¢ procesu Z, to réwniez do wy-
znaczenia trajektorii dokladnego rozwiazania sa konieczne dodatkowe informacje
o trajektoriach procesu Wienera.

Ogolnie wydaje sie by¢ uzasadnionym, ze przy tworzeniu aproksymacji po-
winno sie dysponowaé co najmniej takimi danymi, jakie bylyby niezbedne do wy-
generowania $ciezek doktadnego rozwigzania, jezeli znana bytaby jego analityczna
postaé. Co wiecej, wlasciwie nic nie stoi na przeszkodzie, aby przy tworzeniu
aproksymacji mie¢ mozliwo$¢ dysponowania wszystkimi dostepnymi informacjami
o tych éciezkach (zob.[11]). Oczywiscie nie wszystkie sa dostepne, gdyz nawet przy
pomocy komputera nie mozna wygenerowa¢ dokltadnej trajektorii ruchu Browna,
czyli pojedynczego zdarzenia losowego wy € 2. Czasem, np. w schematach niz-
szych rzedéw lub gdy s(¢t,z) = 0, wystarczajaca jest znajomo$¢ wartosci wy
trajektorii wy w wybranych punktach, np. punktach nielosowego podziatu (7)°,
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czyli znajomos¢ podzbioru
£y = {w: W, (W) =wn, T € (), 0 SnSnT} c Q,

ktéry jest miary zero i z ktorego pochodzi wy. Jednak nie zawsze, co zostanie
pokazane w ponizszym lemacie.

Lemat 3.7 Niech proces X, bedacy rozwiazaniem réwnania (1.1), zalezy jedynie
od czasu i catki

Z,(t) = / r(s) dW, ,

gdzie r € CY(J), tzn. X, = h(t,Z,(t)), t € J, i dane niech beda zbiory:

B = {(t,x): o= h(t,z) € B, t€, zelR} C JXE,

~

B = {(t,h(t,Z(t,w))): teJ weQ} C BcC JxE.

Dalej, niech:

(a) na B istnieje s zdefiniowana réwnaniem (3.4) i jest tam ciagta;

(b) istnieje niepusty, otwarty prostokat Jy X Sy C J x IR taki, ze h(t,")
jest odwracalna na S i g(t,") = h=(t,-) na Zq; = h(t, éo) C Z, dla kazdego
ustalonego t € Jy;

(c) r bedzie Scisle monotoniczna na Jy;

(d) na

By = {(t,z): w=h(t,z)€E, tey, 2€5} C B C JxE
istnieja gy, Gg1s Grzer OTAZ Gy = Goy 1 gz(t, ) # 0.
Wtedy tozsamosé (3.4) nie jest spelniona dla zadnego (t,z) € By i zbidr ten jest
przecinany przez trajektorie procesu X z dodatnim prawdopodobienstwem.

Dowdd: Nalezy zauwazyé, ze X jest w tym przypadku procesem o ciaglych tra-
jektoriach, co wynika m.in. z ciagloSci trajektorii procesu Z, i ciagtosci funkcji h.
Co wiecej, dla kazdego ustalonego ¢, Z,(t) ma rozktad normalny, wiec dla pewnej
wybranej chwili czasu t € Jy zachodzi:

P(Jen: (LX) €B) =P (Gen: Z(t)es) > P(Z(He) >0,

gdyz zmienna losowa o rozktadzie normalnym z dodatnim prawdopodobienstwem
przyjmuje wartoéci z dowolnego zbioru o dodatniej mierze Lebesgue’a, a taka
wlasno$é ma kazdy przedzial otwarty na prostej. Czyli zbidr trajektorii procesu X,
ktére przecinaja By, réwniez ma dodatnie prawdopodobienstwo.

7 zalozenia, ze g¢(t,) = h™!(t,-) na Zo,;, wynika, ze z = h(t,g(t,z)) dla
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kazdego ustalonego t € Jy. Rézniczkujac ta tozsamos¢ kolejno dwukrotnie po x
i biorgc pod uwage, ze ¢.(t,x) # 0, otrzymuje sie zaleznosci:

-1
o, ()7

~ Og Oz g \ox
2 2 2 2 2 -3
oo Fh(Bg\ OhPg  _ @h g (09)°
dg? \ 0x dg 0x? g 0x? \ Oz
a z kolei rézniczkowanie po t daje:
_dh  dhdyg oh  dg (9g\ ™"
=ateg T & 0t<6$

Wtedy, na mocy uogélnionej formuty It6, wspétezynniki z réwnania (1.1) przy-
bieraja na By N B postaé:

Oh 10*h , g gl oh r

= 4= : b= —r=—
at 2047 g 2g.)? 9" " q.

a

a ich pochodne czastkowe:

/i 2,m

|Gt 9i9ee _ Tree  37(9r)”

a, = — - )
g (99?7 2(e)® 0 2(g)*
b = T_I _ Tg,z/t B = = Tgalvlz A _Tglz,;m 2T(g;:,w)2
“Tgl ()P’ ; (9,)?" w (9)2  (g7)®

gdyz g jest wystarczajaco gtadka. To pozwala na wyznaczenie s na By N B:

. (_ 0t T9i9rz _ T Gres 373(9235)2) _
(g5 = (gp)®  2(gh)* 2(g1)°
(r_’ ~ rgé%) _ (_7‘395;1- " 7“3(9;;)2)
g, (95)? 2(g5)* (95)°
_ (Tgég,zlz + TB(g:IL{z)2> — _T_I ;é 0
(9:)° 2(g5)° 9, ’

co wynika z zalozen, ze g;. = g%, , 1 ze r jest SciSle monotoniczna na Jy. Ponow-

nie korzystajac z faktu, ze Z,(t) ma rozktad normalny dla kazdego ustalonego ¢
i uzywajac analogicznych argumentéw jak w lemacie 3.4, mozna uzasadnié, ze
B,NB jest gesty w By. Wtedy z ciaglosci s wynika, ze s(¢,z) # 0 dla kazdej
pary (t,z) € By, co konczy dowdd lematu. O

Uwaga 3.8 Warto zauwazy¢, ze s zerowalaby si¢ tozsamosciowo na By, gdyby r
byla funkcja stata na Jy. Wtedy proces X nie zalezalby na Jy od Z,, tylko w spo-
séb jawny od W, co byloby szczegélnym przypadkiem twierdzenia 3.6.
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Uwaga 3.9 Zalozenia powyzszego lematu wydaja sie by¢ bardzo mocne, ale
w rzeczywistosci takie nie sa. Niech h € CY*(J x IR) , co oznacza m.in., Ze pierw-
sza pochodna h po drugiej wspotrzednej jest gladka. Jesli przyjmie sie zatozenie,
ze funkcje T € C*(J) i, dla kazdego ustalonego t € J, h(t,-) nie sa stale na zad-
nym podprzedziale (bylby to szczegdlny przypadek twierdzenia 3.6), to istnieje
taki punkt (£,2) € Jx IR, ze r'(t) #0 i h.(t,2) #0. Aler' i h', sa ciagle, wiec
musi istnie¢ réwniez pewien otwarty zbidr zawierajacy punkt (t, ), w szczegdlno-
Sci pewien otwarty prostokat Jy X =g, na ktérym 1" #0 1 h!, # 0. Dla kazdego
t € Jo, h(t,-) jest sci§le monotoniczna (rosnaca Iub malejaca) na =, a wiec od-
wracalna, czyli dla kazdego ustalonego t istnieje g(t,-) = h™'(t,-), ktéra réwniez
jest $cisle monotoniczna i rézniczkowalna, stad g¢.(t,z) # 0 na By C B C JxZ.
Ale g moglaby nie by¢ wystarczajaco gladka, dlatego w lemacie zaklada sie istnie-
nie odpowiednich pochodnych czastkowych. Jesli zas chodzi o ciaglosé funkcji s, to
jest ona wymagana zaréwno do rozwiniecia procesu X w szereg Taylora-Ité (1.14),
zawierajacy skladnik s(o, X,)I(1,0) [1]E+ , jak 1 do konstrukcji schematu réznico-
wego rzedu %, co wynika z twierdzenia 3.1.

Uwaga 3.10 Przykladem procesu spelniajacego zatozenia lematu jest modyfi-
kacja procesu omawianego w ostatnim rozdziale, zadanego rownaniem (4.3), jesli
przyjmie sie w nim, ze c(t,z) =0.

Jak wiec wynika z przytoczonego lematu, istnieje pewna klasa réwnan, dla ktérej
z dodatnim prawdopodobiefstwem s(t,X;) # 0 na pewnym otwartym prze-
dziale i w schematach wyzszych rzedéw niezbedne sa doktadniejsze dane na te-
mat wybranej Sciezki procesu Wienera. W szczegdlnosci, dla schematu rzedu %,
informacje o calce z jej przyrostow miedzy punktami podziatu, czyli o Z,,. W li-
teraturze znane jest stwierdzenie, ze ta informacja o trajektorii nie moze zostac
wygenerowana w sposéb doktadny, a jedynie aproksymowana, jednak z lokalna?
doktadnoscig nie wieksza niz rzedu %, i wykluczenie jej ze schematéw wydaje sie
by¢ niemozliwe (zob.[11]). Przyrosty procesu Wienera i aproksymacje Z, calek
z tych przyrostéw moga by¢ wyznaczane np. za pomoca wyrazenia:

(AWn, Zn) = (ﬁl,n\/A-n : \/(Alg)g) (51,n\/§+§2,n)> , (3.5)

gdzie wszystkie & ,, &y iid® ~N(0,1). Trudno sie jednak zgodzi¢ z tym, ze jest
to tylko aproksymacja. Faktycznie, AW, i Z,, sa dwiema réznymi, skorelowanymi
zmiennymi losowymi o rozktadzie normalnym,* ale doktadne wybranie éciezki wy

2Dokladno$é lokalna to dokladno$é na pojedynczym podprzedziale; dokladno$é globalna,
czyli na calym J, okazuje sie by¢ nizsza, ze wzgledu na rosnaca liczbe podprzedzialéw wraz
z zageszczaniem podziatu.

3Niezalezne o jednakowym rozkladzie.

‘EZ; = 0, VarZ, = %(An)?’, E(Z, | AWy,) = LAAW,, Var (Z, | AW,) = L(A,)3,

Cov (AWy, Zy) = 5(An)?, Corr (AWn, Z,) = @ )
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ruchu Browna na odcinku (7, 7,+1] daje réwniez wartoé¢ Z, jako zwyklej catki
Riemanna z tej $ciezki. Formula (3.5) pozwala wiec raczej na doktadniejsze okre-
$lenie trajektorii wy ze zbioru 4, uscislajac ja o wartosci z, calek Z,, co zaweza
zbior Ql do

.. = {w: W, (w) = wy, Zp(w) = 2,, T € (7)°, OSnSnT} c O C Q.

Oznacza to, ze dokladne (!) wielkosci pdl, jakie zakresla trajektoria wy miedzy
punktami podziatu sg generowane analogicznie jak doktadne wartosci trajektorii
w (7)°. W razie potrzeby i o ile bedzie to mozliwe, mozna w analogiczny spo-
séb zawezaé zbidr, z ktérego pochodzi generowana Sciezka, do coraz mniejszych
podzbioréw miary 0, dostarczajac dodatkowych informacji o niej. W polaczeniu
z twierdzeniem 3.6 pozwala to na wyciagniecie wniosku, ze schemat rzedu % bedzie
zachowywal swojg predko$é zbieznodci réwniez dla réwnan, w ktérych wspdtezyn-
nik (3.4) nie bedzie zerowy, co zreszta potwierdza przeprowadzone w ostatnim
rozdziale eksperymenty. Nie stoi to jednak w sprzecznosci z tezami podanymi
w pracy [17], gdyz zaklada sie tam, ze dostepne sa jedynie informacje o trajek-
torii procesu Wienera ze zbioru ), a tutaj to zalozenie nie jest przyjmowane.
Oczywiscie jest jasne, ze uzywanie dodatkowych danych o procesie sterujagcym wy-
dtuza czas obliczen, ale jednoczes$nie pozwala na poprawe szybkosci zbieznosci, co
moze w sumie spowodowaé szybsze osiaganie wymaganej dokladnosci. Ponadto
ograniczenie sie tylko do wartosci $ciezek proceséw wymuszajacych w punktach
podziatu w przypadku dyfuzji skokowej bardzo utrudnialoby konstrukcje sche-
matéw, ze wzgledu na mieszane catki po procesach Wienera i Poissona, jak cho-
ciazby Sévln z aproksymacji (3.3). Do ich dokladnego wyliczenia potrzebna jest
dodatkowo znajomo$é warto$ci trajektorii ruchu Browna w punktach skokéw pro-
cesu Poissona, co jest kolejnym argumentem na to, by nie ograniczac sie tylko do
informacji ze zbioru €2;.

Na koniec warto jeszcze zauwazyc, ze podobnych probleméw nie ma z trajek-
toriami procesu Poissona. Co prawda réwniez jest to proces o przyrostach nie-
zaleznych i mozna by za ich pomoca generowac jego trajektorie analogicznie jak
trajektorie procesu Wienera, uzyskujac wartosci jedynie w punktach (7)?. Jed-
nak, jak wiadomo, odlegto$ci miedzy kolejnymi skokami Sciezki procesu Poissona
tworza cigg zmiennych losowych iid ~Ezp ()), ktérego wygenerowanie doktadnie
precyzuje jej ksztalt.

3.4 Schematy rzedu 1.5 i 2.0

Mozna teraz przej$¢ do wyprowadzenia aproksymacji rzedu % Po wyznaczeniu
zbioru hierarchicznego, co mialo miejsce w poprzednim podrozdziale, zostang
obliczone funkcje f,:
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Sy =b-b, fo-y=ctac,+5 52 Cow s flo0) = ay +aa; + 5 b2 £ 3
f(O,l) = b; Ri< ab’x + ibgng ) f(l,—l) = bCz ; f(l,O) = ba'z. " f(l,l) = bb; ,
ferm1-1y = €= 26+ ¢, fiermiy =0 =200+ b, fiera-n = 0i(cp)e— bey
fa1,-y =0 ( 2(c2) —c,) . famn = b (LB + (8): — L)
Fenny = bi(): = b, foan = b (¥, +0d) s Faan =0 () + bl ),

przy czym
(t,z) = (R)ita) = h(to+c(tz)+c(ta)) -
Bytlo to stosunkowo latwe zadanie, ale wyznaczenie formut na odpowiednie catki
wielokrotne, ktére pozwola je wygenerowac przy pomocy komputera, nastrecza
pewne trudnosci. Calki pojedyncze i podwdjne nie sprawiaja wiekszych proble-
mow:
I(_l) = A]Vn 5 I(g) = An , ](1) = AVVn R

I(—l,-—l) = ((ANn)Q — ANn) s I(_l,()) = AnAN STn ) I(O,—l) SYIJ,; )

a 1
Iy = AWLAN, — Sy, Ta-y = Swr s T = §(An)2 ,

DO |

((AWL)2 = A,) .

DN | =

Ioy = AnAW, = Zyy Inoy=2Zn, Iay =

Problemy pojawiaja sie przy catkach potréjnych, jednak czed¢ da sie wyliczyc
bezposrednio lub na podstawie uwagi 2.5:

1 1 1 1
(AN’ = S(AN)? + 34N, Tgpn =3 (Sé;fn — Sth),

1 1
I(—l,—l,l) = §AI/Vn(ANn)2— EAI/VnANn —Sg"/’ln y I(l 1, 1

I21,-1,-1) =

1 .
= Loaw,y — 580 AW,

a pozostale mozna wyznaczy¢ za pomoca lematu 2.4, rozwigzujac odpowiednie
uklady réwnan, co daje ostatecznie:

I(—l,l,—l) == 252’ AN S + SWn 3
I = (AW)QAN— LA AN, - AW, wShim + 3 S L 4= sWn,

Ia,-1,-1) = ANnSvf/,n - SW Swn , In—11) = AW, Swn SV{’/,n
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Po odpowiednim przegrupowaniu sktadnikéw otrzymuje si¢ nastepujaca formule

. 3 2.
na aproksymacje rzedu 3 w normie £=:

bb!, e 11
vi, = Y’ 4 (a— 7) A + bAW, + (%—— %JF —6—C> AN, + (3.6)

a, aa, b*all, ) bb’ .
- —= 1 (A, AW
e [NV TR

b/
c —c> (AN,)? + (b;+ab; b(2) )A AW, +

beH b* bl /
ba;—bg—ab;———ﬂ)Zn+(aZ—a— C(zz) bg)A AN, +
br(by)e  bby  bbich ) oin
—a; +a+d +ac, + == 5~ 5 g )Sr,n

o 3b

(
(
(
(
+ ( ik 2= —) AW, AN, + ()5 —1) (b = b—bc,) Siit +
(
<
(
(5

6 3 6) (AN’

(@]

N2 211 ok ¥
M@)+bg>hﬂv) Gg_&+£

* !\ % bbl
ALY : ) (AWL)2AN, + (%) (=0 +b+bc,) AW,Sy, +

[\.'JIO"‘

(6], + b, +bch)> Sit, +

b): (92- i bc;>

— et b) AWn(AN)® + () (= 0% +b+bc,) ANLSi, +

(@) (-0 -0e) - b s,

Podobnie jak w schemacie (3.3) mozna uprosci¢ formute tej aproksymacji wkom-
ponowujac skoki procesu Poissona w wybrany d-podziat. Ponownie uwzgledniajac,
ze na kazdym pododcinku moze wystapic¢ co najwyzej jeden skok i tylko na jego
konicu, uzyskuje sie ponizszy wzor:

. . bbl . ! ! bQ " .
Vi, = Y3 + (a——‘”>An -+ (%Jra;ﬁﬁL%) (An)? +

b, IV ¢
+ bAW, + ——(AW )2+ (b;+ab;— @) A AW, +

beII v b I'\2 beII
+ (ba'm—b't—ab;———éﬂ>Zn + ((I)G—Z)+ 5 )(ADV)

bbl /
2

+ cAN, + (cg—l—ac;— >A AN, +
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! 2 1
Pty | b—c£> (AW,)?AN,

' AW,AN,
+ b, AW =l ( 5 5

w ktérym wartosci wszystkich funkcji ponownie wyliczane sa w punkcie (7,,Y?),
a wartosci przyrostéw ze znakiem “” na przedziale (7, 7,+1]. Wynik tej operacji
jest co prawda efektowny, trzeba jednak przypomnie¢, ze nalezy go traktowac
z pewna rezerwa, zgodnie z uwagami podanymi na koncu poprzedniego podroz-
dzialu. Do$¢ istotny jest za to fakt, ze w przypadku, gdy ¢ znika tozsamosciowo
na J x =, podane aproksymacje redukuja sie do schematu rzedu % dla zwyklej
dyfuzji It6 podanego w pracy [9]. Dotyczy to réwniez aproksymacji z poprzed-
niego podrozdziatu, ktére upraszczaja sie do schematéw odpowiedniego rzedu dla
réwnania bez skokow.

Zbiér hierarchiczny, ktéry zgodnie z twierdzeniem 3.1 odpowiada aproksyma-

cji kolejnego rzedu, czyli rzedu 2, ma postac:

A, = {ae/ﬂ: l,+n, <4 V la:na:g} -
= {l/,(—l),(O),(1),(—1,—1),(—1,0),(—1,1),(0,—1),(0,0),(0,1),

(1,-1),(1,0),(1,1),(-1,-1,-1),(-1,-1,0), (-1,-1,1),
(-1,0,-1),(-1,0,1),(-1,1,-1),(-1,1,0),(-1,1,1),
(0,-1,-1),(0,-1,1),(0,1,-1),(0,1,1), (1, -1, -1),
(1,-1,0), (1,-1,1), (1,0, ~1), (1,0,1), (1,1, =1), (1, 1,0),
a, 1,1, (-1, -1, —1,—1), (-1, -1, -1, 1), (—1,—1,1,—1),
(-1,-1,1,1),(-1,1,-1,-1),(=1,1,-1,1), (-=1,1,1, —1),
(-1,1,1,1),(1,-1,-1,-1),(1,-1,-1,1),(1,-1,1, 1),

(L, -1,1,1), (1,1, -1, -1, (1,1, ~1,1), (1, 1,1, -1), (L L1, )} > Ay

Z jego postaci wynika w sposob oczywisty, ze aproksymacja rzedu 2 bedzie o wiele
bardziej skomplikowana obliczeniowo od schematu (3.6). I chodzi tu nie tylko
o samg liczbe skladnikéw, ktére musiatyby zosta¢ obliczone. Mieszane calki sto-
chastyczne po réznych procesach sterujacych najprawdopodobniej nie datyby sie
wyrazi¢ jedynie przy pomocy przyrostéw proceséw wymuszajacych i catki Rie-
manna z przyrostéw procesu Wienera. Tymczasem polepszenie predkosci zbiez-
nosci byloby zapewne w ogdélnym przypadku niewielkie, szczegélnie, gdy najistot-
niejszy wplyw na zmienno$¢ rozwiazania miataby cze$¢ nielosowa. Podejrzenie to
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bierze sie z analogii do sytuacji z poprzedniego podrozdziatu. Tak jak obie oma-
wiane tam aproksymacje byly rzedu 1, gdy w réwnaniu znikaly czynniki losowe,
tak oba tu omawiane przyblizenia sa w takim przypadku réwniez jednakowego
rzedu — rzedu 2. Dlatego wyprowadzanie ta metoda kolejnych aproksymacji wy-
daje sie by¢ bezproduktywne. Ponadto, co pokaza symulacje komputerowe w na-
stepnym rozdziale, juz za pomoca schematu (3.6) osiaga sie doskonate wyniki.
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Rozdzial 4

Symulacje komputerowe

4.1 Porownanie metod aproksymacji

Teraz dokonanych zostanie kilka poréwnan wyprowadzonych schematéw zbiez-
nych w sensie jednostajnie Sredniokwadratowym z pewnym schematem rzedu %
w zwyklym sensie $redniokwadratowym, tzn. spelniajacym dla pewnej skonczonej
i dodatniej statej C' oraz kazdego odpowiednio malego § oszacowanie:

max E <(X ~¥8)’| J—'to> < O .

T €(T)0

Zostal on zaproponowany w pracy [11], dlatego tymczasowo bedzie nazywany
schematem M. Jest nastepujacej postaci:

b T * 11

2 2
b2b//
>AAW +<ba;—b;—ab; )Z -

+ —Z(AW,)? + (—503 4 3% _ c) (AN,)? +

S
8~

b?
+ <b; + abl, — 2

: per,
a, —a— ¢, — acy — , —k+—é—+g>(AnANn—S,},’;>+

bl ! b(bL)? B2
¢ +ac, — ;C“) A AN, + ( (21) ;’ )(AW)

bb!,

b 3 be,
_§+§+2k+2p+bb;+2g—2h—-—§-+ = )Sw”

/

i (%—g+bc;—bb’z—2k—2p—29+q+2h> AWRAN, +
b
(E-Sa ) amp + (L+5) amamy
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b** b bt bc,  3q
_ Zec *_Z 19 Tz —h— =z _ A
+ < 2+bc 2+ p+k+2+g 5 2>><

x AN, (AW,AN, — Sy} +

b b bc, q
. N . % + bb. +2g — 2h — —= — 1
+ ( 5 + b, 5 tpt k + bb, + 2g 5 2) X

x (SWh + AWL(AN,)? - 283h, — Syh) +

b , b bb!, bel, ¢
+<2—bc+2—p k 5 g—l~h+2+2 X

X AN, (Sk2 + AW (AN,)? — 253, — SE-)
gdzie
g = %b (b,c, +bely) ho=b(t); (1+¢)
k= b 0L, p = bi(c,):, ¢ =b(d):(1+4) .

W powyzszym schemacie nietrudno zauwazy¢ znaczne rozbieznosci w stosunku do
aproksymacji (3.6). Chyba najistotniejsza jest taka, ze nie uwzglednia on sktadni-
kéw fo,010,0) 1 f-1,1I(-1,1), @ ponadto rézni si¢ w postaci kilku wspotczynnikéw
przy calkach wyzszych rzedéw i zawiera kilka czlonéw z rozwinigcia Taylora-Ito,
jak np. calki poczwérne po W i N, ktére nie sg konieczne do osiggnigcia tej szyb-
kosci zbieznoéci, a wiec moga zbednie wydtuzaé czas obliczen. Oczywiscie moga
one réwniez wplywaé na polepszenie jego dokladnosci, ale nie tak znaczace, by
zwiekszy¢ rzad zbieznosci. Co wiecej, wbrew zapewnieniom autora, gdy w réw-
naniu (1.1) znika czlon wywotujacy skoki ( c¢(t,z) = 0 ), schemat M nie redukuje
sie do aproksymacji rzedu % z monografii [9] dla zwyklej dyfuzji Ito.

Jest jasne, ze wyniki komputerowych eksperymentéw nie mogg tu stuzy¢ jako
dowody stawianych hipotez, gdyz odnosza si¢ jedynie do wybranych, szczegdlnych
przypadkéw. I nie maja takiego przeznaczenia. Formalne dowody przedstawione
zostaly we wczesniejszych rozdziatach, a teraz dokonana bedzie ich praktyczna
weryfikacja i przedyskutowane zostang pewne szczegdlne problemy obliczeniowe.
Do poréwnarni zostang wykorzystane dwa réwnania. Pierwsze to autonomiczne
réwnanie liniowe o nastepujacych parametrach:

1 1
a(t,z) =2z, b(t,z) = 5 c(t,z) = ——

107
J=100,1, Xo=10, A=50,

(4.1)
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Rysunek 4.1: Przyktadowa trajektoria i empiryczne linie kwartylowe procesu be-
dgcego rozwigzaniem réwnania (4.1).
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Rysunek 4.2: Przyktadowa trajektoria ¢ empiryczne linie kwartylowe procesu be-
dgcego Tozwigzaniem réwnania (4.2).

L ”
400 LW

----- Linie kwartylowe &
350 - O  Przykiadowa trajektoria i ¢ \'f

-
o -

300 :
. 3

250

X{1)

200
150+ &
1008%

50




50 ROZDZIAt 4. SYMULACJE KOMPUTEROWE

ktérego rozwigzanie analityczne ma postac:

i 9\ 15 1.
X, = 10 (Td) - <§t+§m> .

Z pewnych wzgledéw, ktore byly omawiane w poprzednim rozdziale, zostanie
zademonstrowane, jak dziataja poréwnywane schematy na réwnaniu, w ktérym

dominujaca role odgrywa czes¢ deterministyczna, a zaburzenia losowe sg stosun-
kowo niewielkie, stad drugie testowe réwnanie ma wspélczynniki:

( 107 cos(107t) _ .
a(t,z) = — gy ° 12t 7 (t)x? + 392 (t)x
b(t,z) = 3r(t)z?

-3t , 5, 3t £2r(t)
c(t, ) 10 r(t)z? + 1Oo\/r (t)z 1000

11 2
\ r(t) = G +sin(107t) , J =0, 5] ,

a jego analityczne rozwigzanie postac:

¢ 3
. 11 . 10 9 . 1 .
X; = (1_6 + sm(lOwt)) (\3/? 5 T o W, — 0 0/5 d]\s> .

Przyblizone linie kwartylowe! obu powyzszych proceséw oraz ich przyktadowe re-
alizacje mozna zobaczy¢ na rysunkach 4.1 1 4.2. Pozwalaja one na uzyskanie pew-
nego wyobrazenia o zachowaniu sie rozwazanych proceséw. W obu przypadkach
dwie skrajne krzywe, odpowiadajace empirycznym kwartylom 0 i 1, wyznaczaja
minimalne i maksymalne wartosci sposréd wygenerowanych Sciezek w poszcze-
golnych punktach.

Z przeprowadzonych eksperymentéw, wykonywanych w kazdym przypadku
dla 100 trajektorii, pokazane zostana wyniki ukazujace btedy punktowe schema-
téw (rys.4.3), ich empiryczng predko$é zbieznosci (rys. 4.4 1 4.6) oraz ich skutecz-
nos$¢ w osiaganiu zatozonego poziomu doktadnosci (rys. 4.514.7). Réwnanie (4.1)
jest by¢ moze banalne, ale doskonale ilustruje problemy, ktére powinny zostaé
zaprezentowane. Na rysunku 4.3 wykreslone zostaly empiryczne bledy $rednio-
kwadratowe popelniane przez schematy w kazdym z 500 réwnoodlegtych punktéw
podziatu odcinka J, na ktérym obserwowane jest rozwiazanie. Rezultat moze sie
na pierwszy rzut oka wydawac¢ oczywisty, warto sie jednak dokladniej przyjrzeé
wynikom metody M. Jest ona wprawdzie doktadniejsza od aproksymacji (3.3),
ktoéra jest rzedu 1, ale jedynie dwukrotnie, przy stosunkowo matej dtugosci kroku,
WYynoszacej 5%, co jest zastanawiajace w odniesieniu do jej deklarowanego rzedu,
majacego wynosi¢ 2. Jeszcze istotniejszy jest fakt, ze schemat (3.6), ktéry mialby

1Linie odpowiadajace kwantylom 0, 1, £, 2 i 1.
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Rysunek 4.3: Empiryczne punktowe btedy sredniokwadratowe na przedziale obser-
wacji przy réwnomiernym podziale, gdy § = == (rdwnanie (4.1)).
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by¢ tego samego rzedu, jest od niej zdecydowanie skuteczniejszy, a popelniane
przez ten schemat przy tej dyskretyzacji btedy sa na rysunku niemalze niedo-
strzegalne, gdyz maksymalny wynosi tu zaledwie 3,0315-107%.

Jednak nawet maksymalny Sredniokwadratowy blad punktowy jest zawsze
mniejszy, niz btad w sensie zbieznosci jednostajnej, dlatego w kolejnych ekspe-
rymentach uwaga zostanie skupiona wtasnie na nim. Na rysunku 4.4 widaé lo-
garytmy tych bledéw dla wszystkich schematéw w zaleznosci od logarytmu dlu-
gosci kroku dyskretyzacji. Jak wynika bezposrednio z definicji rzedu zbieznosci,
teoretycznie powinny one asymptotycznie tworzy¢ proste, ktorych wspétezynniki
nachylenia réwne sa tym rzedom (zob.[9]). Z tego powodu dodatkowo nakreélone
zostaly proste o nachyleniu 1 i % Wyraznie widaé, ze eksperyment potwierdza
wczesniejsze teoretyczne rozwazania. Bledy schematu (3.6) faktycznie ukladaja
sie réwnolegle do dolnej prostej. Zupelnie inaczej jest ze schematem M. Jest on
wprawdzie doktadniejszy niz schemat (3.3), ale popelniane przez tg aproksymacje
bledy sa réwnolegte do gérnej prostej, o wspélczynniku nachylenia 1. Trzeba jed-
nak przypomniec¢, ze jest ona rzedu % w zwyklym sensie $redniokwadratowym, a
tu sprawdzane byly jej btedy w sensie jednostajnie $redniokwadratowym i wlasnie
to moze by¢ przyczyna uzyskanych wynikéw. Ten eksperyment nie dowodzi wigc,
ze schemat M jest btedny, tylko pokazuje, jak mocny jest warunek jednostajnosci,
co potwierdzaja réwniez kolejne wyniki.

Na rysunku 4.5 pokazane zostalo, jaki czas nalezy po$wieci¢ na obliczenia,
aby uzyska¢ zalozony poziom doktadnosci. Jest to o tyle istotne, ze schematy



52 ROZDZIAL 4. SYMULACJE KOMPUTEROWE

Rysunek 4.4: Empiryczne btedy w normie L2 w zaleznosci od dtugosci kroku przy
réwnomiernym podziale w skali podwdjnie logarytmicznej (rownanie (4.1)).
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Rysunek 4.5: Czas obliczen potrzebny do uzyskania zaltozZonej doktadnosct w skali
podwdjnie logarytmicznej (réwnanie (4.1)).
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Rysunek 4.6: Empiryczne btedy w normie L2 w zaleznodci od diugosci kroku przy
réwnomiernym podziale w skali podwdjnie logarytmicznej (rownanie (4.2)).
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Rysunek 4.7: Czas obliczen potrzebny do uzyskania zatozonej doktadnosci w skali
podwdjnie logarytmicznej (réwnanie (4.2)).
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doktadniejsze sa zwykle bardziej skomplikowane obliczeniowo i nalezy sprawdzic,
czy czas konieczny do przeprowadzenia bardziej zlozonych obliczen nie jest zbyt
dlugi w poréwnaniu z czasem zaoszczedzonym w wyniku zwiekszonej doktadnosci.
I faktycznie, co prawda metoda (3.6) przeszla ten test pomy$lnie i mimo swej
rozbudowanej formuly jest w tym przypadku najefektywniejsza w rozpatrywanej
grupie, ale z wyzej wymienionej przyczyny aproksymacja (3.3) okazala sie tu
lepsza od schematu M, ktéry jest wyzszego rzedu. Wydaje sie, ze kluczowym
powodem tak niskiej efektywnos$ci tego ostatniego jest pominiecie w nim skla-
dnika f(0,0)/(0,0)- To wladnie jego brak powoduje, ze gdy w réwnaniu (1.1) nie
wystepuja skoki ( c(t,z) = 0 ), schemat M nie redukuje si¢ do schematu rzedu 3
z monografii [9]. Podane wnioski jeszcze dobitniej zostana potwierdzone przez
eksperymenty na réwnaniu (4.2).

Rysunek 4.6 moze sie na pierwszy rzut oka wydawac nieczytelny. Dzieje sie tak
dlatego, ze btedy schematdéw rzedu 1, M i Eulera sa tu bardzo zblizone, przez co
zlewaja sie na wykresie i wszystkie uktadaja sie réwnolegle do prostej o nachyle-
niu 1. Jedynie btedy popelniane przez schemat (3.6) sa znaczaco mniejsze i asymp-
totycznie tworzg prosta o nachyleniu nawet wiekszym niz % (wlasciwie nachylenie
to osiaga warto$¢ 2). Dodatkowo poréwnanie efektywnosci obliczeniowej (rys.4.7)
pokazuje, ze od bardzo prostego schematu Eulera szybsza w uzyskaniu zadanej
doktadnosci jest tym razem jedynie metoda rzedu 32- Wytlumaczeniem takiego
stanu rzeczy moze by¢ fakt, ze w réwnaniu (4.2) dominujaca role w zmiennosci
procesu X odgrywa czes¢ deterministyczna. Tymczasem jezeli w poréwnywanych
schematach wyeliminuje sie sktadniki losowe ( b(¢,z) = c(t,z) = 0), to jedynie
aproksymacja (3.6) osiagnie (deterministyczny) rzad 2, poniewaz tylko ona za-
wiera sktadnik f(0)l(0,0). Wszystkie pozostale beda natomiast rzedu 1, zgodnie
z wyjasnieniami podanymi w poprzednim rozdziale. W ten sam sposéb mozna
ttumaczy¢ fakt, ze poprawa efektywnosci obliczen przy przejsciu od aproksyma-
cji rzedu 1 do rzedu % jest wiele wieksza niz analogiczna poprawa przy przejsciu
od rzedu é do rzedu 1, co potwierdza wczesniejsze przypuszczenia. Tym bardziej
wiec uzasadnionym wydaje sie podejrzenie, ze poprawa efektywnosci przy przej-
Sciu od rzedu % do rzedu 2 nie bytaby w ogélnym przypadku wyrazna, a w takich
rownaniach, jak wtlasnie rozwazane, mogtoby jej wogdle nie byé. Oczywiscie nie
mozna tego stwierdzi¢ z cala pewnoscia, dopdki nie zostang przeprowadzone od-
powiednie eksperymenty.

Pozostala jeszcze do sprawdzenia jedna teza, ze aproksymacja (3.6) zacho-
wuje dowiedziona predkos$¢ zbieznosci nawet w przypadku, gdy nie zachodzi wa-
runek (3.4). Do tego testu potrzeba jednak innego rownania, poniewaz, jak wynika
z twierdzenia 3.6, dla réwnan (4.1) i (4.2) warunek (3.4) jest spelniony. Mozna
natomiast rozwazy¢ rownanie o wspotczynnikach:

alt,z) = cos(108)z, b(t,z) =tr, clt,z) = ST

! 2 (4.3)
=[0,z], Xo=7, A=20

J [07 5] I 0 4 s "
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Rysunek 4.8: Przyktadowa trajektoria i empiryczne linie kwartylowe procesu be-
dgcego rozwigzaniem rownania (4.3).
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Rysunek 4.9: Empiryczne btedy schematu (3.6) w normie L2 w zaleznosci od dtu-
gosci kroku przy réwnomiernym podziale w skali podwdjnie logarytmicznej (row-

nanie (4.3)).
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z rozwigzaniem analitycznym

1 (1
X, = ieXp (Tésm (10t) ——+/sdw +/1 ( sin OOS))dM) .

Podobnie jak przy poprzednich réwnaniach pewne informacje o zachowaniu sie
tego procesu mozna odczyta¢ z rysunku 4.8, pokazujacego jego przyblizone linie
kwartylowe oraz przykladowa realizacje. Oczywiscie tatwo sprawdzié¢, ze w tym
przypadku tozsamos$é¢ (3.4) nie jest prawdziwa. Jednak, co zostalo pokazane na
rysunku 4.9, przyblizenie (3.6) zachowalo swoja szybkoéé¢ zbieznodci (widoczne
proste maja nachylenia 1 i %), co w pewnej mierze potwierdza stuszno$é¢ weryfi-
kowanych tu rozwazan z podrozdziatu 3.3.

4.2 Wybrane algorytmy komputerowe

Na koniec zostang omoéwione niektére zagadnienia zwigzane z generowaniem
przyblizen trajektorii rozwigzan réwnania (1.1). Wszystkie funkcje napisane zo-
staly w Srodowisku MATLAB i zostana podane w oryginalnej wersji, jednak uzu-
pelnione obszernymi komentarzami, dzieki ktérym dokladna znajomos$c tego je-
zyka programowania nie bedzie konieczna do zrozumienia algorytméw. W naj-
prostszym przypadku, gdy trajektorie sa przyblizane przez schemat Eulera, od-
powiada za to nastepujaca funkcja tay205(): '

function Y05=tay205(X0,time,lambda,m);

%% Y05 = tay205 ( X0 , time , lambda , m ) ; ———————————————————en
%% Funkcja wyznaczajaca przyblizone trajektorie rozwigzania sto-
%% chastycznego réwnania rézniczkowego dX = faxdt + fb*dW + fcxdN,
%k gdzie

%% W - standardowy proces Wienera,

%% N - jednorodny proces Poissona o intensywno§ci lambda,

%% fa,fb,fc - rzeczywiste funkcje dwéch zmiennych, zadane w pli-
hoth kach *.m, speiniajace zalozenia twierdzenia o zbiez-
Yolo nosci,

%% X0 - stan procesu w chwili tO,

%% time - zdyskretyzowany przedziat czasu [tO,T], na ktérym poszu-
% kiwane jest rozwigzanie (delta-podzial),

%% m - zadana liczba generowanych trajektorii.

%% Poszczegblne aproksymacje trajektorii umieszczane sg w kolej-
%% nych kolumnach macierzy YOS5.

if nargin<3 Jbadanie liczby podanych argumentéw
error(’Za mato argumentdéw wejSciowych!’);
elseif nargin<4
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m=100; JhdomySlnie dla 100 trajektorii
elseif nargin>4

error (’Za duzo argumentéw wejSciowych!’);
end;

time=time(:);
dt=diff (time) ; hprzyrosty czasu
n=length(dt); %liczba podprzedzialéw czasu

Poczatkowa macierz rozwigzan wymiaru (n+1)xm; wszystkie trajektorie startuja
od wartosci X;, = X0, pozostale elementy sa na razie zerowe; nalezy wziagc
pod uwage, ze w jezyku MATLAB macierze sa indeksowane od 1, wiec wartosci
poczatkowe Xy, beda elementami YO5(1,:), a chwila ¢ty — czasem time(1):

Y05=[X0*ones(1,m) ;zeros(n,m)];  %macierz rozwigzan (przyrostéw N)

Generowanie przyrostéw procesu Wienera poprzez wygenerowanie n-m zmien-
nych losowych iid~N (0, 1) za pomoca funkcji randn () i przeskalowanie ich przez
pierwiastki z przyrostow czasu:

dW=(sqrt (dt)*ones(1,m)) .*randn(n,m) ; Jsmacierz przyrostéw W

Generowanie przyrostéw procesu Poissona poprzez wygenerowanie punktéw jego
skokéw, czyli ciggu iid~ Ezp (lambda), za pomoca funkcji rande () ; czasy skokéw
wyznaczane sg, dopdki nie zostanie przekroczony przedzial time; tymczasowo, dla
zaoszczedzenia miejsca w pamieci operacyjnej, przyrosty N beda przechowywane
w macierzy rozwigzan Y05:

for j=1:m %hoddzielnie dla kazdej trajektorii
lastjp=time (1)+rande(lambda) ; %hczas pierwszego skoku
while lastjp<=time(n+1) Y%wykonuj, az czas skoku przekroczy time
i=sum(time<lastjp); %indeks chwili przed skokiem
YO5(i+1,j)=Y05(i+1,j)+1; hzwigkszenie przyrostu o 1 skok
lastjp=lastjp+rande(lambda) ; hczas nastepnego skoku
end; hwréé do sprawdzenia warunku while
end; %przejdz do skokéw nastepnej trajektorii

Jednoczesna aproksymacja wszystkich m trajektorii w kolejnych chwilach:

for i=1:n hoddzielnie dla kazdej chwili
YO5(i+1,:)=Y05(4,:)+fa(time(i),Y05(i,:))*dt(i)+...
fbo(time (i) ,Y05(di,:)) . xdW(i, )+...
fc(time(i),Y05(4,:)) .. ..
YOB(i+1,i); hprzyrosty N
end;

%4 END tay205.if =———————————r e e m e R e e s e s s s e
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Zmienne losowe, a wlasciwie pseudolosowe, generowane sa za pomoca standardo-
wego generatora kongruentnego (zob.[9]), w ktéry wyposazony jest MATLAB, re-
prezentowanego przez funkcje rand() (~Uni(0,1)) i randn() (~N(0,1)). Wiek-
szoé¢ uzytych funkcji to standardowe funkcje programu, oprécz fa(), £b (), £c ()
i rande (), ktére musza by¢ zdefiniowane w odzielnych plikach o nazwach odpo-
wiadajacych nazwie funkcji z rozszerzeniem .m. Pierwsze trzy zawieraja definicje
wspotczynnikéw a, b i ¢ z réwnania dyfuzji skokowej, natomiast ostatnia generuje
zmienne o rozkladzie wyktadniczym z rozktadu jednostajnego poprzez odwrécenie
dystrybuanty. Funkcja ta, zapisana w pliku o nazwie rande.m, zostanie podana
ponizej.

function X=rande(lambda,n,m);

%% X = rande ( lambda , n , m ) ; ——---T--mTooooo—oo————————o————e

%% Generuje macierz n*m liczb pseudolosowych o rozkiadzie wykiad-
%% niczym z parametrem lambda > O.

if (nargin==0) %badanie liczby podanych argumentéw
lambda=1; n=1; m=1; %wartosSci domySlne, gdy za mato argumentow
elseif (nargin==1)
n=1; m=1;
elseif (nargin==2)
m=1;
else
error (’Za duzo argumentéw wejSciowych!’);
end;
if lambda>0 %»tylko dla dodatniej intensywnosci

X=-(1/lambda) *log(rand(n,m));  %F"{-1} w n*m punktach “Uni(0,1)
else

error (’Wszystkie parametry musza by¢ dodatnie!’);
end;

%% END Tafide i ———— 7 === o e s R S S R S R S S S R R e S

Ze wzgledu na niezalezno$é przyrostéw i ich rozktad ~N(0,v/A,), wartoci tra-
jektorii procesu Wienera w punktach (7)° wyznaczane sa poprzez wygenerowanie
i zsumowanie tych przyrostéw. Proces Poissona, podobnie jak proces Wienera,
réwniez ma niezalezne przyrosty, stad mozna by go generowa¢ w analogiczny
sposéb za pomoca ciagu iid ~Poi(\A,). Jednak generowanie zmiennych o roz-
kladzie Poissona jest malo efektywne, dlatego tu zostata zastosowana inna me-
toda. Poniewaz odstepy czasu miedzy kolejnymi skokami trajektorii tworza ciag
zmiennych losowych iid ~FEzp ()), wystarczy generowa¢ te zmienne, az ich suma
nie przekroczy T — to, czyli dlugodci przedziatu J, a wtedy ich kolejne sumy
czesciowe dodane do ty zdefiniuja chwile skokéw Sciezki procesu Poissona. Takie
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podejécie ma jeszcze jedna zalete. Ustalenie przyrostéw okresla wartos¢ trajek-
torii tylko w punktach podzialu, natomiast ustalenie chwil skokéw definiuje ja
dokladnie. W metodzie Eulera nie mialo to akurat znaczenia, ale bedzie mialo
w metodach wyzszych rzedéw.

Funkcja tay205() wykonuje obliczenia bardzo szybko réwniez dzigki zastoso-
waniu tzw. wektoryzacji, specyficznej metody jezyka MATLAB polegajacej na jed-
noczesnym wykonywaniu operacji dla catych wektoréw (macierzy), co jest wiele
efektywniejsze, niz stosowanie petli (zob.[2]). Jej wada jest jednak jednoczesne
przechowywanie wszystkich przyrostéw proceséw sterujacych, co przy problemach
wymagajacych duzej liczby trajektorii i gestej siatki dyskretyzacji moze dopro-
wadzié¢ do przepelnienia dostepnej na komputerze pamieci i przerwania obliczen.
Dlatego powyzsza funkcje mozna nieco zmodyfikowa¢, przez co bedzie wolniejsza,
ale bedzie zajmowaé okolo dwukrotnie mniej miejsca. Tak zmieniony algorytm re-
alizowany jest w ponizszej funkcji tay205a(). Poszczegdlne kroki, ktére zostalty
wyjasnione w poprzedniej funkcji, nie beda ponownie komentowane.

function YO5a=tay205a(X0,time,lambda,m);
%% YOba = tay205a ( X0 , time , lambda , m ) ; ——======----—------
Yk € na)

if nargin<3
error(’Za mato argumentéw wejSciowych!’);
“elseif nargin<4
m=100; %hwartosS¢ domy$Slna
elseif nargin>4
error(’Za duzo argumentéw wejSciowych!’);
end;

time=time(:);

dt=diff (time) ; hprzyrosty czasu
n=length(dt) ; %liczba podprzedziatdéw czasu
Y05a=[X0*ones(1,m) ;zeros(n,m)]; Ymacierz rozwiazan (przyrostéw N)

for j=1:m hgenerowanie kazdej trajektorii oddzielnie
dW=sqrt(dt) .*randn(n,1); Jwektor przyrostéw procesu Wienera
lastjp=time(1)+rande(lambda) ; %pierwszy skok

while lastjp<=time(n+1)
i=sum(time<lastjp);
Y05a(i+1,j)=Y05a(i+1,j)+1; hprzyrosty procesu Poissona
lastjp=lastjp+rande(lambda) ;
end;
for i=1:n
Y05a(i+1,j)=Y05a(i,j)+fa(time(i),Y05a(i,j))*dt(i)+...
£b(time(i),Y05a (i, ))*dW(i)+. ..
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fc(time(i),Y05a(i,j))*...
Y05a(i+1,3); hprzyrosty N
end;
end; Jiprzejdz do kolejnej trajektorii

s B G D Bl S e e e o e e o o S S

Kolejna funkcja, czyli tay210(), stuzy do generowania aproksymacji w oparciu
o schemat (3.3). O ile w poprzednich algorytmach kolejnos¢ generowania proceséw
wymuszajacych byla nieistotna, tak tym razem, z powodu catki Sé{,}n, najpierw
powinny zosta¢ wygenerowane punkty skokéw wybranej sciezki procesu Poissona,
poniewaz konieczna jest znajomo$¢ wartosci odpowiedniej Sciezki procesu Wie-
nera w tych punktach. Gdyby postapilo sie odwrotnie, nalezaloby generowac te
wartosci z rozkladu warunkowego, mianowicie pod warunkiem istniejacych juz
wartoéci W w punktach (7)?, co byloby co najmniej klopotliwe. Funkcja ma wiec
nastepujaca postac.

function Y10=tay210(X0,time,lambda,m);
%% Y10 = tay210 ( X0 , time , lambda , m ) ; ——=-===========-——---
y iy A

if nargin<3
error(’Za mato argumentéw wejSciowych!’);
elseif nargin<4
m=100; JwartoS¢ domy§lna
elseif nargin>4
error(’Za duzo argumentéw wejSciowych!’);
end;

time=time(:);
dt=diff (time); hprzyrosty czasu

n=length(dt) ; %hliczba podprzedzialéw czasu

Y10=[XO*ones (1,m) ;zeros(n,m)]; %macierz rozwiazan, poczatkowo=X0,0

for j=1:m %hodzielnie dla kazdej trajektorii
dWw=zeros(n,1); hprzyrosty procesu Wienera, poczatkowo=0
dN=zeros(n,1) ; hprzyrosty procesu Poissona, poczatkowo=0
E=rande(lambda) ; %hczas od t0 do pierwszego skoku Exp(lambda)
lastjp=time(1); Jmiejsce ostatniego skoku (najpierw t0)
i=sum(time<last jp+E) ; hindeks chwili przed skokiem

if i>1  %jesli miejsce 1-go skoku poza pierwszym podprzedziatem
dW(1l:i-1)=sqrt(dt(1:i-1)) .*randn(i-1,1); hpeine przyrosty W
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Aproksymacja trajektorii w poczatkowych punktach podzialu, miedzy ktérymi
nie byto skokéw (dN =0 ):

for k=1:i-1 %hoddzielnie dla kazdego podprzedziatu
ffb=fb(time (k) ,Y10(k,j));
ffbx=fbx (time (k) ,Y10(k,j));
Y10(k+1,j)=Y10(k,j)+(fa(time(k),¥10(k,j))-...
5xffb*ffbx) *dt (k) +££bxdW (k) +. 5xffbxffbx*dW (k) ~2;

end; %przejdz do nastepnego podprzedziaiu bez skokéw
end;
while lastjp+E<=time(n+1) %wykonuj, az skoki przekrocza time
Sw=0; %catka S~{1,1}_{W,n}, poczatkowo=0
lastid=i; %indeks chwili przed podprzedzialem ze skokami
while i==lastid %wykonuj, p6éki skoki w jednym podprzedziale
lastjp=lastjp+E; %chwila ostatniego skoku

Przyrost procesu Wienera od poczatku podprzedziatu dyskretyzacji do ostatniego
skoku uzyskiwany przez dodanie do przyrostu miedzy poczatkiem podprzedziatu
a przedostatnim skokiem przyrostu miedzy przedostatnim a ostatnim skokiem:

dW(i)=dW (i) +sqrt (min(lastjp-time(i) ,E))*randn;

dN(i)=dN(i)+1; hpowieksz o 1 przyrost N
Sw=Sw+dW (1) ; %dodaj kolejny sktadnik sumy S~{1,1}_{W,n}
E=rande (lambda) ; %czas do kolejnego skoku
i=sum(time<lastjp+E); %indeks chwili przed kolejnym skokiem
end; hsprawdz warunek while-czy kolejny skok w podprzedziale

Pelny przyrost procesu Wienera na podprzedziale uzyskiwany przez dodanie do
przyrostu miedzy poczatkiem podprzedziatu a ostatnim skokiem przyrostu mie-
dzy ostatnim skokiem a koncem podprzedziatu:

dW(lastid)=dW(lastid)+sqrt(time(lastid+1)-lastjp)*randn;

Aproksymacja trajektorii w chwili konczacej podprzedzial czasu, na ktérym wy-
stapity skoki:

ffb=fb(time (lastid),Y10(lastid,j)); Jwspbtczynniki funkcyjne

ffc=fc(time(lastid),Y10(lastid,j));

ffbc=fb(time (lastid),Y10(lastid, j)+ffc); Yo~ {*}_{c}

ffce=fc(time(lastid),Y10(lastid, j)+ffc); he~{*}_{c}

ffbox=fbx(time (lastid),Y10(lastid,j));

Y10(lastid+1,j)=Y10(laStid,j)+...
(fa(time(lastid),Y10(lastid,j))-.5*ffb*ffbx)*dt (lastid)+. ..
ffb*xdW(lastid)-.5% (ffcc-3xffc)*dN(lastid)+. ..
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.5xffb*xffbx*dW(lastid) ~2+.5x (ffcc—ffc)*dN(lastid) ~2+. ..
(ffbc—-ffb) *dW (lastid) *dN(lastid)-. ..
(ffbc—ffb—ffb*fcx(time(lastid),Y10(lastid,j)))*Sw;

if i>lastid+l  %jesli po drodze byty podprzedzialy bez skokéw
dW(lastid+1:i-1)=sqrt(dt(lastid+1:i-1)) .*...
randn(i-1-lastid,1); Jpeine przyrosty W
for k=lastid+1:i-1 %haproksymacje bez skokéw
ffb=fb(time (k) ,Y10(k,j));
ffbx=fbx (time (k) ,Y10(k,j));
Y10(k+1,3j)=Y10(k, j)+(fa(time (k) ,Y10(k,j))-. ..
.B*ffbxffbx) *dt (k) +££b*xdW (k) +. 5*xffbxffbx*dW (k) "2;

end; %przejdz do nastepnego podprzedziaiu bez skokéw

end;
end; %sprawdz warunek while dla kolejnej chwili skoku
end; hprzejdz do nastepnej trajektorii

s END. s O i , s e e e e e s

Powyzszy algorytm wymaga czestego odwolywania sie do kilku zewnegtrznych
plikéw, zawierajacych definicje wspétezynnikéw funkeyjnych (fa(), fo () i £c(),
czylia, bic) z réwnania (1.1) oraz niektérych ich pochodnych czastkowych (fbx ()
i fcx (), czyli b, ic,). Jest to bardzo czasochtonne obliczeniowo, dlatego jesli dana
warto$¢ zewnetrznej funkcji jest wykorzystywana wiecej niz raz, korzystnie jest
przypisaé ja jakiej$ lokalnej zmiennej wewnatrz gtéwnej funkeji, co tu wtasnie zo-
stalo zrobione. Ponadto tym razem, ze wzgledu na catke S%{,}n, nie byto mozliwe
zastosowanie wektoryzacji, gdyz wartos$¢ tej catki musi by¢ wyznaczana przez su-
mowanie przyrostéw procesu Wienera do kolejnych punktéw skokéw na kazdym
pododcinku dyskretyzacji. Jedynie gdy w kilku kolejnych podprzedziatach dys-
kretyzacji nie wystepowal zaden skok trajektorii procesu Poissona, mozna byto
wykonaé obliczenia jednoczeénie dla nich wszystkich. Ogélnie jednak wymienione
czynniki powoduja spowolnienie dzialania metody (3.3). Jezeli dodatkowo wezmie
sie pod uwage, ze sama jej formuta jest bardziej skomplikowana niz w przypadku
schematu Eulera, to nietrudno wywnioskowa¢, ze mimo, iz jest ona wyzszego
rzedu, bedzie w niektérych przypadkach wolniejsza, co zresztg wykazaly ekspery-
menty komputerowe z poprzedniego podrozdziatu.

Podobne utrudnienia napotyka sie w schemacie (3.6). Wystepuje tu nawet
wiecej calek, wymagajacych znajomosci chwil skokéw $ciezek procesu Poissona
i trzeba odwolywacé sie do jeszcze wigkszej iloci pojawiajacych sie zewnetrznych
funkcji. Jednak jedynym jakoSciowo nowym problemem jest generowanie caltek Z,
za pomoca formuty (3.5), dlatego funkcja tay215(), mimo, ze bardziej rozbudo-
wana, jest bardzo podobna do poprzedniej.

function Y15=tay215(X0,time,lambda,m);
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%% Y15 = TAY215 ( X0 , time , lambda , m ) ; -==——====———-==———---
o)

if nargin<3
error(’Za mato argumentéw wejSciowych!’);
elseif nargin<4
m=100; Jhwarto§¢ domySlna
elseif nargin>4
error (’Za duzo argumentéw wejSciowych!’);
end,;

time=time(:);
dt=diff (time) ; hprzyrosty czasu
n=length(dt); %liczba podprzedziatéw czasu

Y15=[XO*ones(1,m) ;zeros(n,m)]; %macierz rozwigzan, poczatkowo=X0,0

for j=1:m
dW=zeros(n, 1) ; hprzyrosty W, poczatkowo=0
dZ=zeros(n,1); %catki Z_{n}, poczatkowo=0
dN=zeros(n,1) ; hprzyrosty N, poczatkowo=0
E=rande (lambda) ; hczas do kolejnego skoku
lastjp=time(1); hpoprzedni skok
i=sum(time<lastjp+E) ; %hindeks chwili przed skokiem
if i>1 %hpoczatkowe podprzedziaty bez skokéw

dW(1:i-1)=sqrt(dt(1:i-1)) .*randn(i-1,1);
Calka Z, na poczatkowych podprzedzialach, na ktérych nie wystapity skoki:

dZ(1:i-1)=.5%dt(1:i-1) . x(dW(Ll:i-1)+...
sqrt(dt(1:i-1)/3) .*randn(i-1,1));

for k=1:i-1 %haproksymacje bez skokéw

ffa=fa(time(k),Y15(k,j));

ffb=fb(time(k),Y15(k,j));

ffbt=fbt (time (k) ,Y15(k,j));

ffax=fax(time(k),Y15(k,j));

ffbx=fbx (time (k) ,Y15(k,j));

ffbxx=fbxx (time (k) ,Y15(k,j));

Y15(k+1,j)=Y15(k,j)+(ffa-.5*ffb*ffbx)*dt(k)+ffb*dW(k)+...
.B5xffbxffbx*dW (k) ~2+.5*% (fat (time (k) ,Y15(k,j))+. ..
ffaxffax+.5xffb " 2xfaxx (time (k) ,Y15(k,j)) ) *dt (k) "2+. ..
(ffbt+ffaxffbx—.5xffb*xffbx~2) *dW (k) *dt (k) +. ..
(ffb*xffax-ffbt-ffa*xffbx—.5xffb " 2xffbxx)*dZ (k) +. ..
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(f£b/6) * (ffbx~2+ffbxffbxx) *dW (k) ~3;

end;

end;

while lastjp+E<=time(n+1) %wykonuj, az skoki przekrocza time
Sw=0; %hcatka S°{1,1}_{W,n}, poczatkowo=0
St=0; %hcatka S°{1,1}_{T,n}, poczatkowo=0
Sw2=0; %hcatka S°{2,1}_{W,n}, poczatkowo=0
Sw12=0; %hcatka S°{1,2}_{W,n}, poczatkowo=0
lastid=i;

while i==lastid %wykonuj, péki skoki w jednym podprzedziale
lastjp=lastjp+E;
Przyrost procesu Wienera miedzy kolejnymi skokami lub migdzy skokiem a po-
czatkiem podprzedzialu dyskretyzacji:
U=sqrt (min(lastjp-time (i) ,E))*randn; hpodprzyrost W
Calka Z, od poczatku podprzedziatu dyskretyzacji do ostatniego skoku uzyski-

wana przez dodanie do catki miedzy poczatkiem podprzedzialu a przedostatnim
skokiem calki miedzy przedostatnim a ostatnim skokiem:

dZ(i)=dZ(i)+.5*min(lastjp-time (i) ,E)*...
(U+sqrt (min(lastjp-time(i) ,E)/3)*randn)+. ..

min(lastjp-time(i) ,E)*dW(i); = %Z_{n} do ostatniego skoku
dw (i) =dwW(i)+U; hprzyrost W do ostatniego skoku
dN(i)=dN(i)+1; hpowieksz o 1 przyrost N

Dodawanie kolejnych sktadnikéw do calek zwiazanych ze skokami trajektorii pro-
cesu Poissona wewnatrz jednego podprzedzialu dyskretyzacji:

Sw=Sw+dW (1) ; %S°{1,1}_{W,n} do ostatniego skoku
St=St+lastjp-time(i); %S°{1,1}_{T,n} do ostatniego skoku
Sw2=Sw2+dW(i)*(dN(i)-1); %S°{2,1}_{W,n} do ostatniego skoku
Sw12=Sw12+dW(i)"2; %S~{1,2}_{W,n} do ostatniego skoku

E=rande (lambda) ;
i=sum(time<lastjp+E) ;
end; %hsprawdz warunek while dla kolejnej chwili skoku

Przyrost procesu Wienera od ostatniego skoku do konca podprzedziatu dyskrety-
zacjl:
U=sqrt (time (lastid+1)-lastjp)*randn; hostatni podprzyrost W

Pelna calka Z, po calym podprzedziale dyskretyzacji uzyskiwana przez doda-
nie do calki miedzy poczatkiem podprzedzialu a ostatnim skokiem catki miedzy
ostatnim skokiem a konicem podprzedziatu:
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dZ(lastid)=dZ(lastid)+.5*(time(lastid+1)-lastjp)*. ..
(U+sqrt ((time (lastid+1)-lastjp)/3)*randn)+. ..
(time (lastid+1)-lastjp)*dW(lastid); %ostatni sktadnik Z_{n}

dW(lastid)=dW(lastid)+U; hpeiny przyrost W na podprzedziale

Aproksymacja trajektorii w chwili koniczacej podprzedzial czasu, na ktérym wy-
stapity skoki:

ffa=fa(time(lastid),Y15(lastid,j));  “wspdétczynniki funkcyjne
ffb=fb(time (lastid),Y15(lastid, j));
ffc=fc(time(lastid),Y15(lastid, j));

ffac=fa(time(lastid),Y15(lastid, j)+ffc); ha~{x}_{c}
ffbc=fb(time(lastid) ,Y15(lastid, j)+ffc); hb~{x}_{c}
ffcc=fc(time(lastid),Y15(lastid, j)+ffc); %e~{x}_{c}

ffbt=fbt (time (lastid),Y15(lastid,j));
ffax=fax(time(lastid),Y15(lastid,j));
ffbx=fbx(time(lastid),Y15(lastid,j));
ffcx=fcx(time (lastid),Y15(lastid, j));
ffbcc=fb(time(lastid),Y15(lastid, j)+ffc+ffcc); %b~{**x}_{cc}
ffcce=fc(time(lastid),Y15(lastid, j)+ffc+ffcc); Y%he~{xx}_{cc}
ffbxc=fbx (time(lastid),Y15(lastid, j)+ffc);  %(b’_{x})"{x}_{c}
ffcxc=fcx(time(lastid),Y15(lastid, j)+ffc);  %(c’_{x})"{x}_{c}
ffbxx=fbxx(time(lastid) ,Y15(lastid, j));
Y15(lastid+1,j)=Y15(lastid,j)+...

(ffa-.5*%ffb*ffbx)*dt (lastid)+ffbxdW(lastid)+. ..

(1/6)*x (2xffccc-Txffcc+11*xffc)*dN(lastid)+. ..

S ffbxffbxkdW(lastid) "2+. ..

.5x(fat (time(lastid),Y15(lastid, j))+ffaxffax+. ..

.5*ffb“2*faxx(time(lastid),YlS(laStid,j)))*dt(lastid)“2—...

.5k (ffccc-3xffcc+2xffc)*dN(lastid) "2+. ..

(ffot+ffaxffbx—.5xffb*xffbx~2) *dW(lastid)*dt (lastid)+. ..

(ffoxffax-ffbt-ffaxffbx—.5*xffb " 2*«ffbxx)*dZ (lastid)+. ..

(ffac-ffa-.5x(ffbcxffbxc-ffbxffbx))*...

dN(lastid)*dt(lastid)+((ffcx+1)*(ffa-.5xffbxffbx)-ffac+...

Bxffbckffbxc+fct (time (lastid) ,Y15(lastid, j)))*St-. ..

.B5x (ffbcc-4xffbc+3*ffb) *dW (lastid) *dN(lastid)+. ..

(ffcxc-1) *(ffbc—-ffb-ffb*xffcx) *Sw+. ..

(ffb/6) * (ffbx~2+ffbxffbxx) *dW(lastid) "3+. ..

(1/6) % (ffccc-2xffcc+ffc)*dN(lastid) "3+. ..

.5k (ffbcxffbxc-ffb*ffbx) *dW(lastid) "2*dN(lastid)-...

ffbxcx (ffbc—-ffb-ffb*ffcx) *dW(lastid) *Sw+. . .

((ffcxc+1l) * (2*%ffbc-ffb-ffb*xffcx)-ffbcc) *Sw2+. . .

5% (ffbcc-2xffbc+ffb) *dW(lastid) *dN(lastid) ~"2-. ..
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ffcxcx (ffbc-ffb-ffb*ffcx) *dN(lastid) *Sw+. ..
(ffbxcx (.5xffbc-ffb-ffbxffcx)+.5xffb* (ffbx+ffbx*xffcx+. ..
ffbxfcxx(time (lastid) ,Y15(lastid,j))))*Swi2;

if i>lastid+1  %je$li po drodze byly podprzedzialy bez skokéw
dW(lastid+1:i-1)=sqrt(dt(lastid+1:i-1)) .*...
randn(i-1-lastid,1); %peine przyrosty W

Calka Z, na podprzedziatach, na ktérych nie wystapity skoki:

dZ(lastid+1:i-1)=.5%dt (lastid+1:i-1) .*(dW(lastid+1:i-1)+...
sqrt (dt(lastid+1:i-1)/3) .*randn(i-1-lastid,1)); %Z_{n}

for k=lastid+1:i-1 %haproksymacja bez skokéw
ffa=fa(time (k) ,Y15(k,j));

ffb=fb(time (k) ,¥15(k,j));

ffbt=fbt (time(k),Y15(k,j));

ffax=fax(time(k),Y15(k,j));

ffbx=fbx (time (k) ,Y15(k,j));

ffbxx=fbxx (time (k) ,Y15(k,j));

Y15(k+1, j)=Y15(k, j)+(ffa-.5xffbxffbx)*dt (k) +ffbxdW (k) +. ..
.5xffbxffbx*dW (k) “2+.5x(fat (time (k) ,Y15(k,j))+. ..
ffaxffax+.5xffb " 2xfaxx (time (k) ,Y15(k, j)) ) *dt (k) "2+...
(ffbt+ffaxffbx—.5*ffb*ffbx"2) *dW (k) *dt (k) +. ..
(ffbxffax-ffbt-ffa*xffbx-.5*xffb " 2*xffbxx)*dZ(k)+. ..
(££b/6) * (ffbx~2+ffb*xffbxx) *dW (k) ~3;

end;
end;
end; %sprawdz warunek while dla kolejnej chwili skoku
end; %hprzejdz do kolejnej trajektorii

%% END £ay215.m ——=—=m=m == o m o

Tym razem zewnetrznymi funkcjami, do ktérych nalezalo si¢ odwotaé, oprécz
tych, ktére zostaly uzyte w poprzednim algorytmie, byly: fat(), £bt (), fct (),
fax (), faxx(), fboxx () i fcxx (). Zawieraja one definicje pochodnych wspétczyn-
nikéw réwnania (1.1), odpowiednio: ay, b}, ¢}, a, ay,, by, i c;,. Powyzsza metoda
nie jest az tak uciazliwsza obliczeniowo od poprzedniej, jak metoda (3.3) w sto-
sunku do (3.2), a jest znacznie dokladniejsza. Oprécz posiadania wyzszego rzedu
zbieznoéci w przypadku stochastycznym, jest réwniez wyzszego rzedu w przy-
padku, gdy znikaja zaburzenia losowe, co bylo omawiane w poprzednim rozdziale.
W ten sposéb staje sie jasne, dlaczego jest ona najefektywniejsza z przedstawio-
nych aproksymacji.

Na koniec, juz bez podawania kodu zrédlowego, zostanie poruszona kwe-
stia tworzenia oprogramowania stuzacego do poréwnan zaprezentowanych metod
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aproksymacji. Aby testy byly przeprowadzone rzetelnie, nalezalo kazdorazowo
poréwnywaé przyblizenia wybranej Sciezki, uzyskiwane wszystkimi omawianymi
metodami, z trajektoria rozwiazania analitycznego dla tego samego zdarzenia
losowego wg. Innymi stowy, zaréwno wszystkie aproksymacje, jak i trajektoria
rozwigzania rzeczywistego, powinny by¢ obliczane dla tego samego ciaggu skokow
procesu Poissona, tego samego ciagu przyrostéw ruchu Browna i tego samego
ciggu calek Z,. I tak tez zostaly przeprowadzone poréwnania, ktérych wyniki
prezentowane byly w poprzednim podrozdziale. Poniewaz jednak kazda z przed-
stawionych funkcji przyblizajacych realizacje rozwigzania wyznacza niezaleznie
wlasne zdarzenia losowe (generuje wlasne $ciezki proceséw wymuszajacych), to
do testéw musiala zostaé stworzona specjalna funkcja poréwnawcza, ktéra spetnia
podany wymog.
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Zakonczenie

Mimo zamknietej formuly opracowanego wzoru na schematy wyzszych rze-
déw tematyka badan jest ciagle otwarta. Pojawiajace sie pochodne wyzszych
rzedéw wspotczynnikéw réwnania dyfuzji skokowej mozna sprébowaé zastapic
przez odpowiednie ilorazy réznicowe. Aby rozszerzy¢ stosowalno$¢ podanych me-
tod na uktady réwnan, mozna by sprébowaé¢ wyprowadzi¢ analogiczny wzér dla
wektora rozwiazan, zastepujac skalarne procesy sterujace odpowiednimi macie-
rzami i ewentualnie rezygnujac rowniez z zalozenia o ich niezalezno$ci. Interesu-
jacym problemem wydaje sie by¢ réwniez wrazliwo$¢ wyznaczonych schematéw
na norme, ze wzgledu na tego typu wrazliwo$¢ wymuszajacego procesu Poissona.
Zastosowanie mniej rygorystycznej normy, jednak wciaz dajacej mocne przybli-
zenia i spelniajacej inne wymogi praktyczne (np. £! zamiast £?), pozwoliloby
na wyprowadzenie wzoru na szybsze aproksymacje zadanego rzedu bez istotnej
straty na doktadnosci przyblizonego rozwiazania. Zagadnienia te moga by¢ przed-
miotem przyszltych interesujacych badan.
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Dodatek

Uogdlniona formula Ité6 Niech X = (Xi,...,X,) bedzie n-wymiarowym
pélmartyngalem rzeczywistym z klasy RCLL i niech f : IR" — IR bedzie miata
ciagle pochodne czastkowe drugiego rzedu. Wtedy f(X) tez jest pélmartyngatem
z klasy RCLL i zachodzi nastqpujqca tozsamo$¢ (zob.[16]):

13 [ 8f
f(Xt) = Xo + Z 6.7,‘ s T 5 Z /a$ (;;J (Xs)d[Xl,)(]]z +
i=15y O i,j=1 ¢+
_ noof _
> (f(Xs)—f(Xs)—Zaj(Xs) (- %))
s€(0,t] i=1 i

dzie [+, -]¢ jest cigglym skladnikiem wzajemnego wahania kwadratowego.
g

Nieréwnoéé¢ Dooba Niech p > 1 iniech X bedzie dodatnim podmartyngatem
na J C IR, . Wtedy prawdziwe jest oszacowanie (zob.[16]):

p PR
E (supXt> < <~——) supEX? .
teJ p—1) tes
W szczegélnym przypadku, gdy X jest martyngalem na [to,7] 1 E|X7|P < oo,

a F; jest rozwazang tu filtracja, to xpX, gdzie D € F;, a x oznacza funkcje
charakterystyczna, tez jest martyngalem na [to, 7] i zachodzi nieré6wnosé:

p

y4 P

E ( sup 'XDXti ) < (—) E 'XDXT' )
t€(to,T) p= 1

a poniewaz powyzsze oszacowanie jest spelnione dla kazdego D € F;, , to

p
p
E( sup IXtI”Ifto> < <];—_—1> E (X | Fi) -

t€fto, T

Nieréwno$é¢ Gronwalla Niech J = [ty,7] C IR, , niech f,g:J — IR beda
catkowalne oraz niech dla kazdego t € J i pewnej skoniczonej, dodatniej statej C

zachodzi oszacowanie:
t

0 < f(t) < 9()+C [ F(s)ds.

to
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Wtedy dla kazdego ¢ € J prawdziwa jest nieréwnosé (zob.[9]):
t
7(t) < gt)+C [ “g(s)ds
to

Nieréwnoéé Holdera Niech (I',G, i) bedzie przestrzenia miarowa i niech li-
czby rzeczywiste p i ¢ spelniaja zaleznosci p,q > 1 1 % + % = 1. Wtedy
dla dowolnych mierzalnych funkcji f i g oraz dowolnego mierzalnego zbioru J
zachodzi nier6wnos$¢ (zob.[18]):

[@e@) e < ([ 15@p i) ([ o)
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