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a - wspotczynnik pochtaniania dzwieku,

0 - dekrement thumienia,

€ - blad obliczeniowy metody numeryczne;j,

&4 - blad aproksymacji zmiennych,

&r - blad interpolacji zmiennych,

&p - biad kwadratury,

¢ - funkcja lub wektor wlasny analizowanego uktadu,

71 - wspdlczynnik thumienia wewnetrznego,

A - dlugos¢ fali akustycznej w rozwazanym osrodku [m],

u - dwuwarstwowy potencjal akustyczny,

v - wspdlczynnik Poissona,

9 - predkos¢ akustyczna [m/s],

po — gestos¢ osrodka [kg/m?],

Pp — gestos¢ materiatu plyty jednorodne;j [kg/m’],

o - odchylenie sredniokwadratowe od wartosci sredniej kwadratu cisnienia lub
predkosci akustycznej (odchylenie standardowe),

@ - czgstos¢ kotowa [rad/s],

@; — zespolona pulsacja rezonansowa drgan wiasnych uktadu z thumieniem dla
rezonansu i [rad/s],

@, - pulsacja rezonansowa drgan wymuszonych [rad/s],

& - intensywno$¢ ttumienia wewngtrznego,

N'(r) — funkcja ksztattu,

J(x) — funkcja podcatkowa w réwnaniu okreslajacym wyrazy macierzy gtéwnej w
metodzie BEM,

¥(x, w) - potencjal predkosci akustyczne;,

A — macierz gtéwna uktadu rownan w metodzie FEM 1 BEM,

BEM — metoda elementéw brzegowych,

3
= 12(—de) — sztywno$¢ na zginanie plyty jednorodnej [Nm],
-V
b, — srednia warto$¢ potéwkowej szerokosci pasma macierzy gidéwnej w metodzie

FEM,

C — macierz strat w metodzie FEM,

¢ — predkos¢ fali akustycznej w osrodku [m/s],

C’ — macierz strat w metodzie FEM we wspohrzednych modalnych,
C, — mechaniczna podatnos¢ czynna [s*/kg],

cs— predkos¢ fali gigtnej w jednorodnej ptycie [m/s],

d — grubo$¢ jednorodnej plyty [m],

DBEM - kolokacyjno-wariacyjna metoda elementéw brzegowych,
E - modul Younga [N/m?],

e; — element j siatki dyskretne;,

E-M-A — analogia elektro-mechano-akustyczna,

f— czestotliwos$¢ [Hz],

F — sila mechaniczna dzialajaca na analizowany uktad [N],

FEM — metoda elementoéw skonczonych,

G(ry,ry) - funkcja Greena,



h — dhugo$¢ elementu dyskretnego [m],

Ho®r) - funkcja Hankela zerowego rzedu drugiego rodzaju,

IBEM — wariacyjna metoda elementéw brzegowych,

K — calkowite koszty obliczeniowe metody numerycznej [flops],

k — zespolona liczba falowa,

k — liczba falowa,

K — macierz sztywnosci w metodzie FEM,

K’ — macierz sztywnos$ci w metodzie FEM we wspoirzednych modalnych,

Kr —koszty obliczeniowe faktoryzacji macierzy gléwnej podczas rozwiazywania uktadu
rownan w metodach FEM 1 BEM [flops],

Kk —koszty obliczeniowe kompozycji macierzy giéwnej w metodzie BEM [flops],
Ks — koszty obliczeniowe eliminacji wprost/wstecz podczas rozwiazywania ukladu
rownan w metodach FEM i BEM [flops],

M — macierz masy w metodzie FEM,

m — stopien wielomianowe;j funkcji ksztattu,

M’ — macierz masy w metodzie FEM we wspotrzednych modalnych,

M, —masa czynna [kg],

MPPEM _ hamied obliczeniowa wybranej metody (DBEM),

M — masa powierzchniowa plyty [kg/m*],

N — liczba stopni swobody modelu dyskretnego,

N, — liczba elementéw modelu dyskretnego,

ng — liczba weztéw kwadratury Gaussa,

N,, — liczba weztdéw modelu dyskretnego,

p — cisnienie akustyczne [Pa],

P,,+1 — wielomian pomocniczy stosowany przy okresleniu bteddéw interpolaciji,

P, — wielomian pomocniczy stosowany przy okresleniu reszty kwadratury Gaussa,
O —rzad kwadratury,

R — ci$nieniowy wspolczynnik odbicia fali akustycznej,

R,, — rezystancja mechaniczna [kg/s],

u — przemieszczenie [m],

w;- wezel j siatki dyskretne;j,

Z — jednostkowa impedancja akustyczna [kg/m*/s],

Z — jednostkowa impedancja akustyczna odniesiona do pyc,

Zs— akustyczna impedancja falowa wlotu komory przeniesiona do czgsci mechanicznej
[kg/s],

Zm=Ru+joMn+1/jwC,, — impedancja mechaniczna elementu elastycznego [kg/s],
Z, — akustyczna impedancja promieniowania elementu drgajacego przeniesiona do
czedci mechanicznej [kg/s],

Z,, — impedancja mechaniczna obciazajaca tylna strong elementu drgajacego [kg/s].



1 Wstep
Modelowanie pola akustycznego w obszarach ograniczonych i nieograniczonych

jest waznym zagadnieniem w wielu dziedzinach akustyki. Podczas analizy i
projektowania ukladéw akustycznych modelowanie takie ma znaczenie zaréwno
poznawcze, jak 1 praktyczne.

Wiasciwosci pola akustycznego wewnatrz lub na zewnatrz modelowanego obszaru
zaleza od jego geometrii 1 warunkow brzegowych. W akustyce mozna wyrdznic¢ trzy
rodzaje warunkéw brzegowych dla réwnania Helmhotza: warunek brzegowy Dirichleta
okreslajacy cisnienie akustyczne, warunek brzegowy Neumanna opisujacy predkosé
akustyczng 1 warunek brzegowy Robina okreslajacy zwigzek pomigdzy cisnieniem a
predkoscia akustyczng na brzegu modelowanego obszaru. Impedancyjne warunki
brzegowe zalicza si¢ do warunkéw brzegowych Robina. Ksztaltujac geometrie
analizowanego ukladu akustycznego oraz impedancyjne warunki brzegowe mozliwa
jest zmiana jego parametréw akustycznych. Przeprowadzenie wigc oceny jakosciowej i
ilosciowe] oddzialywania impedancyjnych warunkéw brzegowych na witasciwosci pola
akustycznego jest waznym zagadnieniem dla poprawy jakosci ukladow akustycznych
oraz ich optymalizacji.

Podczas modelowania pola akustycznego w obszarach ograniczonych i
nieograniczonych stosuje si¢ metody analityczne, statystyczne, geometryczne i metody
numeryczne. Metody analityczne (falowe) polegaja na rozwiazaniu réwnan
rézniczkowych opisujacych pole akustycznego z uwzglednieniem zadanych warunkow
brzegowych. W praktyce ze wzgledu na stopien skomplikowania zagadnienia
rozwiazanie analityczne istnieje tylko dla szczegétowych, prostych przypadkow. Brak
jest rozwiazan analitycznych dla obszarow o geometrii réznej od ksztattu
prostopadtoscianu, walca lub kuli oraz dla niejednorodnych warunkéw brzegowych i
warunkow brzegowych natury mechanicznej. W metodach statystycznych pole
akustyczne jest opisywane z zastosowaniem prostych zaleznosci statystycznych. Teoria
statystyczna pola akustycznego opracowana przez Sabine’a na poczatku 20 wieku jest
powszechnie uzywana w akustyce wnetrz [76,96]. W metodach geometrycznych fale
dzwigkowe sa interpretowane jako promiennie dzwigkowe, za$ analiza pola
akustycznego odbywa si¢ z wykorzystaniem metod stosowanych w optyce
geometrycznej. Metody geometryczne sa uzywane w akustyce wnetrz 1 w analizie

halasu $rodowiskowego [76]. Metody statystyczne 1 geometryczne 'umozliwiajq



modelowanie pola akustycznego w obszarach o dowolnej geometrii. Metody te nie
uwzgledniaja zjawisk falowych zachodzacych w analizowanych obszarach. Pole
akustyczne w obszarach o dowolnej geometrii i dla dowolnych warunkéw brzegowych
z uwzglednieniem zjawisk falowych mozna natomiast modelowaé metodami
numerycznymi. Ws$réod metod numerycznych stosowanych do analizy pola
akustycznego mozna wyr6zni¢ pieé podstawowych metod: metode falowodu
cyfrowego, metode perturbacyjna, metodg réznic skonczonych, metode elementow
skonczonych 1 metode elementéw brzegowych.

W metodzie falowodu cyfrowego modelowany uktad jest przyblizany falowodem
fizycznym, ktoéry jest przedstawiany za pomoca modelu zbudowanego z cyfrowych
filtréw 1 linii opodzniajacych. Dzialanie modelu jest nastgpnie symulowano metodami
cyfrowego przetwarzania sygnatow. Metoda falowodu cyfrowego najczesciej jest
stosowana do analizy fizycznej instrumentéw muzycznych [28,83], natomiast rzadzie;
do analizy pola akustycznego [61,79]. Dokladnos¢ modelowania pola akustycznego tg
metoda jest mniejsza niz metodami FEM 1 BEM. W metodzie falowodu cyfrowego
wystepuja trudnosci z modelowaniem komor o skomplikowanych ksztaltach i komoér z
impedancyjnymi  warunkami brzegowymi. Zaleta metody jest mozliwosé
przeprowadzenia obliczen w czasie rzeczywistym, co czyni ja szczegélnie przydatng do
syntezy dzwigkéw instrumentéw muzycznych.

Metoda perturbacyjna polega na opisie analizowanego ukladu za pomocg
zmodyfikowanego o pewien matly parametr (lub kilka malych parametréw) znanego
rozwiazania dla uktadu podobnego [39,90]. W analizie pola akustycznego w komorach
0 geometrii nieznacznie rozniacej si¢ od prostopadioscianu potencjal predkosci jest
przedstawiany jako wazona suma funkcji wiasnych dla komory prostopadiosciennej o
sztywnych $ciankach. Waga przypisana do poszczegélnych funkcji wihasnych
uwzglednia znieksztalcenia geometrii komory i impedancyjne warunki brzegowe.
Przyktady zastosowania metody perturbacyjnej do analizy pola akustycznego wewnatrz
obszaréw ograniczonych mozna znalez¢ w pracach [5,26,86]. Metoda perturbacyjna jest
niestety mato uniwersalna, umozliwia analizg tylko niewielkich zmian w geometrii i
impedancyjnych warunkéw brzegowych wzgledem komory o znanym rozwiazaniu.

W metodzie r6znic skonczonych rozwiazanie dokladne jest przyblizane w
wybranych punktach modelowanego obszaru poprzez zamiang pochodnej funkcji
niewiadomych po wspolrzednych geometrycznych ilorazami réznicowymi. [54]. W ten

spos6b model matematyczny pola akustycznego jest wyrazany przez uktad réwnan



algebraicznych. W akustyce metoda réznic skonczonych jest najczesciej stosowana do
modelowania przetwornikéw elektroakustycznych [34], pola akustycznego w stanie
ustalonym 1 nieustalonym [61,80]. Metoda réznic skonczonych jest mato elastyczna ze
wzgledu na brak mozliwosci definiowania niejednorodnych siatek réznic skonczonych.
W metodzie tej bledy aproksymacji ksztaltu analizowanego obszaru moga mieé¢ duzy
wplyw na dokladnos¢ modelowania, ktdra jest na ogét mniejsza niz metod FEM i BEM.

W metodzie elementéw skonczonych modelowany obszar ciagly jest zastepowany
zbiorem elementéw dyskretnych, natomiast szukana funkcja na poszczegdlnych
elementach jest przyblizana wielomianami ustalonego stopnia. W metodzie tej
analizowany uktad, podobnie jak w metodzie r6znic skonczonych, jest przedstawiany w
postaci uktadu réwnan algebraicznych. Szczegétowy opis metody mozna znalez¢ m.in.
w pracach [2,49,71,85,95]. W akustyce metoda FEM byta wykorzystywana do analizy
przetwornikéw elektroakustycznych [4,8,10,30,31,58,60,65], konwerteréw drgan [44],
instrumentéw muzycznych [36,50], pola akustycznego w obszarze ograniczonym
[4,55,57,59,61,73,77,81]. W literaturze [4,55,57,59,61,73,77,81] metoda FEM byta
stosowana glownie do wyznaczania czestotliwosci rezonansowych komory i do
zobrazowania pola akustycznego, natomiast brak jest prac zawierajacych ilosciowa
analize oddzialywania warunkéw brzegowych na wlasciwosci pola akustycznego
wewnatrz komory. Metoda FEM w postaci klasycznej rzadko jest stosowana do
modelowania pola akustycznego w obszarach nieograniczonych, poniewaz wymaga to
stosowanie bardzo duzych siatek elementéw skonczonych. Istnieje jednak odmiana
metody FEM [11,36] umozliwiajaca modelowanie pola bez koniecznosci dyskretyzacji
calego modelowanego obszaru. W metodzie tej sa stosowane tzw. elementy
nieskonczone. Metoda FEM w postaci klasyczne] moze by¢ réowniez stosowana do
modelowania pola akustycznego w obszarach nieograniczonych dla wybranych
zagadnien wibroakustycznych poprzez wprowadzenie uproszczonych zaleznosci
uzyskanych z wykorzystaniem analogii elektro-mechano-akustycznej (E-M-A) [77].

W metodzie elementéw brzegowych brzeg modelowanego obszaru zastepuje sie
zbiorem elementow dyskretnych na ktérych szukana funkcje przybliza sie
wielomianami okreslonego stopnia. Parametry pola akustycznego w dowolnym punkcie
modelowanego obszaru oblicza si¢ na podstawie parametrow okreslonych na jego
brzegu wykorzystujac rownanie catkowe Helmholtza w postaci dyskretnej. W ten
sposéb uklad réownan rézniczkowych zastgpuje si¢ ukltadem réwnan algebraicznych.

Istnieje kilka wersji metody BEM, z ktérych najwazniejszymi sa metoda wariacyjno-



kolokacyjna DBEM i metoda wariacyjna IBEM. Formalny opis metod jest podany m.in.
w pracach [36,71]. Metoda elementéw brzegowych jest wykorzystywana do
modelowania pola akustycznego w obszarach ograniczonych i nieograniczonych
[4,17,21,36,42,47,62,70]. W przypadku metody DBEM w postaci klasycznej nie jest
mozliwe jednoczesne modelowanie pola akustycznego wewnatrz i na zewnatrz obszaru
ograniczonego. Wplyw pola akustycznego wewnatrz komory na pole akustyczne na
zewnatrz oblicza si¢ dwuetapowo lub stosujac pewne uproszczone zaleznosci
otrzymane na przyklad z wykorzystaniem analogii E-M-A. Metoda IBEM natomiast
umozliwia jednoczesne modelowanie pola akustycznego wewnatrz i na zewnatrz
obszaru ograniczonego. W metodzie elementéw brzegowych model dyskretny jest o
jeden wymiar mniejszy niz w metodzie elementéw skonczonych.

Do analizy zagadnien wibroakustycznych z uwzglednieniem warunkéw brzegowych
natury mechanicznej sa stosowane tzw. metody sprzezone: BEM/FEM i FEM/FEM. W
metodzie sprzgzonej jedna z metod shuzy do modelowania pola akustycznego, natomiast
metoda druga do modelowania struktury elastycznej. W metodzie sprzezone;
BEM/FEM na ogél metoda BEM jest wykorzystywana do modelowania pola
akustycznego, natomiast metoda FEM do modelowania struktury elastyczne;.

Do modelowania pola akustycznego w obszarach ograniczonych i nieograniczonych
o dowolnej geometrii i z dowolnymi warunkami brzegowymi w pracy wykorzystano
metode elementéw skonczonych i metodg elementéw brzegowych. Kazda z tych metod
charakteryzuje si¢ okreslong efektywnoscia modelowania, ktora dla réznych zagadnien
wibroakustycznych moze znacznie sig r6zni¢. Niezmiernie waznym zadaniem jest wiec
poréwnanie poszczegélnych metod oraz okreslenie prostych regut wyboru
najefektywniejszej metody. Poréwnanie efektywnosci modelowania, a doktadniej tylko
kosztéw obliczeniowych, metod FEM i BEM wykonano w pracach [12,46]. W pracach
tych jednak nie uwzgledniono réznic wystepujacych pomiedzy metodami DBEM i
IBEM oraz kosztéow obliczeniowych zwiazanych z kompozycja ukladu réwnan
algebraicznych. Okazuje sig, ze koszty te znacznie wplywaja na calkowite koszty
obliczen metod BEM. Przy poréwnaniu efektywnosci metod FEM i BEM istotnym
zagadnieniem jest analiza ich bledéw obliczeniowych. Analizie bledéw obliczeniowych
metod FEM 1 BEM poswigcono m.in. prace [7,21-23,41,46,52,56,84,85,88,95]. Bledy
obliczeniowe zaleza od rodzaju metody [46,84,85], gestosci siatki elementow
dyskretnych [3,10,46,56,69,84], sposobu rozmieszczenia wezléw na- elementach

dyskretnych ~ [21-23], rzedu zastosowanych wielomianéw interpolacyjnych



[43,52,84,85], rzgdu kwadratur [7]. W artykule [7] okreslono wptyw bledéw kwadratur
w metodzie DBEM na wypadkowe bledy obliczeniowe. W pracy tej nie uwzgledniono
jednak zwiazku pomiedzy wartoscia bledow kwadratur a odlegloscia pomiedzy
elementem dyskretnym 1 wezlem dla ktérego sa wyznaczane wspoélczynniki metody.

Bledy obliczeniowe metod FEM 1 BEM mozna zmniejszy¢ poprzez zwigkszenie
gestosci siatki elementéw dyskretnych - wersja h, zwigkszenie rzedu wielomiandéw
interpolacyjnych — wersja p, poprzez przesuniecie weztéw wewnatrz elementow —
wersja r lub stosujac kombinacje wymienionych metod. W niniejszej rozprawie analize
ograniczono do wersji h.

Efektywnos¢ metod FEM 1 BEM mozna réwniez znacznie zwigkszy¢ stosujac
wybrane zaleznosci uzyskane na podstawie analizy modelowanego ukladu metoda
analogii E-M-A.

Przy modelowaniu zjawisk wibroakustycznych metodami numerycznymi oraz
optymalizacji modeli dyskretnych waznym zagadnieniem jest szacowanie bledow
obliczeniowych. Bledy te mozna oszacowa¢ na podstawie pordwnania rozwigzania
uzyskanego metodami numerycznymi z rozwigzaniem dokladnym lub z wynikami
pomiaréw analizowanego uktadu. Rozwiazanie dokladne niestety na ogét nie istnieje,
natomiast pomiary sa kosztowne i nie zawsze sa realizowalne. Stosuje si¢ zatem pewne
modele uproszczone, uzyskane na przyklad z zastosowaniem analogii E-M-A, ktore
umozliwiaja wyznaczenie wybranych parametréw modelowanego uktadu. W takim
przypadku nalezy okresli¢ bledy obliczenia analizowanych parametrow z
wykorzystaniem modeli uproszczonych oraz ich zwiazek z bledami obliczenia
pozostatych parametréw rozwazanego uktadu akustycznego.

Pomimo istnienia stosunkowo duzej liczby prac poswieconych analizie bledow
modelowania metodami FEM 1 BEM oraz kilku prac nt. kosztow obliczeniowych tych
metod, brak jest regul 1 kryteri6w doboru metody oraz jej parametréw w zaleznosci od
rodzaju analizowanego zagadnienia akustycznego, ktére moglyby byé wykorzystane
przez inzynieréw przy projektowaniu 1 analizie rzeczywistych uktadow.

Praca doktorska dotyczy analizy oddzialywania impedancyjnych warunkow
brzegowych na wtasciwosci pole akustycznego oraz analizy efektywnosci modelowania
pola akustycznego metodami FEM 1 BEM w zaleznosci od rodzaju zagadnienia

akustycznego.
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Celem rozprawy jest:

Przeprowadzenie analizy jakoSciowej i iloSciowej wplywu warunkéow
brzegowych na wlasciwosSci pola akustycznego w obszarach ograniczonych i
nieograniczonych oraz poréwnanie efektywnoS$ci modelowania pola akustycznego
metoda elementow skonczonych i metoda elementéw brzegowych.

Sformutowano nastgpujace tezy rozprawy:

e Metoda elementow skonczonych i metoda elementow brzegowych
umozliwiaja przeprowadzenie z zadana dokladnoscia oceny jakosciowej i
ilosciowej wplywu impedancyjnych warunkéw brzegowych na wlasciwosci
pola akustycznego wewnatrz i na zewnatrz obszarow ograniczonych.

e Efektywnos¢ metod elementow skonczonych i elementéw brzegowych zalezy
od typu oraz wielkoSci zagadnienia akustycznego i dla niektorych zagadnien
efektywno$¢ metody elementéow skonczonych jest wigksza niz metody
elementéw brzegowych.

Praca sktada sig z pigciu rozdziatow, spisu literatury 1 trzech dodatkéw.

Wstep zawiera ogolny opis poruszanych w pracy zagadnien, stosowanych metod
numerycznych oraz krétki przeglad literatury. W rozdziale tym przedstawiono réwniez
cel, tezy, zakres 1 uktad pracy.

W rozdziale pt. ,Efektywnos¢ metod numerycznych FEM i BEM” podano
podstawowe parametry 1 zaleznosci na podstawie ktérych mozliwe jest szacowanie
kosztow obliczeniowych, bledéw modelowania 1 pamigci obliczeniowe] podczas
modelowania obszaréw ograniczonych i1 nieograniczonych metodami FEM 1 BEM.
Poréwnano efektywno$¢ modelowania wewnetrznego zagadnienia akustycznego
metodami FEM 1 BEM 1 okreslono kryteria wyboru najefektywniejszej metody w
zaleznosci od wielkosci modelu dyskretnego. Dla metody BEM wyznaczono kryteria
doboru rzedu kwadratur, ktére umozliwiaja przeprowadzenie obliczen metodami
numerycznymi z wymagang doktadnoscia.

W rozdziale pt. ,,Modelowanie pola akustycznego w komorach z uwzglednieniem
impedancyjnych warunkéw brzegowych” rozpatrzono wplyw warunkéw brzegowych
natury akustycznej na wlasciwosci pola akustycznego w obszarze ograniczonym,
zdefiniowano parametry umozliwiajace przeprowadzenie takiej oceny. Przeprowadzono
analize bledow wyznaczania cisnienia 1 predkosci akustycznej w obszarach

ograniczonych.
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Rozdzial pt. ,Modelowanie pola akustycznego w obszarze zewnetrznym z
uwzglednieniem  impedancyjnych  warunkéw  brzegowych” zawiera analize
oddziatywania pola akustycznego wewnatrz komory na pole akustyczne w obszarze
zewnetrznym. Przedstawiono metodyke stosowania uproszczonych zaleznosci
otrzymanych z wykorzystaniem analogii E-M-A do oceny bledéw modelowania pola
akustycznego metodami FEM i BEM oraz metody modyfikacji modeli dyskretnych z
wykorzystaniem analogii E-M-A w celu zwigkszenia efektywnosci modelowania.
Okreslono bledy modelowania pola akustycznego z wykorzystaniem tych metod oraz
zakres ich stosowalnosci.

W kazdym z tych rozdzialéw podano wnioski szczegdtowe wynikajace z
przeprowadzonych analiz.

Podsumowanie zawiera wnioski ogdlne wynikajace z przeprowadzonych badan i
rozwazan.

W dodatku A przedstawiono metodykg przeskalowania wynikéw pordéwnania
efektywnosci metod BEM podanych w rozdziale 2 dla dowolnej implementacji
komputerowej tych metod. Poréwnano réwniez efektywnos¢ metod BEM
zastosowanych w programie komputerowym Sysnoise v.5.2.

Dodatek B zawiera opis metody wyznaczania impedancji mechanicznej obciazajace;
tylng strong tloka sztywnego o dowolnym ksztalcie z wykorzystaniem tréjkatnych
elementow dyskretnych.

Dodatek C przedstawia wyprowadzenie i opis parametrow czynnych jednorodne;

plyty prostokatnej swobodnie podpartej lub sztywno zacisnietej na obwodzie.
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2 Efektywnos¢ metod numerycznych FEM i BEM
Zagadnienia wibroakustyczne moga by¢ rozwigzywane réznymi metodami

numerycznymi. Kazda z metod numerycznych charakteryzuje si¢ okreslong
efektywnoscia. Efektywnos¢ modelowania wybranej metody zalezy od rodzaju i stopnia
skomplikowania ~ modelowanego  zagadnienia. Dla  okreSlonego  problemu
wibroakustycznego mozna znalezé metod¢ numeryczng efektywnos¢ ktérej bedzie
najwieksza.

W pracy efektywno$¢ metody numerycznej jest mierzona trzema parametrami:
bledem obliczeniowym metody, kosztem obliczen i wielkoscia pamieci komputerowe;j
niezbednej do przeprowadzenia obliczen (pamig¢ obliczeniowa).

Bledy obliczeniowe metod numerycznych FEM 1 BEM zaleza gldwnie od rodzaju
zastosowanych elementow dyskretnych, gestosci siatki za pomocg ktorej jest
przedstawiony modelowany obszar i zastosowanych algorytméw numerycznych, na
przyktad kwadratur. W pracy rozwazania ograniczono do elementéw liniowych i
parabolicznych, jednorodnych lub quasi jednorodnych siatek elementéw dyskretnych i
algorytmoéw catkowania numerycznego (kwadratur).

Koszt obliczen numerycznych jest okreslony przez liczbe operacji matematycznych
wykonanych przy rozwigzywaniu okreslonego zagadnienia 1 liczbe operacji
dodatkowych zwiazanych z np. przesytaniem danych w obszarze pamieci komputera. W
metodach FEM 1 BEM liczba operacji dodatkowych jest na ogét o wiele mniejsza od
liczby operacji matematycznych, wigc moze by¢ pominigta w catkowitych kosztach
obliczeniowych. Liczba operacji —matematycznych  wykonywanych podczas
rozwiazywania okres$lonych zagadnien zalezy od wybranej metody, liczby stopni
swobody modelu 1 wykorzystanych algorytméw numerycznych. Liczbe operacji
matematycznych mozna mierzy¢ w jednostkach flops (floating point operations).
Wedlug klasycznej definicji jeden flop jest to jeden iloczyn i jedna suma liczb
zmiennoprzecinkowych, tzn.: flop=z1+z;z3. Pod pojeciem jednej operacji
matematycznej nalezy wigc rozumie¢ jedna operacje mnozenia plus jedna operacje
dodawania. Szybkosé obliczen zalezy natomiast od kosztow obliczen i mocy
obliczeniowej komputera. Moc obliczeniowa komputera mozna wyrazi¢ w jednostkach
flops/s, ktére okreslaja liczbe operacji zmiennoprzecinkowych wykonanych w ciagu
jednej sekundy.
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Pamie¢ maszyny obliczeniowej niezbgdna do przeprowadzenia obliczen bedzie
liczona w stowach maszynowych (words). W pracy pod pojeciem jednego slowa
maszynowego nalezy rozumie¢ pamig¢ komputera réwna 4 bajtom. W niektorych
przypadkach w celu zwigkszenia przejrzystosci wynikéw pamieé¢ obliczeniowa bedzie

podawana réwniez w bajtach.

2.1 Koszty obliczenn numerycznych

W metodach FEM 1 BEM kazde zagadnienie wibroakustyczne sprowadza sie do

uktadu réwnan algebraicznych:

[A] {x}={b}. (2-1)

Macierz A4 jest macierza gléwna, x jest jednokolumnowa macierza niewiadomych,

natomiast jednokolumnowa macierz b okresla sity zewnetrze dzialajace na analizowany
system. W uktladzie ze stratami wyrazy macierzy A4 i x sg liczbami zespolonymi.

Uktad réwnan (2-1) rozwiazuje si¢ metodami bezposrednimi, np. metoda eliminacji
Gaussa, lub metodami iteracyjnymi. W praktyce, ze wzgledu na tatwos¢ implementacii i
stabilno$¢ numeryczng, na ogoét stosuje si¢ metody bezposrednie. Dla metod tych
stosunkowo tatwo mozna wyznaczy¢ koszty obliczeniowe. Koszty obliczeniowe metod
bezposrednich szybko rosng ze wzrostem liczby stopni swobody modelowanego
zagadnienia. Metody iteracyjne najczesciej stosowane sg do analizy bardzo duzych
uktadow, dla ktorych koszty obliczeniowe tych metod moga by¢ mniejsze niz metod
bezposrednich [46,89]. W niniejszej pracy rozwazania ograniczono do metod
bezposrednich.

Uklad réwnan (2-1) z macierza nieosobliwa AeC" rozwiazuje si¢ metoda
bezposrednia dwuetapowo. Pierwszym etapem jest faktoryzacja macierzy A4, tzn.
przedstawienie macierzy w postaci iloczynu macierzy tréjkatnych, np. dolnej trojkatne;j

L i gérnej trojkatne] U [48]:

A=LU N°I3 flops. (2-2)

Faktoryzacja macierzy 4 o wyrazach rzeczywistych wymaga wykonania N°/3
operacji matematycznych, gdzie NV jest liczba stopni swobody modelu dyskretnego.

Drugim etapem jest rozwiazywanie zestawu dwdch uktadéw réwnan [48]:

Ly=b N*/2 flops,
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Ux=y N*12 flops. (2-3)

Rozwigzywanie ukladéw réwnan (2-3) nazywa si¢ eliminacja wprost (Ly=b) 1
eliminacja wstecz (Ux=y). Operacja eliminacji wprost/wstecz wymaga ogolem
wykonania N* operacji matematycznych.

Macierz gléwna 4 moze posiadaé pewne wilasciwosci, ktére umozliwig
zastosowanie szybszych algorytméw faktoryzacji i eliminacji wprost/wstecz niz
klasyczny algorytm eliminacji Gaussa. Takimi wlasciwosciami sg symetria, pasmowos¢
i okreslonos¢ macierzy.

Do faktoryzacji macierzy symetrycznej dodatnio okreslonej stosuje si¢ algorytm
Choleskiego [91], ktéry obniza koszt obliczen o polowe w poréwnaniu z roztozeniem
LU. Niestety macierz gtéwna 4 na ogél jest macierza zespolona, a wigc nie jest
macierza dodatnio okreslong. Dlatego do faktoryzacji symetrycznej macierzy zamiast
klasycznego algorytmu Choleskiego stosuje si¢ zmodyfikowany algorytm Choleskiego
[31] lub rozlozenie U'DU [48]:

A=U'DU N°/6 flops, (2-4)

gdzie macierz D jest macierza diagonalna z elementami réznymi od zera.

Natomiast eliminacja wprost/wstecz odbywa si¢ wedtug wzordéw:

U'z=b N*12 flops,
Dy=z N flops,
Ux=y N*12 flops. (2-5)

Liczba operacji matematycznych wykonywanych podczas faktoryzacji jest wprost
proporcjonalna do trzeciej potggi liczby réwnan (weziéw w siatce elementow
dyskretnych), natomiast liczba operacji wykonywanych podczas eliminacji
wprost/wstecz jest proporcjonalna do drugiej potegi liczby réwnan. Dla modeli o liczbie
weztow wiekszej od kilkudziesieciu o kosztach obliczen decydowac bedzie glownie
czas niezbedny do faktoryzacji macierzy A.

W przypadku arytmetyki na liczbach zespolonych liczba operacji matematycznych
wykonywanych na kazdym etapie rozwiazywania ukladu rownan (2-1) jest
czterokrotnie wieksza niz dla arytmetyki na liczbach rzeczywistych.

Liczba operacji matematycznych wykonywanych podczas rozwiazywania uktadu

rownan (2-1) moze byc¢ 1,5+2 razy wigksza od podanych ze wzgledu na dodatkowe
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operacje zwiazane z manipulacja elementami macierzy gldwnej podczas doboru
elementdw na gléwnej przekatnej w celu uzyskania wymaganej doktadnosci operacji
matematycznych [74].

Czas obliczen w metodach FEM, BEM sklada si¢ wigc z czasu niezbednego do
kompozycji uktadu réwnan, faktoryzacji macierzy gtéwnej i eliminacji wprost/wstecz.
Poniewaz macierz sztywno$ci, masy 1 strat w metodzie FEM nie zaleza od
czestotliwoscei, ich kompozycja jest wykonywana tylko jeden raz na poczatku obliczen.
W metodzie BEM macierz gtéwna zalezy od czestotliwosci, wigc kompozycja macierzy
odbywa si¢ dla kazdej czestotliwosci osobno. Analize ukladu rzeczywistego na ogdt
przeprowadza si¢ w stosunkowo szerokim zakresie czgstotliwosci, dlatego czas
przeznaczony na kompozycje uktadu réwnan w metodzie FEM mozna pomina¢ w
analizie kosztow obliczenn metod FEM 1 BEM.

Koszty faktoryzacji i1 eliminacji wprost/wstecz zaleza przede wszystkim od
wlasciwosci macierzy gtownej, dlatego rozwazane metody numeryczne mozna

scharakteryzowaé poprzez jej wlasciwosci.

2.1.1 Metoda FEM

Macierz gtéwna w metodzie FEM jest symetryczna 1 pasmowa. Do faktoryzacji
macierzy najczesciej stosuje si¢ roztozenie U'DU lub zmodyfikowane rozlozenie
Choleskiego [31]. Tylko w przypadku ukladu bez strat wyrazy macierzy sa liczbami
rzeczywistymi, wiec na ogét macierz gtéwna jest macierza o wyrazach zespolonych.
Poniewaz w pracy modelowane sa uklady z uwzglednieniem impedancyjnych
warunkéw brzegowych, macierz 4 bedzie zawsze traktowana jako macierz o wyrazach
zespolonych.

Liczba operacji matematycznych wykonywanych podczas faktoryzacji i eliminacji

wprost/wstecz dla macierzy A o wyrazach zespolonych wynosi:

A=U'DU 2b,°N flops,

U'z=b 4b,N flops,

Dy=z 4N flops,

Ux=y 4b,N flops, (2-6)

gdzie b,, jest srednia warto$cig potéwkowej szerokosci pasma macierzy gtowne;.
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Przedstawione wzory (2-6) sa prawdziwe dla N>>1 1 N>>b,,, co na ogdt zachodzi
podczas modelowania uktadow rzeczywistych metoda FEM.

Ze wzoréw (2-6) wynika, ze na szybkos$¢ obliczen ma duzy wplyw pasmowos¢
macierzy 4. Szeroko$¢ pasma macierzy zalezy od sposobu numeracji elementow
skonczonych 1 jest okreSlona przez maksymalng rdéznice numerow wezidw
przytaczonych do tego samego elementu. Istnieje wiele algorytméw generacji
optymalnej siatki elementow skonczonych, ktére umozliwiajq minimalizacj¢ szerokosci
pasma macierzy gtownej [2,24,40,94]. Polowkowa szerokos$¢ pasma macierzy gldwne;
b,, optymalnie zdefiniowanej siatki elementéw skonczonych jest o jeden rzad mniejsza
od liczby weztow N,,. W przypadku modeli o bardzo skomplikowane] geometrii podany
zwiazek pomiedzy b, i1 N,, nie zawsze zachodzi, aczkolwiek relacja ta jest zachowana
we wszystkich modelach analizowanych w pracy.

Koszty obliczen w metodzie FEM mozna okreslone zatem nastgpujaco:

A=U'DU 0,02N,.” flops,

U'z=b O,4Nw2 flops,

Dy=z 4N, flops,

Ux=y 0,4N,” flops. (2-7)

2.1.2 Metoda BEM

W metodzie BEM na szybko$¢ obliczen majg wplyw koszty rozwiazywania uktadu
rownan (2-1), koszty kompozycji macierzy gtownej i koszty obliczenia parametréw
akustycznych w punktach obserwacji. Parametry akustyczne w punktach obserwacji
wyznacza si¢ na podstawie obliczonego rozktadu cisnienia i predkosci akustycznej na
siatce elementow brzegowych. Zwiazane z tym koszta zaleza od liczby punktéow
obserwacji i na 0got sg o wiele mniejsze od kosztow rozwiazywania glownego uktadu
rownan 1 kosztdw kompozycji macierzy gitownej. W pracy koszty obliczenia
parametrow akustycznych w punktach obserwacji zostaly pominigte.

Wyznaczenie macierzy gldéwne] w metodzie BEM wymaga przeprowadzenia
calkowania po wszystkich elementach siatki dyskretnej. Wiaze si¢ to z obliczeniem

calek w postaci:
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gdzier, jest punktem nalezqcym do elementu e,, (2-9)

r; jest punktem nalezqcym do elementu e,

N(r)- jest funkcjq ksztattu.

J(r;r;) jest funkcja Greena badz jej pierwsza pochodng w metodzie DBEM lub funkcja
Greena badz jej pierwsza lub druga pochodna w metodzie IBEM:

1 3G(.1,) tub J {7, )= azG(r,-Jj)_

on ; on,0n ;

J(r,.,r.)= G(ri,rj)lub J(r,.,rj

)

(2-10)

Rodzaj techniki obliczania catek numerycznych, tzw. kwadratury, ma duzy wpltyw
na szybkos¢ kompozycji macierzy gléwnej. W metodzie BEM najczesciej stosuje sie
kwadrature Gaussa.

Podczas wyznaczania calek (2-8) 1 (2-9) w weztach nalezacych do elementu po
ktorym odbywa si¢ calkowanie, ze wzgledu na ksztalt funkcji Greena, catkowana
funkcja jest nieokreslona. Nieokreslonos¢ ta mozna eliminowaé przez zmiane uktadu
wspolrzednych w ktérych odbywa sig catkowanie na wspotrzedne biegunowe [71] lub
stosujac inne techniki [36,45]. Kazdy z tych zabiegéw matematycznych zwieksza
koszty obliczen metody. Liczba punktéw dla ktérych wystepuje nieokreslonosc zalezy
przede wszystkim od liczby weztow nalezacych do elementu.

Calkowity koszt kompozycji macierzy gléwnej w metodzie DBEM 1 IBEM moze
znacznie si¢ réznié. Podczas wyznaczania wyrazow macierzy gléwne] w metodzie
IBEM odbywa si¢ dwukrotne catkowanie po powierzchni pary elementéw, natomiast w
metodzie DBEM tylko pojedyncze po powierzchni pojedynczego elementu.
Kompozycja macierzy gléwnej w metodzie DBEM wymaga wyznaczenie N,
pojedynczych calek (2-8), natomiast w metodzie IBEM, ze wzgledu na wystepowanie
pod catka funkcji ksztaltu pary elementéw, okoto N,*/2 podwdjnych calek (2-9), gdzie
N, jest liczba elementéw siatki dyskretnej. Ze wzgledu na stosowane algorytmy koszty
kompozycji w metodzie DBEM 1 IBEM nalezy szacowaé w =zaleznosci od,
odpowiednio, liczby weztéw 1 liczby elementéw dyskretnych. Kompozycja macierzy

gléwnej w metodzie IBEM na ogdt jest bardziej czasochionna niz w metodzie DBEM.
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Analizujac strukturg catek (2-8) 1 (2-9) oraz uktadu réwnan (2-1) dla metody BEM
w postaci dyskretnej [36,71] mozna wyprowadzi¢ pewne uproszczone zaleznosci

okreslajace liczbg operacji matematycznych wykonywanych podczas kompozycji

macierzy gléwne;j:

(DBEM) _ ,~(DBEM) 2 (IBEM) _ ~(IBEM) ~2 2 A72
K CN, K =C, TCCIN,
gdzie :

C, - wspotczynnik zalezny od implementacji metody, algorytmu, funkcji ksztattu, (2-11)
C, - wspdlczynnik okreslajqcy liczbe weztow zastosowanej kwadratury,
C, - wspdlczynnik okreslajqcy rodzaj warunkow brzegowych.

Wspotczynnik Cy okreslony jest przez komputerows implementacje metody, rodzaj
funkcji ksztattu 1 algorytm eliminacji nieokreslonosci funkcji Greena. Wartosé
wspolczynnika mozna przyporzadkowaé poszczegdlnym rodzajom elementéw
brzegowych: jednowymiarowy liniowy, jednowymiarowy paraboliczny,
dwuwymiarowy czworokatny liniowy itd.

W przypadku metody IBEM koszt kompozycji macierzy gtéwnej zalezy dodatkowo
od rodzaju warunkéw brzegowych. Najbardziej czasochlonne sa obliczenia dla
warunkéw brzegowych Neumanna, najmniej dla warunkéw Dirichleta. Réwnanie
okreslajace wyrazy macierzy gtowne] w modelu z warunkami brzegowymi Neumanna
zawiera cztery razy wigcej czlondw niz w modelu z warunkami brzegowymi Dirichleta
[71]. Koszt wyznaczania poszczegdlnych wyrazéw dla warunkéw brzegowych
Neumanna jest zatem w przyblizeniu czterokrotnie wigkszy niz dla warunkow
brzegowych Dirichleta. Wspotczynnik C,, wartos¢ ktorego zmienia si¢ w zakresie
0,25+1, uwzglednia to zjawisko. Wspoétczynnik C, dla modelu wytacznie z warunkami
brzegowymi Neumanna lub wylacznie z warunkami brzegowymi Dirichleta jest rowny,
odpowiednio, jednosci (C,=1) 1 jednej czwartej (C,=0,25). W praktycznych
zagadnieniach wibroakustyki najczesciej wystepuja warunki brzegowe Neumanna. W
analizie kosztow obliczen metody IBEM rozpatrzono zatem najbardziej kosztochtonny
przypadek modelu - modelu z warunkami brzegowymi Neumanna (C,=1).

Przed poréwnaniem kosztéw obliczen metod FEM 1 BEM zweryfikowano wzory
(2-11) na przykladzie dwuwymiarowego modelu komory prostopadtosciennej. Wyniki
weryfikacji ilustruja rysunki 1 1 2.
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Rysunek 1. Koszty kompozycji macierzy gtéwnej dla metody DBEM w zaleznosci od liczby weztow N,, 1
liczby weztéw kwadratury Gaussa nG w pordwnaniu z krzywa wyznaczona teoretycznie (linia

przerywana)
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Rysunek 2. Koszty kompozycji macierzy gtéwnej dla metody IBEM w zaleznosci od liczby elementow
N, 1 liczby wezldw kwadratury Gaussa nG w pordwnaniu z krzywa wyznaczona teoretycznie (linia

przerywana)

Wyniki modelowania potwierdzaja poprawnos¢ wyznaczonych zaleznosci (2-11).

W metodzie DBEM macierz A jest macierza o wyrazach zespolonych,
niesymetryczng, pelna. Do faktoryzacji macierzy stosuje si¢ rozlozenie LU. Liczba
operacji matematycznych wykonywanych na liczbach zespolonych podczas faktoryzacji
wynosi 4Nw3/3, podczas eliminacji wprost/wstecz 4NW2.

W metodzie IBEM macierz A jest macierza o wyrazach zespolonych, pelna, lecz
symetryczna. Do faktoryzacji macierzy stosuje si¢ rozlozenie U'DU. Liczba operacji
matematycznych wykonywanych na liczbach zespolonych podczas faktoryzacji
macierzy gléwnej wynosi 4N,,*/6, podczas eliminacji wprost/wstecz 4N,,”.

Faktoryzacja w metodzie IBEM jest dwa razy szybsza niz w metodzie DBEM.
Koszty eliminacji wprost/wstecz metod DBEM 1 IBEM sa jednakowe.

20



Koszty kompozycji macierzy gléwnej dla metody DBEM i IBEM sa wprost
proporcjonalna do drugiej potegi, odpowiednio, liczby weztéw N,” i liczby elementéw
N2 Na szybkosé kompozycji macierzy ma znaczny wplyw parametr C;, okreslajacy
liczbe weztow zastosowanej kwadratury.

2.1.3 Porownanie kosztow obliczen i pamieci obliczeniowej metod FEM i
BEM

Poréwnanie kosztow obliczen i pamigci obliczeniowe] metod wykonano dla modeli
dwu- 1 trojwymiarowych na przykladzie obszaru prostopadiosciennego (rys.3).
Poréwnano pomigdzy soba metody DBEM, IBEM i FEM. Analize wykonano dla
modeli zbudowanych 2z liniowych 1 parabolicznych elementéw dyskretnych.
Poréwnania metod dokonano ze wzgledu na catkowita liczbe operacji matematycznych
niezbednych do rozwiazania ukladu réwnan (2-1) i rozmiar pamieci niezbedny do
przechowywania macierzy gléwnej. Dla metod BEM analize przeprowadzono dla
kwadratur o réznej liczbie weztow.

W przypadku metod BEM calkowity koszt obliczen sktada sie z kosztéw
kompozycji macierzy gtéwnej, jej faktoryzacji i eliminacji wprost/wstecz. W przypadku
metody FEM koszt obliczen sklada si¢ z kosztéw faktoryzacji i1 eliminacji
wprost/wstecz.

Koszty faktoryzacji w metodzie BEM sa wprost proporcjonalne do trzeciej potegi
liczby wezléw N,,’, natomiast w metodzie FEM sa wprost proporcjonalne do drugie;j
potegi polowkowej szerokosci pasma macierzy 4 pomnozonej przez liczbe weziow
by’ Ny.

Koszty eliminacji wprost/wstecz w metodzie BEM sa wprost proporcjonalne do
drugiej potegi liczby weztéw — N,,°, w metodzie FEM za$ sg wprost proporcjonalna do

potowkowej szerokosci pasma macierzy 4 pomnozonej przez liczbe weziow b,N,,.
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Rysunek 3. Ksztalt analizowanych obszaréw dwu- i trojwymiarowych

W tabelach 2-1 i 2-2 podano podstawowe parametry siatek elementéw dyskretnych
dla dwuwymiarowego obszaru o ksztalcie prostokata 1 trdjwymiarowego obszaru o
ksztalcie prostopadioscianu (rys.3) dla najczesciej spotykanych rodzajéw elementow.
Podane w tabeli przyblizone wzory na liczbe weztéw w modelu sa doktadne dla siatek
zbudowanych co najmniej z kilkunastu elementéw dyskretnych. W celach
orientacyjnych podane wzory mozna takze wykorzystaé w analizie kosztow obliczen
dla komor o ksztaltach innych niz ksztatt prostopadtoscienny.

W analizie kosztow obliczen metod BEM liczba operacji matematycznych
wykonywanych podczas kompozycji macierzy gléwnej jest liczona na podstawie
réwnania (2-11). W tym celu przy pomocy programu komputerowego Sysnoise v.5.2,
stuzacego do analizy zagadnien wibroakustycznych metodami FEM 1 BEM,

wyznaczono wspolczynnik Cy. Wspdtczynnik Cy obliczono z zaleznosci:

\DREM} o T x mok asery _ 1 UBEM)  mok
CO - C ]\/2 CO = C2N2 b
o 1 e
gdzie : T - czas kompozycji macierzy [s], (2-12)

mok - moc obliczeniowa komputera [flops/s].
W tabeli 2-1 przedstawiono wyznaczone wartosci wspotczynnika C.
Wartos¢ wspotczynnika Cp moze zaleze¢ od praktycznej implementacji metody i
zastosowanego algorytmu eliminacji nieokreslonosci zwiazanych z funkcja Greena.
Roéznica w wynikach poréwnania metody DBEM i1 IBEM oraz FEM i DBEM/IBEM dla

innych programow obliczeniowych niz Sysnoise nie powinna byé jednak duza. W
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przypadku metod DBEM 1 IBEM otrzymane wyniki mozna atwo przeskalowa¢ dla

innych wartosci wspétczynnika C (patrz Dodatek A).

Tabela 2-1 Liczba wezléw i elementow siatki dyskretnej w metodzie BEM dla obszaru dwu- i
tréjwymiarowego o ksztalcie prostokata i prostopadto$cianu. Warto$¢ wyznaczonego wspétczynnika Cy

dla metod BEM
. Liczba Liczba weziow/ Wspotczynnik C,
Ob Rodzaj 1 5 ; ;
SZaT | elementow ¢ em:/n aw rov]:/nan DBEM IBEM
o — 2(n,+m,) 2(n.tm,) 255 109
ere P — 2(n,tm,) 4(n,tm,) 158 126
o 2(nemo+ nkot+ mo+1
1 2(ngmy+ nk,+ mok,) i 2‘;:’” ’lﬁ ' :”e,kn ' J) 238 82
’ 2(memy+ nk,+ mk,+1
L | At nkt mky) 22;’: :’"1 ' +fl /! ,)) 396 65
Mk — 2(3n Jf-e?,nek Iy Ty
% 2(ngmy+ nk,+ mgk,) 26?':;" o ek . gk ) 138 216
N 2(Angm+4nk +4mek,+1
. At ndctmd) | = zse(':m f’f Al me’:k i ) 192 146

Tabela 2-2 Liczba wezléw i elementow siatki dyskretnej w metodzie FEM dla obszaru dwu- i
tréjwymiarowego o ksztalcie prostokata i prostopadtoscianu

Rodzai Liczba Liczba weztow/
Obszar 0cza] elementow rownan
elementow
N, N,
— net1)(me+1
— NelMe inemt,)-i(ne-%m)e
h (ne+1)(me+1)
.~\—\-‘. 2ngm, =nm,+n,+m,
Pleatte — (ne+1)2me+1)+n(m+1)
el e Bngn A2 Am,)
N . (1 ) 2me 1)+ n(met nm,
- e ~nm,+2(n,+m,)
e wnik (e Y (me+ 1) (ke+1)
= ¢ ¢ zﬂemeke+neme+neka+meke+nc+me+ke
t (net1)(me+1))(ko+1)

T 2n6m2ke zne’”eke+neme+neke+meke+ne+me+ke
- 4nomoko+3(memetnck,tmeky)

Rty | namek, +2(ne(+me+ky+1
- sAnm gk +3(nometnkotmeky) +2(nmtky)

Snemekot4nme+3(nk,+mok,)

2n,m k, +2(ne+metk)+1
“ Snemek,+4nom 3 (nckotmeky) +2(ntmetk,)

Przy poréwnaniu metod rozpatrzono dwuwymiarowy obszar w ksztalcie kwadratu i
trojwymiarowy obszar w ksztalcie szescianu podzielonego na, odpowiednio, n.xn, i
elementow. Tabele 2-3 1 2-4

NeXNeXHe ilustruja charakterystyczne parametry

rozwazanych metod numerycznych dla analizowanych obszarow. Warto$¢ parametrow
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wyznaczono przy zalozeniu, ze operacje matematyczne sg wykonywane na liczbach
zespolonych

Na rysunkach 4+6 przedstawiono zaleznos$¢ kosztow obliczen dla kilku wybranych
rodzajéw elementow brzegowych/skonczonych od liczby elementéw przypadajacych na
jeden wymiar modelu n,. W przypadku obszaru dwuwymiarowego zastosowano
kwadraturg Gaussa o dwoch weztach, obszaru trojwymiarowego — kwadrature Gaussa o
czterech wezlach. Oznaczenia pFEM, tFEM, tIBEM identyfikuja metode i ksztalt
elementéw dyskretnych: p — element czworokatny, t — element trdjkatny.

2D

110° - / : -
DBEM(ne) —— :

» IBEM( ne)

G 110
= pFEM(ne)

100

ne

Rysunek 4. Liczba operacji matematycznych w zaleznosci od liczby elementéw liniowych
przypadajacych na jeden wymiar dwuwymiarowego obszaru dla kwadratury o dwoch weztach

2D

1108
DBEM2( ne)

» IBEM2(ne)

----- 1410’
pFEM2(ne)

100

ne

Rysunek 5. Liczba operacji matematycznych w zaleznosci od liczby elementow parablolicznych
przypadajacych na jeden wymiar dwuwymiarowego obszaru dla kwadratury o dwoch weztach
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Rysunek 6. Liczba operacji matematycznych w zaleznosci od liczby liniowych tréjkatnych elementow dla
tréjwymiarowego obszaru i kwadratury o czterech weztach

Na podstawie analizy rysunkow 4-+6 stwierdzono, ze dla obszaréw 2D i kwadratur o
2 weztach koszty obliczeniowe metody IBEM sa mniejsze od kosztéw metody DBEM
niezaleznie od wielkosci modelu dyskretnego zar6wno dla elementéw liniowych, jak i
parabolicznych. Dla modeli 3D zbudowanych z liniowych elementéw trdjkatnych i
kwadratur o 4 weztach koszty obliczeniowe metody IBEM sa mniejsze od kosztéw
metody DBEM dla modeli $rednich i1 duzych. Koszty obliczeniowe metody FEM rosna
ze wzrostem liczby elementéw dyskretnych znacznie szybciej niz koszty metod BEM.

Metody DBEM, IBEM 1 FEM poréwnano poprzez wyznaczenie liczby elementéw
siatki dyskretnej dla ktoérej ich koszty obliczeniowe sa jednakowe. Poniewaz
modelowany obszar przedstawiono w postaci n.xn, (2D) lub n.xn.xn. (3D) elementéw,
postugiwano si¢ jednym parametrem #,, ktory okresla liczbe elementéw skonczonych/
brzegowych przypadajacych na jeden wymiar modelowanego obszaru. W przypadku
elementdw trojkatnych parametr n, oznacza polowe liczby trojkatnych elementow
skonczonych/brzegowych przypadajacych na jeden wymiar. Metody poréwnano

rozwiazujac nastgpujace rownania:

metody IBEM - DBEM

(KK + K, +KS)IBEM = (KK + Ky + Ks)
metody BEM - FEM

(K +Kp+Kg)gpry = (Kp + K)oy (2-13)
gdzie:

DBEM >

BEM

K,.,K,, K - koszty obliczeniowe kompozycji, faktoryzacji macierzy

glownej oraz eliminacji wprost/wstecz dla porownywalnych metod.
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Przeanalizowano koszty obliczen dla siatek skladajacych sie z takich samych
elementow w przypadku metod BEM 1 dla siatek skladajacych sie z elementow o
podobnym ksztalcie w przypadku metod BEM/FEM: jednowymiarowy liniowy element
BEM - dwuwymiarowy liniowy element czworokatny/tréjkatny FEM,
jednowymiarowy paraboliczny element BEM — dwuwymiarowy paraboliczny element
czworokatny/tréjkatny FEM, dwuwymiarowy czworokatny liniowy element BEM —
tréjwymiarowy liniowy element szescienny FEM itd. W tabelach 2-5, 2-6 1 2-7 podano
wyniki poréwnania metod DBEM/IBEM 1 BEM/FEM. W przypadku metod BEM/FEM
oprocz parametru n, i calkowitej liczby elementdéw siatki elementéow dyskretnych N,
podano réwniez pamieé komputera M™*°*? niezbedna do przechowywania macierzy
gtéwnej A. W kolumnie pt. ,,Uwagi” podano relacje kosztow obliczeniowych
rozwazanych metod dla modeli mniejszych od podanych w tabeli.

Tabele nie zawieraja wynikéw poréwnania metod BEM 1 FEM dla
jednowymiarowych liniowych (BEM) i1 dwuwymiarowych liniowych elementow
trjkatnych (FEM), poniewaz wyniki sg takie same, jak dla jednowymiarowych
liniowych (BEM) i dwuwymiarowych liniowych elementéw czworokatnych (FEM).

Przy poréwnaniu metod DBEM 1 IBEM wyniki podano dla kwadratur o 1+5
weztach dla obszaru 2D 1 o 1+25 weztach dla obszaru 3D. Przy poréwnaniu metod
BEM i1 FEM wyniki przedstawiono dla kwadratur o 2+4 weztach dla obszaru 2D 1 o
4+16 wezlach dla obszaru 3D. W przypadku elementéw liniowych i1 parabolicznych
kwadratury o wigkszej liczbie weztéw bardzo rzadko sa stosowane w modelowaniu i
ewentualna analiza kosztéw nie ma znaczenia praktycznego. Ze wzgledu na rdzne
techniki obliczeniowe stosowane w kwadraturach Gaussa dla elementéw trojkatnych i
czworokatnych liczba weztow kwadratury o okreslonym rzedzie dla tych elementow

jest rézna.
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Tabela 2-3 Koszty obliczen i rozmiar pamigci obliczeniowej dla obszaru dwuwymiarowego

Liczba Polowkowa
Metoda/ Rodzaj Llczbal —_—— szeroko$¢ Kompozyqa Faktgryzaqa Eliminacja I"amlt?c
. : elementow , , pasma macierzy A macierzy A wprost/wstecz | obliczeniowa
Siatka | elementow rownan .
N, N, macxgrzy A [flops] [flops] [flops] [words]
DBEM Co” CiN, 4N,’/3 4N,* 2N,’
> e 4n, 4n, 4080C,n,” 85n,” 64n,’ 32n,”
neX N, - 7 3 i )
—e-o 4n, 81, 10112C, n, 683n, 256m, 128n,
IBEM Co”C*N, 2N,’/3 4N,* N,*
e > —a 4n, 4n, ] 1744C’°n,” 43n,’ 64n,” 16n,”
&k P 4n, 8n, 2016C,’n,” 341n, 256n,” 64n,”
FEM 2b,’N,, 8b,N,, 2b,N,,
D] > n2+2n, | 0,1(n2+2n,) 0,02(n2+2n,)° | 0,8 +2n)> | 02(n2+2n,)?
N 2n2 n2+2n, | 0,1(n2+2n,) 0,02(n,+2n,)* | 0,8 +2n)* | 0,2(n2+2n,)*
NeX N, : . : -
11 n’ 3n2+4n, |0,13n +4n,) 0,02(3n,+4n,)* | 0,8(3n.>+4n,)* | 0,2(3n.2+4n,)?
2n, 4nS+4n, |0,1(4n>+4n,) 0,02(4n,>+4n,)* | 0,8(4n +4n,)* | 0,2(4n,>+4n,)*




Tabela 2-4 Koszty obliczen i rozmiar pamigci obliczeniowej dla obszaru tréjwymiarowego

Polowkowa

Mot | Rodh | ctemani | s | Zropama | SO Cmcomd | wpioswe | Pomisé blczmiona
e N b, [flops] [/Tops] [flops]

DBEM G N, 4N,’13 4N,* 2N,”

61> 6n,> 8568Cn,* 288n,° 144n,* 720,
o N\, 120 61, 14256Cyn,* 288n,° 144n,* 72n}
S 6n. 18n,” ) 44712Cn,’ 7776n,° 1296n," 648n,"

. 12n,2 24n,? 110592C,n," 18432n,° 2304n,* 1152n,"
IBEM Co”C°N,? 2N,’/3 4N,’ N,’

D] 6n, 612 2952C,’n,* 14455 144n," 36n,*
o 120, 6n,” 9360C,’n," 144n,° 144n," 36n,!
o 61> 18n,> ) 7776C%n," 3888n,° 1296n,* 324n,*

b 1212 24n, 21024C%n* 9216n,° 2304n," 576n,*
FEM 2b,’N,, 8b,N,, 2b,N,,

n, ;1e3+3nez+3ne 0,1 (n,f+3nf+3nJ 0,02(rze3+3n,32+3ny3 0,8(11,3+3nez+3n,)2 0,2(ne3+3nez+3ng2

_ ﬁ‘; . I} n.+3n.243n, 0,1(n.+3n,+3n,) 0,02(n,>+3n,+3n,)* 0,8(n.’+3n.+3n,)* 0,2(n.>+3n.2+3n,)?
e e , n> An+9n2+6n, | 0,1(4n>+9n2+6n,) _ 0,02(4n.+9n,2+6n,)° | 0,8(4n +9n +6n)> | 0,2(4n+9n2+6n,)

‘ : 2n, Sn.+10n,2+6n, | 0,1(51,>+10n,2+6n,) 0,02(51,’+10n,>+6n,)° | 0,8(5n. +10n.2+6n,)? | 0,2(5n,>+10n,+6n,)>




Tabela 2-5 Porownanie kosztow obliczeniowych metod DBEM i IBEM

Metoc?a / Rodzajl " N, - N, n, N, n, N, N N, Uwagi
wymiar elementow
Liczba wezlow kwadratury
2D 1 2 3 4 5
- . K(IBEM)<K1DBEM) K(IBEM)<K(DBEM) 82 328 276 I 1 104 552 l 2208 K(IBEM)>K(DBEM)
T . K(TBEM) _ ((DBENT) KTBEM) _ 1 (DBEN) KTPEW] _ JDBER] KTPEM) _ 1 (DBER] KTPER R (DBER]
Liczba wezlow kwadratury
1 4 9 16 25
RTEM OBl | 4 600 34 6936 66 | 26136 | 106 | 67416 | K™PEM>K(PEEM
. : ¢ : K{/BEM)<K(DBEM) K(IBEAI)<K(DBEM) 8 384 18 1944 3 1 5766 K(IBEM)>K(DBEM)
) hAoa S
Liczba wezlow kwadratury
1 4 7 13 16
KBEM) < g(DBEM) 25 7500 50 30000 99 117612 | 123 | 181548 | K"BEM> g(DBEM)
E KIBEM) _ g (DBEM) K(IBEM) _ g (DBEM) 5 300 15 2700 20 4800 | K{EEMs g(DBEM)

29



Tabela 2-6 Poréwnanie kosztow obliczeniowych metod FEM i DBEM;

Metoda / Rodzaj n | BEM | MO FEM MR T BEM [ M T FEM [MTPP T T BEM [MP [ FEM [ M7 Uwagi
wymiar elementow ¢ N, [kB] N, [kB] ¢ N, [kB] N, [kB] ¢ N, [kB] | N, [kB]
DBEM/FEM Liczba wezlow kwadratury
2 3 4
D00 22| 88 | 61 | 484 | 218 | 24 | 96 | 72 | 576 | 304 | 26 | 104 | 85 | 676 | 414
2D DU e se | 98 | 196 | 325 | 15 | 60 | 113 | 225 | 423 | 16 | 64 | 128 | 256 | saz | KPSk
ISE 11| 44 | 61 | 242 | 219 | 12 | 48 72 | 288 | 305 | 13 | 52 | 85 | 338 | 415
Liczba wezlow kwadratury
4 9 16
[MB] [MB] [MB] [MB] [MB] [MB]
Lol 23 3174 77 | 12167 | 146 | 24 | 3456 | o1 |13824 | 186 | 26 | 4056 | 126 [17576| 296 KDBEW) . PERD
3D PTL T L7 | 173a | 207 | 4913 | 381 | 18 | 1944 | 260 | 5832 | 530 | 19 | 2166 | 322 | 6859 | 724
Liczba wezlow kwadratury
4 7 13
oD 24 6oz | o1 | 27648 | 186 | 25 | 7500 | 107 [31250| 236 | 27 | 8748 | 146 [39366| 368
L K(DBEM)>K(FEAI)
bo Ui | 18 [ 3888 | 462 | 11664 | s06 | 18 | 3888 | 462 |11664| 806 | 19 | 4332 | 573 |13718] 1103
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Tabela 2-7 Poréwnanie kosztéw obliczeniowych metod FEM i IBEM

Metoda / Rodzaj . | BEM [ M0 FEM [ M7 .| BEM [ M®Z0 T FEM [ M5 .| BEM [MPZPTFEM [ p57 Uwagi
wymiar elementow g N, [kB] N, [kB] ¢ N, [kB] N, [kB] ¢ N, | [kB] | N, | [kB]
IBEM/FEM Liczba wezlow kwadratury
2 3 4
DDl |23 92 | 33 | 520 [ 258 | 29 | 116 | 53 | 841 | 631 | 33 | 132 | 68 | 1089 | 1042
2D DU | aa | 30 | 12t [ 30| 13| s2 | 42 | 160 | 245 | 15 T 60 | s6 | 225 | 423 | KEMSKTEM
Pis 7 | 28 | 12 98 40 | 11 | 44 30 | 242 [ 219 | 12 | 48 | 36 | 288 | 305
Liczba wezlow kwadratury
4 9 16
[MB] [MB] [MB] [MB] [MB] [MB]
DDl 20 {2400 | 22 | 8000 | 65 | 26 |40s6 | 63 |17576| 296 | 32 | 6144 | 144 [32768| 985 KEN) RoFEN)
3D LT 13 [1o1a| 35 | 2197 | 82 | 15 | 1350 | 63 [ 3375 | 186 | 18 | 1944 | 130 | 5832 | s30
Liczba wezlow kwadratury
4 7 13
Ll | 24 |eor2| a6 | 27648 | 186 | 29 |10092| 97 |48778| Ss6 | 36 |15552| 231 |93312| 1957 PN RoFEN)
sorino |14 {2352 84 | sass | 190 | 16 [ 3072 | 144 | 8192 | 408 | 18 | 3888 | 231 [11664| 806
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2.1.3.1 Wyniki poréwnania metod DBEM i IBEM

Powszechnie si¢ uwaza, ze ze wzgledu na dwukrotne catkowanie po wszystkich
elementach podczas kompozycji macierzy gtéwnej w metodzie IBEM, metoda ta jest
szybsza od DBEM tylko dla bardzo duzych modeli. Przedstawione wyniki pokazuja
jednak, ze w niektérych przypadkach IBEM moze by¢ szybsza od DBEM zaréwno jak
dla duzych, tak 1 matych modeli (patrz tabela 2-5).

Dla modeli dwuwymiarowych zbudowanych z elementéw liniowych metoda IBEM
jest szybsza od DBEM niezaleznie od wielkosci modelu dla kwadratur o jednym lub
dwoch weztach. Dla kwadratur o trzech lub wiecej weztach metoda IBEM jest szybsza
od DBEM tylko dla modeli $rednich i duzych (powyzej 328 elementéw). Punkt
przecigcia kosztéw obliczen metod silnie zalezy od liczby wezléw zastosowanej
kwadratury, czyli od jej rzedu.

Dla modeli 2D zbudowanych z elementéw parabolicznych metoda IBEM jest
szybsza od DBEM niezaleznie od wielkosci modelu dla kwadratur o 1+5 weztach.
Metoda IBEM jest szybsza od DBEM dla wspomnianych modeli dla kwadratur nawet o
5 weztach dlatego, ze koszty kompozycji macierzy gléwnej w pierwszej metodzie sa
wprost proporcjonalne do drugiej potegi liczby elementéw, gdy w drugiej metodzie do
drugiej potegi liczby weztéw. W modelach 2D zbudowanych z elementéw
parabolicznych weztéw jest dwa razy wigcej niz elementéw, natomiast koszty
faktoryzacji macierzy 4 w metodzie IBEM sg o polowe mniejsze niz w DBEM.

Dla modeli tréjwymiarowych zbudowanych z elementéw liniowych metoda IBEM
jest szybsza od DBEM niezaleznie od wielkosci modelu tylko dia kwadratur o jednym
wezle. Przy zastosowaniu kwadratur o wiekszej liczbie wezléw metoda IBEM jest
szybsza od DBEM tylko dla modeli duzych (powyzej 600 elementow).

Ze wzgledu na znaczny wzrost liczby elementéw przy takiej samej liczbie weziow
dla modeli 3D zbudowanych z liniowych tréjkatnych elementéw brzegowych metoda
IBEM jest znacznie wolniejsza od DBEM.

Dla modeli 3D zbudowanych z elementéw parabolicznych IBEM jest szybsza od
DBEM dla matych modeli tylko dla kwadratur o 1 i 4 weztach. Dla kwadratur o
wigkszej liczbie weztéw IBEM jest szybsza od DBEM dla modeli $rednich i duzych
(powyzej 300 elementow).

Punkt przecigcia kosztéw obliczeniowych metod dla obszaréw 3D réwniez silnie

zalezy od liczby weztéw zastosowanej kwadratury.
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W metodzie IBEM obszar pamigci komputera niezbedny do przechowywania
macierzy gléwnej jest dwa razy mniejsze niz w metodzie DBEM. Fakt ten jest
dodatkowym argumentem stosowania metody IBEM do modelowaniu duzych uktadéw
akustycznych.

2.1.3.2 Wyniki poréwnania metod FEM i BEM

W przypadku obszaru dwuwymiarowego i kwadratur o 2+4 weztach metoda FEM
jest szybsza od DBEM dla modeli sktadajacych sie co najwyzej z 22+26 elementéw
liniowych lub co najwyzej z 11+16 elementéw parabolicznych przypadajacych na jeden
wymiar (tabela 2-6). Odpowiada to siatce o 88+104 liniowych elementach brzegowych i
484+676 liniowych elementach skonczonych oraz siatce o 44+64 parabolicznych
elementach brzegowych i okoto 220+340 parabolicznych elementach skonczonych.
Punkt przecigeia kosztéw obliczeniowych metod DBEM i FEM stabo zalezy od liczby
wezldw zastosowanej kwadratury.

Dla obszaréw 2D i kwadratur o 2+4 weztach metoda FEM jest szybsza od IBEM dla
modeli skfadajacych sig co najwyzej z 23+33 elementéw liniowych lub co najwyzej z
7+15 elementéw parabolicznych przypadajacych na jeden wymiar (tabela 2-7).
Odpowiada to siatce o 92+132 liniowych elementach brzegowych i 529+1089
liniowych elementach skonczonych oraz siatce o 28+60 parabolicznych elementach
brzegowych 1 okoto 100+290 parabolicznych elementach skonczonych. Metoda FEM
jest zatem szybsza od metod DBEM i IBEM dla malych i $rednich modeli. Punkt
przecigcia kosztdw obliczeniowych metod silnie zalezy od liczby weziéw zastosowane;
kwadratury.

Dla modeli o jednakowych kosztach obliczeniowych rozmiar pamieci niezbedny do
przechowywania macierzy gléwnej w metodzie FEM jest wiekszy niz w metodzie
BEM: 3+5 razy dla metod DBEM/FEM i 3+15 razy dla metod IBEM/FEM.

Dla modeli tréjwymiarowych i kwadratur o 4+16 weztach metoda FEM jest szybsza
od BEM dla matych, srednich i duzych modeli. W przypadku obszarow 3D w praktyce
nie stosuje si¢ kwadratury o mniejszej liczbie weztow, niz 4 wezty. Dla kwadratury o 4
weztach metoda BEM jest szybsza od metody FEM tylko dla modeli skladajacych sie
co najmniej z 2400 liniowych elementéw brzegowych lub z 8000 liniowych elementéw
skonczonych i co najmniej z 1014 parabolicznych elementéw brzegowych lub z 2197

parabolicznych elementéw skonczonych (tabela 2-7). Dla modeli o jednakowych
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kosztach obliczeniowych rozmiar pamigci niezbedny do przechowywania macierzy
gléwnej w metodzie FEM jest okolo 2 razy wiekszy niz w metodzie DBEM i okoto 2+8
razy wigkszy niz w IBEM. Na przykiad, koszty obliczen dla modelu tréjwymiarowego
metodami IBEM lub FEM z wykorzystaniem liniowych czworokatnych elementow i
kwadratury o 4 qu}ach sq takie same dla siatek sktadajacych sie z 2400 elementow
brzegowych (22 MB) lub z 8000 elementéw skoriczonych (65 MB). Przechowywanie
macierzy gtéwnej o rozmiarach 65 MB w pamieci operacyjnej komputera moze byé
utrudnione, natomiast stosowanie algorytmow podzialu macierzy na mniejsze i ich
przechowywanie na dysku twardym znacznie zwigksza czas obliczen. Przy wyborze
metody do modelowania obszaréw tréjwymiarowych nalezy rozwazyé zatem zaréwno
koszty obliczen, jak i rozmiar pamieci komputera niezbedny do przeprowadzenia
obliczen.

Koszty obliczeniowe w modelach 3D silnie zaleza od rzedu zastosowane;
kwadratury.

Model dyskretny zbudowany z trdjkatnych elementéw brzegowych dla ktérego
koszty obliczern metod BEM i FEM sg rowne jest kilkakrotnie wiekszy od modelu
zbudowanego z elementéw czworokatnych.

Dla obszaréw 2D i 3D model zbudowany z elementéw parabolicznych dla ktérego
koszty obliczen metod BEM i FEM sa rowne jest zawsze mniejszy od modelu

zbudowanego z elementéw liniowych.

2.1.4 Porownanie kosztow obliczen metod sprzezonych BEM/FEM i
FEM/FEM

Do analizy zagadnien wibroakustycznych z uwzglednieniem warunkéw brzegowych
natury mechanicznej sa stosowane tzw. metody sprzezone: BEM/FEM i FEM/FEM. W
metodzie sprzgzonej jedna z metod stuzy do modelowania pola akustycznego, natomiast
druga do modelowania struktury elastycznej. W metodzie sprzezonej BEM/FEM na
0gol metoda BEM jest wykorzystywana do modelowania pola akustycznego, natomiast

metoda FEM do modelowania struktury elastyczne;.
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W metodzie DBEM/FEM uktad réwnan (2-1) przyjmuje nastepujaca postaé [71]:

K +joC,—0’M, Sy, |[4 _JE
0,0 E B |lr) RS

gdzie:
K ,C,, M, - macierze sztywnosci, strat i masy
w modelu FEM struktury elastycznej,
B, E - macierze wspotczynnikow metody DBEM, (2-14)
S psey - macierz okreslajqca sprzezenie pola akustycznego i struktury elastycznej,
u, p - wektory przemieszczenia i cisnienia akustycznego,
F,, F, - wektory sil zewnetrznych natury mechanicznej i akustycznej,
P, @ - gestos¢ osrodka i czestosé kotowa.

Liczba stopni swobody modelu sprzezonego jest suma stopni swobody modelu
akustycznego 1 modelu struktury elastycznej. Poniewaz rézne macierze Sppey 1 E
polozone sa symetrycznie wzgledem gtéwnej przekatnej oraz macierze B, E, Sppey sa
macierzami pelnymi i niesymetrycznymi, macierz gléwna uktadu réwnan (2-14) jest
rowniez pelna 1 niesymetryczna. Zatem macierz gltdéwna w metodzie sprzezonej
DBEM/FEM ma takie same wiasciwosci jak w metodzie DBEM, natomiast liczba
stopni swobody modelu jest powiekszona o liczbe stopni swobody zwiazanych ze
strukturg elastyczna.

W metodzie IBEM/FEM uktad réwnan (2-1) przyjmuje postac [71]:

K, +joC,-o'M, G ][u]_[F,
G H/po*|\p) |F,)

gdzie: (2-15)
G, H - macierze wspolczynnikow metody IBEM,
J - wektor dwuwarstwowego potencjatu akustycznego.

Macierze K, C;, M; sa macierzami pasmowymi i symetrycznymi, H jest macierza
pelna 1 symetryczna, G jest macierza pelna. Macierz gléwna w metodzie IBEM/FEM
jest zatem pela 1 symetryczna. Liczba stopni swobody modelu sprzezonego
IBEM/FEM jest suma stopni swobody modelu akustycznego i modelu struktury
elastycznej, natomiast macierz gléwna ma takie same wilasciwosci jak macierz w
metodzie IBEM.

Ze wzgledu na identyczne wilasciwosci macierzy gtownej metod DBEM/FEM i
DBEM oraz identyczne wlasciwosci macierzy giownej metod IBEM/FEM i IBEM
wyniki poréwnania metod sprzezonych beda takie same, jak wyniki pordwnania metod
niesprz¢zonych DBEM/IBEM. Wyniki te podano w poprzednim rozdziale.
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W przypadku sprzgzonej metody FEM/FEM w postaci klasycznej uktad réwnan
(2-1) jest okreslony jako [29]:

K, +joC,—o’M, - S’ u| [F,
—0*S gy, K, +joC,-0’M, ||\p| |F,]|

K,,C,, M, - macierze sztywnosci, strat i masy w modelu akustycznego, (2-16)
S rpa - macierz okreSlajqca sprzezenie pola akustycznego i struktury elastycznej.

Macierz gtéwna w metodzie sprzgzonej FEM/FEM jest macierza niesymetryczna
[29] 1 do jej przechowania wymagany jest duzy rozmiar pamieci obliczeniowej. Z tego
wzgledu metoda FEM/FEM w postaci klasycznej rzadko jest stosowana w praktycznych -
implementacjach komputerowych. Istnieje kifka sposobow przywrdcenia symetrii
macierzy gtéwnej w metodzie FEM/FEM [29,37,58,78]. Wszystkie te metody dotycza
jednak tylko waskiej klasy elementéw skonczonych lub wymagaja zdefiniowania
dodatkowej zmiennej o charakterze akustycznego potencjalu przemieszczenia lub
akustycznego potencjatu predkosci. Stosowanie dodatkowej zmiennej powoduje
zwigkszenie, na ogé! podwojenie, liczby stopni swobody modelu akustycznego.

Ze wzgledu na istnienie wielu technik przywrdcenia symetrii macierzy gtéwnej w
metodzie sprzgzonej FEM/FEM poréwnanie metod BEM/FEM i FEM/FEM nalezatoby
przeprowadzi¢ dla kazdej techniki osobno, co wykracza poza zakres niniejszej pracy.
W przypadku technik nie wykorzystujacych dodatkowej zmiennej o charakterze
akustycznego potencjatu przemieszczenia lub predkosci, ale przywracajace symetrie
macierzy giéwnej, wyniki pordwnania metod sprzezonych BEM/FEM i FEM/FEM
beda identyczne z wynikami uzyskanymi dla metod niesprzezonych BEM i FEM.
Wyniki te podano w poprzednim rozdziale.

2.2 Bfedy obliczeniowe metod numerycznych

Podczas modelowania uktadéw akustycznych metodami FEM i BEM bledy
obliczeniowe powstaja na skutek zamiany ciaglego modelowanego obszaru lub jego
brzegu zbiorem elementéw dyskretnych, aproksymacji szukanych parametrow
funkcjami bazowymi, np. wielomianami okreslonego stopnia, i przeprowadzenia
obliczen matematycznych z wykorzystaniem pewnych algorytméw numerycznych.
Mozna rozrézni¢ cztery podstawowe zrodta bledow: aproksymacja ksztaltu
modelowanego obszaru, aproksymacja szukanych zmiennych, numeryczne obliczanie
calek przy wyznaczaniu wyrazéw macierzy gléwnej (kwadratury), wykonanie operacji

matematycznych na liczbach z okreslong dokladnoscia. Ostatnie zrodio btedow jest na
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0go6t do pominigcia w pordwnaniu z pozostalymi. Bledy aproksymacji ksztaltu mozna
tatwo minimalizowac przez dobdr siatki elementéw skonczonych/brzegowych i dla
nieskomplikowanych ksztattow te bledy rowniez sa bardzo mate.

Bledy obliczeniowe metod FEM i BEM mozna zatem przedstawi¢ jako sume

bledéw aproksymacji zmiennych i bledéw kwadratury:

ESE,+ &y,
gdzie : (2-17)
¢, — bledy aproksymacji, e, — bledy kwadratury.

W metodzie FEM funkcje wystgpujace w kwadraturach na og6t sa wielomianami o
niskim stopniu i juz przy matych rzedach zastosowane kwadratury sa dokladne. Przy
analizie bledéw metody FEM rozwazania wiec mozna ograniczy¢ do analizy bledéw
aproksymacji. W przypadku metody BEM btedy kwadratur czesto sa poréwnywalne z
bledami aproksymacji.

Analiza blgdéw aproksymacji zmiennych w metodach FEM 1 BEM dla zagadnien
opartych na réwnaniu Helmholtza byta tematem prac [7,21-23,41,52,56,84,85]. Analizie
bledow kwadratur metody BEM natomiast w literaturze poswiecono bardzo mato
uwagi. W pracy [7] przedstawiono analize bledéw kwadratur dla metody kolokacyjno-
wariacyjnej BEM (DBEM) dla dwuwymiarowych modeli. W  wyniku
przeprowadzonych rozwazan stwierdzono, ze dla metody DBEM w wersji h w postaci
klasycznej bledy kwadratur nie maja wplywu na asymptotyczng zbieznos$¢ bledow
obliczen pod warunkiem, ze rzad kwadratury jest wigkszy lub réwny stopniowi funkcji
ksztattu plus 1,5 (Q 2m+1,5). Przedstawiona w pracy [7] analiza nie uwzglednia jednak
zjawiska zmiany gladkosci funkcji podcatkowej w zaleznosci od odlegtosci pomiedzy
wezlem dla ktérego sa wyznaczane wspdlczynniki metody BEM a elementem po
ktérym odbywa si¢ calkowanie. Wyniki eksperymentéw numerycznych pokazuja
ponadto, ze warunek O=m+1,5 nie zawsze jest wystarczajacym kryterium.

W niniejsze] rozdziale przeprowadzono analize dla obszaru dwuwymiarowego
bledow kwadratur metod kolokacyjno-wariacyjnej i wariacyjnej BEM (DBEM 1 IBEM)
oraz porownano bledy aproksymacji zmiennych i btedy kwadratur dla metody DBEM.
W wyniku tego wyprowadzono zaleznosci pomiedzy rzedem kwadratury i stopniem
wielomianow bazowych umozliwiajace dobor rzedu kwadratury w taki sposob, aby

bledy kwadratury byly pomijalnie male.
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W przypadku metod FEM i BEM dla modeli zbudowanych z elementéw o diugosci
mniejszej od pewnej wartosci kg bledy aproksymacji metod mozna przedstawic w
postaci [84]:

£, <8 nf
gdzie : :
p° — funkcja szukana, (2-18)

p* -7

p" — funkcja wyznaczona numerycznie,

CHed®) _vyspétezynnik okreslony przez metode.

Zakres, w ktorym dlugosé¢ elementéw % jest mniejsza od hy odpowiada zakresowi
asymptotycznej zbieznosci metody.

Wspélczymnik C™°  nie zalezy od czestotliwosci i rozmiaru elementu
brzegowego. W przypadku kolokacyjno-wariacyjnej metody elementéw brzegowych
DBEM czton inf] |pe-ph|| jest okre$lony przez btad interpolacji. Do modelowania zjawisk
akustycznych metoda BEM jako funkcje interpolacyjne na ogél sa wykorzystywane
wielomiany Hermite’a lub Lagrange’a. Dla zagadnienia 2D btad interpolacji funkcji

tymi wielomianami jest okreslony rownaniem [54]:

_px)™
omey MY
gdzie :
p(x)"™*Y = pochodna (m+1) rzedu funkcji p(x),
P =(x=x)"(x=x)"....(x —x,)’" —wielomian pomocniczy,
m+1=Zr:s,., (2-19)
i=0

x; - wezet interpolacyjny i,
m — stopien wielomianu interpolacyjnego,
7+ 1—liczba wezow interpolacyjnych,

s, — krotnos¢ weztow.
Poniewaz wszystkie wezly x; wielomianu pomocniczego P+ leza wewnatrz
przedziatu 0+, blad interpolacji mozna przedstawi¢ w postaci:

(m+1) (m+1)

=20 p BB T e (2-20)
(m+1)! (m+1)!
W przypadku zagadnien wibroakustycznych mozna dodatkowo zatozyc, ze funkcja

p(x) jest funkcja oscylacyjna, tzn. p(x) ~ €. Pochodna (m+1) rzedu funkcji p(x) jest
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zatem réwna: p™ V= 9 )" k"1 ¢*® Dla modeli 2D blad aproksymacji w metodzie

DBEM jest zatem okreslony rownaniem:

(Metoda) /~(osc)
€ Crax (kh ) = C, (),
(m+1)! (m+1)!
gdzie : (2-21)

k - liczba falowa,

EA o C(Metoda) n lnfl

Pt <

C, - pewien wspditczynnik.
Bledy kwadratur w metodzie BEM powstaja w wyniku numerycznego obliczenia
calek podczas kompozycji macierzy giéwnej i podczas obliczania parametréow pola
akustycznego. Wiaze si¢ to z wyznaczaniem calek (2-8) i (2-9). W metodzie BEM do
numerycznego obliczania calek najczesciej sg stosowane kwadratury Gaussa. W pracy
rozwazania ograniczono do tej techniki, aczkolwiek podobne rozumowania mozna
zastosowac do innych kwadratur.
W celu obliczenia kwadratury Gaussa nalezy wykona¢ sumowanie funkcji pod catka
z pewnymi wagami w ng punktach (weztach Gaussa), np. dla catki liniowe;j:
h P
[rlez =23 Wr(6)

gdzie : W, — waga,(, - punkt z przedziatu 0 + h.

(2-22)

Kwadratura jest rzedu Q, jesli jest doktadna dla wszystkich wielomianéw stopnia
mniejszego od Q oraz istnieje wielomian stopnia O, dla ktérego reszta kwadratury (btad
kwadratury) jest r6zna od zera. Rzad liniowej kwadratury Gaussa jest réwny podwdjne;
liczbie weziow Gaussa: O=2ng.

Blad liniowej kwadratury Gaussa rzedu Q z funkcji f{x) mozna przedstawi¢ w
nastepujacej postaci [54]:

Q) h
£, =—f—(g(—- [B2 (x)ax,

gdzie : (2-23)
£ (%)@ — pochodna rzedu Q z funkcji f(x),

B, =(x—-x)x-x)..(x— X, ) — wielomian pomocniczy.
Poniewaz wszystkie wezly x; wielomianu pomocniczego P, leza wewnatrz

przedziatu 04, blad liniowej kwadratury mozna wyrazié jako:
- max f(x)(Q)

0 < o - h2*. (2-24)

&
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Charakterystyczng wlasciwoscia catkowanej funkcji w réwnaniach (2-8) 1 (2-9) jest
silny zwiazek pomiedzy gladkoscia funkcji podcatkowej a odlegloscia pomigdzy
wezlem w; 1 elementem e; po ktérym odbywa sig catkowanie. Funkcja podcatkowa jest
iloczynem funkcji ksztattu i funkcji Greena. Gladko$¢ funkcji zmniejsza si¢ ze
zmniejszeniem odleglosci pomigdzy weziem w; a elementem e;. Dlatego dla weztow
lezacych stosunkowo daleko od elementu e; mozna stosowaé kwadraturg o mniejszym
rzedzie niz dla weztéw znajdujacych sie blisko elementu. W praktyce rzad kwadratury
Gaussa moze by¢ dobierany automatycznie w zaleznosci od odleglosci wezet-element.

W przypadku analizy 2D funkcja Greena jest funkcja Hankela zerowego rzedu

drugiego rodzaju:
Gkr) = %Héz)(kr) = %Héz)(khrh )
gdzie : (2-25)

r=r-m,
r, —wektor r o znormalizowanej diugosci wzgledem h.
Dla matych wartosci argumentu kr (khr;<1) funkcje Hankela mozna zastgpié
funkcja logarytmiczna [1]:
(2) . 2
HP (khr,) = 1= j=In(khr,), (2-26)
T

natomiast funkcje Greena przedstawic jako:

Gk, ) ~ ——In(khr, )+ 3. (2-27)
2z 4
Poniewaz drugi czlon funkcji Greena jest stala, w analizie bledéw kwadratur
wystarczy uwzglednic tylko czion El—ln(khr,,).
T

Ksztalt funkcji podcatkowej zwiazanej z warunkami brzegowymi Neumanna i
Dirichleta dla metody DBEM w przestrzeni dwuwymiarowego (2D) na przykladzie
liniowej funkcji ksztalttu z wykorzystaniem wielomianéw Lagrange’a, 1 réznych

odlegtosci wezet-element ilustruje rysunek 7.
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Rysunek 7. Ksztalt funkcji podcatkowej dla obszaru 2D i liniowej funkcji ksztattu z
wykorzystaniem wielomianéw Lagrange’a dla k4=0,1. Odlegto$¢ wezet-element: g0/, gl, g2, g5
—-1/10, 1, 2 i 5 dlugosci elementu

Dla odleglosci wezel-element réwnej lub wiekszej od pieciu dhugosci elementu
funkcja podcatkowa ma ksztalt wielomianu interpolacyjnego. Dla odlegtosci
porownywalne] lub mniejszej od diugosci elementu, ksztalt funkcji podcalkowej
znacznie sig r6zni od funkcji ksztalttu.

Gtadkos¢ funkcji podcatkowej dla czlonu zwiazanego z warunkami brzegowymi

Neumanna zalezy rowniez od liczby falowej £, aczkolwiek przy spelmieniu warunku

kr<1, zaleznos¢ ta jest bardzo staba.
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2.2.1 Metoda DBEM
W przypadku metody DBEM 1 przestrzeni 2D, wykorzystujac zalezno$¢ (2-27),

réwnania (2-8) i (2-9) we wspoétrzgdnych prostokatnych przyjmuja postaé:

1220y~ | NG inley o+ 57

h

Iub

PPy = -1 J-(N(x)-—a—ln(k\/xz +y° ))dx, (2-28)
2z on

h

gdzie :r* = x* + y*,

0

™ jest pochodng normalnq do elementu.
n

Pierwsza catka dotyczy warunkow brzegowych Neumanna, druga Dirichleta. We
wspotrzednych prostokatnych pochodna 6/6n odpowiada pochodnej po wspohrzednej y.

Wykorzystujac posta¢ naturalna wielomianu interpolacyjnego A'(x), np. pierwsza
catke mozna przedstawié jako:

]l(DBEM)(’,) = %ia’ I(xt 1n(km))ix — —_—lia, J‘F,] dx, (2-29)
=0 p !

T 4=0
gdzie 3 - funkcja podcalkowa.
Uwzgledniajac rownanie (2-24) bledy kwadratury w metodzie DBEM okreslono w
sposob nastgpujacy:

~ (@
(m+1) i N m+]) ma"("’n.z) 0+1
< max(a,)- £,(3,) < A ] hE (2-30)

gdzie A - pewien wspolczynnik.

o

Wspoélczynnik A jest okreslony przez rodzaj zastosowanej funkcji ksztattu i nie
zalezy od stopnia wielomianu interpolacyjnego m, rzedu kwadratury O, diugosci
elementu dyskretnego 4.

Przy analizie bledow kwadratur postugiwano sie lokalnym uktadem wspotrzednych
zwiazanych z rozpatrywanym elementem, w ktérym poczatek uktadu nalezat do
wybranego wezla elementu. Taka sama analize mozna rowniez przeprowadzi¢ we
wspolrzednych globalnych, aczkolwiek wiaze si¢ to ze zmniejszeniem jej
przejrzystosci, natomiast wynik koncowy jest taki sam. W zdefiniowanym ukladzie

wspolrzednych (rys.8) rzedne i odleglosc r sa okreslone nastepujaco:
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x=x,+x,10<x,<h

, (2-31)

F= J(xo +xe)2 +yt = \/xez +2xx, + (3 +x7) = \/xez +2xpx, +y°.
i
h
Rysunek 8. Lokalny uktad wspotrzednych wykorzystany w analizie bledéw
Przy xo>>h lub xo<<h i y=h odleglo$¢ » mozna wyrazic jako:

Xy >>h
2R Y (2-32)

Xo<<hiy=h

2 2
r=qx;+y0.

W przypadku najbardziej niekorzystnym ze wzgledu na ksztatt funkcji Greena,
parametr 7 ma taka sama postac jak dla xo<<h. Analize bledéw kwadratur wystarczy

~

wigc przeprowadzi¢ dla przypadku xo<<h. Funkcja podcatkowa S, Zwiazana z

warunkami brzegowymi Neumanna i Dirichleta w rozwazanych wspoirzednych

lokalnych ma nastgpujaca postac:

S, =% ln(k\/xz+y2) i 3, =2 Y (2-33)

xt 4yt

Najwigkszy btad kwadratury z funkcji .3; wystepuje zawsze dla cztonu wielomianu
interpolacyjnego o najwigkszym stopniu, czyli o stopniu m. Najwiekszy blad
kwadratury z funkcji J, moze zaistnie¢ dla czlonu wielomianu interpolacyjnego o
stopniu mniejszym od m.

Do oszacowania bledow kwadratury metody DBEM rozpatrzono dwa przypadki:

wezel w; pofozony jest w odlegtosci o wiele wigkszej niz dlugos¢ elementu e; (y>>h) i
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kr<1 oraz wezel w; polozony jest w odleglosci rownej dtugosci elementu e; (y=#h) i
kr<1.
W pierwszym przypadku (y>>h 1 kr<l1) funkcja 37 zwiazana z warunkami

brzegowymi Neumanna oraz jej blad & przyjmuja postaé:

3, ~In(ky)',

m@ 2-34

En <
e T

Dla O>m blad kwadratury z funkcji 3 jest rowny zeru, natomiast dla Q< jest

okreslony jako:
dla Q=m
R N
dia Q<m s
£y < (m +1)(m)(m ;i)...(m =+ 1) PR h;l

Blad ¢&p zalezy od stopnia wielomianu interpolacyjnego, liczby falowe;j,
wspotrzednej y, rzedu kwadratury i dtugosci elementu brzegowego.

Bledy kwadratury z funkcji 37 przy y>>h 1 kr<1 dla Q<im sg wprost proporcjonalne
do dtugosci elementu brzegowego podniesionej do potegi m+1.

Blad ¢p nie wplywa na zbieznos¢ metody jezeli jest on o wiele mniejszy niz btad

aproksymacji. Uwzgledniajac rownanie (2-21) otrzymuje si¢ nastepujace zaleznosci:

£,>>6, gdy

dla Q=m
G55 (m+l)~(m+1)!.1n(k)l)). (2-36)
27 k™
dla Q<m
.55 (m+D(m)(m =1)..(m=Q+1)-(m+1)! In(ky)
27 Olk™!

Przy spetieniu powyzszych warunkéw btad kwadratury bedzie pomijalnie maty dla
kwadratury o rzedzie mniejszym lub réwnym stopniu wielomianu interpolacyjnego.
Nalezy jednak podkresli¢, ze relacje pomiedzy wspdtczynnikami A i Cy4, dla ktérych
podane warunki sa spelnione, zaleza réwniez od liczby falowej i odleglosci wezel-
element. Dodatkowo na ogoél nie sg znane wartosci wspdtczynnikéow ‘A i C4. W

zastosowaniach praktycznych nalezy wiec stosowac kryterium Q>m.
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Podobne rozwazania przeprowadzono dla funkcji 3, zwiazanej z warunkami
brzegowymi Dirichleta.
Dlay>>h 1 kr<1 funkcja 3; oraz jej btad &y sa réwne:

@ (2-37)
g <(m+l).£.x .hQ”.

°T oy O

Btad & zalezy od stopnia wielomianu interpolacyjnego, wspotrzednej y, rzedu

kwadratury 1 dhugosci elementu brzegowego, ale nie zalezy od liczby falowe;.

Mozna wykaza¢ w podobny sposéb jak dla funkcji 3, ze bledy kwadratury z funkcji
3y przy y>>h 1 kr<l dla O<m sa wprost proporcjonalne do dlugosci elementu
brzegowego podniesionej do potegi m+1.

Dla O>m blad kwadratury z funkcji 3, jest réwny zeru, natomiast dla O<im mozna

okresli¢ nastgpujace relacje pomiedzy parametrami A1 Cy:

E4>> &, gdy
dla Q=m

(m+1)! 1 1
€, > c— . 2-38
A > 27[ y km+1 ( )
dlaQ<m

- - . !

c, >>(m+1)(m)(m D..(m—-0+1) (m+D!'1 1 1 A

2r y O k™!
W drugim z rozwazanych przypadkéw, gdy ys# i kr<1, funkcje J; zwiazana z

warunkami brzegowymi Neumanna mozna przedstawi¢ jako:

2 2
3, =% ln(kq/xz +y° )= X' h{kh (%j + 1] =x' ln(kh)+é—x’ 1{(%) + 1} (2-39)

Bledy kwadratury z pierwszego cztonu mozna sklasyfikowaé w sposéb podobny,
jak dla przypadku y>>h, natomiast do oszacowania bledéw zwiazanych z drugim
czlonem nalezy poczyni¢ pewne uproszczenia. W tym celu funkcje In((x/h)°+1)
roztozono w szereg Taylora w punkcie x/4=0,5, w srodku przedzialu zmiennosci
zmienne] x/h. Poniewaz argument przeksztalcanej funkcji zmienia sie w waskim
zakresie, tzn. w zakresie 1<2, funkcje ta z zachowaniem duzej dokladnosci mozna
zastapi¢ pierwszymi trzema wyrazami szeregu Taylora. Drugi czlon funkcji 3, jest

zatem réwny:
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2 2
dlan (ij +1|~-0,06+032%+ 0,48(3‘-) .
h h h

2
3 mix] —0,06+032%+048 2| |=—0,03x + 201 O’—224x'+2, (2-40)
2 h h h h

h

gdzie 3, drugi czlon funkcji 3, .

Dla O>m+2 bledy kwadratury z funkcji 37 powinny by¢ réwne zeru, dla Q=m+2
bledy te sq okreslone jako:

SQS%-(m+l)-A-h”‘“, (2-41)
T

natomiast dla Q<m+2 dochodza dodatkowo pierwsze dwa cziony.

Biad kwadratury z funkcji 3, przy ysh i kr<l zalezy od stopnia wielomianu
interpolacyjnego, rzedu kwadratury i dlugosci elementu brzegowego, natomiast nie
zalezy od liczby falowej. Dla O=m+2 blad jest wprost proporcjonalne do dlugosci
elementu brzegowego podniesionej do potegi m+1.

Dla Q<im+2 mozna wyznaczy¢ zaleznosci pomigdzy A 1 C4 w sposob analogiczny
jak w przypadku warunku y>>h, aczkolwiek w zastosowaniach praktycznych
wygodniej jest stosowaé warunek O>m+2.

Z kolei funkcje 3, zwiazana z warunkami brzegowymi Dirichleta, przy ysh i kr<1

mozna przedstawic jako:
o~ t y 1 (4 l
3 =x =—x —-. 2-42
SRl ) [(sz 1] (2-42)
= +
h

Funkcje ((x/h)*+1)" mozna zastapi¢ jej rozwinigciem w szereg Taylora w punkcie
x/h=0,5. Ograniczajac rozwiniecie do pierwszych trzech wyrazéw uzyskano
przyblizenie funkcji z maksymalnym bledem okolo 10% na koncach przedziatu
zmienno$ci argumentu x/h (0<x/h<1). Przy takim przyblizeniu najwigkszy blad

kwadratury wystgpuje dla cztonu stopnia m, natomiast funkcja 3, jest rowna:

2
__L_z1,09—o,5123—0,128(1j ,
X ? 1 h h
(;] + (2-43)

1,09 , 0512 ,., 0,128 ,.,
o R T ==
: h h h

o~
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Dla O>m+2 bledy kwadratury z funkcji 3, powinny by¢ réwne zeru, dla O=m+2

sa okreslone przez:

0,64 .
£, == (m+1)-A-h", (2-44)
T

natomiast dla Q<m+2 zaleza réwniez od pozostatych cztondéw funkcji 3, roztozonej w
szereg Taylora.

Blad kwadratury z funkcji 3, przy ysh i kr<l zalezy od stopnia wielomianu
interpolacyjnego, rzedu kwadratury 1 dlugosci elementu brzegowego, natomiast nie
zalezy od czestotliwosci. Dla O=m+2 blad jest wprost proporcjonalny do dlugosci
elementu brzegowego podniesionej do potegi m.

Dla Q<in+2 mozna wyznaczy¢ zaleznosci pomigdzy A i C4 w sposob analogiczny
jak dla funkcji 3.

Na podstawie przeprowadzonej analizy mozna stwierdzi¢, ze niezaleznie od
warunkéw brzegowych bledy kwadratury sa pomijalnie male przy spehieniu
nastgpujacego kryterium: przy duzych odleglosciach wezel-element: O>m 1 przy
odleglosciach wezel-element poréwnywalnych z dlugoscig elementu A: O>m+2.
Wyznaczone kryteria mozna stosowa¢ zaréwno w procesie kompozycji macierzy
gtownej DBEM, jak i przy obliczeniach parametréw pola akustycznego na podstawie
rozktadu predkosci i ci$nienia akustycznego na brzegu modelowanego obiektu.

Wyniki rozwazan teoretycznych poréwnano z wynikami obliczen numerycznych
Zamodelowano kilka komoér 2D o ksztalcie prostokata i o rdznych proporcjach
wymiarow oraz komore o ksztalcie kota. Wyniki obliczen zilustrowano na przyktadzie
komory o przekroju prostokatnym o sztywnych $ciankach i wymiarach 20x10 cm.
Btedy obliczeniowe wyznaczono dla czestotliwosci odpowiadajacej podstawowemu
akustycznemu rezonansu komory. Wartos¢ btedéw liczono w weztach siatki elementow
brzegowych. Rysunki 9a+9d ilustruja wartos¢ bledow metody DBEM dla liniowej 1
parabolicznej funkcji ksztattu z wykorzystaniem wielomianéw Lagrange’a w zaleznosci

od rzedu kwadratury i dtugosci elementu brzegowego.
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a) DBEM - Liniowa funkcja ksztattu b) DBEM - Liniowa funkcja ksztattu

o : ] 1,0E-01
4,00E-03 [ T Q=2
3,50E-03 \ o=l
3,00E-03 \. Q=6
2.50E-03 | = - { 1,0E:02
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2 4 6 8
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c) DBEM - Paraboliczna funkcja ksztattu d) DBEM - Paraboliczna funkcja ksztattu
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Rysunek 9. Bledy obliczeniowe metody DBEM otrzymane w wyniku modelowania 2D komory o przekroju prostokata i sztywnych $ciankach
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Na podstawie analizy otrzymanych wynikow nasuwaja sie nastepujace wnioski.

Dla liniowej funkcji ksztattu i kwadratury rzedu drugiego bledy kwadratur sa
poréwnywalne z bledami aproksymacji. Dla kwadratury rzedu czwartego lub wyzszego
bledy modelowania okreslone sa wylacznie przez bledy aproksymacji. Dla
parabolicznej funkcji ksztaltu bledy modelowania okre$lone sa wytacznie przez bledy
aproksymacji dla kwadratur powyzej rzedu czwartego. Zatem jezeli jest spemione
kryterium QO>m+2 bledy kwadratur zaréwno dla liniowej, jak i parabolicznej funkcji
ksztattu sa o wiele mniejsze od bledéw aproksymacji.

Podane relacje pomiedzy wartoscia bledéw a rzedem kwadratur zaobserwowano dla
modeli komory prostokatnej zbudowanych zaréwno z kilku elementéw, w ktérych na
krotsza krawedZz komory przypadal jeden element, jak i kilkunastu elementow
brzegowych. Oznacza to, ze podczas kompozycji macierzy gtéwnej dominujacy wplyw
na bledy kwadratur maja bledy powstate przy numerycznym calkowaniu pary wezel-
element oddalonych od siebie o odleglto$¢ poréwnywalna lub mniejsza od dhugosci
elementu brzegowego.

Nachylenie krzywej zbieznosci bledéw w zaleznosci od 4 dla liniowej funkcji
ksztaltu jest réwne m+1 i nie zalezy od rzedu kwadratury, natomiast dla paraboliczne;
funkcji ksztaltu nachylenie jest réwne m+1 przy spemieniu warunku O>m+2 i m w
przeciwnym razie. Nachylenie krzywej zbieznosci bledow aproksymacji w metodach
BEM wedlug (2-21) jest rowne stopniowi wielomianu interpolacyjnego plus jeden:
m+1. W przypadku komory o sztywnych sciankach o bledach kwadratury decydujg
bledy zwiazane z funkcja J,, natomiast nachylenie krzywej zbieznosci tych btedéw dla
QO=m+2 jest rowne stopniowi wielomianu interpolacyjnego m. Relacja ta jest widoczna
na przykladzie parabolicznej funkcji ksztaltu. Dla liniowe] funkcji ksztaltu o nachyleniu
krzywej zbieznosci bledéw decyduja bledy aproksymacji nawet dla kwadratury rzedu
drugiego poniewaz bledy tej kwadratury sa okolo 2 razy mniejsze od bledow
aproksymacji (rys.9). Dla poréwnania dla parabolicznej funkcji ksztattu bledy
kwadratury drugiego rzedu sa okoto 60 razy wigksze od btedéw aproksymacji (rys.9).

Wyniki eksperymentéw numerycznych potwierdzaja poprawnosé poczynionych
uproszczen 1 rozwazan teoretycznych.

Otrzymany warunek O>m+2 jest warunkiem mocniejszym od podanego w pracy

[7].
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2.2.2 Metoda IBEM
W przypadku metody IBEM w modelach 2D réwnanie (2-9) mozna przedstawié w

postaci calki iterowanej:

150 (5, x ) = IJ’N(X x,,x )dxdx jN(x )dx; - _[N ,)dxj
= JN(xi)dxi' If xi,xj)dxj = Jg x,,xj
gdzieZf(xi’xj)=N(xj)](xi’xj)’ g(xi,x ) () jN x,,x )dxf’

J (x,.,x j)— funkcja Greenalub jej pierwsza lub druga pochodna.

(2-45)

Reszta kwadratury jest okreslona jako suma reszty kwadratury funkcji g(x;x;) i
wazonej reszty kwadratury funkcji f{x; x;)[54]:
6y
R =R(gx,x;))+ ;VV,-ER(f(X,-,xj)),
gdzie ng, - liczba punktow Gaussa w kwadraturze z funkcji f(x,,x,), (2-46)
W, - wspdlczynnik wagowy i w kwadraturze z funkcji g(x;,x;).

Reszta kwadratury #(f(x;x;)) jest okreslona w podobny sposob, jak btad kwadratury
w metodzie DBEM. Bledy kwadratury w metodzie IBEM sg zatem zawsze wieksze niz
w metodzie DBEM.

Reszta kwadratury %(g(x;x;) nie moze byé przedstawiona w prosty sposéb, jej
posta¢ mozna jedynie oszacowac dla przypadku gdy odlegtos¢ » pomiedzy wezlem w; i
elementem e; jest duzo wigksza od dlugosci elementu brzegowego (¥>>h). W takiej
sytuacji funkcja Greena nie zalezy od wspoirzednych x; x; i moze byé wyciagnieta spod
catki po elementach i, j. Funkcja I”*5™(x, Xx;) jest zatem rowna:

I (3, x,) = J) - [N, - [R(x,
5, 5, (2-47)
gdzie: J(k) - funkcja Greena lub jej pierwsza lub druga pochodna.

Dla O>m reszta kwadratury z rozwazanych funkcji jest rowna zeru.

Poniewaz dla wigkszosci modeli BEM bledy kwadratur sa okreslone przez biedy dla
elementéow polozonych w odleglosci rownej lub mniejszej niz dlugos¢ elementu
brzegowego, kryterium O>m na ogoé! jest niewystarczajace.

Rysunek 10 ilustruja bledy obliczen numerycznych metoda IBEM dla komory o
przekroju prostokata i sztywnych Sciankach oraz wymiarach 20x10 cm.
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a) IBEM - Liniowa funkcja ksztattu b) IBEM - Liniowa funkcja ksztaltu
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Rysunek 10. Bledy obliczeniowe metody IBEM otrzymane w wyniku modelowania 2D komory o przekroju prostokata i sztywnych $ciankach
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Dla liniowej funkcji ksztaltu bledy kwadratur sg o wiele mniejsze od bledow
aproksymacji dla kwadratury co najmniej 6 rzedu. Nachylenie krzywej zbieznosci
bledéw jest okreslono przez bledy aproksymacji dla kwadratur rzedu wiekszego lub
réwnego 4. Dla parabolicznej funkcji ksztaltu bledy kwadratur sa pomijalnie mate
dopiero dla kwadratury rzedu 10, natomiast sa réwne bledom aproksymacji dla
kwadratury rzedu 8. Nachylenie krzywej zbieznosci bledow odpowiada zbieznosci
bledéw aproksymacji réwniez dla kwadratury rzedu co najmniej 10.

Wyniki przeprowadzonych obliczenn metoda IBEM niestety nie mozna uogdlni¢ na
dowolny przypadek. Dla podobnych modeli zbudowanych z wykorzystaniem liniowych
lub parabolicznych elementéw brzegowych relacja pomiedzy bledami kwadratury i
bledami aproksymacji bedzie jednak zblizona do podanej. W przypadku gdy punkt dla
ktérego jest wyznaczana calka I;; jest polozony w odleglosci o wiele wigkszej od
dhugosci elementu brzegowego po ktérym odbywa sie calkowanie mozna stosowaé
kryterium O>m. Kryterium to najczesciej stosuje si¢ przy obliczeniu pola akustycznego
w polu dalekim na podstawie znajomosci rozktadu cisnienia i predkosci akustycznej na

powierzchni modelowanego uktadu.

Poréwnujac wyniki modelowania uzyskane metoda DBEM i1 IBEM stwierdzono, ze
bledy kwadratur o takich samych rzedach w metodzie DBEM sg mniejsze niz w IBEM.
W metodzie IBEM zatem nalezy stosowac¢ kwadratury o wiekszym rzedzie niz w

metodzie DBEM.

2.3 Whnioski
Metody DBEM, IBEM i1 FEM mozna poréwnywaé ze wzgledu na ich koszt

obliczeniowy, btedy obliczeniowe lub rozmiar pamieci niezbedny do przechowywania
macierzy gltéwnej. Poréwnanie metod mozna réwniez wykona¢ ze wzgledu na ich
efektywnos¢, ktora jest okreslona przez trzy wymienione parametry.

Poréwnujac metody DBEM 1 IBEM dla modeli 2D zbudowanych z liniowych i
parabolicznych elementdw na przykladzie obszaru o przekroju prostokata mozna
stwierdzi¢ co nastepuje.

Dla elementéw liniowych bledy obliczeniowe sa okreslone przez bledy
aproksymacji zmiennych i sg tego samego rzedu w metodach DBEM i IBEM dla
kwadratury rzedu, odpowiednio, czwartego i szdéstego (kwadratura Gaussa o dwoch i
trzech wezlach). Koszty obliczeniowe metody IBEM dla kwadratury o trzech weztach
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sa mniejsze od kosztéw obliczeniowych metody DBEM dla kwadratury o dwoéch
weztach dla modeli zbudowanych co najmniej z 720 elementéw. Rozmiar pamigci
niezbednej do przeprowadzenia obliczen dla tak malych modeli jest réwny kilkuset kB 1
nie jest istotnym ograniczeniem. Efektywnos$¢ metod mozna wiec oceni¢ na podstawie
ich bledéw i kosztéw obliczeniowych. Efektywnos¢ metody IBEM wigc jest wigksza od
DBEM tylko dla modeli duzych.

Dla modeli zbudowanych z elementéw parabolicznych biedy obliczeniowe sa
okreslone przez bledy aproksymacji i sa tego samego rzedu w metodach DBEM 1 IBEM
dla kwadratury rzedu, odpowiednio, szdstego 1 dziesiatego (rys. 9 1 10). Odpowiada to
kwadraturze Gaussa o 3 1 5 wezlach. Przy takich kwadraturach koszty obliczeniowe
metod sa jednakowe dla modeli zbudowanych z 236 elementéw. Dla mniejszych modeli
metoda DBEM jest szybsza od IBEM. Rozmiar pamigci niezbednej do przeprowadzenia
obliczen dla tak malych modeli jest réwny kilkuset kB 1 nie jest istotnym
ograniczeniem. Efektywno$¢ metody DBEM jest zatem wigksza od efektywnosci IBEM
dla matych modeli, modeli o co najwyzej 236 elementach parabolicznych.

Analize bledow kwadratur metod BEM przeprowadzono tylko dla obszarow 2D.
Dla obszaréw 3D metody DBEM i IBEM poréwnano tylko ze wzgledu na ich koszty
obliczeniowe i1 rozmiar pamigci obliczeniowej. Wyniki poréwnania przedstawiono w
rozdziale 2.1.3.1. Ogdlnie mozna stwierdzié, ze dla kwadratur o wigcej niz 4 weztach
(kwadratury Gaussa powyzej 4 rzedu) efektywno$¢ metody IBEM jest wieksza od
metody DBEM dla modeli srednich i duzych, tzn. dla modeli zbudowanych z co
najmniej 600 liniowych i 300 parabolicznych elementéw brzegowych.

Ze wzgledu na znaczne réznice w wartosciach bledow aproksymacji zmiennych dla
réznych implementacji metody FEM poréwnanie efektywnosci metod FEM 1 BEM
wykonano ze wzgledu na ich koszty obliczeniowe i rozmiar pamigci niezbedny do
przeprowadzenia obliczen.

W przypadku obszaréw 2D metoda FEM jest szybsza od BEM dla matych modeli,
modeli do 88/484 (DBEM/FEM) i1 116/841 (IBEM/FEM) brzegowych/skonczonych
elementow liniowych dla kwadratur o 2 weztach oraz modeli do 48/288 (DBEM/FEM) i
okolo 60/220 (IBEM/FEM) brzegowych/skonczonych elementéw parabolicznych dla
kwadratur o 3 weztach. Pamie¢ niezbedna do przechowywania macierzy sktadowych
dla podanych modeli wynosi od kilkudziesigciu do kilkuset kB 1 moze by¢ pominigta w
analizie efektywnosci. Efektywnos¢ metod BEM jest zatem wigksza niz FEM dla
modeli srednich i duzych.
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W przypadku obszaréw 3D zbudowanych z liniowych elementéw dla kwadratur o
4+16 weztach metody BEM sa szybsze od FEM tylko dla bardzo duzych modeli. Na
przyklad dla kwadratury o 4 wezlach koszty obliczeniowe metod sg jednakowe dla
modelu DBEM o co najmniej 3174 czworokatnych lub 6912 tréjkatnych elementow
brzegowych 1 modelu FEM o 12167 czworokatnych i 27648 tréjkatnych elementach
skonczonych. Wielko$¢ podanych modeli DBEM miesci sie w zakresie 7791 MB,
modeli FEM w zakresie 146+186 MB. Podobne wartosci uzyskuje si¢ dla metody
IBEM, aczkolwiek wielkos¢ modeli jest mniejsza niz dla DBEM. Koszty obliczen
metod BEM sa zatem mniejsze od kosztéw metody FEM tylko dla modeli bardzo
duzych. Efektywnos¢ metody FEM jest natomiast wigksza niz BEM dla modeli matych,
$rednich i duzych. Dla modeli duzych przy wyborze metody nalezy uwzglednic¢ rowniez
dostgpny rozmiar pamieci komputera.

W przypadku modeli 3D zbudowanych z elementéw parabolicznych dla kwadratur
0 4+16 weztach metody BEM sa szybsze od FEM dla duzych modeli, modeli BEM o co
najmniej 1019 czworokatnych Iub 2352 tréjkatnych elementéw brzegowych, co
odpowiada modelom FEM o 2197 czworokatnych i 5488 trdjkatnych elementach
skonczonych. Rozmiar podanych modeli dla metody IBEM wynosi, odpowiednio, 35 i
84 MB, dla metody FEM 82 i 190 MB. Dla matych i $rednich modeli zbudowanych z
elementéw parabolicznych efektywno$¢ metody FEM jest zatem wieksza niz BEM,

natomiast dla modeli duzych jest mniejsza.
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3 Modelowanie pola akustycznego w komorach z uwzglednieniem

impedancyjnych warunkéw brzegowych

Modelowanie pola akustycznego w obszarach ograniczonych jest stosowane przy
analizie 1 optymalizacji ukladéw akustycznych. Analiza oddziatywania impedancyjnych
warunkéw brzegowych na wiasciwosci pola cisnienia i predkosci akustyczne]
umozliwia dokladniejsze poznanie zjawisk akustycznych zachodzacych wewnatrz
komory oraz projektowanie ukladéw akustycznych o wymaganych parametrach. W
akustyce matych pomieszczen 1 obudéw glosnikowych szczegdlnie waznym
zagadnieniem  jest wplyw impedancyjnych  warunkéw  brzegowych na
nieréwnomiernos¢ i stopien dyfuzyjnosci pola akustycznego.

Wiasciwoscei pola akustycznego w obszarach zamknietych na ogoét sa okreslane na
podstawie znajomosci pola cisnienia akustycznego. Do calosciowej oceny pola
akustycznego w komorach dodatkowo niezbedna jest znajomos$¢ wektorowego pola
natgzenia dzwigku badz predkosci akustycznej. W pracach [38,92] podano metody
pomiaru i zobrazowania wektorowego pola natezenia dzwigku na przykladzie obszaréw
o prostej geometrii. W pracach tych wykazano, ze znajomos¢ pola wektorow natezenia
dzwigku istotnie wzbogaca wiedzg na temat zjawisk akustycznych zachodzacych w
analizowanych obszarach. W komorach bez strat na ogdét nie wystepuje przepltyw
energii akustycznej, wigc natgzenie dzwigku jest réwne zeru. Do analizy pola
akustycznego w komorach, szczegélnie jego nieréwnomiernosci, lepiej jest zatem
stosowa¢ predkos¢ akustyczna niz natezenie dzwigku. Na podstawie znajomosci pola
cisnienia i predkosci akustycznej mozna réwniez tatwo wyznaczy¢ pole natezenia
dzwieku.

Pole akustyczne w obszarach ograniczonych mozna modelowa¢ metodami FEM i
BEM. W metodzie FEM dyskretyzacji podlega caly modelowanych obszar, w metodzie
BEM tylko jego brzeg. Pomimo tego, w poprzednim rozdziale wykazano, ze
efektywnos¢ modelowania pola akustycznego metodq FEM jest wieksza niz metodami
BEM dla matych modeli 2D oraz matych, srednich i duzych modeli 3D.

Podczas modelowania pola akustycznego w komorach czesto jest stosowana analiza
modalna, polegajaca na wyznaczaniu czgstotliwosci wiasnych i odpowiadajacych im
rozkltadow pola akustycznego wewnatrz komory. Do analizy modalnej komor
najczescie] jest stosowana metoda FEM. Metoda BEM w postaci klasycznej, ze

wzgledu na zaleznos¢ macierzy gtownej od liczby falowej, nie moze by¢ stosowana do
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wyznaczania drgan wilasnych. Istnieja jednak pewne modyfikacje metody BEM
umozliwiajace taka analize [6,9,27,62,68].

Ze wzgledu na efektywnos¢ metod oraz trudnosci z zastosowaniem metody BEM do
analizy modalnej w niniejszym rozdziale analize¢ pola akustycznego wewnatrz komor
przeprowadzono gléwnie z zastosowaniem metody FEM. Rozwazania ograniczono do
modeli z warunkami brzegowymi o charakterze impedancji akustycznej. Rozpatrzono i

poréwnano przypadek komdr ze stratami i komor bez strat.

3.1 Wyznaczanie czestotliwosci rezonansowych i pola cisnienia

akustycznego w komorach metoda FEM

Czestotliwosci rezonanséw akustycznych w obszarze ograniczonym wyznacza sie z
rownania Helmholtza. Niezerowym rozwigzaniem réwnania Helmholtza sa funkcje
wlasne ¢; dla dyskretnych wartosci pulsacji rezonansowych «; opisujace pole
akustyczne w analizowanym obszarze. Dla dyskretnych uktadéw funkcje wilasne ¢; staja
sie wektorami wilasnymi.

Przy wyznaczeniu czgstotliwosci rezonansowych i wektorow wiasnych metoda

FEM uktad réwnan (2-1) sprowadza sie do postaci:

[K +joC —o’M]{x} =0,
gdzie: K, M ,i C - macierze sztywnosci, masy i strat, (3-1)
X - wektor cisnieia lub predkosci akustycznej.

Dla uktadéw bez strat macierz C jest macierza zerowa, a czestotliwosci drgan
wlasnych sg liczbami rzeczywistymi. Natomiast czestotliwosci drgan wiasnych uktadu
ze stratami sa liczbami zespolonymi i moga by¢ przedstawione w postaci:

;=0 +]jo,
gdzie: @, — czeS¢ rzeczywista pulsacji rezonansowej i uktadu z ttumieniem, (3-2)
0, - dekrement ttumienia dla rezonansu i.

Rezonans cisnienia akustycznego w uktadzie ze stratami wystapi dla pulsacji:

w, =] 5. (3-3)

Uklad réwnan (3-1) rozwiazuje sie¢ metodami QR, Lanczosa, iteracji odwrotnych
lub innymi [54,66,71,72]. W przypadku modeli ze stratami stosuje si¢ algorytmy o
wiekszym stopniu skomplikowania 1 o duzo wigkszych kosztach obliczeniowych

[31,72].
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Dla modeli ze stratami uklad réwnan (3-1) mozna réwniez rozwiaza¢ metoda
kombinacji liniowej wektoréw wiasnych modelu bez strat [71]. W metodzie tej wektory
wlasne modelu ze stratami sa przedstawiane jako kombinacja liniowa wektorow
wlasnych modelu bez strat, ktére wyznacza si¢ metoda Lanczosa, iteracji odwrotnych
lub inna:

9.} =[2,{a},

gdzie : ¢, - wektor wiasny dla modelu ze stratami,

3-4
[2,]1=19, 9., 9, 1-baza v wektoréw wltasnych dla modelu bez strat, -4)
a - wektor zespolonych wspoczynnikow,
natomiast uktad réwnan (3-1) sprowadza si¢ do mniejszego uktadu rownan:
[K'+joC'-0’M'{a} =0,
gdzie: K', M',i C' - macierze sztywnosci, masy i strat (3-5)

z zastosowaniem wspotrzednych modalnych.

Uklad réwnan (3-5) przeksztalca si¢ do takiej postaci, dla ktorej metoda QR
wyznacza si¢ czgstotliwosci drgan wilasnych i macierz wspotczynnikéw a [71], na
podstawie ktdérych oblicza si¢ wektory wlasne ¢.; dla modelu ze stratami.

Podstawowg zaleta metody kombinacji liniowej wektorow wiasnych jest mozliwos¢
wykorzystania istniejacych, wydajnych algorytméw wyznaczania wektorow wiasnych
dla modelu bez strat.

W pracy do modelowaniu komodr ze stratami zastosowano metode kombinacji
liniowe] wektorow wiasnych modelu bez strat. W wykorzystanej metodzie baza
wektorow wlasnych modelu bez strat jest wyznaczana metoda iteracji odwrotnych. W
celu oszacowania doktadnosci zastosowanej metody przeprowadzono analize jej bledow
na przyktadzie komory prostopadiosciennej. Bledy wyznaczono dla dwuwymiarowe;
komory o wymiarach 40x12 cm, w ktérej na jednej z krotszych Scianek okreslono
impedancyjny warunek brzegowy, za$ pozostale Scianki sa sztywne. Bledy metody
numerycznej obliczono poprzez poréwnanie wynikow modelowania z wynikami
rozwiazania analitycznego. Rysunki 11a i 11b ilustrujg bledy obliczenia czestotliwosci
rezonansowych 1 cisnienia akustycznego dla réznej liczby elementéw skonczonych
przypadajacych na jedna dlugos¢ fali akustycznej (el/A). Dla poréwnania na rysunku
11a podano biedy wyznaczenia czgstotliwosci rezonansowych modelu bez strat metodag
iteracji odwrotnych. Bledy wyznaczenia cisnienia akustycznego dla modelu bez strat

metoda iteracji odwrotnych dla siatek elementéw skonczonych o rozpatrywanych
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gestosciach sa o kilka rzedéw mniejsze od bledéow metody kombinacji liniowej
wektoréw wiasnych i nie sa podane na rysunku 11b.

Na podstawie przeprowadzone] analizy stwierdzono, ze bledy wyznaczania
czestotliwosci rezonansowych metoda iteracji odwrotnych i metoda kombinacji liniowej
wektorow wilasnych modelu bez strat sg praktycznie jednakowe. Dla siatek o gestosci
5+7 el/A bledy te wynosza 3+7 %. Bledy obliczenia cisnienia akustycznego wewnatrz
komory ze stratami metoda kombinacji liniowej wektoréw wiasnych modelu bez strat
dla siatek dyskretnej o gestosci 5+7 el/A sa réwne 18+24 %. Dla siatek o gestosci 20
el/A bledy te wynosza okoto 4 %. Przy podwojeniu gestosci siatki elementow
skonczonych bledy maleja w przyblizeniu o polowe. Przy wyznaczaniu pola cisnienia
akustycznego wewnatrz komory ze stratami metoda kombinacji liniowe] wektorow

wlasnych modelu bez strat nalezy wigc stosowacé siatki o gestosci minimum 20 el/A.

eZ;

R eZb
€ —_——
XXX

i 0 |1 12 |3
el/A120 1107 |5 |4

B

Rysunek 11. Btedy obliczenia czgstotliwos$ci rezonansowych eZ i cisnienia akustycznego wewnatrz
komory eZ¢ metoda kombinacji liniowej wektorow wiasnych modelu bez strat oraz bledy
obliczenia czgstotliwosci rezonansowych e dla modelu bez strat metoda iteracji odwrotnych dla
roznej liczby elementéw skonczonych przypadajacych na jedna dtugos¢ fali. Wartos$¢ btedow
podano w procentach

3.2 Wyznaczanie pola predkosci akustycznej w komorach

Pole predkosci akustycznej w komorach moze byé wyznaczone metoda FEM, BEM
lub inna metoda numerycznga. Przedstawione rozwazania i wyniki dotycza giéwnie
metody elementéw skonczonych.

W metodzie FEM predkos¢ akustyczng wyznacza si¢ bezposrednio z uktadu rownan
(2-1) lub poprzez przetworzenie wartosci cisnien akustycznych w weztach. Pierwsza

technika wymaga takiego sformulowania metody FEM, w ktéorym zmiennymi w
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weztach sa zaréwno cisnienie, jak i predkos¢ akustyczna. Powoduje to znaczne
zwiekszenie liczby stopni swobody modelu, np. czterokrotne w przypadku modeli 3D,
oraz konieczno$¢ stosowania funkcji ksztaltu wyzszego rzedu. Dlatego na ogdt jest
stosowana technika przetworzenia cisnienia akustycznego w weztach. W takim
przypadku predkos¢ akustyczna jest wyznaczana w wybranych punktach elementéw
skonczonych na podstawie czego jest ekstrapolowana jej wartos¢ w weztach. Jedna z
odmian tej techniki jest technika numerycznego rézniczkowania cisnienia akustycznego
w weztach. Technika ta moze by¢ stosowana w procesie przetwarzania pola ci$nienia
akustycznego nawet przy braku informacji dotyczacych zastosowanej metody, zadanych
warunkow brzegowych i sposobu aproksymacji zmiennych.

Predkos$¢ akustyczna w wybranym kierunku jest okreslona jako pochodna ci$nienia:

H(x)= -aﬁ%) : —a%x(i) (3-6)

Predkos$¢ akustyczna moze by¢ aproksymowana jako dyskretna pochodna cisnienia
akustycznego w punktach (weztach) lub jako rézniczka numeryczna funkcji rozktadu
ciénienia, funkcji interpolowanej na podstawie obliczonych wartosci cisnienia
akustycznego w weztach. Metodg interpolacji nalezy dobiera¢ ze wzgledu na
oczekiwany ksztatt pola cisnienia akustycznego. Najbardziej uniwersalng metoda
wydaje sie by¢ metoda interpolacji funkcjami sklejanymi okreslonego stopnia. Ze
wzgledu na konieczno$¢ zachowania ciagtosci pierwszej pochodnej interpolowane]
funkcji nalezy uzyé funkcji sklejanych z zastosowaniem wielomianéw co najmniej
drugiego stopnia.

Wyznaczajac dyskretna pochodna w weztach mozna wykorzysta¢ technika jedno-

lub dwustronnego rézniczkowania [90]:

LAl L1 jednostronna (prawostronna) pochodna dyskretna w wezle i, (3-7)

191/, = J pi+] _pi
wp, h

- dwustronna pochodna dyskretna w wezle i,

9, = J  Pin ~ Pin
" wp, 2h
gdzie : p, - ciSnienie akustyczne w wezle i, (3-8)

h - dlugosc¢ elementu dyskretnego.
W celu oszacowania bledow obliczenia predkosci akustycznej technika dyskretnej

pochodnej przeanalizowano przyktad, w ktérym parametry pola akustycznego w

modelowanym obszarze sa opisane funkcjami trygonometrycznymi sinus lub cosinus.
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Przypadek ten odpowiada polu akustycznemu w komorach prostopadtosciennych o
sztywnych $ciankach lub ze $ciankami o jednorodnej impedancji akustycznej.
Btad wzgledny obliczenia dyskretnej pochodnej w punktach technika jedno- i

dwustronng z funkcji p(x)=cos(2mx/A) jest okreslony zalezno$ciami:

pochodna jednostronna
Sin(ZH —z—) 1- COS(ZH %)
&(x)= Sin(Zﬂ'—{) * ——h"—l + 005(2771) — 5
4 27— A 2 —
A A

3-9
pochodna dwustronna (3-9)

sin[Zﬂ%j
5,(x) =sin(27r£j- —— 1
A h
2r—
A
Warto$¢ maksymalna btedu wzglednego pochodnej dwustronnej w analizowanym

obszarze jest rowna:

sin(27z%) ! LY
& =— 2 _lr——|27r—|. (3-10)
2 max h 6 /1
27—
A

Dla malych warto$ci parametru h (h<<J), rozwijajac funkcje sin2mh/2) 1
cos(2nh/A) w szereg Taylora i uwzgledniajac wyrazy najwyzej z kwadratem zalezne od

argumentu, wzgledny btad rézniczkowania jednostronnego mozna uprosci¢ do postaci:

1 h X
&)= 5(27r zj . cos(27z z),

£ =l(27rﬁj.
== 2 A

Rysunek 12a ilustruje blad obliczenia predkosci akustycznej jako funkcje

(3-11)

wspdlrzednej punktu rézniczkowania dla podstawowego rezonansu komory o
sztywnych $ciankach. Na rysunku podano rozklad cisnienia akustycznego wzdiuz osi
komory (P(x)) oraz rozklad bledow dwustronnej i jednostronnej pochodnej dyskretnej
dla siatki dyskretnej zbudowanej z elementéw o diugosci h=A/6. Wartos¢ bledow
znormalizowano wzgledem ich wartosci maksymalnej. Rysunek 12b przedstawia
warto$¢ maksymalng bledu wzglednego w zaleznosci od dlugosci elementu

dyskretnego, znormalizowanej wzgledem dhugosci fali #,=h/A.
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Rysunek 12. Btad wyznaczenia predkosci akustycznej technika jednostronnej e; i dwustronne; e,
pochodnej dyskretnej dla komory o sztywnych $ciankach jako funkcje (a) -wspéirzednej punktu
rézniczkowania i (b) - znormalizowanego kroku rézniczkowania

Warto$¢ maksymalna bledu obliczenia predkosci akustycznej technika dwustronne;j
pochodnej dyskretnej wystepuje zawsze w punktach dla ktérych wartos¢ cisnienia
akustycznego jest najmniejsza. Ksztalt krzywej bledow techniki jednostronne;j
pochodnej dyskretnej zalezy od dhugodci kroku rézniczkowania i dla jego matych
wartosci jest okreslony przez krzywa rozktadu cisnienia akustycznego.

Warto$¢ maksymalna btedu wzglednego dwustronnej pochodnej dyskretnej rosnie w
przyblizeniu z kwadratem diugosci elementu dyskretnego (réwnanie (3-10)). Wartosc
maksymalna bledu wzglednego jednostronnej pochodnej dyskretnej zalezy liniowo od
dtugosci elementu dyskretnego (rownanie (3-11)).

W celu wyznaczenia predkosci akustycznej na podstawie rozkladu cisnienia

akustycznego technika pochodnej dyskretnej z dokladnoscia okoto 5% nalezy
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zastosowa¢ siatke o gestosci 12 elementéw na dlugos¢ fali w przypadku dwustronnej
pochodnej dyskretnej i okoto 60 elementéw na dtugos¢ fali w przypadku jednostronne;
pochodnej dyskretnej. Przeprowadzone rozwazania dotycza pdl akustycznych
parametry ktoérych opisane sa funkcjami trygonometrycznymi sinus lub cosinus,
jednakze wnioski ogdélne powinny by¢é prawdziwe réwniez dla innych komor o
ksztalttach zblizonych do ksztattu prostopadiosciennego.

W przypadku dwustronnej pochodnej dyskretnej nie mozna wyznaczyé predkosci
akustycznej na granicach modelowanego obszaru korzystajac bezposrednio z réwnania
(3-8). Jezeli na granicy obszaru jest zdany warunek brzegowy Neumanna lub Robina
predkos¢ okres§la sie¢ bezposrednio z warunku brzegowego, w przeciwnym razie
predkos¢ mozna ekstrapolowa¢ na podstawie obliczonych wartosci w najblizszych
wezlach. Ksztalt funkeji predkosci w modelowanym obszarze na og6t nie jest znany,
wigc do szacowania predkosci na granicach obszaru najodpowiedniejsza wydaje sie by¢
ekstrapolacja liniowa. Predko$¢ w wezle k& lezacym na granicy obszaru mozna
ekstrapolowa¢ na podstawie obliczonych wartosci w weztach k-1 1 £-2 lub poprzez
ekstrapolacje wartosci w wezle k-1 1 dodatkowym punkcie £’ znajdujacym sie pomiedzy
weztami k£ 1 k-1 (rys.13). Predkos¢ w punkcie &’ oblicza si¢ wykorzystujac wartosci
ciSnienia akustycznego w wezlach k& 1 k-1. Druga technika umozliwia uzyskanie

mniejszych bledow przy wyznaczaniu predkosci na granicach obszaru (rys.14).
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Rysunek 13. Liniowa ekstrapolacja predkosci akustycznej na granicach obszaru w technice dwustronne;
pochodnej dyskretne;j

Do oszacowania bledow wyznaczenia predkosci akustycznej technika

numerycznego rézniczkowania funkcji interpolowanej funkcjami sklejanych 1 ich
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poréwnania z blgedami techniki pochodnej dyskretnej rozwazono przypadek komory
prostopadiosciennej o sztywnych $ciankach. Rysunki 14a i 14b ilustruja rozktad bledow
w weztach wzdhuz gtéwnej osi komory dla podstawowego modu osiowego i gestosci
siatki dyskretnej 10 el/A 1 20 el/A . W przykladzie zastosowano interpolacje funkcjami

sklejanymi przy uzyciu wielomiandw trzeciego stopnia.

25
a)
20 \". = - i =
ey 15 5 v
g e2k'x # ;l
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. . (W 1 =
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Rysunek 14. Btedy obliczenia predkosci akustycznej w komorze o przekroju prostokata i sztywnych
$ciankach metoda numerycznego rézniczkowania przy uzyciu funkcji sklejanych i technika dwustronnej
pochodnej dyskretne;j dla siatki o ggstosci: (a) - 10 el/A 1 (b) - 20 el/A ; e2k’ - ekstrapolacja liniowa z
dodatkowym punktem k', e2 — ekstrapolacja liniowa, es — funkcje sklejane

Technika numerycznego rézniczkowania funkcji interpolowanej funkcjami
sklejanymi trzeciego stopnia daje doktadniejsze wyniki niz technika pochodne;
dyskretnej w calym modelowanym obszarze. Bledy obliczenia predkosci pierwsza

63



c)

Rysunek 15. Modut wektora predkosci akustycznej w
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(b) - technika dwustronnej pochodnej dyskretnej, ¢)id) - technika numerycznego rézniczkowania funkcji
interpolowanej funkcjami sklejanymi
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Rysunek 16. Wektorowe pole predkosci akustycznej
i (b) - technikg dwustronnej pochodnej dyskretnej,
i interpolowane;j funkcjami sklejanymi
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(c) i (d) - technikgq numerycznego roézniczkowania
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Ksztatt pola predkosci akustycznej wyznaczony omoéwionymi metodami jest
praktycznie taki sam dla siatki elementéw dyskretnych o‘ gestosci 20 el/A oraz
nieznacznie sie r6zni dla siatki o gestosci 10 el/A.

Omawiane metody wyznaczania predkosci akustycznej na podstawie rozktadu
ci$nienia akustycznego maja wspdlng wade: siatka elementow dyskretnych powinna by¢
regularna wzgledem kierunkow wzdtuz ktorych jest wyznaczana predkos¢é. W metodzie
pochodnej dyskretnej ograniczenie to mozna latwo wyeliminowac stosujac lokalny
ukltad wspotrzednych dla poszczegélnych elementéw. Predko$¢é akustyczna jest
wyznaczana wewnatrz elementéw we wspdlrzednych lokalnych, rozkiad predkosci
oblicza sie poprzez usrednianie w weztach wartosci predkosci przetransformowanych
do globalnego uktadu wspotrzednych.

Podsumowujac mozna stwierdzi¢, ze do zastosowan praktycznych ze wzgledu na
koszt obliczen, mniejsze wymagania dotyczace struktury siatki elementéw dyskretnych
1 stosunkowo nieduzg wrazliwos$¢ przestrzennego rozkladu predkosci akustycznej na
bledy rézniczkowania numerycznego, metoda dwustronnej pochodnej dyskretnej jest
lepsza niz metoda numerycznego rozniczkowania funkcji interpolowanej funkcjami

sklejanymi.

3.3 Wybrane parametry okreslajgce wifasciwosci pola akustycznego w

komorach w stanie ustalonym w zakresie srednich czestotliwosci

Pole akustyczne w komorze dla dowolnej czgstotliwosci mozna przedstawié¢ jako
superpozycje wektoréw drgan wiasnych komory z odpowiednimi wspéiczynnikami. W
zakresie Srednich czestotliwosci rezonanse wiasne komory sg rzadko rozmieszczone na
skali czestotliwosci i stosunkowo dobrze odseparowane od siebie. Ksztatt i wlasciwosci
pola akustycznego w tym zakresie okreslone sg praktycznie przez ksztatt i wiasciwosci
wektorow drgan wilasnych. W zakresie $rednich czestotliwosci mozna zatem okresli¢
wiasciwosci pola akustycznego w komorze poprzez wiasciwosci wektoréw drgan
wlasnych.

Podstawowymi parametrami opisujacymi wiasciwosci pola akustycznego w
komorach w stanie ustalonym sg jego nierownomierno$¢ i dyfuzyjnos¢. W zakresie
matych 1 S$rednich czgstotliwosci pole akustyczne w komorze nie jest polem
dyfuzyjnym. Oceng wiasciwosci akustycznych komodr o réznych ksztattach i rdéznych

warunkach brzegowych dla malych i $rednich czestotliwosci mozna zatem dokonaé na
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podstawie analizy nieréwnomiernosci pola akustycznego dla poszczegélnych
rezonansow.

Oceng nier6wnomiernosci pola akustycznego mozna dokonaé wykorzystujac szereg
parametrow: wartos¢ Srednig, odchylenie $redniokwadratowe od wartosci $redniej
(odchylenie standardowe), wspdtczynnik zmiennosci, wspotczynnik skupienia wokot
warto$ci Sredniej, wspdtczynnik skupienia wokot wartosci maksymalnej [13]. Analiza
przydatnosci wymienionych parametréow do oceny nieréwnomiernosci pola
akustycznego w komorach wykazata, ze najbardziej przydatnymi parametrami sa
wartos¢ srednia i odchylenie sredniokwadratowe od wartosci $redniej. Korzystniej jest
przy czym stosowa¢ wymienione parametry zdefiniowane na zmiennych
energetycznych, czyli kwadracie cisnienia lub predkosci akustycznej. Pozostate z
wymienionych parametrow majg szereg wad. Wspoétczynnik zmiennosci, zdefiniowany
jako stosunek odchylenia Sredniokwadratowego od wartosci Sredniej do wartosci
Sredniej, nie odwzorowuje poprawnie nieréwnomiernosci pola cisnienia lub predkosci
akustycznej dla pél o matych wartosciach. Wspotczynnik skupienia woko6l wartosci
sredniej lub maksymalnej przekazuje podobng informacj¢ do uzyskanej na podstawie
analizy wartosci sredniej, ale jest trudniejszy w interpretacji fizycznej. Wartos$¢ srednia
kwadratu cisnienia lub predkosci akustycznej wewnatrz komory mozna natomiast
interpretowa¢ jako S$rednig gesto$¢ potencjalnej (warto$¢ Srednia cisnienia) lub
kinetycznej (warto$¢ S$rednia predkosci) energii akustycznej zmagazynowanej w
komorze dla rozpatrywanego modu drgan wiasnych. Ocene nierdéwnomiernosci pola
akustycznego przeprowadzono zatem z wykorzystaniem takich parametrow, jak srednia
warto§¢ kwadratu cisnienia lub predkosci akustycznej oraz sSredniokwadratowe
odchylenie kwadratu ci$nienia lub predkosci akustycznej od sredniej arytmetyczne;.

Analizowane parametry wyznaczano dla pola cisnienia akustycznego

znormalizowanego wzgledem wartosci maksymalnej cisnienia p,u,, lub pola predkosci

pmax
PoC

akustycznej znormalizowanej wzgledem . Taka normalizacja jest niezbedna przy

poréownaniu pol akustycznych otrzymanych w wyniku analizy modalnej, bowiem
wektory wlasne otrzymane w wyniku rozwiazania uktadu roéwnan (3-1) nie sg okreslone
jednoznacznie. Z tego wzgledu wykorzystane parametry umozliwiaja oceng
nierownomiernosci pola akustycznego, ale nie niosa zadnej informacji na temat

amplitudy drgan akustycznych w komorze.
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Wlasciwosci akustyczne modelowanych komor dla wigkszosci z rozpatrywanych w
pracy przypadkéw sa porownywane z wilasciwosciami komory prostopadtosciennej o
sztywnych $ciankach. Dla tego podstawowego przykladu wyznaczono analitycznie
wymienione parametry. W komorze prostopadiosciennej wyréznia sie trzy rodzaje
modéw: mody osiowe, mody rownolegle i mody skosne. Mody osiowe, rownolegte i
skosne powstaja na skutek odbi¢ fali akustycznej pomiedzy, odpowiednio, dwiema
$ciankami, czterema $ciankami i szeécjoma $ciankami komory.

Dla komory prostopadiosciennej o sztywnych s$ciankach warto$¢ srednia kwadratu
ci$nienia lub predkosci akustycznej jest okreslona nastepujaco:

mody osiowe  mody rownoleglte ~ mody skosne
X, =% X, =% % =%, (3-12)
gdzie x jest cisnieniem lub predkosciq akustyczng.

W przypadku komory prostopadlosciennej bez tlumienia $rednia gesto$¢ energii
akustycznej dla modoéw réwnoleglych 1 skosnych stanowi, odpowiednio, potowe i jedng
czwartg wartosci dla modéw osiowych.

Odchylenie standardowe kwadratu cisnienia lub predkosci o dla komory

prostopadtosciennej o sztywnych $ciankach jest rowne:

mody osiowe mody rownolege mody skosne
V2 V3 V19 (3-13)
o,=—~035% oc,=—~0,280 o, =——~0,193.
¢ 4 g *16v2

Pole akustyczne dla modéw osiowych charakteryzuje sie najwieksza, natomiast dla
modoéw skosnych najmniejsza nierdwnomiernoscia pola mierzona odchyleniem
standardowym. Réznica w nierdéwnomiernosci pola pomigdzy osiowymi i rownolegltymi
modami jest réwna okolo 20%, natomiast pomiedzy rownoleglymi i skosnymi modami
wynosi okoto 30%.

Poniewaz réznica w wartosci odchylenia standardowego nawet dla modow o mocno
rézniacym sig ksztalcie pola, np. modéw osiowych i réwnoleglych, nie jest zbyt duza,
nalezy oszacowa¢ bledy obliczania tego parametru w zaleznosci od dokladnosci
odwzorowania modelowanego obszaru przez model dyskretny. W tym celu rozwazono
jednorodny model dyskretny dwuwymiarowej komory o przekroju prostokata i
sztywnych $ciankach. Bledy obliczenia odchylenia standardowego i Sredniej gestosci
energii pola akustycznego w komorze dla réznej gestosci siatki elementow dyskretnych

podano w tabeli 3.1.

68



Tabela 3-1. Bledy obliczenia odchylenia standardowego i wartosci $redniej kwadratu ci$nienia
akustycznego dla jednorodnego modelu dyskretnego dwuwymiarowej komory o przekroju prostokatnym

Gesto$¢ siatki elementdéw dyskretnych [el/A]

10 | 20 | 30 | 40
Mody osiowe Blad wzgledny [%]
o 3,4 2,0 1,4 1,1
52 9 4,8 32 2,4
Mody réwnolegle Blad wzgledny [%]
o 11,8 6,4 4,3 3,2
=2 19,2 9,6 6,4 4.8

Bledy obliczenia odchylenia standardowego sa na ogoét nieco mniejsze od bledéw
wyznaczenia wartosci $redniej kwadratu cisnienia lub predkosci akustycznej. Bledy
obliczenia odchylenia standardowego dla modéw osiowych i1 réwnoleglych sa mniejsze
od 5% dla jednorodnych dwuwymiarowych modeli dyskretnych o gestosci co najmniej
30 el/A. Bledy obliczania wartosci sredniej kwadratu ci$nienia lub predkosei dla takiej
siatki wynosza 3+7%.

W celu okres§lenia zakresu zmiennosci 1 relacji pomigdzy wartosciami
proponowanych parametréw a nieréwnomiernoscia pola rozpatrzono kilka prostych
przypadkéw komor. Na rysunkach 17a 1 17b na przyktadzie pola cisnienia akustycznego
przedstawiono wartosci parametréw o, X° dla dwuwymiarowych komoér o ksztalcie
prostokata (P), prostokata z pochylonym jednym z dtuzszych bokéw o 11° (P71) i 24°
(P24), trojkata rdwnobocznego (7)) 1 szesciokata rdwnobocznego (S). Na rysunkach
podano warto$¢ parametrow dla pierwszych o$miu rezonanséw komory. We wszystkich
analizowanych przypadkach cisnienie akustyczne normalizowano wzgledem wartosci
maksymalnej. Parametry o i X°okreslone dla pola predkosci akustycznej maja
identyczne wartosci jak dla pola ci$nienia akustycznego. Do oceny nierdéwnomiernosci
pola akustycznego wystarczy wiec okre$li¢ nierdwnomierno$¢ pola cisnienia lub
nierownomierno$¢ pola predkosci akustycznej. Rysunki 18+20 ilustruja rozkiad
cisnienia akustycznego w badanych komorach dla trzech wybranych modow drgan:
modu numer 2 (rezonans rzgdu 1-1 komory o przekroju prostokata), numer 4 (rezonans

rzedu 2-1) 1 numer 5 (rezonans rzedu 0-2).
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Rysunek 17. Warto$¢ srednia kwadratu ci$nienia akustycznego (a) i odchylenie standardowe
kwadratu cisnienia akustycznego (b), dla pierwszych o$miu rezonanséw wiasnych dla pola 2D w
komorach o ksztalcie: P — prostokata, P// i P24 — prostokata z pochylonym jednym bokiem o 11° i
24°, T — trojkata rownobocznego 1 S — szesciokata rownobocznego
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A

Rysunek 19. Ksztalt pola ci$nienia akustycznego w komorach 2D dla rezonansu rz¢du 1-1

A

Rysunek 18. Ksztalt pola ciénienia akustycznego w komorach 2D dla rezonansu rzgdu 2-1
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Rysunek 20. Ksztalt pola cisnienia akustycznego w komorach 2D dla rezonansu rzedu 0-2

x

Srednia gesto$¢ energii potencjalnej dla rezonansu rzedu 1-1 jest taka sama w
komorach prostokatnych P11, P24 i trojkatnej 7, natomiast jej wartoS¢ dla komory
szesciokatnej S jest o 27 % wigksza niz dla komory prostokatnej P. Nierownomiernos¢
pola mierzona odchyleniem standardowym w komorach P24 i T jest praktycznie
jednakowa, natomiast w komorze S jest wigksza niz w komorze P. Srednia gestos¢
energii akustycznej i nierownomiernos¢ pola mierzona parametrem ¢ w komorze P24
sa, odpowiednio, 0 37 % i 23 % mniejsze niz w komorze S.

W przypadku rezonansu rzedu 2-1 $rednia gestos¢ energii potencjalnej w komorach
7, S i P jest taka sama, natomiast w komorze P24 jest o 40 % mniejsza.
Nierownomierno$é pola mierzona odchyleniem standardowym w komorach 7'i S jest
poréwnywalna z nierbwnomierno$cia w komorze prostokatnej P, natomiast w komorze
P24 jest najmniejsza wsrod o$miu rozpatrywanych rezonansow, mniejsza o 54 %
wzgledem komory P.

Dla modu rzedu 0-2 $rednia gesto$¢ energii akustycznej zmagazynowanej w
komorach P11, P24 i § jest jednakowa, natomiast w komorze 7 jest mniejsza 0 36 %.
Nierownomiernos¢ pola mierzona odchyleniem standardowym w komorach P11, P24 i

S jest praktycznie taka sama. Srednia gestos¢ energii potencjalnej i nierownomiernosé
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ci$nienia akustycznego mierzona parametrem ¢ w komorze T jest, odpowiednio, o 80%
i 60% mniejsza niz w komorze prostokatnej P.

Przedstawione przyktady potwierdzaja shusznos¢ zalozenia, Ze nieréwnomierno$é
pola akustycznego mozna poprawnie oceni¢ na podstawie takich parametréw, jak
warto$¢ $rednia lub odchylenie standardowe kwadratu ci$nienia/predkosci akustyczne;.
Analizujac wykresy przedstawione na rysunkach 17a 1 17b mozna zauwazyc¢, ze ksztatt
wykreséw S$redniej gestosci energii akustycznej jako funkcja rzedu modéw dla
analizowanych komor jest taki sam jak ksztalt wykresdw odchylenia standardowego.
Przy okre$leniu nieréwnomiernosci pola akustycznego mozna wigc stosowaé zamiennie
odchylenie standardowe lub $rednia gestos¢ energii akustycznej. Warto jednak
zauwazy¢, ze réznica w wartosci Sredniej gestosci energii akustycznej dla pél o roéznej
niejednorodnosci jest wigksza niz w wartosci odchylenia standardowego, natomiast
bledy wyznaczenia X° z wykorzystaniem jednorodnej siatki dyskretnej sa okolo

1,5+2,0 razy wieksze niz biedy obliczenia o.

3.4 Wplyw impedancyjnych warunkéw brzegowych na pole

akustyczne wewnatrz komory

Parametry pola akustycznego wewnatrz komory zaleza od ksztattu komory, sposobu
rozmieszczenia materialdéw o okreslonej impedancji akustycznej oraz jej wartosci, a
takze od czestotliwosci. Na ogoét nie istniejg zaleznosci analityczne okreslajacy wptyw
poszczegdlnych czynnikéw na parametry pola akustycznego. Mozliwe jest jednak
okreslenie niektorych zaleznosci i tendencji na podstawie analizy numerycznej
wybranych komér. W tym celu rozpatrzono szereg przykladéw, ktére umozliwiaja
oszacowanie wplywu impedancyjnych warunkéw brzegowych na parametry pola
akustycznego w najczesciej spotykanych w praktyce rozwiazaniach.

W celu zwiekszenia przejrzystosci analizy i uproszczenia modeli numerycznych
badania ograniczono do modeli dwuwymiarowych.

W  wyniku przeprowadzonego modelowania okreslono wplyw impedancji
akustycznej, matych deformacji ksztaltu komory o przekroju prostokata, sposobu
rozmieszczenia materiatu o zadanej impedancji na ksztatt i parametry pola cisnienia i
predkosci akustycznej. Rozpatrzono szereg komor prostokatnych o réznych warunkach
brzegowych i komér o ksztalcie nieznacznie odbiegajacym od ksztattu prostokata.
Wyniki analizy komor o ksztalcie figur réwnobocznych: tréjkata, kwadratu, pigciokata i

szesciokata, mozna znalez¢é w pracy [18].
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Przy braku zewnetrznych zrédel dzwigku w komorach ze stratami powietrze w
réznych punktach wewnatrz komory drga z rézng faza. Pole akustyczne w komorze
sktada si¢ z fali stojacej oraz fali przenoszacej energie akustyczng w kierunku
powierzchni pochtaniajacych dzwigk. Tylko w przypadku drgan wymuszonych pole
akustyczne w komorze ze stratami jest polem stacjonarnym. Ksztalt pola oraz
czgstotliwosci rezonansowe w takim przypadku réznig sie od ksztattu pola i
czgstotliwosci rezonansowych komory bez strat. Im wigksze jest thumienie, tym wieksze
sa roznice. W komorach z thumieniem wtasna liczba falowa i pulsacji drgan wiasnych sa
liczbami zespolonymi.

Dla komory jednowymiarowej, tzn. stosunkowo diugiej komory o matym przekroju,
z jednorodnymi warunkami brzegowymi zadanymi na jednym lub obu jej koncach
istnieje rozwiazanie analityczne okreslajace pole akustyczne wewnatrz komory.
Przypadek jednowymiarowej komory w ktérej jednorodna impedancja akustyczna
zadana jest na jednym z jej koncow, zas pozostale S$cianki sa sztywne, zostal
wykorzystany do analizy wplywu wartosci impedancji akustycznej na wtasciwosci pola
akustycznego dla moddéw osiowych skierowanych prostopadle do krawedzi z
impedancja oraz do weryfikacji modeli numerycznych.

W jednowymiarowej komorze potencjal predkosci mozna przedstawic jako [32]:

¥ (x,0) =y (x)e™,

gdzie:

w(x) = 4, cos(k,x) + B, sin(k,x)
k, -liczba falowa, A,,B, - state.

(3-14)

Stale A4, 1 B, okresla si¢ na podstawie warunkéw brzegowych zadanych na
krawedziach komory. W przypadku, gdy jedna z krotkich krawedzi jest odbijajaca, np.
dla x=0, natomiast na drugiej x=I, jest zadana akustyczna impedancja jednostkowa Z,
stala A, jest dowolng liczba, stata B, jest rowna zeru, natomiast wlasna liczba falowa £,
ma wartos$¢ zespolong. Zespolong wiasna liczbe falowa wyznacza si¢ z réwnania:

cig(kL,) = - . (3-15)
Pyc

Po przeksztalceniu réwnania (3-15) wiasng liczbe falowa mozna okresli¢ jako:
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—-1
1 y e T ] PoC /4 j
k, =-—arctg(j—) =—n, ——In(EZ—)=—n, ———In(R),
k=T g()poc) lxnx 2. (£+1) lxnx 2. n(R)

Po€
gdzie R - cisnieniowy wspotczynnik odbicia Sciany z zadanq impedancjq, (3-16)
n, -rzqd drgan.

Cisnienie i1 predkos¢ akustyczna dla poszczegélnych rezonansow w stanie

ustalonym w jednowymiarowej komorze sa okreslone jako:

p(x) = Acos(k x)e™ = Acos(lﬁnx - ilnR)ej“”
Ak . ; . A 7 ] . ] :

9(x) = —j—==sin(k x)e'” = - —n,———InR)sin(—n_———InR)e’”, .
(x) pro (k,x) pro(lx T ) (1 m = Je (3-17)

X X

gdzie :
A - stala okreslajqca amplitude drgan.

Cisnienie i predkos¢ akustyczna w komorze ze stratami majg wartosci zespolone.
Wspdtczynnik odbicia cisnienia akustycznego na krawedzi z impedancja akustyczng

jest réwny:

Lz

P
=27 +1
k

gdzie :

Z - impedancja jednostkowa Z odniesiona do pc, (3-18)
k. - skladowa liczby falowej skierowana
prostopadle do krawedzi z materialem pochaniajqcycm dzwigk.

W przypadku, gdy impedancja akustyczna jest zadana wylacznie na jednej z
krotkich krawedzi komory, natomiast dluzsze krawedzi komory sa odbijajace,
wspotczynnik odbicia R fali akustycznej biegnacej prostopadle do krawedzi komory o
zadanej impedancji jest okreslony przez wspétczynnik odbicia fali ptaskiej. Dla modow
osiowych zwiazanych z osig x wektor liczby falowej k. zatem pokrywa si¢ z wektorem

k, natomiast jego warto$¢ mozna przedstawi¢ jako:
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Czgstos¢ kotowa drgan wlasnych komory jest rowniez liczbg zespolonag:

.]gx =£nx _L].nR ='7—T"nx +—2—_j.—Z—= kx +jﬂx’
lx 21): lx 2lx 2lx
gdzie:

R =exp(-x +jo),
k. - czes¢ rzeczywista wlasnej liczby falowej,

B, - wspotczynnik tumienia fali akustycznej.

gdzie : @_ - czeS¢ rzeczywista pulsacji rezonansowej

5X

_-.k-—xza)x+j5x’
c

drgan swobodnych dla ukliadu z ttumieniem,

- dekrement ttumienia.

(3-19)

(3-20)

Parametr & okresla tlumienie wprowadzone do komory poprzez umieszczenie

materialu  pochlaniajacego dzwigk na jej krawedziach. W przypadku drgan

wymuszonych rezonans amplitudy cisnienia akustycznego w uktadzie ze stratami

nastapi przy pulsacji okreslonej wzorem (3-3).

Na podstawie réwnan (3-17) mozna obliczy¢ sSrednia gesto$¢ energii akustycznej

oraz odchylenie standardowe kwadratu ci$nienia lub predkosci akustycznej dla réznych

wartosci wspotczynnika pochtaniania dzwigku jednej z krawedzi komory. Rysunek 21

ilustruje warto$¢ tych parametréw dla jednowymiarowej komory z zadana impedancjq

na jednym z koncéw komory, dla ktérej wspotczynnik pochianiania krawedzi jest

rowny 0,5 1 0,8. Dla poréwnania na rysunku podano réwniez warto$¢ analizowanych

parametréw dla komory bez pochtaniania (P). Parametry wyznaczono dla modutlu

cisnienia akustycznego.
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Rysunek 21. Srednia gestos¢ energii potencjalnej (a) i odchylenie standardowe kwadratu cisnienia
(b) dla pierwszych 6 modéw osiowych w jednowymiarowej komorze przy réznych wartosciach

wspotczynnika pochianiania dzwigku jednej wybranej krawedzi komory
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Zauwazalna zmiana, powyzej 10 %, $redniej gestosci energii potencjalnej lub
odchylenia standardowego kwadratu cis$nienia akustycznego wystepuje tylko dla bardzo
duzych wartosci wspotczynnika pochtaniania (powyzej 0,8). Warto$¢ parametréw
praktycznie nie zalezy od rzedu modu oraz od wartosci fazy impedancji akustyczne;.

W przypadku komér dwu- lub tréjwymiarowych pole ci$nienia lub predkosci
akustycznej nawet w komorach prostopadtosciennych z jednolitymi warunkami
brzegowymi mozna wyznaczy¢ analitycznie tylko dla kilku prostych przypadkdw,
migdzy innymi, tylko dla duzych wartosci impedancji akustycznej [82]. Dla dowolne;j
wartosci jednolitej impedancji akustycznej w komorach prostopadiosciennych pole
akustyczne wyznacza si¢ na podstawie nomograméw obliczonych numerycznie
podanych np. przez Bolta 1 Morse’a [67,82]. Sposob ten jest niewygodny i malo
doktadny ze wzgledu na koniecznos$¢ graficznego odczytywanie wartosci liczby falowe;
z nomogramow. Pole akustyczne w komorach o dowolnym ksztalcie i dowolnych
warunkach brzegowych mozna natomiast latwo wyznaczy¢ stosujac metody FEM i
BEM.

W pracy do okreslenia wplywu impedancyjnych warunkéw brzegowych na pole
akustyczne w komorach wykorzystano metode FEM. Geometri¢ komér i sposoby
rozmieszczenia impedancji akustycznej dobrano w taki sposéb, aby modelowane
komory odpowiadaly najczesciej spotykanym w praktyce przypadkom i jednoczesnie
umozliwilty przekrojowe badanie zjawisk akustycznych zachodzacych w tego typu
obszarach.

Rysunki 22a+22i ilustruja rozmieszczenie materialow o okreslonej impedancji

akustycznej 1 ksztalt modelowanych komér.
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Rysunek 22. Geometria modelowanych komor, sposéb rozmieszczenia materialow o
zadanej impedancji akustycznej i oznaczenia poszczegélnych modeli

W komorze o ksztalcie prostokata impedancja jest zadana na jednej z krawedzi lub
na dwoéch réwnoleglych krawedziach. W komorach o ksztalcie réznym od prostokata
impedancja jest zadana tylko na jednej krawedzi. Takie konfiguracje warunkéw
brzegowych umozliwiaja analize pola akustycznego dla modow wlasnych komory,
ktorych o$ jest prostopadia, rownolegla lub skierowana pod katem wzgledem
powierzchni pochlaniajacej dzwigk. Przypadek komory prostokatnej z jednolita
impedancja zostal wykorzystany do weryfikacji modeli numerycznych oraz do celow
poréwnawczych. W komorach z niejednolita impedancja akustyczng warunki brzegowe
okreslono jako pasy materiatu pochtaniajacego dzwigk rOwnomiernie rozmieszczone na
wybranych krawedziach komory. Rysunki 22d+22i ilustruja komory o ksztalcie
nieznacznie réznym od ksztaltu prostokata. W tych komorach jedna z dluzszych
krawedzi komory jest pochylona o 4° (p4) lub o 14° (p/4) wzgledem przeciwlegle;
krawedzi. Diugosé komory (0$ x) z pochylong krawedzia jest rowna diugosci komory

prostokatnej, natomiast wysokos$¢ okreslono w taki sposob, aby jej powierzchnia byta
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réwna powierzchni komory prostokatnej. Kat pochylenia $ciany komory dobrano tak,
aby mozna bylo oszacowa¢ wplyw matego pochylenia $ciany (do 10°) i Sredniego
pochylenia $ciany (o 10°+20°) na nier6wnomierno$¢ pola akustycznego w komorze. Kat
pochylenia wigkszy od 20° nie jest stosowany w praktycznych zagadnieniach obudow
glosnikowych i matych wnetrz. Przyklady te umozliwia oceng wplywu matych
deformacji ksztattu komory prostokatnej z okreslonymi warunkami brzegowymi na
wiasciwosci pola akustycznego.

Badania przeprowadzono dla pola ci$nienia i predkosci akustycznej. Pole ci$nienia
akustycznego wyznaczono metodg FEM, natomiast pole predkosci akustycznej technika
dwustronnej pochodnej dyskretnej opisana w rozdziale 3.2. Wykorzystujac wyniki
analizy bledow wyznaczania cisnienia, predkosci akustycznej 1 parametrow
okreslajacych nierownomiernos$¢ pola akustycznego podane w rozdziatach 3.1+3.3
dobrano gestos¢ siatki elementéw skonczonych tak, aby bledy obliczenia szukanych
parametréw w analizowanym zakresie czgstotliwosci byly mniejsze od 5%.

Ze wzgledu na niewielkie réznice w wartosciach odchylenia standardowego 1i
Sredniej gestosci energii akustycznej dla pola predkosci 1 cisnienia akustycznego,

wiekszos¢ wynikow omoéwiono na przyktadzie pola cisnienia akustycznego.

3.4.1 Komory 2D o ksztalcie prostokata

Rysunki 23 i 24 ilustruja wptyw sposobu umieszczenia impedancji akustycznej 1 jej
warto$ci na nierownomierno$¢ pola mierzong odchyleniem standardowym kwadratu
ci$nienia akustycznego i na S$rednia gestos¢ energii kinetycznej dla komory
prostokatnej. Powierzchnia o jednolitej impedancji akustycznej jest scharakteryzowana
przez mate (@=0,1), srednie (a=0,5) i duze (&=0,8) pochlanianie dzwigku. Wartos¢
impedancji akustycznej dobrano tak, aby odpowiadata wartosci impedancji akustyczne]
porowatych materialdéw pochtaniajacych dzwigk, jednakze przyjgte wartosci impedancji
akustycznej sa zblizone do wartosci impedancji innych materialow lub ustrojéw
pochtaniajacym dzwigk o podobnym wspolczynniku pochtaniania. Poszczegdlne
krzywe oznaczono wedlug rysunku 22. W celach poréwnawczych na wykresach podano
rowniez badane parametry dla komory prostokatnej o sztywnych Sciankach (P).

Rezonanse osiowe rzedu 1-0, 2-0 1 3-0 okreslone sa przez par¢ $cian na ktérych brak
jest pochtaniania dzwigku (o$ x), rezonanse osiowe rzedu 0-1, 0-2 1 0-3 okreslone sa

przez par¢ $cian z zadang impedancjg akustyczna (o$ y). W powstaniu- rezonansow
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réwnolegtych rzedu 1-1, 2-1, 1-2, 2-2 i 3-1 biorg udzial wszystkie cztery $ciany, przy
czym pierwszy indeks jest zwigzany z osia x, drugi z osig y.

We wszystkich analizowanych przypadkach pole cisnienia akustycznego
normalizowano wzgledem warto$ci maksymalnej cisnienia ppq, natomiast pole
predkosci akustycznej normalizowano wzgledem %

0

Wykresy przedstawiajace S$rednia ggstoS¢ energii potencjalnej sa praktycznie
identyczne z wykresami $redniej ggstosci energii kinetycznej podanymi na rysunku 24.
Z tego wzgledu w pracy dla wigkszosci analizowanych przypadkéw podano krzywe
opisujace $rednig gesto$¢ energii potencjalnej, natomiast nierdéwnomiernos$¢ pola
akustycznego mierzona odchyleniem standardowym ilustrowano najczesciej na

przykladzie pola cisnienia akustycznego.
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Rysunek 23. Nierownomierno$¢ pola ci$nienia akustycznego mierzona odchyleniem standardowym w dwuwymiarowych komorach o ksztalcie prostokata z zadana
impedancja akustyczna o roznych wartosciach: Z=6¢7* (a=0,1), Z=3,6¢7° (a=0,5) i Z=2,5¢""" (a=0,8); (a),(b),(d),(e),(2),(h) - mody osiowe, (c),(f),(i) — mody
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Rysunek 24. Srednia gestosé energii kinetycznej w dwuwymiarowych komorach o ksztalcie prostokata z zadana impedancija akustyczng o roznych warto$ciach:

Z=6¢" (a=0,1), Z=3,6¢7 (a=0,5) i Z=2,5¢7"" (@=0,8); (a),(b),(d),(€),(2),(h) - mody osiowe, (c),(£),(i) — mody réwnolegle




Analizujac przedstawione wykresy na rysunkach 23 i1 24 nasuwaja sie nastepujace
wnioski.

Duzy wplyw impedancyjnych warunkéw brzegowych na pole akustyczne
zaobserwowano dla modéw osiowych rzedu i-0 (rys.23a,d,g i 24a,d,g) oraz dla modow
réwnolegtych, ktorych o$ jest skierowana pod ostrym katem do krawedzi z zadana
impedancja, np. 2-1 1 3-1 (rys. 23c,f;1 1 24c¢,f;i). Jednolita impedancja akustyczna zadana
na jednej z krawedzi komory ma istotny wplyw na nieréwnomierno$¢ pola
akustycznego przede wszystkim dla modéw utworzonych przez fale biegnace
réwnolegle do tej krawedzi (0§ modoéw jest rdwnolegla do krawedzi). Nawet w
przypadku bardzo duzych wartosci wspoéiczynnika pochtaniania (=0,8) impedancja
akustyczna nie ma istotnego wplywu na ksztalt pola dla moddw, ktérych oS jest
prostopadta lub prawie prostopadta do powierzchni z jednolita impedancja akustyczna.

Wplyw niejednolitej impedancji akustycznej na nierdéwnomierno$¢ pola
akustycznego jest znaczny réwniez dla moddéw, ktdrych os jest skierowana rownolegle
lub pod ostrym katem do powierzchni z zadana impedancja. Dla wspomnianych modéw
wplyw ten jest nieco mniejszy niz w przypadku jednolitej impedancji. Natomiast dla
czes$ci modoéw rownoleghych, ktérych os jest skierowana pod ostrym katem do krawedzi
z impedancyjnym warunkiem brzegowym wplyw niejednolitej impedancji na
nierownomiernos¢ pola jest wiekszy niz impedancji jednolitej. Dla modéw osiowych,
ktérych o$ jest skierowana prostopadle do krawedzi z okreslonym warunkiem
brzegowym oddzialywanie niejednolitej impedancji na nierownomiernos¢ pola
akustycznego jest réwniez wigksze niz impedancji jednolitej (rys.23b,e,h 1 24b,e,h).
Ksztaltowanie impedancji akustycznej w postaci paséw naprzemiennych na
przeciwleglych krawedziach jest na o0goél korzystniejsze ze wzgledu na
nierdwnomierno$¢ pola, niz w postaci paséw tylko na jednej krawedzi. Wyjatek
stanowig mody osiowe oS ktorych jest rownolegta do krawedzi z niejednolita
impedancja akustyczna (rys.23a,d,g 1 24a,d,g).

Nierownomiernos¢ pola mierzona odchyleniem standardowym dla rozpatrywanych
wartosci impedancji akustyczne] w rozwazanym zakresie czestotliwosci dla komory z
ttumieniem zmienia si¢ do 30 % wzgledem komory bez tlumienia. Zmiana odchylenia
standardowego pomigdzy komora z jednolita impedancja a komora z impedancjg w
postaci paséw wynosi do 27 %. Srednia gesto$é energii potencjalnej w pierwszym i

drugim przypadku zmienia si¢ nawet, odpowiednio, o 50 % 1 30 %.
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Zwigkszenie wartosci wspoiczynnika pochtaniania dzwieku prawie we wszystkich
przypadkach zmniejsza nieréwnomierno$¢ pola akustycznego. Tylko dla modéw
osiowych skierowanych réwnolegle do krawedzi z impedancja akustyczna zwiekszenie
pochlaniania moze spowodowa¢ wzrost nierdwnomiernosci pola. Nalezy jednak
zaznaczyc, ze ksztalt pola akustycznego zalezy zaréwno od modutu, jak i kata fazowego
impedancji akustycznej. Ksztalt 1 parametry pola moga znacznie sie rézni¢ dla takiej
samej wartosci wspolczynnika pochtaniania, ale réznego skoku fazy wystepujacego na
krawedzi komory z zadana impedancja. Materialy pochlaniajace dzwiek o duzym
wspolczynniku o na og6t charakteryzuja si¢ mata wartoscia kata fazowego, a za tym
powoduja maly skok fazy fali akustycznej padajacej na krawedZz komory =z
impedancyjnym warunkiem brzegowym. Wyniki podane na rysunkach 23g+23i i
24g+241 odpowiadaja wiasnie takiemu przypadkowi. Duze pochtanianie dzwieku z
jednoczesnym duzym przesunigciem fazy odpowiada akustycznie miekkiej powierzchni
odbijajacej dzwigk. Tego typu powierzchni na ogdt nie wystepuja w praktycznych
zagadnieniach  obudéw glosnikowych lub matych pomieszczen i dlatego nie sa
rozpatrywane w niniejszej pracy. Ogdélnie mozna stwierdzi¢, ze duze przesuniecie fazy
na krawedziach komoér prostopadlosciennych przy duzym pochtanianiu dzwieku jest
zjawiskiem korzystnym i pozytywnie wplywa na nierdéwnomierno$¢ pola akustycznego
wewnatrz komory. Przy modelowaniu pola akustycznego w komorach nalezy zatem
precyzyjne okreslenie zaréwno modul, jak i faz¢ impedancji akustycznej zastosowanego
materiatu pochtaniajacego dzwiek.

Wykresy przedstawione na rysunkach 23 i 24 potwierdzaja przypuszczenie, ze przy
ocenie nierdwnomiernosci pola akustycznego mozna stosowa¢ zamiennie odchylenie
standardowe kwadratu cisnienie/ predkosci akustycznej lub srednia gestosé¢ energii
akustycznej pola znormalizowanego wzgledem wartosci maksymalnej ci$nienia. Zakres
zmian tych parametréw jest rozny, ale zwiazek pomiedzy nieréwnomiernoscia pola a
wartoscig parametrow jest praktycznie taki sam.

Rysunki 25+26 ilustruja pole cis$nienia i modutu wektora predkosci akustycznej w
komorach z zadang impedancja akustyczng o srednim pochtanianiu dzwieku (o=0,5) dla

trzech najciekawszych przypadkow, dla rezonansow rzedu 2-0, 0-2 i 2-1.
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Rysunek 25. Pole ci$nienia akustycznego w komorach prostokatnych z impedancja akustyczng Z =3,6e‘j5°
(a=0,5) dla modow rze¢du 2-0, 0-2 i 2-1



Rysunek 26. Modut wektora predkosci akustycznej w komorach prostokatnych z impedancja akustyczng
7=3.6e"° (a=0,5) dla modéw rzedu 2-0, 0-2 i 2-1

Ksztalt pola cisnienia i modutu wektora predkosci akustycznej dla rezonansow
osiowych, ktorych o$ jest skierowana rownolegle do krawedzi z impedancja akustyczng
znacznie sie r6zni od ksztaltu pola w komorze prostokatnej bez thumienia. Odchylenie
standardowe zmienia si¢ o 21+31 % wzgledem komory bez thumienia. Najwigksza
réznica w nierdwnomierno$ci pola mierzona odchyleniem standardowym pomigdzy
trzema sposobami zadania impedancji akustycznej wynosi 12 % (jednolita impedancja i
pasy naprzemienne). Dla rezonanséw osiowych, ktorych os jest skierowana rownolegle
do krawedzi z impedancja akustyczng obszary o duzej wartosci cisnienia i predkosci
akustycznej wystepuja w poblizu krawedzi pochianiajacej dzwigk

Dla modéw osiowych 0§ ktorych skierowana jest prostopadle do plaszczyzny
pochtaniajacej dzwigk ksztalt pola cisnienia i modulu wektora predkosci akustyczne;
rozni si¢ od pola w komorze bez pochfaniania tylko dla przypadku niejednolite;
impedancji akustycznej (nierownomierno$¢ pola zmienia si¢ do 25 % dla pasow
naprzemiennych wzgledem komory o sztywnych Sciankach). Zmiana ta nastgpuje w

wyniku rozproszenia fali akustycznej na krawedzi z niejednolita impedancja. Dla
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przedstawionego na rysunkach 25+26 rezonansu rzedu 0-2 szerokos¢ paséw impedancji
jest rowna okoto 1/5 dtugosci fali. Nawet przy tak matych rozmiarach geometrycznej
niejednolitosci impedancji akustycznej zachodzi znaczna zmiana ksztattu pola cisnienia
i predkosci akustyczne;.

Dla rezonansu réwnoleglego rzedu 2-1 nieréwnomiernosé cisnienia akustycznego w
komorze z niejednolita impedancja akustyczna jest mniejsza o 13+20 % w poréwnaniu
z komora bez tlumienia. Najwieksze réznicy wystgpuja dla niejednolitej impedancji w

postaci pas6w naprzemiennych.

3.4.2 Komory 2D o ksztalcie roznym od prostokata

Przypadek komér o ksztalcie nieznacznie réznym od ksztaltu prostokata (rys.22):
prostokata z pochylona jedna z dtuzszych krawedzi o 4° i 14°, rozpatrzono dla jednej
warto$ci impedancji akustycznej, odpowiadajacej wspolczynnikowi pochianiania
dzwieku na krawedzi &=0,5. Warunek brzegowy w postaci jednolitej lub niejednolite;
impedancji akustycznej okreslono na jednej z dhuzszych nieréwnolegtych krawedziach
komory. Rysunki 27a+27f ilustrujg nieréwnomiernos¢ pola cisnienia akustycznego w
badanych komorach. Na wykresach podano odchylenie standardowe cisnienia
akustycznego dla pierwszych jedenastu rezonanséw komory. Dla poréwnania na
kazdym wykresie podano réwniez nierdwnomiernos¢ pola dla prostokatnej komory bez
ttumienia (P), dla komér o zmodyfikowanym ksztalcie bez tlumienia (p4, p/4) oraz
prostokatnej komory z jednolita impedancja (pz) i impedancja w postaci pasow (pp)
umieszczonych na jednej z dhuzszych krawedzi. Ze wzgledu na zachowanie dobre;j
czytelnosci wykresow rysunki 27a+27b nie zawieraja przypadku pp .

Pochylenie jednej z krawedzi komory prostokatnej powoduje znaczne zmniejszenie
nieréwnomiernosci pola akustycznego dla wszystkich rodzajéw modéw. Dla wszystkich
modow osiowych i wiekszosci modow rownoleglych ze zwigkszeniem kata pochylenia
krawedzi zmniejsza si¢ nierownomiernos¢ pola.

Przy matych katach pochylenia krawedzi wprowadzenie impedancji do komory ma
istotny wplyw na nieréwnomierno$¢ pola dla wszystkich modéw (rys.27a,c,e). Dla
duzych katéw pochylenia krawedzi impedancja akustyczna w znaczny sposob wplywa
na nieréownomierno$¢ pola tylko dla modoéw osiowych, ktorych o$ jest rownolegta lub
prawie rownolegla do krawedzi z okreslong impedancja akustyczng (rys.27b,d,f). Dla
pozostatych modéw w modelu p/4 o nieréwnomiernosci pola akustycznego decyduje

glownie ksztalt komory.
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Umieszczenie w komorach p4 i pl4 materialu pochlaniajacego dzwigk na
pochylonej krawegdzi zwigksza wplyw impedancyjnego warunku brzegowego na
nierownomierno$¢ pola akustycznego tylko dla modéw osiowych (rys.27a+27d).
Okreslenie impedancyjnego warunku brzegowego w postaci paséw zmniejsza
nieréwnomiernos¢ pola akustycznego dla moddéw, ktérych o$ jest prostopadia do
krawedzi z zadana impedancja. Dla komory p4 nierdwnomierno$¢ pola w takim

przypadku jest mniejsza o okoto 10 % niz w komorze z jednolita impedancja (rys. 27c).
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Rysunek 27. Nieréwnomiernos¢ pola ci$nienia akustycznego mierzona odchyleniem standardowym

w dwuwymiarowych komorach o ksztalcie prostokata z pochylona jedna z dtuzszych krawedzi o 4°

i 14° z zadang impedancja akustyczna o wartosci Z=3,6¢" (a=0,5); (a), (c), (e)- przypadek p4; (b),
(d), (f) — przypadek p/4

W komorze z zadana impedancja akustyczna na pochylonej krawedzi o 4°

nierownomiernos¢ pola akustycznego wsrod pierwszych 11 modéw mierzona
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odchyleniem standardowym jest mniejsza do 46% i 44% niz w komorze prostokatnej
bez pochlaniania dla modéw, odpowiednio, osiowych, ktorych oS jest skierowana
prawie rownolegle do powierzchni z impedancja i modéw osiowych, ktérych o$ jest
skierowana prawie prostopadle do powierzchni z impedancja. Dla modéw réwnolegltych
nierownomiernos¢ pola akustycznego jest mniejsza nawet do 49% niz w komorze
prostokatnej bez tlumienia. Poréwnujac nieréwnomierno$¢ pola w komorach z
thumieniem stwierdzono, ze nierownomiernos¢ pola mierzona parametrem o w komorze
z pochylona krawedzia o 4° jest o 17% 1 33% mniejsza niz w komorze prostokatnej dla
moddéw, odpowiednio, osiowych, ktérych o$ jest skierowana prawie rownolegle do
powierzchni z zadana impedancja i modéw osiowych, ktérych o$ jest skierowana
prawie prostopadle do powierzchni z impedancja. Dla modéw réwnoleglych
nierownomierno$¢ pola akustycznego jest mmniejsza do 46% niz w komorze
prostokatne;.

W komorze p/4 z zadana impedancja akustyczng na pochylonej krawedzi o 14°
nierownomierno$¢ pola jest do 50 % 1 59 % mniejsza niz w komorze prostokatnej bez
pochtaniania dla modéw, odpowiednio, osiowych i rownolegtych. Nierownomiernos¢
pola w takiej komorze dla modéw osiowych, ktérych o$ jest prawie réwnolegta do
krawedzi z impedancja akustycznag jest o 20+50 % mniejsza niz w komorze prostokatnej
z pochtanianiem.

Na rysunku 28 przedstawiono ksztalt pola ci$nienia akustycznego w komorze p4 i
pl4 dla wybranych sposobéw rozmieszczenia impedancji akustycznej o wartosci
7=3,6¢"" (¢=0,5) dla modéw rzedu 0-2 i 2-1. Dla poréwnania na rysunku podano
réwniez przypadek komory p4 bez pochianiania. Dla komory p/4 podano tylko
przyktad niejednolitej impedancji na jednej krawedzi, dla ktérego nieréwnomiernosc¢

pola jest najmniejsza wsrdd rozpatrywanych modow.
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Rysunek 28. Pole cisnienia akustycznego w komorach o ksztalcie r6znym od ksztattu prostokata przy
zadanej impedangiji akustycznej Z=3,6¢7° (¢=0,5) dla modéw rzedu 2-0, 0-21i 2-1
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Rysunek 29. Modul wektora predkosci akustycznej w komorach o ksztalcie réznym od ksztaltu
prostokata przy zadanej impedancji akustycznej Z=3,6e7*° (a=0,5) dla modow rzedu 2-0, 0-2 i 2-1




Ksztalt pola ci$nienia i modulu predkosci akustycznej dla modéw osiowych
utworzonych przez par¢ nierownoleglych $cian zalezy zaréwno od kata pochylenia
jednej krawedzi wzgledem drugiej, jak 1 sposobu umieszczenia materiatu
pochlaniajacego dzwigk. Zadanie impedancji akustycznej w sposob niejednolity
zmniejsza nierdwnomierno$¢ pola akustycznego w porownaniu z przypadkiem
jednolitej impedancji. Przy duzych katach, tzn. powyzej 10°, o ksztalcie pola
akustycznego decyduje gtéwnie geometria komory.

Ksztalt modéw osiowych, ktérych o$ jest skierowana réwnolegle lub pod ostrym
katem do krawedzi z impedancja, jest okreslony glownie przez stopien jednolitosci i
warto$¢ impedancyjnego warunku brzegowego. Tylko dla duzych katéw pochylenia
krawedzi komory lub dla malych wartosci impedancji akustycznej o ksztalcie pola
decyduje wyltacznie jej geometria. Obszar o najwigkszej wartosci ci$nienia i predkosci
akustycznej zawsze wystgpuja w poblizu krawedzi pochlaniajacej dzwiek.
Nieré6wnomiernos¢ pola akustycznego w komorze z niejednolita impedancja akustyczna
jest mniejsza niz w komorze z jednolita impedancja.

Ksztalt modow réwnoleglych zalezy zaréwno od geometrii komory, jak i sposobu
umieszczenia materialu pochlaniajacego dzwigk. Zadanie impedancji akustycznej w
sposob niejednolity zmniejsza nierownomiernos¢ pola akustycznego w poréwnaniu z

komora z impedancja jednolita.

Na skutek umieszczenia materialu pochtaniajacego dzwiek na krawedziach komory
zmieniaja si¢ réwniez czestotliwosci drgan wiasnych komory. Czestotliwo$¢ drgan
wlasnych zalezy od rozmiaréw geometrycznych komory oraz skoku fazy na krawedzi z
zadana impedancja. Dla komory jednowymiarowej czestotliwo$¢ drgan wiasnych
mozna okresli¢ na podstawie réwnania (3-20). Dla komér dwu- 1 tréjwymiarowych brak
jest zaleznosci analitycznych. Warto$¢ czestotliwosci drgan wihasnych komor
prostopadiosciennych z ttumieniem okresla si¢ na podstawie nomograméw [67,82] lub
metodami numerycznymi. W rozpatrywanych przykladach najwieksza zmiana
czestotliwosei rezonansowe] wzgledem komory o sztywnych $ciankach wystepuje dla
komory prostokatnej z jednolita impedancja akustyczna o wartosci Z=3,6¢7*° (a=0,5)
dla rezonansu rzedu 0-1. Dla tego przypadku czestotliwos$¢ rezonansowa zmienia si¢ o
-7%, a wiec o wartos¢ ktéorag mozna pomina¢é w wielu zagadnieniach praktycznych.
Nalezy réwniez przypomnieé, ze powierzchnia wszystkich modelowanych komor

dwuwymiarowych jest jednakowa.
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Dla modelowanych komér zbadano réwniez wptyw sposobu umieszczenia 1 stopnia
jednolitoéci impedancyjnego warunku brzegowego na czgstotliwos¢ drgan wiasnych.
Okazuje sig, ze w analizowanych przypadkach wymienione czynniki praktycznie nie
maja wplywu na czestotliwosé rezonanséw. Najwieksza zaobserwowana réznica wynosi

3 %, czyli jest na poziomie blgdéw stosowanej metody numeryczne;.

3.5 Whnioski

Na podstawie przeprowadzonej analizy bledéw wyznaczania pulacji rezonansowych
i rozkladu ciénienia akustycznego dla modeli z impedancyjnymi warunkami
brzegowymi natury akustycznej metoda kombinacji liniowej wektoréw wiasnych
modelu bez strat okreslono gestos¢ siatki elementéw skonczonych dla ktorej btedy te sa
mniejsze od 5%. Wartos¢ czestotliwosci rezonansowych jest wyznaczana ze
wspomniang dokladnoscia dla siatek o gestosci co najmniej 6 el/A, natomiast rozktad
ciénienia akustycznego dla siatek o gestosci co najmniej 20 el/A. Przy wyznaczaniu
rozkladu ciénienia akustycznego wewnatrz komory metoda kombinacji liniowej
wektoréow wlasnych modelu bez strat nalezy wigc stosowaé inne kryterium doboru
siatki elementdéw skonczonych, niz kryterium 6 el/A powszechnie stosowane w
modelowaniu zagadnien wibroakustycznych metoda FEM.

Poréwnanie bledéw wyznaczania pola predkosci akustycznej poprzez przetworzenie
pola cisnienia akustycznego réznymi technikami oraz analiza wrazliwosci ksztaltu pola
predkosci na te bledy wykazaly, ze technika dwustronnej pochodnej dyskretnej jest
efektywniejsza od techniki jednostronnej pochodnej dyskretnej i techniki numerycznego
rézniczkowania funkcji interpolowanej funkcjami sklejanymi. Bledy obliczenia
predkosci akustycznej technika dwustronnej pochodnej dyskretnej sa mniejsze od 5%
dla siatek dyskretnych o gestosci co najmniej 10 el/A.

W wyniku modelowania szeregu komér o réznej geometrii i dla réznych
impedancyjnych ~ warunkow  brzegowych natury akustycznej wykazano, ze
nierownomiernos¢ pola akustycznego mozna mierzy¢ odchyleniem
$redniokwadratowym kwadratu cisnienia/predkosci akustycznej od wartosci sredniej lub
warto$cia $rednia kwadratu cisnienia/predkosci akustycznej. Parametry te moga byc
stosowane zamiennie, aczkolwiek bledy wyznaczania parametru ¥’z wykorzystaniem

jednorodnych siatek dyskretnych sa okolo 2 razy wigksze niz odchylenia
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standardowego o. Parametr o natomiast jest mniej czuly na zmiane nieréwnomiernosci
pola niz parametr X”.

Przy ocenie wiasciwosci pola akustycznego w komorach oprocz wymienionych
parametrow pomocna jest rowniez wizualizacja zaréwno pola cisnienia, jak i predkosci
akustycznej. Zobrazowanie ksztattu pola cisnienia i predkosci akustycznej umozliwia
doktadniejsza analize zjawisk akustycznych zachodzacych wewnatrz komory, m.in.,
okre$lenie obszaréw skupienia energii akustycznej (potencjalnej i kinetycznej) i tym
samym optymalizacje rozmieszczenia w komorze materialéw pochtaniajacych dzwiek.

W wyniku przeprowadzonego modelowania okreslono jakosciowy i ilosciowy
wplyw warunkow brzegowych natury akustycznej na nieréwnomierno$¢ i ksztatt pola
cisnienia i predkosci akustycznej w zaleznosci od rodzaju modéw drgan wiasnych
komory. Nierownomiernos$¢ pola akustycznego dla modoéw, ktorych o$ jest skierowana
réwnolegle lub pod ostrym katem do $cianek komory z jednolita impedancjg akustyczng
jest mniejsza niz w komorze bez tlumienia. Nieréwnomierno$¢ pola dla moddéw,
ktérych o$ jest skierowana prostopadle do powierzchni z jednolitym impedancyjnym
warunkiem brzegowych jest praktycznie taka sama, jak w komorze bez strat. Okreslenie
impedancji akustycznej w postaci paséw zwigksza jej wplyw na pole akustyczne i
zmniejsza nierownomiernos¢ pola akustycznego dla modow, ktorych of jest skierowana
prostopadle do powierzchni z zadana impedancja. Pochylenie jednej ze scianek komory
od kilku do kilkudziesieciu stopni wzgledem Scianki przeciwlegle] zmniejsza
nierbwnomiernos¢ pola w komorze. Dla duzych katow pochylenia $cianki
nierOwnomiernos¢ pola akustycznego w komorze jest okreslona glownie przez
geometri¢ komory.

W rozdziale wykazano réwniez, ze wprowadzajac niewielkie modyfikacje w
geometrii komory prostokatnej oraz zadajac w odpowiedni sposéb impedancyjne
warunki brzegowe na jej krawedziach mozliwa jest w stosunkowo szerokim zakresie

zmiana nierdwnomiernosci pola akustycznego wewnatrz analizowanego obszaru.
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4 Modelowanie pola akustycznego w obszarze zewnetrznym z

uwzglednieniem impedancyjnych warunkéw brzegowych

Pole akustyczne w obszarach nieograniczonych na ogoét jest modelowane metoda
BEM, rzadziej FEM oraz metodami mieszanymi FEM/BEM. W metodzie FEM obszar
nieograniczony zastepuje si¢ odpowiednio duzym obszarem ograniczonym na brzegu
ktérego nakladany jest warunek brzegowy zapewniajacy catkowite pochianianie fali
akustycznej. Poniewaz w przypadku metody BEM dyskretyzacji podlega wytacznie
brzeg modelowanego obszaru metoda ta na ogodt jest efektywniejsza, niz metoda FEM.
Istnieje jednak odmiana metody FEM w ktorej sa stosowane tzw. elementy
nieskoniczone [11] umozliwiajaca analize¢ pola nieograniczonego bez koniecznosci
dyskretyzacji catego modelowanego obszaru. W takim przypadku efektywnos¢ metody
FEM moze by¢ wieksza niz metody BEM [36]. Efektywno$¢ metody FEM mozna
rowniez zwiekszy¢é wykorzystujac pewne zaleznosci uzyskane z zastosowaniem
analogii E-M-A.

W przypadku kolokacyjno-wariacyjnej metody DBEM w postaci klasycznej nie jest
mozliwe jednoczesne modelowanie pola akustycznego wewnatrz i na zewnatrz obszaru
ograniczonego. Wplyw pola akustycznego wewnatrz komory na pole akustyczne na
zewnatrz komory oblicza sie dwuetapowo lub wykorzystujac analogie E-M-A. W
przypadku analizy dwuetapowej najpierw wyznacza si¢ pole wewnatrz komory na
podstawie czego sa okreslane warunki brzegowe stosowane w modelowaniu na drugim
etapie. Metoda IBEM natomiast umozliwia jednoczesne modelowanie pola
akustycznego wewnatrz i na zewnatrz analizowanego obszaru. Ze wzgledu na sposob
formutowania metody IBEM istnieja jednak trudnosci z definiowaniem
impedancyjnych warunkéw brzegowych o réznych wartosciach na powierzchni
wewnetrznej 1 zewnetrznej modelowanej komory. Zostanie réwniez wykazano, ze
podczas analizy zwiazku pomiedzy parametrami pola akustycznego wewnatrz i na
zewnatrz komory, efektywno$¢ modelowania metoda FEM z wykorzystaniem analogii
E-M-A jest o wiele wieksza od efektywnosci modelowania metoda IBEM.

W pracy modelowanie pola akustycznego w obszarze zewngtrznym komory z
uwzglednieniem impedancyjnych warunkow brzegowych ograniczono do analizy
oddziatywania pola akustycznego wewnatrz komory na parametry pola akustycznego na
zewnatrz komory. Problematyka ta jest waznym zagadnieniem w akustyce matych

pomieszczen, projektowaniu obudow gtosnikowych i w wibroakustyce.
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4.1 Wyznaczanie pola cisnienia akustycznego metodami FEM i BEM z
wykorzystaniem analogii E-M-A
Pole akustyczne na zewnatrz komory z elementami promieniujacymi dzwiek mozna
wyznaczy¢ laczac metody FEM, BEM 1 metodg analogii E-M-A. Podejscie takie
umozliwia znaczne uproszczenie modeli numerycznych przy jednoczesnym zachowaniu
dobrej doktadnosci modelowania zjawisk falowych zachodzacych wewnatrz komory.
Wykorzystanie zmodyfikowanej metody FEM z wykorzystaniem analogii E-M-A na
przyktadzie modelowania urzadzen glosnikowych mozna znalez¢ miedzy innymi w

pracach [30,77].

4.1.1 Wyznaczanie ciSnienia akustycznego poprzez obliczenie impedancji
obciazajacej tylng stron¢ elementu drgajacego
Komorg zamknigta z elementem promieniujacym dzwigk w swietle analogii E-M-A

mozna przedstawi¢ za pomoca schematu zastgpczego wedtug rysunku 30.

M, C: By Zy
9

M

G

gdzie:

F — sita mechaniczna dzialajaca na element drgajacy [N],

9- predkos¢ elementu drgajacego [m/s],

M. - masa mechaniczna czynna elementu drgajacego [kg],

C, - podatno$¢ mechaniczna czynna elementu drgajacego [s*/kg],

R,- rezystancja mechaniczna elementu drgajacego [kg/s],

Z,,— impedancja mechaniczna obciazajaca tylna strong elementu drgajacego[kg/s],

Z,— impedancja promieniowania elementu drgajacego przeniesiona na strong mechaniczng [kg/s].

Rysunek 30. Schemat zastgpczy komory z elementem promieniujacym dzwiek

Korzystajac ze schematu zastgpczego mozna wyznaczy¢ predkos¢ elementu
promieniujacego dzwiek:
_ F
Z,+Z,+Z,’
gdzie : (4-1)

Z,=R +joM_ + - impedancja mechaniczna elementu drgajqcego.

c
W wigkszosci zagadnien wibroakustycznych, a w szczegdlnosci w zagadnieniu
modelowania obudéw glosnikowych, impedancja promieniowania jest o wiele mniejsza

od impedancji mechanicznej elementu drgajacego i od impedancji obciazajacej tylna
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stron¢ elementu drgajacego. Masa wspoldrgajacego srodowiska na zewnatrz komory
jest mniejsza od masy membrany glosnika lub masy czynnej drgajacej struktury
elastycznej, natomiast rezystancja promieniowania jest o wiele mniejsza od rezystancji
strat komory z materialem nawet stabo pochfaniajacym dzwiek. Analize wplywu
impedancji promieniowania na wypadkowa mase 1 rezystancje mechaniczng
elastycznych uktadéw powierzchniowych na przykladzie ptyty kolowej mozna znalezé
w pracy [15]. Predkos¢ drgan elementu promieniujacego dzwigk zatem praktycznie nie
zalezy od impedancji promieniowania Z,,.

Podczas modelowania obudéw glosnikowych w zakresie malych i $rednich
czestotliwosci membrang glosnikowsg mozna traktowaé jako sztywny tlok. Dodatkowo
mozna zalozy¢, ze w zakresie S$rednich czestotliwosci reaktancja impedancji
mechanicznej elementu drgajacego jest okreslona wylacznie przez jego mase czynna,
natomiast straty w uktadzie mechanicznym sa pomijalnie mate. W takim przypadku
réwnanie (4-1) mozna uprosci¢ do postaci:

B jcoMIj+ 7, *2)

Do obliczenia predkosci drgan elementu promieniujacego dzwiek wystarczy zatem
wyznaczy¢ impedancj¢ obciazajaca jego tylna strong. Impedancje Z, w sposob
analityczny mozna wyznaczy¢ dla nielicznych przypadkéw, migdzy innymi dla tloka
sztywnego umieszczonego na jednym z koncéw sztywnej rury oraz dla
prostopadiosciennej komory o sztywnych $ciankach [51]. Pierwszy model jest
powszechnie stosowany w analizie urzadzen glosnikowych [75].

Impedancja obcigzajaca tylna strone tloka sztywnego jest okreslona jako stosunek

sity mechanicznej dziatajacej na element do jego predkosci drgan:
~ [pds,
A
w g
gdzie : S, - powierzchnia tloka, (4-3)
9, - zadana predkos¢ drgan tloka.

Przy zadanej predkosci drgan tloka rozklad cisnienia akustycznego na jego
powierzchni mozna wyznaczy metodami FEM lub BEM. W metodach tych cisnienie
akustyczne oblicza sie w dyskretnych punktach (wezlach) na powierzchni tloka.
Zakladajac liniowy lub inny charakter zmian cisnienia pomiedzy wezlami mozna

numerycznie, a w niektdrych przypadkach réwniez analitycznie, wyznaczy¢ calke po
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powierzchni tloka. W pracy zalozono liniowa zmiane ci$nienia pomiedzy weztami,
natomiast calk¢ wyznaczono analitycznie dzielac powierzchnie tloka na tréjkatne
elementy skonczone. Metodyke wyznaczania impedancji Z, na podstawie rozktadu
ci$nienia akustycznego w dyskretnych punktach na powierzchni tloka przy uzyciu
trojkatnych elementéw dyskretnych przedstawiono w dodatku B. Zastosowanie
trojkatnych elementéw umozliwia analityczne wyznaczanie calki (4-3) dla tloka o
dowolnym ksztalcie.

Znajac predkos¢ drgan elementu drgajacego mozna wyznaczy¢ warto$¢ cisnienia
akustycznego w dowolnym punkcie obszaru na zewnatrz komory. Dla tloka sztywnego
umieszczonego w nieskonczenie wielkiej odgrodzie ci$nienie akustyczne na osi
promieniowania w polu dalekim mozna wyznaczy¢ z rdwnania [32]:

2

p(r)= pockLS,

2r
gdzie : p,c - akustyczna rezystancja wlasciwa osrodka, (4-4)
a - promien ttoka, r - odlegtosc.

Wyznaczona predkos¢ drgan elementu promieniujacego dzwiek moze by¢ rowniez
wykorzystana jako warunek brzegowy w metodach FEM 1 BEM przy obliczeniu pola
akustycznego na zewnatrz komory.

W celu oszacowania efektywnosci obliczenia cisnienia akustycznego na zewnatrz
komory z elementem drgajacym poprzez wyznaczenia impedancji obciazajaca tylng
strong elementu metodami FEM, DBEM i IBEM rozwazono przypadek komory
prostopadtosciennej o wymiarach 40x32x25 cm, odpowiadajacej obudowie gtosnikowej
sredniej wielkosci (32 litry). Element promieniujacy dzwiek w postaci tloka sztywnego
o efektywnym promieniu 6 cm 1 masie czynnej 10 g umieszczono niesymetrycznie w
Sciance o najwigkszej powierzchni. Siatka elementéw skonczonych modelu FEM sktada
si¢ z 375 elementéw 1 510 weztéw, natomiast siatka elementdw brzegowych modelu
BEM zawiera 300 elementow i1 290 weztéw. Siatka elementéw brzegowych jest
doktadnym odwzorowaniem powierzchni zewnetrznej siatki elementéw skonczonych.
Gestos¢ siatek elementow dyskretnych dobrano tak, aby na jedng dlugos¢ fali
akustycznej przypadalo co najmniej 6 elementdéw w modelowanym zakresie
czestotliwoscei (do 1kHz).

Rysunki 31+32 ilustruja impedancje Z, tloka sztywnego wyznaczong metodami
FEM, DBEM 1 IBEM dla obudowy bez strat. Dla modeli bez strat macierz gléwna w

metodzie FEM jest macierza rzeczywista, za$ rezystancja obcigzajaca tylng strone tloka
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jest réwna zeru. W metodach BEM macierz gléwna jest zawsze macierza zespolona, a
wigc impedancja Z,, jest rowniez wartoscig zespolong. W metodach BEM rezystancja
obcigzajaca tylna strong tloka dla czgstotliwosci rezonansowych jest nieskonczenie

wielka, natomiast dla pozostatych czgstotliwosci jest rowna zeru.
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Rysunek 31. Reaktancja obciazajaca tylna strong tloka sztywnego w obudowie bez strat
wyznaczona metoda FEM
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Impedancja obciazajaca tylna strong tloka jest rozna od zera tylko w poblizu
czestotliwosci rezonansowych obudowy. W tym zakresie ze wzrostem czestotliwosci
impedancja Z, najpierw staje si¢ nieskonczenie wielka i ttok nie promieniuje energii
akustycznej, po czym nastgpuje zmiana znaku impedancji Z,, i predkos¢ drgan tloka
oraz energia promieniowania rosnie, wreszcie impedancja Z, maleje do zera i obudowa
nie wplywa na promieniowanie dzwigku.

Rysunek 33 przedstawia charakterystyke czestotliwos$ciowa poziomu cisnienia
akustycznego w polu dalekim na osi tloka modelowanego zestawu gltosnikowego
obliczona wedlug wzoru (4-4) z wykorzystaniem impedancji obciazajacej tylng strong
tloka.
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Rysunek 33. Charakterystyka czgstotliwosciowa poziomu ci$nienia akustycznego na osi tloka sztywnego
w polu dalekim wyznaczona poprzez obliczenie impedancji Z, metodami FEM, DBEM i IBEM

Ho(a'"756'"sod"ésd"éod"ésd"{ooo
Z

W zakresie czestotliwosci do 600 Hz metody DBEM i IBEM prawidlowo
odwzorowujq ksztalt charakterystyk impedancji Z,, i charakterystyki czestotliwosciowe;
ci$nienia akustycznego. W tym zakresie czgstotliwosci roznice w charakterystykach
wyznaczonych metodami FEM i BEM wystepuja na skutek skonczonej rozdzielczosci
modelowania na skali czestotliwosci. Dla czestotliwosci powyzej 600 Hz (okoto 1/2

czestotliwosci granicznej wedtug kryterium h=A4/6) wystepuja znaczne roznice w
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wartosciach i ksztalcie modelowanych charakterystyk wyznaczonych metodami BEM.
W tym zakresie czgstotliwosci bledy modelowania metod BEM przejawiaja sie jako
dodatkowe straty, nie zwiazane ze stratami fizycznymi modelu, ktére rosna wraz z
czgstotliwoscia. Bledy te sa spowodowane zespolong postacia macierzy glownej w
metodach BEM oraz zamiang ciaglego brzegu modelowanego obszaru zbiorem
skonczonych elementéw brzegowych. Poza tym w przypadku metod BEM nie
wszystkie rezonanse obudowy sa prawidlowo identyfikowane. Trzeci 1 czwarty
rezonanse akustyczne obudowy o mato rézniacej si¢ czestotliwosci s identyfikowane
jako pojedynczy rezonans. Oznacza to, ze modelowanie pola akustycznego z
wykorzystaniem impedancji obciazajacej tylna strone tloka metodami DBEM i IBEM
jest mniej doktadne niz metoda FEM.

W metodzie IBEM mozliwe jest jednoczesne modelowanie pola wewnatrz i na
zewnatrz komory zamknigtej lub nawet czesciowo otwartej. Stosujac metode sprzezona
IBEM/FEM (model akustyczny jest sprzgzony z modelem mechanicznym) mozna w
sposob bezposredni wyznaczy¢ ci$nienie akustyczne na zewnatrz komory z
uwzglednieniem drgan elementu promieniujacego dzwigk 1 wlasciwosei pola
akustycznego wewnatrz komory. Wyniki modelowania promieniowania tloka
sztywnego w obudowie zamknigte] metoda sprzezona IBEM/FEM 1 metoda
niesprzezong IBEM z wykorzystaniem analogii E-M-A przedstawiono na rysunku 34.
Wiyniki te umozliwiaja ocen¢ doktadnosci modelowania pola akustycznego na zewnatrz
komory technika wyznaczenia impedancji obciazajacej tylna strong elementu
promieniujacego dzwiek. W celu zwigkszenia czytelnosci wykreséw charakterystyki na
rysunku sa przesunigte wzgledem siebie o 15 dB.

Najwieksza roznica wartosci cisnienia akustycznego zachodzi dla czgstotliwosci
okolo 680 Hz dla ktorej wystepuja dwa rezonanse obudowy o malo rézniacej sig
czestotliwosci. Zardéwno w metodzie sprzezonej 1 niesprzgzone] nastepuje biedna
identyfikacji 3 1 4 rezonanséw obudowy, rezonanséw rzedu 1-1-1 1 0-0-1. W
pozostalym zakresie czgstotliwosci roznicy pomiedzy charakterystykami sa mniejsza od
kilku dB. Wyniki obliczenia cisnienia akustycznego na zewnatrz komory z elementem
promieniujacym dzwigk metoda sprzgzona IBEM/FEM 1 metoda wyznaczenia

impedancji Z,, sa zatem praktycznie identyczne.
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Rysunek 34. Charakterystyka czgstotliwosciowa poziomu ci$nienia akustycznego w polu dalekim na
osi tloka wyznaczone metoda sprz¢zong IBEM (/BEM C) oraz nie sprz¢zonej IBEM (IBEM EMA)
Koszty obliczeniowe metod DBEM i IBEM przy zastosowaniu kwadratury Gaussa
4 rzedu (w modelu 3D 4 wezly Gaussa) dla siatki elementow brzegowych modelowane;j
obudowy sktadajacej si¢ z 300 czworokatnych elementow liniowych sg o wiele wigksze
od kosztow obliczeniowych metody FEM dla siatki elementow skonczonych skiadajacej
sie¢ z 375 elementow liniowych. Dlatego szybkos¢ obliczen metoda FEM modelowane;
komory jest okoto 10 razy wigksza niz metodami DBEM i IBEM. Efektywnos¢ metody
FEM przy modelowaniu pola akustycznego na zewnatrz komory z elementem
promieniujacym dzwigk poprzez wyznaczenie impedancji obciazajaca jego tylna strong
dla modeli $redniej wielkosci jest zatem co najmniej o rzad wigksza niz efektywnos¢
metod DBEM i IBEM. Efektywnos¢ metody FEM dodatkowo mozna znacznie
zwigkszy¢ stosujac technike superpozycji modalnej. W rozpatrywanym przypadku czas
obliczef metoda superpozycji modalnej jest 3 razy mniejszy niz metoda bezposrednia.
Przy wyprowadzeniu wzoru okreslajacego ci$nienie akustyczne na zewnatrz komory
z elementem promieniujacym dzwigk zalozono, ze impedancja promieniowania
przedniej strony elementu drgajacego jest pomijalnie mata, natomiast wypadkowe straty
w modelu sa okreslone gléwnie przez straty wewnatrz komory. Wykorzystujac metode
FEM sprawdzono wplyw impedancji promieniowania przedniej strony tloka na

dokladnos$¢ obliczenia ci$nienia akustycznego oraz wplyw strat wewnatrz obudowa na
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ksztalt charakterystyki czestotliwosciowej poziomu cisnienia akustycznego. W tym celu
przy obliczeniu predkosci drgan tloka sztywnego uwzgledniono impedancje
promieniowania jego przedniej strony korzystajac ze znanej postaci na impedancje
promieniowania kolowego tloka sztywnego umieszczonego w nieskonczenie wielkiej
odgrodzie. Wplyw strat wewnatrz obudowy na ksztalt charakterystyki
czgstotliwosciowej poziomu cisnienia okreslono wprowadzajac do komory material
pochlaniajacy dzwiek. Rysunek 35 ilustruje wpltyw impedancji promieniowania Z, na
charakterystyke czestotliwosciowa poziomu cisnienia akustycznego modelowane;j
obudowy glosnikowej, natomiast rysunek 36 przedstawia charakterystyke
promieniowania dla obudowy, w ktérej na dwoch wybranych rownolegtych $ciankach
umieszczono material o wspotczynniku pochtaniania dzwieku ¢=0,1. Na rysunku 35 dla
zwigkszenia przejrzystosci wykresow charakterystyki sg przesuniete wzgledem siebie o
60 dB.
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Rysunek 35. Charakterystyka czestotliwo$ciowa poziomu ci$nienia akustycznego na osi ttoka w polu
dalekim wyznaczone metoda FEM z uwzglgdnieniem (FEM_Zp) i bez uwzgledniania (FEM)
impedancji promieniowania jego przedniej strony

Masa wspoldrgajacego srodowiska nie wptywa na ksztatt obliczonej charakterystyki
cisnienia akustycznego, natomiast rezystancja promieniowania ma znikomy wplyw na

dobro¢ uktadu dla poszczegdlnych rezonanséw obudowy. Znacznie wiekszy wpltyw na

dobro¢ maja straty wprowadzone do wngtrza komory. Nawet przy matym pochtanianiu
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dzwieku (a=0,1) straty te decyduja o dobroci uktadu dla poszczegolnych rezonansow
komory (rys.36). W przypadku modelowania komory zawierajacej nawet mate straty
akustyczne przy wyznaczaniu predkosci drgan elementu promieniujacego dzwiek z
zachowaniem dobrej dokladnosci mozna pomingé impedancj¢ promieniowania

przedniej strony elementu oraz straty w jego uktadzie mechanicznym.
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Rysunek 36. Charakterystyka czgstotliwo$ciowa poziomu cisnienia akustycznego na osi tloka w polu
dalekim wyznaczone metoda FEM dla obudowy bez strat (FEM) i z materialem pochlaniajacym dzwigk
o a=0,1 (FEMO0I)

4.1.2 Model strat wystgpujacych w komorach
W poprzednim rozdziale wykazano, ze zwiazek pomigdzy parametrami pola

akustycznego wewnatrz komory z wlasciwosciami pola na zewnatrz komory mozna
analizowaé z zastosowaniem metod FEM i BEM oraz wybranych zaleznosci
wyprowadzonych w oparciu o analogi¢ E-M-A oraz, ze najwigksza efektywnos$¢
modelowania wykazuje metoda FEM z zastosowaniem wspotrzednych modalnych. W
metodzie tej mozna rowniez w tatwy sposob uwzgledni¢ straty wystepujace w czesci
akustycznej badz strukturalnej modelu numerycznego.

W modelowaniu struktur elastycznych najcze$ciej wykorzystuje si¢ dwa modele

strat: model strat lepkosciowych i strat histerezowych. W modelu strat lepkosciowych
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sita dysypatywna jest proporcjonalna do predkosci drgan, natomiast w modelu
histerezowym do wychylenia. Uklad réwnan (2-1) z zastosowaniem wspoéirzednych
modalnych dla wspomnianych modeli strat dla metody FEM mozna przedstawi¢ jako
[93]:

model strat lepkoSciowych

[k,f +2jwéA[km, — a)zm;]{a,.}= {1

model strat histerezowych

[+ in)-otmfa =1}

=2z (4-5)
gdzie :

k., m, f, - sztywno$é, masa i sita we wspétrzednych modalnych

dla poszczegdlnych modow i,
a — wektor wspotrzednych modalnych,
&..n, - intensywnos¢ ttumienia i wspotczynnik ttumienia wewnetrznego.

W modelach przedstawionych z zastosowaniem wspéirzednych modalnych straty
wystepujace w czesci strukturalnej mozna okresli¢ za pomoca intensywnosci ttumienia
£ badz wspolczynnika thumienia 7.

Straty w czesci akustycznej na ogdt sa okreslane przez impedancje akustyczna.
Mozliwe jest jednak okreslenie strat w tej czesci poprzez wspoétczynnik & lub 7. W ten
sposob mozna ujednolici¢ model strat dla czesci akustycznej i strukturalnej oraz
stosowac efektywniejsze algorytmy rozwigzywania uktadu rownan (2-1).

W niniejszym rozdziale przedstawiono model strat akustycznych wyrazonych przez
wspoétczynnik intensywnosci thumienia & dla komor prostopadtosciennych. Opracowana
metodyka wykorzystania strat akustycznych wyrazonych przez wspdlczynnik & w
metodzie FEM oraz wyniki modelowania mozna rozszerzy¢ rowniez do przypadku
komér o innej geometrii. Straty w komorach o dowolnej geometrii moga by¢
wyznaczone przez pomiar lub metodami numerycznymi poprzez obliczenie czesci
urojonej pulsacji rezonansowej drgan wtasnych badanych komor.

W komorze prostopadiosciennej z zadang impedancjgq akustyczng na wybranych
powierzchniach wewnetrznych pole akustyczne mozna przedstawié jako superpozycje
fal ptaskich rozchodzacych sie wzdtuz osi gldownych komory [64]. Liczbe falowa mozna

wyrazi¢ przez sktadowe zwiazane z poszczegdlnymi osiami komory:

K=k +k +k. (4-6)
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Sktadowe liczby falowej okresla sie na podstawie wymiar6w geometrycznych
komory i wartosci wspolczynnika odbicia ci$nienia akustycznego R Scianek komory
prostopadtych do rozwazanych osi. W przypadku okreslenia impedancyjnego warunku
brzegowego na dwdch przeciwlegtych $Sciankach komory, stosujac analogi¢ pomiedzy
modelowanych ukladem a ukladem o jednym stopniu swobody, liczbg falowa mozna

wyrazi¢ jako [64]:

L LI S Y
c c / I /)

gdzie :
@, - czeS¢ rzeczywista pulsacji rezonansowej
dla drgan swobodnych w komorze ze stratami,
O, - dekrement ttumienia, (4-7)
[ - dlugos¢ komory,
n,=1,2...-rzqd drgan,
R =exp(—y + j@) - wspoczynnik odbicia cisnienia akustycznego

powierzchni z impedancjq akustyczng.

Intensywnos$¢ thumienia £ mozna wyrazié przez dekrement ttumienia:

£==, (4-8)

natomiast dekrement ttumienia dla komory prostopadiosciennej przedstawi¢ jako [64]:

§=—(6k +6k, +6k). (4-9)
- ,

r

Dla uktadéw o matym i $rednim tlumieniu, tzn. 6<<w,, wypadkowy dekrement

tlumienia mozna wyrazi¢ jako:

6~6,c080, +6,c080, +6,cos0,,
gdzie ®, - kqt propagacji fali wzgledem osi i,

0, =Aap cos@, = D, N T )e

b

X a)r Zxa)r
Ay . o, (m,+o,)c
5}, ——-V—C 1 COS@'V —-a)—r——'l—vgo'r——, (4_10)
5.=%2c i cos®, =% =\, e +(pz)c,
A T o, Lo,

2 2 2
50, ~ C\/V(ﬂnxl'*- (oxj +{ﬂn}l+ (Dy] +(7mzl+ (pz] .
b 4 y z
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W przypadku okreslenia impedancji akustycznej tylko na jednej $ciance komory
parametry y i ¢ sg o polowg mniejsze.

Réwnania (4-10) nie uwzgledniaja pochtaniania fal biegnacych réwnolegle do
powierzchni z impedancja akustyczna. Mozna wykazac jednak, ze dekrement thumienia
dla fali akustycznej rozchodzacej sie réwnolegle do powierzchni z impedancja o duzej
wartosci jest dwa razy mniejszy niz dekrement thumienia dla fali biegnacej prostopadle
do tych powierzchni [64]. Zakladajac podobng relacje rowniez dla matych wartosci
impedancji akustycznej, dodatkowe pochlanianie wystepujace dla fal biegnacych
rownolegle do powierzchni z impedancja akustyczna mozna uwzglednic w sposéb
nastepujacy:

mody osiowe zwiqzane z wybranq osiq , np. 0siq z

o, :léx +15 +,,
2 2 7

mody rownolegle skierowane prostopadle do wybranej osi, np. osi z @11)

6,=0,c080,+6,c0s0O, +%5z,
mody skoSne
6,=06,c080,+6,c0s0, +6,cos0,.

Na podstawie réwnan (4-10) 1 (4-11) mozna wyznaczy¢ wypadkowy dekrement
tlumienia, natomiast z rownania (4-8) intensywnos$¢ thumienia & dla poszczegdlnych
czestotliwosci rezonansowych komory. Wyznaczone w ten sposob wspdtczynnik &
moze by¢ wykorzystany przy okresleniu thumienia dla poszczegdlnych rezonansow w
analizie modalnej metoda FEM.

Do wyznaczania dekrementu tlumienia ¢ niezbedna jest znajomos$¢ wartosci
wspotczynnika odbicia ci$nienia akustycznego wewnetrznych powierzchni komory.
Wspotczynnik odbicia R okres$la si¢ na podstawie zespolonej wartosci impedancji
akustycznej zadanej na poszczegdlnych powierzchniach. W praktyce jednak rzadko jest
znana warto$¢ impedancji akustycznej stosowanych materialéw, na ogét podany jest
wyltacznie wspotczynnik pochlaniania dzwigku «. Pomijajac faze impedancji
akustyczne] przedstawiony model strat akustycznych w komorze mozna uprosci¢ do
takiej postaci, dla ktorej wystarczy poda¢ wylacznie warto$¢ wspotczynnika

pochtaniania dzwigku stosowanych materialéw akustycznych.
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Réwnanie (4-10) w takim przypadku przeksztalca sie do postaci:

6 ~6,c080,+6,c0s0, +6,c050,,

gdzie :
—Inf1-
5x=———oi‘—c i cos@x=7m"c,
I lo,
~In/l-a
6,=————>c i cos® =7myc’
[ 71
” o (4-12)
—In1-
o =uic i cos@,zmzc,
L Lo,
2 2 2
nx ny nz
o ~m | = +|=| +| =],
(lx] (lyj (lzj
gdzie:

a, - wspolczynnik pochaniania dzwieku powierzchni prostopadych do osi i.

W celu sprawdzenia dokladnosci modelowania pola akustycznego na zewnatrz
komory z zastosowaniem opracowanego modelu strat akustycznych rozwazono
obudowe glosnikowa o wymiarach 40x32x25 cm, w ktorej na dwdch rownolegtych
sciankach w plaszczyznie y-z umieszczono material pochtaniajacy dzwigk o zadane;j
impedancji akustycznej lub wspolczynniku « (rys. 37). Elementem promieniujacym
dzwiek jest sztywny tlok kotowy o promieniu 6 cm i masie czynnej réwnej 10 g.
Rozpatrzono przypadki matego (o0=0,1),

$redniego (a=0,5) 1 duzego (a=0,8) pochlaniania
dzwigku przez powierzchnie z impedancyjnym

warunkiem brzegowym. Obliczenia wykonano

technika superpozycji modalnej 1 technika

bezposredniego rozwiazywania uktadu réwnan

(2-1) metoda FEM. Przeanalizowano bledy

obliczen dla modelu strat akustycznych z

uwzglednieniem 1 bez uwzglednienia skoku fazy

Rysunek 37. Model FEM obudowy
glosnikowej z zadang impedancja na krawedzi z materialem pochtaniajacym dzwigk.
akustyczng na $ciankach y-z

Poniewaz wspodiczynnik odbicia plaszczyzny z
impedancjag akustyczng dla wigkszosci materialdéw akustycznych o duzym

wspotczynniku pochlanianiu dzwigku charakteryzuje si¢ malym przesunigciem
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fazowym, wplyw fazy impedancji akustycznej na wyniki modelowania okreslono tylko
dla modelu z matym pochtanianiu.
W tabeli 4-1 podano warto$¢ wspélczynnika & dla rozpatrywanych strat

akustycznych w komorze prostopadiosciennej obliczong na podstawie wzoréw

(4-10)+(4-12).

Tabela 4-1. Wyznaczone wartosci wspolczynnika &dla modelu strat akustycznych w komorze
przedstawionej na rysunku 37

£-10°
Rzad drgan (x-y-z) 7=6¢*° / a=0,1 a=0,1 a=0,5 a=0.8
0-1-0 11 10 69 161
1-0-0 20 17 111 258
1-1-0 16 14 95 220
0-0-1 6,99 6.55 43 101
0-1-1 8.15 7,65 51 118
1-0-1 11 10 69 160
1-1-1 11 10 69 161

Rysunek 38 ilustruje charakterystyki czgstotliwosciowe poziomu ciSnienia

akustycznego na osi glownej tloka dla malego pochtaniania wyznaczone z

zastosowaniem opisanego modelu.
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Rysunek 38. Charakterystyka czestotliwosciowa poziomu cisnienia akustycznego na osi tloka w polu
dalekim dla réznych katow fazy impedancji materialu pochlaniajacego dzwigk o a=0,1; ksi — brak
przesuni¢cia fazowego, Zf-50 — kat fazowy impedancji rdwny -50°, Zf-80 — kat fazowy impedancji rowny

-80°
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W zaleznosci od wartosci kata fazowego impedancji akustycznej w komorze z
pochianianiem nastgpuje obnizenie czgstotliwosci rezonanséw obudowy i przesuniecie
calej charakterystyki w kierunku mniejszych czestotliwosci. Zmiana fazy fali
akustycznej odbitej od powierzchni o wspdtczynniku pochlaniania @=0,1 z zadanag
impedancja o kacie fazowym -50° 1 -80° wynosi, odpowiednio, -3,5° 1 -19°. W sytuacji,
gdy kat fazowy wspodlczynnika odbicia jest mniejszy od 4 stopni wplyw fazy na
charakterystyke czestotliwosciowa cisnienia akustycznego jest niewielki i model strat
akustycznych oparty na wspotczynniku o daje poprawne wyniki z doktadnoscia do 1 dB
(rys.38). W przypadku gdy wystgpuje duzy skok fazy na powierzchni odbijajaco-
pochlaniajacej dobro¢ modelowanego ukladu dla poszczegdlnych rezonansow jest
obliczana nadal poprawnie, natomiast nie jest odzwierciedlona zmiana czestotliwosci
rezonansowych obudowy. Czestotliwosci akustycznych rezonanséw obudowy w
przypadku matego pochtaniania dla impedancji akustycznej o kacie fazowym réwnym
—80° zmieniaja si¢ do 10 % wzgledem wartosci dla obudowy bez strat. Zmiana
czestotliwosci rezonanséw jest niejednakowa dla kolejnych rzedéw drgan wiasnych.
Dlatego dla duzych wartosci fazy impedancji akustycznej ksztalt charakterystyki
czestotliwosciowej cisnienia akustycznego zestawu moze znacznie si¢ zmieni¢. Na
przyktad dla duzego skoku fazy na powierzchniach odbijajaco-pochtaniajacych
rezonanse rzedu 1-1-0 i 0-0-1 sa stosunkowo dobrze odseparowane na charakterystyce
poziomu cisnienia akustycznego, natomiast dla matych wartosci skoku fazy wystepuja
jako pojedynczy rezonans (rys.38).

Rysunki 39+41 ilustruja charakterystyki czestotliwosciowe poziomu ci$nienia
akustycznego na osi ttoka modelowanego zestawu glosnikowego dla przypadku matego,
sredniego 1 duzego pochtaniania dzwigku obliczone z zastosowaniem modelu strat
akustycznych na bazie wspdlczynnika o« (ksi) oraz obliczone z wykorzystaniem

impedancji akustycznej z pominigciem (Z) 1 z uwzglednieniem (Zf) jej kata fazowego.
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Rysunek 39. Charakterystyka czgstotliwo$ciowa poziomu ci$nienia akustycznego na osi tloka w polu
dalekim dla przypadku malego pochianiania dzwigku (e=0,1) dla réznych modeli strat w obudowie z

uwzglednieniem (Zf01-80) i bez uwzglednienia (Z01, ksi01) fazy impedancji akustycznej
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Rysunek 40. Charakterystyka czgstotliwosciowa poziomu ci$nienia akustycznego na osi ttoka w polu
dalekim dla przypadku $redniego pochaniania dzwigku (o=0,5) dla réznych modeli strat w obudowie z

uwzglednieniem (Zf05-50) i bez uwzglednienia (Z03, ksi05) fazy impedancji akustycznej
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Rysunek 41 Charakterystyka czestotliwosciowa poziomu cisnienia akustycznego na osi tloka w polu
dalekim dla przypadku duzego pochlaniania dzwigku dla réznych modeli strat w obudowie z
uwzglednieniem (pZf08-10) i bez uwzglednienia (pZ08, ksi08) fazy impedancji akustycznej (a=0,8)

W przypadku matego pochianiana (rysunek 39) charakterystyka poziomu cisnienia
akustycznego otrzymana z wykorzystaniem opracowanego modelu strat akustycznych
stosujac wspotczynnik « (ksi) jest prawie identyczna (z dokiadnoscia do 0,6 dB) z
charakterystyka obliczong z wykorzystaniem impedancji akustycznej o charakterze
rezystancji akustycznej (Z). Najwigksza roznica w charakterystykach wystepuje dla
rezonansu rownoleglego rzedu 0-1-1, ptaszczyzna ktorego jest prostopadia do Scianek z
zadanym warunkiem brzegowym. Uwzglednienie kata fazowego impedancji
akustycznej o wartosci 6¢7°  powoduje przesunigcie charakterystyki w kierunku
matych czestotliwosci.

Dla modelu o srednim pochianianiu (rysunek 40) obliczone charakterystyki
poziomu ci$nienia akustycznego z wykorzystaniem modelu strat i impedancji
akustycznej z pominigciem jej fazy praktycznie nie roznig si¢ pomigdzy soba.
Maksymalna réznica 0,1 dB wystepuje roéwniez dla rezonansu rzgdu O0-1-1.
Uwzglednienie przesunigcia fazy na powierzchniach o zadanej impedancji istotnie

wplywa na ksztatt charakterystyki ci$nienia akustycznego. Impedancja o wartosci
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3,67 (=0,5) powoduje skok fazy na powierzchni pochtaniajaco-odbijajacej dzwiek
0 -25°. Tak duzy skok fazy powoduje zmiang czestotliwosci rezonansowej nawet do 12
% (rezonans drugi rzedu 1-0-0).

Dla modelu o duzym pochlanianiu wszystkie trzy charakterystyki praktycznie
pokrywaja sie. Roznica w wartosciach pomiedzy poszczegdlnymi charakterystykami
jest mniejsza od 0,1 dB. Pomimo tego, ze dla modelu uwzgledniajacego faze impedanc;ji
akustycznej o wartosci 3,6¢7° skok fazy na powierzchni pochlaniajacej wynosi -10°,
nie wptywa to na ksztalt obliczonej charakterystyki ci$nienia akustycznego.

Koszty obliczeniowe metody FEM przy uwzglednieniu impedancji akustycznej dla
modelu z zastosowaniem wspohrzednych fizycznych sa okolo 10 razy wieksze od
kosztéw dla modelu z zastosowaniem wspodtrzednych modalnych. Z kolei koszty
obliczen metody FEM z zastosowaniem wspdtrzednych modalnych dla modelu strat
akustycznych z wykorzystaniem wspolczynnika & sa okoto 7 razy mniejsze od kosztéw
dla modelu z wykorzystaniem impedancji akustycznej. Stosujac wiec model strat oparty
na wspolczynniku &1 wspotrzednych modalnych mozna przyspieszy¢ obliczenia 70 razy
wzgledem modelu z wykorzystaniem impedancji akustycznej i1 wspoirzednych
fizycznych.

Przedstawiony model strat akustycznych z wykorzystaniem wspdtczynnika &
umozliwia uzyskanie dokltadnym wynikow modelowania ci$nienia akustycznego na
zewnatrz prostopadlosciennej komory z elementem promieniujacym dzwigk zaréwno
dla przypadku malych, jak i1 duzych strat akustycznych w komorze. Potwierdza to
stuszno$¢ przyjetego uproszczenia dotyczacego pochlaniania fal akustycznych
rozchodzacych sie réwnolegle do powierzchni pochtaniajacej dzwigk.

Podany model strat nie uwzglednia zmiany czestotliwosci rezonanséw akustycznych
komory ze wzgledu na przesunigcie fazowe fali padajacej na plaszczyzne z zadana
impedancja akustyczna. W przypadku wystgpowania duzego skoku fazy na
powierzchniach z impedancyjnym  warunkiem brzegowym  charakterystyka
promieniowania wyznaczona z zastosowaniem opracowanego modelu strat moze
znacznie si¢ rézni¢ od charakterystyki obliczonej z uwzglednieniem fazy impedancji

akustyczne;j.
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4.2 Modelowanie pola akustycznego w obszarze zewnetrznym
komory z uwzglednieniem jej rezonansow akustycznych i
strukturalnych

Wykorzystujac metod¢ wyznaczania cisnienia akustycznego poprzez obliczenie

impedancji obciazajacej tylna strone elementu drgajacego i opracowany model strat
akustycznych przeprowadzono modelowanie pola akustycznego w obszarze
zewnetrznym z uwzglednieniem zjawisk falowych zachodzacych wewnatrz komory. Do
modelowania uzyto metode FEM z zastosowaniem wspoirzednych modalnych,
poniewaz jej efektywnos¢ jest wigksza niz metod DBEM, IBEM i FEM z
zastosowaniem wspoirzednych fizycznych.

Zbadano wplyw rezonanséw akustycznych komory i rezonanséw jej Scianek na

charakterystyke czestotliwosciowa cisnienia akustycznego w obszarze zewnetrznym.

Modelowanie przeprowadzono na przykladzie obudowy glosnikowej, niemnie;j

jednak wyniki analizy moga by¢ réwniez wykorzystane w zagadnieniach wibroakustyki
i w akustyce matych wnetrz.

4.2.1 Szacowanie bledéw modelowania numerycznego z wykorzystaniem
modeli opartych na analogii E-M-A

W analizie oddzialywania pola akustycznego wewnatrz komory na wlasciwosci pola
w obszarze zewnetrznym z uwzglednieniem rezonanséw akustycznych i rezonansow
$cianek komory mozna wyrdézni¢ trzy podstawowe zrddta bledéw: modelowanie czgsci
akustycznej, modelowanie czesci strukturalnej modelu i stosowanie uproszczonych
zaleznosci uzyskanych na podstawie analogii E-M-A. W rozdziale 4.1.1 wykazano, ze
w przypadku modelowania promieniowania dzwigku przez tlok sztywny w obudowie
poprzez wyznaczanie impedancji obciazajacej jego tylna strong ostatnie zrodio bledow
moze byé zminimalizowane przez dobdr elementéw w schemacie zastgpczych
analizowanego ukladu. Bledy modelowania i efektywnos¢ modelowania czesci
akustycznej i mechaniczne] modelu nalezy natomiast optymalizowa¢ poprzez dobdr
siatki elementow dyskretnej.

Wybdr siatki elementéw skonczonych/brzegowych dokonuje si¢ w taki sposéb, aby
poprawnie odzwierciedli¢ ksztalt modelowego obszaru oraz zminimalizowaé bledy
aproksymacji szukanych zmiennych. Bledy aproksymacji minimalizowane sg poprzez
dobér rodzaju elementéw skonczonych, np. elementy liniowe, paraboliczne itd., oraz

gestosci siatki dyskretnej. W analizie zagadnien akustycznych z wykorzystaniem
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elementéw liniowych stosuje si¢ kryterium co najmniej 6 elementéw przypadajacych
na jedng dlugos¢ fali w modelowanym zakresie czestotliwosci [2,3,8,10,21,36,57,88].
Podczas modelowania elementéw elastycznych znajdujacych si¢ w czesci mechanicznej
modelu dodatkowo nalezy uwzgledni¢ zjawisko dyspersji predkosci fal akustycznych
rozchodzacych si¢ w elementach elastycznych, czyli zmiane predkosci tych fal w
zaleznosci od czestotliwosci.

W pracy przy analizie wplywu drgan $cianek komory na parametry pola
akustycznego na zewnatrz komory stosowano powierzchniowe struktury elastyczne
takie jak ptyta. Dlugos¢ fal gigtnych w plycie mozna oszacowac na podstawie rownania
okreslajacego predkosé tych fal w nieskonczenie rozleglej cienkiej ptycie [32]:

¢ =Nwi|—=,
dp,

gdzie : p, gestos¢ materialu z ktérego jest wykonana piyta, (4-13)

B - sztywnos¢ piyty na zginanie,
d - grubosc piyty.

Predkosé fal gietnych w plytach, a wigc rowniez ich diugosé, zalezy od sztywnosci
na zginanie plyty, gestosci materiatu, grubosci plyty i od czestotliwosci. Zaleznos¢
predkosci fal od czgstotliwosci oznacza dyspersje.

Szacowanie bledoéw obliczeniowych przeprowadza sie na 0ogét poprzez poréwnanie
wynikow modelowania z rozwiazaniem analitycznymi lub z wynikami pomiaréw.
Rozwiazania analityczne dla komoér z warunkami brzegowymi natury mechanicznej na
ogdét nie istnieja. Stosuje si¢ zatem pewne uproszczone modele analityczne lub
zdefiniowane w oparciu o analogi¢ E-M-A, ktére umozliwiaja szacowanie doktadnosci
modelowania dla tego typu warunkow brzegowych. Jednym ze sposobdéw okreslenia
dokladnosci modelowania jest wyznaczenie bledéw obliczenia czestotliwosci
rezonansowych modelowego ukladu. Dla metod FEM 1 BEM w postaci klasycznej
bledy te w wielu przypadkach okreslaja dokladno$¢ modelowania pola ci$nienia i
predkosci akustycznej [36,70,72,77,86]. Dla niektérych modyfikacji metod FEM 1 BEM
bledy obliczenia pola cisnienia lub predkosci akustycznej a czgstotliwosci
rezonansowych moga jednak znacznie si¢ rézni¢. Przedstawiona w rozdziale 3.1 analiza
btedéw zmodyfikowanej metody FEM, metody analizy uktadow ze stratami opartej na
kombinacji liniowej wektoréow wlasnych modelu bez strat, wykazala, ze w tym
przypadku bledy obliczenia czestotliwosci rezonansowych sa o wiele mniejsze od

btedow obliczenia cisnienia akustycznego.
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W komorze z elastycznymi Sciankami czgstotliwosci rezonanséw akustycznych
komory i rezonanséw elementéw sprezystych sg rozne od czestotliwosci rezonansow
komory o sztywnych $ciankach i elementow elastycznych w prozni. Zmiane
czgstotliwosci rezonansowych na skutek interakcji pola akustycznego wewnatrz komory
z elementami elastycznymi mozna oszacowa¢ wykorzystujac model jednowymiarowe;
komory z jednym elementem strukturalnym o jednym stopniu swobody (rys. 42). Model
ten moze by¢ réwniez wykorzystany do analizy komér z rzeczywistymi elementami
elastycznymi, bowiem stosujac analogi¢ E-M-A kazdy element sprezysty w
ograniczonym zakresie czgstotliwosci mozna zastgpi¢ elementem o jednym stopniu

swobody.
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Rysunek 42. Jednowymiarowa bezstratna komora z elementem elastycznym o jednym stopniu swobody
oraz jej schemat zastgpczy, Z;— impedancja wlotu komory przeniesiona na strong mechaniczna

Korzystajac ze schematu zastgpczego czgstotliwosci rezonansowe jednowymiarowe;

komory z elementem o jednym stopniu swobody mozna wyznaczy¢ rozwiazujac

réwnanie:
ctg(n- @)+ T MS L (2 _ ),
P57 2
gdzie :
2=2 0 =%x
wa a)a
w, = ﬁ—lc— - pulsacja rezonansowa podstawowego modu akustycznego (4-14)
zamknietej komory o sztywnych Sciankach,
o, = —Ml—c— - pulsacja rezonansowa struktury elastycznej,

1,S - dlugosé i powierzchnia przekroju komory,

M,_,C_,S. - masa, podatnosc i powierzchnia czynne elementu elastycznego.

Zmiang czestotliwosci rezonanséw badanego ukladu na skutek interakcji pola

akustycznego 1 struktury elastycznej zilustrowano na przyktadzie komory o wymiarach
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40x26x160 cm. W przykladzie tym masa tloka sztywnego jest dwa razy wieksza od
masy powietrza w komorze, natomiast jego czestotliwosé rezonansowa jest nieco
mniejsza od czestotliwosci podstawowego rezonansu akustycznego komory (£2,=0,7).
Rezonanse akustyczny i mechaniczny ukladu bez wzajemnego sprzezenia zachodza,
odpowiednio, dla 106,25 Hz i 74,4 Hz, natomiast przy uwzglednieniu wzajemnego
oddzialywania dla 140,55 Hz i 59,83 Hz. Czestotliwo$¢ rezonansu akustycznego
wzrasta 0 32,3%, natomiast czgstotliwos$¢ rezonansu mechanicznego maleje 0 19,6%. W
przypadku, gdy rezonans akustyczny wystepuje dla czestotliwosci wiekszej od
czestotliwosci rezonansu strukturalnego, impedancja tloka sztywnego ma charakter
bezwladnosciowy i nastepuje zwigkszenie czgstotliwosci rezonansu akustycznego. W
sytuacji, gdy czestotliwo$¢ rezonansu akustycznego jest mniejsza od rezonansu
strukturalnego, impedancja tloka ma charakter podatnosciowy i nastepuje obnizenie
czestotliwosci rezonansu akustycznego. Podobnie czestotliwos$é rezonansowa elementu
elastycznego wzrasta, gdy impedancja wlotu komory ma charakter bezwtadnosciowy i
maleje, gdy ta impedancja ma charakter podatnosciowy. Zmiana czestotliwosci
rezonansOw komory z elastycznymi $ciankami jest znaczna, gdy podatno$¢ i/lub masa
czynne powietrza w komorze sa poréwnywalna z podatnoscia czynna i/lub masa czynna
elementu strukturalnego. W przypadku analizy interakcji rezonanséw akustycznych
komory 1 rezonanséw jej $cianek jako elementéw powierzchniowych nalezy rowniez
uwzgledni¢ zmiang parametréw czynnych struktury, miedzy innymi powierzchni
czynnej, ze zmiang czestotliwosci.

Do analizy wplywu parametréw struktury elastycznej na pole akustyczne wewnatrz
lub na zewnatrz komory wykorzystano przypadek jednorodnej plyty prostokatne;j
swobodnie podpartej lub sztywno zacisnigtej na krawedziach. Przypadek ten jest
najczesciej spotykany w zagadnieniach obuddéw glosnikowych i akustyki matych
wnetrz. Parametry czynne plyty prostokatnej dla wymienionych warunkéw brzegowych
podano w dodatku C.

W celu oszacowania zakresu zmian czgstotliwosci rezonansow akustycznych i
rezonansOw Scianek komory rozwazono przyktad komory prostopadiosciennej z jedna
sciankg elastyczng w postaci plyty prostokatnej swobodnie podpartej na krawedziach.
Wymiary komory wynosza 40x26x160 cm, natomiast elastyczna $cianka o wymiarach
40x26x0,15 cm jest wykonana ze szkla organicznego (pleksi). Geometrie komory

dobrano tak, aby mozna bylo pomina¢ wplyw rezonanséw akustycznych zwiazanych z
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szerokos$cia 1 wysokoscig komory. W zagadnieniach obudéw glosnikowych i matych
wnetrz  oddzialywanie modéw akustycznych utworzonych przez fale akustyczng
biegnaca réwnolegle do struktury elastycznej na czgstotliwosé rezonansows struktury
jest na ogdél o wiele mniejsze niz modéw akustycznych utworzonych przez fale
biegnaca prostopadle do elementu elastycznego. Tylko w przypadku bardzo wiotkich
$cianek lub Scianek, ktérych drgania w rezonansie wytwarzajq pole akustyczne o
ksztalcie zblizonym do ksztattu pola modu akustycznego, obserwuje sie istotny wplyw
rezonanséw akustycznych, ktérych o$ jest skierowana rownolegle do $cianki, na
czestotliwos$¢ rezonansowa Scianki. Zmiang czestotliwosci rezonanséw Scianek komory
dla wspomnianych par rezonanséw strukturalnych i akustycznych ilustruja wyniki
modelowania obudéw glosnikowych przedstawione w rozdziale 4.2.2 w tabeli 4-2. W
rozwazanych obudowach najwigksza zmiana okolo 4% wystepuje dla rezonansu
akustycznego 1 strukturalnego, dla ktérych czestotliwo$¢ rezonanséw niesprzezonych
rozni sie o 1%.

Zmiang czestotliwosci rezonanséw akustycznych i rezonanséw $cianek komory na
skutek ich wzajemnej interakcji obliczona z wykorzystaniem przedstawionego modelu i
metoda FEM dla komory o wymiarach 40x26x160 cm ilustruja rysunkach 43a i 43b.
Siatke elementéw skonczonych modelu numerycznego dobrano tak, aby bledy
wyznaczania czestotliwosci niesprzezonych rezonanséw metoda FEM byly mniejsze od

1%.
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Rysunek 43. Zmiana czgstotliwosci rezonansoéw plyty elastycznej o wymiarach 40x26x0,15 cm (a)
i rezonansow akustycznych komory o wymiarach 40x26x160 cm (b) dla kilku pierwszych modow
drgan obliczona metodami FEM i analogii E-M-A

Czestotliwos¢ rezonansow struktury elastycznej zmienia si¢ tylko dla modéw o
nieparzystej liczbie linii wezlowych (mody rzedu 1-1, 3-1, 1-3). Najwiekszy wplyw
pola akustycznego na czestotliwo$¢ rezonansowg zachodzi dla podstawowego

rezonansu plyty (26%), natomiast dla pozostalych modéw wplyw ten jest o wiele
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mniejszy. Wyniki uzyskane z wykorzystaniem analogii E-M-A sa zgodne z wynikami
uzyskanymi metoda FEM z doktadnoscia do 1 punktu procentowego.

Dla rezonanséw akustycznych zgodno$¢ pomigdzy wynikami uzyskanymi z
wykorzystaniem przedstawionego modelu i metoda FEM jest nieco mniejsza. Réznica
w wynikach, w rozwazanym przyktadzie do 2,5 punktéw procentowych, okreslona jest
stosunkowo duza liczba modéw struktury elastycznej wystepujacych w poblizu
czestotliwosci dla ktorej zachodzi rezonans akustyczny. W takim przypadku na drganie
powietrza w komorze ma znaczny wplyw nie pojedynczy rezonans struktury
elastycznej, lecz caly ich szereg.

Dla poprawnie zdefiniowanego modelu numerycznego btedy modelowania zjawisk
wibroakustycznych metoda FEM i BEM sa na ogél na poziomie kilku procent.
Przedstawiona technika szacowania blgdow moze by¢ zatem stosowana przy
szacowaniu bledéw modelowaniu komér z elastycznymi $ciankami. Przy ocenie bledéw
obliczenia czgstotliwosci rezonanséw akustycznych podang technike nalezy stosowaéd
bardzo ostroznie, pamigtajac o jej stosunkowo matlej dokladnosci w przypadku
wystgpowania duzej liczby rezonanséw strukturalnych w poblizu analizowanego
rezonansu akustycznego. Btledy obliczenia czestotliwosci rezonanséw elementow
elastycznych dla modéw o parzystej liczbie linii wezlowych mozna natomiast okreslié

wykorzystujac wzory wyprowadzone dla elementéw elastycznych w prozni.

4.2.2 Wplyw pola akustycznego wewnatrz obudowy na charakterystyke

promieniowania zestawu glosnikowego

Zagadnienie oddzialywanie rezonanséw akustycznych na charakterystyke
czestotliwosciowa poziomu ci$nienia akustycznego zestawu glosnikowego byto
tematem prac [3,4,10,51,58,77]. W artykule [51] zagadnienie to bylo analizowano
metoda analityczng, natomiast w pozostalych przypadkach metodami FEM i BEM.
Wplyw rezonansow s$cianek obudowy na charakterystyke czestotliwosciows poziomu
cisnienia  akustycznego glosnika w obudowie byt analizowany metodami
eksperymentalnymi w pracach [53,87]. W tych artykutach podano wyniki pomiaréw dla
kilku przypadkéw obudéw prostopadiosciennych ze sciankami o roznej grubosci oraz
omowiono praktyczne metody zwigkszenia sztywnosci $cianek obudowy przy uzyciu
dodatkowych  elementéw  konstrukcyjnych. W  wymienionych pracach nie
przeprowadzano analizy wzajemnej interakcji rezonanséw akustycznych i rezonansow

Scianek obudowy oraz optymalizacji grubosci $cianek obudowy.
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W celu okreslenia wzajemnej interakcji rezonansow akustycznych i rezonanséw
Scianek obudowy oraz ich wplywu na charakterystyke promieniowania zestawu
glosnikowego rozpatrzono przypadek prostopadiosciennej obudowy glosnikowej o
$redniej pojemnosci oraz przypadek obudowy o geometrii nieco rdéznej od
prostopadtoscianu. W rozdziale 3.4.2 wykazano, ze pochylenie jednej ze S$cianek w
komorze o przekroju prostokata od kilku do kilkunastu stopni zmniejsza
nieréwnomiernos$¢ pola akustycznego oraz zmniejsza skupienie energii akustycznej w
niewielkich obszarach wewnatrz komory praktycznie dla wszystkich rzedow
rezonansow akustycznych. Dla takiej obudowy nalezy zatem oczekiwaé zmniejszenie
wplywu rezonansé6w akustycznych na charakterystyke promieniowania zestawu
glo$nikowego. Nawiazujac do wynikéw uzyskanych w rozdziale 3.4.2 poréwnano
obudowy glosnikowe o geometrii prostopadtoscianu i prostopadtoscianu z jedng $Scianka
pochylong o 14°.

Analize przeprowadzono dla obudowy z jedna $ciankg elastyczna. W ten sposob
utatwiono interpretacje wynikdw bez utraty na ogdlnosci analizy zjawisk zachodzacych
w obudowach z elastycznymi $ciankami. W wyniku przeprowadzonej analizy okreslono
wplyw rezonanséw akustycznych i rezonanséw $cianek komory na charakterystyke
promieniowania zestawu glosnikowego z uwzglednieniem sposobu umieszczenia ttoka
sztywnego i geometrii komory. Ze wzgledu na efektywnos$¢ modelowania metodami
numerycznymi  rozwazanych zjawisk (poréwnaj rozdzial 4.1.1), analize
przeprowadzono metoda FEM z wykorzystaniem wspdirzednych modalnych.

Rysunki 44a 1 44b ilustruja geometri¢ analizowanych obudéw glosnikowych.
Wymiary obudowy prostopadiosciennej dobrano wedhug kryterium a:ax2"?:ax2%”
uzyskujac w ten sposéb optymalny rozklad rezonanséw akustycznych na skali
czestotliwoscei [20,25], natomiast wymiary obudowy z pochylona $cianka okreslono w
taki sposob, aby objetos¢ obydwu komoér byta jednakowa i réwna 27 1. Glosnik o
efektywnej srednicy 12 cm 1 masie czynnej 10 g jest umieszczony w trzech punktach
plyty czotowej obudowy prostopadiosciennej: na $rodku plyty czotowej (BI), na osi
symetrii wzgledem szerokosci plyty 1 w odlegtosci jednej czwartej wysokosci plyty
wzgledem dolnej krawedzi (B2) oraz niesymetrycznie w lewym dolnym rogu plyty
czolowej (B3). Elastyczna $cianka obudowy znajduje si¢ w plaszczyznie x-y
naprzeciwko plyty czotowej (B1,B2,B3) lub w plaszczyznie y-z (B2_1). W obudowie o
geometrii prostopadfoscianu z jednym pochylonym bokiem glosnik znajduje sie w
odleglosci jednej czwarte] wysokosci wzgledem dolnej krawedzi plyty czolowej i w
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odleglosci 12 cm od nie pochylonej Scianki bocznej (B4), czyli w takim samym punkcie
plyty czolowej jak w obudowie B2. Sciankg elastyczng jest pochylony bok obudowy.
We wszystkich rozwazanych przypadkach plyta elastyczna jest sztywno zacisnieta na

obwodzie.
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Rysunek 44. Modelowane zestawy glosnikowe

Straty akustyczne w modelowanych komorach sg okreslone wylacznie przez
pochtanianie dzwigku przez S$cianki obudowy, ktére sa wykonane z materiatu
drewnopochodnego. Zalozono, ze wspolczynnik pochlaniania dzwigku « $cianek w
modelowanym zakresie czestotliwosci (2001000 Hz) jest réwny 0,01, co odpowiada
wspolczynnikowi pochtaniania « pltyty MDF (0=750 kg/m’). Plyta MDF zostala
wybrana jako material na $cianki obudowy, poniewaz material ten jest czgsto stosowany
w praktycznych konstrukcjach obudow glosnikowych [25]. Parametry strukturalne i
wspolczynnik pochtaniania a ptyt MDF sa zblizone do parametrow i wspotczynnika o
ptyt widorowych, ktére takze czgsto sa wykorzystywane jako material na obudowe
glosnikowa. Dla przypadku pochtaniania dzwigku przez wszystkie $cianki obudowy na
podstawie réwnan (4-11) 1 (4-12) okreslono intensywnos¢ tlumienia dla pierwszych
os$miu rezonanséw akustycznych obudowy (Tabela 4-2). Ze wzgledu na matlg wartos¢
fazy wspolczynnika odbicia $cianki obudowy wykonane] z twardej plyty
drewnopochodnej podane wartosci intensywnosci tlumienia & wyznaczono z jej

pominigciem.
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Tabela 4-2. Wyznaczone warto$ci wspétczynnika £ dla obudowy prostopadto$ciennej przedstawionej na

rysunku 44

£-10°
Rzad drgan (x-y-z) a=0,01
0-1-0 4.1
0-0-1 34
1-0-0 2,88
0-1-1 25
1-1-0 22
0-2-0 2,0
1-0-1 2,1
1-1-1 1,68

Straty akustyczne w obudowie o geometrii rdéznej od prostopadtoscianu (B4) mozna
wyznaczy¢ obliczajac zespolone czgstotliwosci wlasne obudowy, na przyklad metoda
FEM. Straty akustyczne dla modéw ktére sa tworzone przez nierdwnolegle Scianki sa
nieco wigksze od strat w obudowie prostopadlosciennej, aczkolwiek w rozwazanym
przypadku malego pochtaniania dZwigku réznice te sg niewielkie i moga by¢ pominiete.
W celu ujednolicenia modeli wykorzystano jednakowe wartosci wspoiczynnika & dla
wszystkich analizowanych obudéw. Straty w czesci strukturalnej modelu natomiast
odpowiadaja stratom wystgpujacym w gestych ptytach MDF, tzn. 7=0,01 [35].

Wykorzystujac metodyke opisang w rozdziale 4.2.1 dobrano siatke elementow
skonczonych modelowanych obudéw w taki sposéb, aby bledy wyznaczanie
czestotliwosci rezonansow $cianek komory i rezonanséw akustycznych byly mniejsze
od 2% w rozwazanym zakresie czestotliwosci. Btedy obliczenia cisnienia akustycznego
na zewnatrz modelowanych obudéw beda zatem réwniez na poziomie 2%.

Podczas modelowania obudow glosnikowych w zakresie srednich czestotliwosci
membrang glosnikowa mozna traktowac jako sztywny ttok. Dodatkowo mozna zatozyc,
ze w rozpatrywanym zakresie czestotliwosci impedancja mechaniczna glosnika jest
okreslona wylacznie przez mas¢ czynna jego membrany. W takim przypadku przy
pobudzeniu do drgan membrany sila o stalej amplitudzie, ci$nienie akustyczne
wytwarzane na osi gtownej glosnika w polu dalekim nie zalezy od czestotliwosci. Taki
model glosnika w obudowie zamkniete] wykorzystano do analizy wpltywu rezonansow
akustycznych 1 rezonansow S$cianek obudowy na charakterystyke promieniowania
zestawu glosnikowego.

Rysunki 45 1 46 ilustruja wzajemna interakcje rezonanséw akustycznych i
rezonansOw $cianek obudowy oraz ich wplyw na charakterystyke czestotliwosciowa

poziomu cis$nienia akustycznego w polu dalekim na osi gtéwnej glosnika dla obudowy
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B2. Na rysunkach podano charakterystyki promieniowania dla réznych grubosci $cianki
elastycznej, czyli dla réznego stosunku wartosci czestotliwosci niesprzezonych
rezonans6w  strukturalnych 1 akustycznych. Relacje czestotliwosci rezonansow
niesprzgzonych podano w tabeli 4-3. W tabeli podano réwniez zmiane czestotliwosci
rezonansO6w na skutek interakcji modow akustycznych i strukturalnych dla $cianek o

grubosci 6+7,1 mm.

Tabela 4-3. Relacja czestotliwosci wybranych niesprzezonych rezonanséw akustycznych i strukturalnych
oraz zmiana czgstotliwosci rezonanséw na skutek ich wzajemnej interakcji

1-1/0-0-1 1-2/0-1-1 1-2/0-1-0
Model i 72 docel e | %] | A%
B2D10.1-10,1mm 0,82 0,97 B2D6.0-6mm 0,93 1,87 -2,24
B2DI11.0-11mm 0,9 1,06 B2D6.4-6.4mm 0,99 3,9 -4,15
B2D12.0-12mm 0,99 1,15 B2D7.1-7,1mm 1,1 -0,87 0,46
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Rysunek 45. Charakterystyka czgstotliwosciowa poziomu ci$nienia akustycznego zestawu
glosnikowego B2 przy réznych grubosciach $cianki elastycznej: B2D10.1-10,5 mm, B2D11.0-11 mm i

B2D12.0-12 mm
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Rysunek 46. Charakterystyka czgstotliwosciowa poziomu cis$nienia akustycznego zestawu
glo$nikowego B2 w zakresie czgstotliwosci interakcji rezonansu akustycznego rzedu 0-1-0 i
mechanicznego rzedu 1-2 przy réznych grubosciach elastycznej $cianki: B2D6.0-6 mm, B2D6.4-6.4

mm i B2D7.1-7,1 mm
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Wzajemna interakcja rezonanséw akustycznych i strukturalnych wystepuje tylko dla
modow strukturalnych, ktére wytwarzaja pole ci$nienia akustycznego o ksztalcie
zblizonym do ksztaltu pola ci$nienia rezonanséw akustycznych, na przyktad w
obudowie B2 dla rezonanséw strukturalnego 1-1 (S/1-1) i akustycznego 0-0-1
(A/0-0-1), 1-21 0-1-1 (rys.45), 1-2 1 0-1-0 (rys.46) itd. Na skutek interakcji rezonanséw
nastgpuje zmiana ich czgstotliwosci nawet o kilka procent (o 4% w obudowie B2D6.4).
Dla pozostatych rezonanséw wzajemne oddziatywanie pomiedzy struktura elastyczna a
polem akustycznym wewnatrz komory praktycznie nie wystepuje, np. mody 1-1/0-1-0
(rys.46).

Dla rezonansu strukturalnego, ktéry wytwarza pole cisnienia akustycznego o
podobnym ksztalcie do pola ci$nienia rezonansu akustycznego nastepuje wzmocnienie
drgan struktury elastycznej. Wplyw drgan struktury na ksztalt charakterystyki
promieniowania zestawu glosnikowego w takim przypadku rowniez jest wiekszy. Dla
scianek  elastycznych o  wspdlczynniku  thumienia 7=0,01 2znieksztalcenia
charakterystyki czgstotliwosciowej poziomu cisnienia akustycznego sa mniejsze od
0,5 dB tylko wtedy, gdy czestotliwos¢ takich rezonanséw akustycznych i strukturalnych
rézni sie co najmniej o 10% (rys.45 1 46 oraz tabela 4-3).

Podczas modelowania okreslono réwniez wplyw usytuowania $cianki elastycznej
wzgledem plyty czolowej w ktorej umieszczony jest tlok sztywny na charakterystyke
promieniowania zestawu. Rysunek 47 ilustruje charakterystyki czestotliwosciowe
poziomu cis$nienia akustycznego zestawu glosnikowego B2 dla przypadku umieszczenia
Scianki elastycznej réwnolegle (B2D) 1 prostopadle (B2 1D) do plyty czolowej, tzn. w
plaszczyznie x-y 1 y-z. Grubos¢ Scianki dobrano w taki sposéb, aby uzyska¢ podobny
stosunek czgstotliwosci niesprzezonych rezonansow akustycznego rzedu 0-1-0
(A/0-1-0) 1 strukturalnego rzedu 1-2 (S/1-2) dla obydwu obuddéw. Dla obudéw B2D i
B2 1D parametr ten wynosi, odpowiednio, 0,93 1 0,91.
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Rysunek 47. Charakterystyka czestotliwo$ciowa poziomu cisnienia akustycznego zestawu
glosnikowego B2 dla przypadku $cianki elastycznej o grubosci 6 mm umieszczonej naprzeciwko
plyty czolowej (B2D6.0) i $cianki elastycznej o grubosci 6.9 mm umieszczonej prostopadle do
plyty czolowej (B2 1D6.9)

Na podstawie rysunku 47 mozna stwierdzi¢, ze przy takim samym stosunku
czestotliwosci rezonansow akustycznych i strukturalnych zmiana potozenie $cianki
elastycznej obudowy wzgledem tloka sztywnego nie wptywa na stopien znieksztalcenia
charakterystyki cz¢stotliwosciowej poziomu ci$nienia akustycznego zestawu (rezonanse
S/1-2 i A/0-1-0). Ze wzgledu na inne wymiary $cianki bocznej zmienia si¢ natomiast
parametr f/f, dla pozostalych rezonansow S$cianki elastycznej, co moze znacznie
zwigkszy¢ ich wplyw na charakterystyke promieniowania zestawu. Przypadek taki
ilustruje rysunek 47 na przyktadzie par rezonanséw A/0-0-1 i S/2-1 (y-z) oraz A/0-1-1 i
S/2-2. Przy doborze grubosci $cianek obudowy glosnikowej nalezy zatem
przeprowadzi¢ analiz¢ dla wszystkich $cianek niezaleznie od ich usytuowania
wzgledem elementu drgajacego.

Rysunek 48 z kolei ilustruje wplyw lokalizacji tloka sztywnego na charakterystyke
promieniowania zestawu. Tlok sztywny jest umieszczony w plycie czolowej w trzech

punktach podanych na rysunku 44.
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Rysunek 48. Charakterystyka czestotliwo§ciowa poziomu ci$nienia akustycznego zestawu
glosnikowego o geometrii prostopadlioécianu z jedna $cianka elastyczng o grubosci 6 mm dla
réznych lokalizacji ttoka sztywnego na plycie czolowej

Na podstawie przedstawionych charakterystyki mozna zauwazy¢, ze mody
akustyczne, ktorych wezly pokrywaja si¢ z miejscem usytuowania tloka, nie sa
wzbudzane i nie majag wplywu na charakterystyk¢ promieniowania zestawu. Na
przyktad przy umieszczeniu tloka na srodku plyty czolowej (BI) w zakresie
czestotliwosci do 1100 Hz sq wzbudzane rezonanse akustyczne wytacznie rzedu 0-0-1,
0-2-0, 0-2-1, natomiast pozostate (0-1-0, 1-0-0, 0-1-1, 1-1-0, 1-0-1, 1-1-1) nie maja
wpltywu na charakterystyke czestotliwosciowa poziomu cisnienia akustycznego.
Umieszczenie tloka sztywnego niesymetrycznie w dolnym rogu plyty czolowej (B3) jest
najmniej korzystne wsréd analizowanych przypadkow ze wzglgdu na
nierownomierno$¢ charakterystyki czestotliwo$ciowej poziomu ci$nienia akustycznego.
Rezonanse $cianek o czestotliwosci i ksztalcie wytwarzanego przez nich pola ci$nienia
akustycznego porownywalnymi z czgstotliwoscia i ksztaltem pola nieaktywnego modu
akustycznego rowniez nie maja wplywu na nierownomierno$¢ czgstotliwosciowe;j
charakterystyki poziomu ci$nienia zestawu, np. mody S/1-2 i A/0-1-0 oraz S/2-2 i
A/1-1-0 w obudowie B1D6.0.
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Analizujac interakcje rezonanséw akustycznych 1 strukturalnych mozna zatem
optymalizowaé grubo$¢ Scianek obudowy ze wzgledu na charakterystyke
promieniowania i konstruowac zestawy o takich samych lub lepszych parametrach przy
mniejszych kosztach produkcji obudowy. Przyklad obudowy B/ przedstawiony na
rysunku 49 ilustruje przypadek zastosowanie cienszej scianki elastycznej dla ktdrej jej
wplyw na nieréwnomierno$¢ charakterystyki czestotliwosciowej poziomu cisnienia
akustycznego modelowanego zestawu jest mniejszy, niz $cianki dwa razy grubszej.
Wiekszy wplyw rezonanséow akustycznych (A/0-0-1) na nierd6wnomiernosé
charakterystyki promieniowania w analizowanej obudowy z ciensza $cianka niz ze
Scianka grubsza mozna natomiast zminimalizowaé¢ umieszczajac wewnatrz obudowy
material pochtaniajacy dzwigk.

Rysunek 50 ilustruje charakterystyke promieniowania zestawu B4 o geometrii
réznej od ksztattu prostopadioscianu podanej na rysunku 44, natomiast na rysunku 51
przedstawiono ksztatt pola ci$nienia akustycznego dla dwoch wybranych rezonansow
akustycznych modelowanych obudow. Scianka elastyczna w obudowach jest
umieszczona w plaszczyznie y-z, czyli prostopadle do plyty czolowej w ktorej jest

umieszczony element promieniujacy dzwigk.
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Rysunek 49. Charakterystyka czgstotliwo$ciowa poziomu ci$nienia akustycznego obudowy B/
dla réznej grubosci $cianki elastycznej umieszczonej naprzeciwko plyty czolowej zestawu
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Rysunek 51. Ksztalt pola ciénienia akustycznego dla rezonanséw akustycznych rzedu 0-1-0 i 1-0-0 w
obudowie B2 i B4

Pochylenie jednej ze Scianek obudowy powoduje zmiang¢ ksztaltu pola ciSnienia
akustycznego dla rezonanséw akustycznych, zmniejsza skupienie energii akustycznej w
matych obszarach dla wybranych modéw. Powoduje to zmniejszenie wplywu tych
modéw akustycznych na rezonans struktury, np. dla modow S/1-2 i A/0-1-0 (rys.50 i
rys.51a i 51b). Zmiany te jednak nie sa duze i przy optymalizacji obudowy glosnikowej
skonstruowanej z materialu o wspolczynniku strat wewngtrznych wigkszym lub
rownym 770,01 moga by¢ pominigte. W przypadku obudow glosnikowych
wykonanych z materiatu 0 mniejszych stratach wewnetrznych wptyw pochylenia jedne;j
ze Scianek obudowy na amplitude drgan struktury elastycznej w rezonansie jest
znacznie wigkszy. Zmiana ksztaltu pola cisnienia akustycznego dla modow
akustycznych na skutek modyfikacji geometrii obudowy przy takim samym

umieszczeniu ttoka na ptycie czotlowej moze spowodowa¢ wzbudzenie wigkszej liczby
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rezonans6w akustycznych niz w obudowie prostopadtosciennej (rys.50 mody A/1-0-0 i
A/1-0-1). Zjawisko wzbudzenie wigkszej liczby modéw akustycznych spowodowane
jest przesunieciem wezldéw cisnienia akustycznego w obudowie o zmienionym ksztalcie
(rys.51c i 51d). Ksztalt obudowy rézny od ksztattu prostopadioscianu nie zawsze wiec
korzystnie wplywa na charakterystyke promieniowania zestawu gtosnikowego.

4.3 Whnioski

Na podstawie przeprowadzonej analizy sformutowano nastepujace wnioski.

Pole akustyczne w obszarze zewngtrznym komory mozna modelowaé z duza
doktadnoscia poprzez wyznaczenie impedancji obcigzajacej tylng strong¢ elementu
promieniujacego dzwigk. Umozliwia to znaczne uproszczenie modeli numerycznych i
tym samym zwigkszenie efektywnosci modelowania metodami FEM i BEM.
Doktadnos¢ uzyskiwanych wynikow technikg potaczenia metod numerycznych z
metoda analogii E-M-A jest nie mniejsza niz dokladno$¢ wynikéw uzyskanych
wylacznie metodami numerycznymi. Wyniki modelowania otrzymane @z
wykorzystaniem metody FEM sa dokladniejsze, a czas ich uzyskania jest mniejszy niz
metodami DBEM 1 IBEM.

Przedstawiony model strat akustycznych z wykorzystaniem wspdiczynnika &
umozliwia uzyskanie dokladnych wynikéw modelowania ci$nienia akustycznego w
obszarze na zewnatrz komory z elementem promieniujacym dzwigk w przypadku
matego skoku fazy na powierzchniach odbijajaco-pochlaniajacych dzwiek.
Zastosowanie modelu strat akustycznych z wykorzystaniem wspéiczynnika & umozliwia
kilkudziesieciokrotne przyspieszenie obliczenn, a wigc model ten jest szczegdlnie
przydatny do modelowania duzych uktadéw akustycznych.

Bledy modelowania pola akustycznego wewnatrz lub na zewnatrz komory
metodami numerycznymi mozna oszacowaé wykorzystujac proste modele otrzymane z
wykorzystaniem analogii E-M-A. Stosowanie takich modeli umozliwia optymalizacje
gestosci siatki elementéw skonczonych/brzegowych 1 tym samym zwigkszenie
efektywnosci modelowania.

Niekorzystny wplyw rezonanséw akustycznych obudowy na charakterystyke
promieniowania zestawu glosnikowego mozna minimalizowac poprzez dobdr geometrii
obudowy 1 umiejscowienia elementu promieniujacego dzwigk. Optymalne potozenie

elementu promieniujacego dzwigk jest rézne dla obudéw o réznej geometrii.
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Grubos¢ Scianek obudowy glosnikowej moze by¢ optymalizowana poprzez analize
wzajemnej interakcji rezonansow akustycznych i strukturalnych obudowy. Mozliwe jest
zmniejszenie wplywu rezonansow strukturalnych obudowy na charakterystyke
promieniowania zestawu wraz ze zmniejszeniem grubosci Scianek. Analizujac
wzajemna interakcj¢ rezonansow akustycznych i strukturalnych mozna opracowacd
proste kryterium uwzgledniajace parametry materialowe $cianek obudowy, przy
spetnieniu  ktérego wplyw drgan S$cianek na nierownomierno$¢ charakterystyki
czgstotliwosciowej poziomu ci$nienia akustycznego zestawu bedzie pomijalne maty.
Dla obudéw wykonanych z ptyt MDF lub wiérowych kryterium to okresla minimalng
10% rdéznicg w wartosci czestotliwosci rezonansow akustycznych i strukturalnych

wytwarzajacych pole akustyczne o porownywalnym ksztalcie.
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5 Podsumowanie

W pracy przeprowadzono analiz¢ wlasciwosci pola akustycznego w obszarach
ograniczonych 1 nieograniczonych z uwzglednieniem impedancyjnych warunkéw
brzegowych. Okreslono efektywno$¢ modelowania pola akustycznego metodami FEM i
BEM. Wykorzystujac analogi¢ E-M-A opracowano modele umozliwiajace szacowanie
bledéw obliczeniowych metod numerycznych i zwigkszenie efektywnosci modelowania
pola akustycznego metodami FEM i1 BEM. Dla wybranych metod obliczeniowych
okreslono proste kryteria doboru gestosci siatki elementéw dyskretnych oraz rzedu
kwadratury (w metodzie BEM) umozliwiajace przeprowadzenie obliczen metodami
numerycznymi z okreslona doktadnoscia.

Efektywnos¢ modelowania pola akustycznego metodami numerycznymi okreslono
na podstawie analizy kosztéw obliczeniowych, rozmiaru pamieci obliczeniowej i
bledow obliczeniowych. Analize przeprowadzono dla metody elementéw skonczonych
FEM, kolokacyjno-wariacyjnej metody elementéw brzegowych DBEM i wariacyjnej
metody elementéw brzegowych IBEM. Dla obszaréw ograniczonych pordéwnano
efektywnos$¢ wymienionych metod i okreslono kryteria doboru metody o najwiekszej
efektywnosci w zaleznosci od rozmiaru modelu dyskretnego. W  wyniku
przeprowadzonej analizy wykazano, ze:

e Przy modelowaniu pola akustycznego metodami DBEM 1 IBEM zaréwno biedy
modelowania, jak 1 koszty obliczeniowe silnie zaleza od rzedu zastosowanej
kwadratury.

e Efektywnos$¢ modelowania pola akustycznego metoda DBEM jest wigksza od
efektywnosci metody IBEM tylko dla modeli matych i1 $rednich, modeli
zbudowanych co najwyzej z kilkuset liniowych lub parabolicznych elementow
brzegowych.

e Efektywno$¢ modelowania dwuwymiarowych obszaréw ograniczonych metoda
FEM jest wigksza niz metoda BEM tylko dla modeli matych, modeli
zbudowanych najwyzej z kilkuset liniowych lub parabolicznych elementéw
skonczonych.

e Efektywno$¢ modelowania tréjwymiarowych obszaréw ograniczonych metoda
FEM jest wigksza niz metodq BEM dla modeli matych, srednich i duzych. Tylko

dla modeli bardzo duzych, modeli zbudowanych co najmniej z kilkudziesieciu
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tysigcy liniowych lub kilku tysigcy parabolicznych elementéw skonczonych
metoda BEM jest efektywniejsza od metody FEM.

W wyniku analizy pola akustycznego w obszarach ograniczonych okreslono wptyw
matych zmian ksztattu komory prostopadtosciennej i warunku brzegowego Robina na
nierownomierno$¢ pola cisnienia 1 predkosci akustycznej. Opracowano metody
wyznaczania predkosci akustycznej w komorze poprzez przetworzenie pola cisnienia
akustycznego. Przeprowadzono analize bledéw wyznaczania cisnienia i predkosci
akustycznej wybranymi metodami oraz omoéwiono ich efektywnosé. Na podstawie
przeprowadzonej analizy sformutowano wnioski ogdlne:

e Nieréwnomierno$¢ pola akustycznego w komorze mozna ksztaltowaé w
stosunkowo szerokim zakresie poprzez zadanie w odpowiedni sposéb
impedancyjnych warunkéw brzegowych na jej $ciankach lub poprzez dobér jej
geometrii. Okreslajac warunek brzegowy w sposdb niejednorodny mozliwe jest
znaczne zmniejszenie nierownomiernosci pola akustycznego dla wybranych
postaci drgan w komorze.

e Pole predkosci akustycznej mozna wyznaczy¢ z wystarczajaca doktadnoscia i z
duza efektywnoscia poprzez przetworzenie pola cisnienia akustycznego
wyznaczonego dla siatki o stosunkowo malej gestosci stosujac technike
dwustronnej pochodnej dyskretne;.

Analize wplywu impedancyjnych warunkéw brzegowych na wiasciwosci pola
akustycznego w obszarze zewngtrznym ograniczono do zagadnienia oddzialywania pola
akustycznego wewnatrz komory na parametry pola akustycznego na zewnatrz komory.
Analizg¢ przeprowadzono metodami FEM 1 BEM wykorzystujac uproszczone modele
opracowane z wykorzystaniem analogii E-M-A. Uzycie takich modeli umozliwito
stosowanie metod FEM 1 DBEM w postaci klasycznej do analizy wptywu rezonansow
akustycznych 1 rezonanséw $cianek komory na charakterystyke czestotliwosciowa
poziomu cisnienia akustycznego dla komory z elementem promieniujacym dzwiek oraz
znacznie zmniejszylo koszty obliczeniowe metody FEM. Na przykladzie zestawu
gltosnikowego przeanalizowano wpltyw rezonanséw akustycznych i rezonanséw $cianek
obudowy na charakterystyke czestotliwosciowa poziomu cisnienia akustycznego
zestawu. Opracowano kryteria umozliwiajace optymalizacje grubosci Scianek obudowy
ze wzgledu na ich wplyw na charakterystyke promieniowania analizowanego zestawu

akustycznego.
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Wykazano, ze:

e Dokladnos¢ modelowania pola akustycznego metodami FEM i BEM =z
zastosowaniem poprawnie zdefiniowanych uproszczonych modeli opartych na
analogii E-M-A jest nie mniejsza niz dokladno$¢ modelowania wylacznie
metodami numerycznymi.

o Efektywnos¢ modelowania pola akustycznego w obszarze zewnetrznym z
zastosowaniem uproszczonych modeli metoda FEM jest wigksza od efektywnosci
modelowania metoda BEM.

e Wplyw rezonanséw akustycznych 1 strukturalnych na charakterystyke
czgstotliwosciowa poziomu cisnienia akustycznego komory z elementem
promieniujacym dzwigk mozna zminimalizowa¢ poprzez dobor geometrii
obudowy (ksztalttu obudowy 1 grubosci $cianek) oraz sposobu umieszczenia
elementu promieniujacego dzwigk.

e Grubos¢ scianek obudowy moze by¢ optymalizowana poprzez analize wzajemnej
interakcji rezonanséw akustycznych i strukturalnych.

Gléwnym wnioskiem wyplywajacym z pracy jest prawdziwos¢ postawionych tez.
Udowodniono, ze metody FEM 1 BEM umozliwiaja przeprowadzenie z zadana
doktadnoscia analizy wptywu impedancyjnych warunkéw brzegowych na wiasciwosci
pola akustycznego. Wykazano, ze efektywno$¢ modelowania zagadnien
wibroakustycznych metod FEM i BEM zalezy od typu oraz wielkosci zagadnienia
akustycznego i dla niektérych zagadnien efektywnos¢ metody FEM jest wigksza od
efektywnosci modelowania metoda BEM.

Problematyka przedstawiona w pracy stanowi zwarta calo$¢, ale nie jest
caloSciowym rozwigzaniem zagadnienia modelowania zjawisk wibroakustycznych
metodami FEM i BEM. Rozwiazanie tak szeroko postawionego problemu w jednej
pracy nie jest mozliwe. Ponizej wymieniono kilka zagadnien, ktére moga stanowic
kontynuacja rozpatrywanej w pracy problematyki:

e Analiza bledéw kwadratur 1 opracowanie kryteriéw doboru rzedu kwadratury w
metodzie BEM dla obszaréw tréjwymiarowych.

e Adaptacyjna optymalizacja siatek dyskretnych w zaleznosci od analizowanego
zagadnienia wibroakustycznego.

e Wplyw geometrycznych niejednorodnosci brzegu analizowanego obszaru na

wiasciwosci pola akustycznego.
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Przestawione w pracy rozwazania i wyniki modelowania maja znaczenie zardéwno
poznawcze, jak 1 praktyczne. Opracowane kryteria doboru metody ze wzgledu na jej
efektywnos¢, kryteria doboru gestosci siatek elementéw dyskretnych i metodyka
szacowania bledéw modelowania numerycznego moga byé pomocne w procesie

projektowania 1 optymalizacji réznorakich uktadéw akustycznych.
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Dodatek A. Poréwnanie kosztéw obliczeniowych metod numerycznych
DBEM i IBEM dla oprogramowania Sysnoise v.5.2

W celu wyznaczenia liczby elementéw modelowanego obszaru dla ktérej koszty
obliczeniowe poréwnywalnych metod sa réwne nalezy przyréwnaé koszty obliczeniowe
rozwazanych metod i rozwiaza¢ otrzymane rownanie ze wzgledu na zmienna
okreSlajaca liczbe elementéw. Wygodnie jest postugiwaé sie parametrem n,, ktéry
okresla liczbg elementéw przypadajacych na jeden wymiar modelowanego obszaru.

Dla poréwnanych metod szukane réwnanie ma postag:

(KK + Ky +KS)IBEM = (KK +Kp +Ks)
gdzie :

DBEM >

A-1
Ky, Ky, K - koszty obliczeniowe, odpowiednio, kompozycji, faktoryzacji (A1)

macierzy gléwnej i eliminacji wprost/wstecz dla poréwnywalnych metod.

Liczba operacji matematycznych wykonywanych podczas eliminacji wprost/wstecz
jest co najmniej o rzad mniejsza od liczby operacji niezbednych do faktoryzacji lub
kompozycji macierzy gtéwnej dla rozpatrywanych metod. W réwnaniu (A-1) koszty K

moga by¢ wiec pominiete:

(K + K Dpeas = (K + K)oy (A-2)
Posta¢ funkcji K zalezy od metody, wymiaru modelu oraz pewnych
wspotczynnikéw  zaleznych od sposobu implementacji metody i zastosowanych
algorytméw obliczeniowych. Réwnanie (A-2) mozna przedstawié¢ w takiej postaci, dla
ktérej niewiadomymi wspélczynnikami beda wspolczynnika zalezny tylko od
zastosowanych algorytméw obliczeniowych, natomiast zmienna bedzie liczba n,
okreslajaca liczbg elementéw przypadajacych na jeden wymiar modelowanego obszaru.
W przypadku modeli dwu- i tréjwymiarowych réwnanie (A-2) przyjmuje

nastgpujaca postac:

2D
2 3 2 3
Aep My + Dy, = Qpppy e +bpgpy, n,

3D
(A-3)

4 6 4 6
AppprMe + bppy M, = ppgph, + bppeyn,,
gdzie a,b sq wspdtczynnikami okreslonymi przez zastosowane algorytmy
kompozycji macierzy glownej i jej faktoryzacji.
Znajac wspdtczynniki a i b mozna wyznaczy¢ warto$¢ parametru n, dla ktorej

koszty obliczeniowe poréwnywalnych metod sa rowne:
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2D 3D

n = Zosem ~ Cmem n = \/m . (A-4)
’ b[BE —bDBEM ’ bIBE "bDBEM

Calkowita liczba elementdow modelu dla obszaru dwuwymiarowego i
tréjwymiarowego wynosi, odpowiednio, 47, i 6n,” (elementy czworokatne) lub 127,
(elementy tréjkatne).

Wykorzystujac réwnania (A-4) mozna przeskalowaé wyniki poréwnania kosztow
obliczeniowych metod IBEM i DBEM przedstawione w rozdziale 2.1.3 dla
oprogramowania Sysnoise v.5.2 lub innych implementacji komputerowych metod
BEM.

Tabela A-1 przedstawia warto§¢ wspdlczynnikéw a, b dla algorytméw
wykorzystanych w programie Sysnoise v5.2 [71] wzgledem wartosci wykorzystanej w
rozdziale 2.1.3 oraz parametr korekcyjny C przez ktéry nalezy przemnozy¢é wyniki
podane we wspomnianym rozdziale aby uzyskac¢ liczbg elementéw przypadajacych na
jeden wymiar obszaru n,, dla ktérej koszty obliczeniowe poréwnywalnych metod sa
rowne. Tabela A-2 przedstawia pordwnanie kosztéw obliczeniowych metod DBEM i

IBEM dla oprogramowania Sysnoise v.5.2.

Tabela A-1. Warto$¢ wspolczynnikow a i b 1 wspotczynnika skalujacego C dla oprogramowania
Sysnoise v.5.2

C C
a b IBEM DBEM
2D 3D 2D 3D
IBEM 1,7b ! 1
a b - - — —_
1.7 1,7
DBEM 1,7 ~—1 ——‘—l
a , - -
1.7 1,7

143



Tabela A-2. Por6wnanie kosztow obliczeniowych metod DBEM i IBEM dla oprogramowania Sysnoise v.5.2; n, jest liczba elementéw przypadajacych na jeden wymiar
obszaru dla ktdrej koszty obliczeniowe porownywalnych metod sa rowne, N,— calkowita liczba elementéw

Koszty dla
Metoda / Rodzaj " N n N n N " N " N modeli
wymiar elementow ¢ € € ¢ € ¢ ¢ € € € mniejszych od
podanych
: Liczba wezlow kwadratury
D 1 2 3 4 5
— KTEO< ROV} gOPEM) o gO5E) 48 | 192 162 | 648 325 | 1300 | K™EM>K(DPEW
N K(TBEM) < K(DBEM) K(IBEM) < K(DBEM) K(IBEM) < K{DBEM) K(IBEAD < K{DBEM) K(IBEM) < K{DBEM)
Liczba wezldw kwadratury
1 4 9 16 25
‘ KPEM) < (DBEM) 8 384 26 4056 51 15606 81 39366 | K"PEM>gPBEM)
{1 K/BEM) < K(DBEM) | gr(IBEM) . g (DBEM) 6 216 14 1176 24 3456 | K(BEM) g(DBEM)
3D Sewd
Liczba wezlow kwadratury
1 4 7 13 16
[ KOPEM0 < g (DBEM) 13 2028 38 17328 76 69372 94 106032 | K7PEM> g(DEEM)
I‘\ ‘\ K(]BEM) < K(DBEM) K(IBEM) < K(DBEM) 4 192 12 1728 15 2700 K(IBEM) > K(DBEM)
s an
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Dodatek B. Wyznaczanie impedancji obcigzajacej tylng strone tloka
sztywnego o dowolnym ksztalcie z wykorzystaniem tréjkatnych

elementéw dyskretnych

Impedancja mechaniczna obcigzajaca tylng strong tloka sztywnego jest okreslona
jako stosunek sity mechanicznej dziatajacej na ttok do jego predkosci drgan:

- J pdS
7 = S
w 3,

gdzie: p - cisnienie akustyczne dzialajqce na ttok

(B-1)
S - powierzchnia tloka,
8, - zadana predkosc¢ drgan ttoka.

Przy zadanej predkosci drgan tloka rozklad ci$nienia akustycznego w skonczonej
liczbie punktéw na powierzchni mozna wyznaczy metodami FEM lub BEM. Nastepnie
powierzchnig tloka zastgpuje si¢ zbiorem tréjkatnych elementéw dyskretnych o
wierzchotkach pokrywajacych si¢ z punktami, w ktérych wyznaczono cisnienie
akustyczne. Cisnienie akustyczne wewnatrz elementu skonczonego interpoluje sie
wielomianem okreslonego stopnia z uwzglednieniem zadanych wartosci w
wierzchotkach elementu. Wybor elementow tréjkatnych jest uzasadniony mozliwoscia
przyblizenia takimi elementami praktycznie dowolnego ksztaltu tloka oraz istnieniem
analityczne] calki z wielomianu kazdego stopnia po powierzchni dowolnego elementu
trojkatnego [2].

Przyktadowy podziat ttoka kotowego na elementy tréjkatne ilustruje rysunek 52.
Calke po powierzchni tloka mozna zastapi¢ suma calek po powierzchni elementéw
dyskretnych, natomiast impedancje Zy

przedstawié w postaci:

~ [pas =2 [pas,
AP __Nes,
=78 R

gdzie:

(B-2)

S, - powierzchnia elementu dyskretnego,

N, - liczba elementow dyskretnych.

Dowoln element tréjkatn mozna
Rysunek 52. Podzial ttoka kolowego na Y Jeatmy

dyskretne elementy trojkatne przedstawi¢ w bezwymiarowych wspéirzednych
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lokalnych (rysunek 53) [2].

-
(0.0) (1.,0)

Rysunek 53. Zamiana wspoirzednych globalnych x,y na bezwymiarowe wspotrzedne lokalne 7,s

We wspohrzednych lokalnych definiuje si¢ funkcje interpolacyjng cisnienia

akustycznego wewnatrz elementu, na przyklad dla liniowej interpolacji:

N,@7,s)=1-r-s,

N, (r,s)=r, (B-3)
N;(r,8) =s.
Natomiast calka po powierzchni elementu z funkcji ci$nienia akustycznego okresla
sie jako:
t~¢1
Ip(r,s)dSe(r,s) = ﬂ_p, P p3]- N, [dS,(7,s) =[p] ﬂ_NJdSe(r,s),
S, S, N S,
3
gdzie : p - wektor cisnienie akustycznego w wezach elementu dyskretnego, (B-4)

I_NJ - kolumna funkcji interpolacyjnych we wsporzednych lokalnych.
Catkg powierzchniowa z wielomianu interpolacyjnego stopnia m, n  mozna

wyznaczy¢ analitycznie [2]:

13!
[rmstds, (r.s) =25, L —
s, 2+m+n)! (B-5)

gdzie : m,n - liczby naturalne.

Rownanie (B-4) dla przypadku interpolacji liniowej mozna zatem przedstawic jako:
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l-r-s 1
_[p(r,s)dSe(r,s) =[p] r ds,(r,s) =i[p] 8
S, S, s 3 1
1 x y
, 1 (B-6)
gdzie : Se=51 % Yol
1 x5
X,y, - wspotrzedne wierzchotkow elementu trdjkatnego
we wsporzednych globalnych.
Natomiast impedancja Z,, jest okreslona jako:
. 1
-3 2lpl1
o
Z, = ! B-7)

W ten sposéb mozna wyznaczy¢ impedancje mechaniczna obciazajaca tylna strone
tloka sztywnego o dowolnym ksztalcie na podstawie zadanego rozkladu cisnienia
akustycznego w skonczonych punktach na jego powierzchni.

Wzér (B-7) okresla impedancje Z, tloka sztywnego dla przypadku liniowej
interpolacji cisnienia akustycznego wewnatrz troéjkatnych elementéw dyskretnych. W
analogiczny do podanego sposobu mozna wyprowadzi¢ wzoér na impedancje Z, dla

interpolacji wyzszego rzedu.
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Dodatek C. Parametry czynne jednorodnej plyty prostokatnej

W celu przeprowadzenia analizy elastycznych struktur metoda analogii E-M-A
wprowadza si¢ tzw. parametry czynne struktury. Parametry czynne sa parametrami
uktadu o jednym stopniu swobody, ktérymi w pewnym zakresie czestotliwo$ci mozna z
duza dokladnoscia opisa¢ ukfad ciagly. Do analizy struktur powierzchniowych
wystarczy okresli¢ mas¢ czynna, mechaniczng podatnosé czynng lub mechaniczna
sztywnos¢ czynna, rezystancje i powierzchni¢ czynna. Parametry czynne wyznacza sie
za pomocg zaleznosci energetycznych [33].

W pracy przy szacowaniu bledéw modelowania numerycznego komor i w analizie
wplywu parametrow struktury elastycznej na pole akustyczne wykorzystano przypadek
jednorodnej plyty prostokatnej swobodnie podpartej lub sztywno zacisnietej na
krawedziach. We wspoirzednych prostokatnych rozktad wychylen ptyty prostokatne;
mozna przedstawic jako iloczyn wychylen wzdtuz osi x iy [64]:

u(x,y) =u(x)-u,(y). (C-1)

Dla plyty prostokatnej swobodnie podpartej na krawedziach rozktad wychylen dla
poszczegdlnych czgstotliwosci rezonansowych jest okreslony rownaniem [64]:

u(x,y)=u,(x)-u,(y)=u, sinkx-u, sinky,

gdzie:

R (C-2)
u, -amplituda drgan,

a,b —wymiary geometryczne piyty,

i, ] -liczby naturalne 1,2,.., okreslajqce rzqd drgan,

natomiast czestotliwos¢ rezonansow:

1

.2 .2 =

w(i® ] B )
m—| == — |,

gdzie: (C-3)

B — sztywnosz na zginanie piyty,

M — masa powierzchniowa phty.

Korzystajac z definicji [32,33] wyprowadzono parametry czynne dla plyty
swobodnie podpartej na krawedziach:
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M, =025M,

2 2
k, = E(sin(2k,.a)+ 2k,.a)(sin(2k .b)+ 2kb) kk, + l(k,;kj)
i,j 8 J J j B kikj
S, =a- b(_l_ _ MJ(L ~ cos(kjb)}
J kamd ke KD (C-4)

gdzie:

M, —masa geometryczna phyty

M, —masa czynna phyty

k. — mechaniczna sztywnos¢ czynna piyty,
S, - powierzchnia czynna piyty.

Masa czynna plyty swobodnie podpartej na krawedziach nie zalezy od
czgstotliwoscl 1 jest rowna 1/4 masy geometrycznej. Sztywnos$¢ czynna plyty zalezy od
sztywnosci na zginanie 1 wymiardw geometrycznych plyty oraz rosnie z kwadratem
czestotliwosci. Powierzchnia czynna maleje ze wzrostem czestotliwosci i przyjmuje
niezerowe wartosci tylko dla modéw o nieparzystej liczbie linii weztowych
jednoczesnie w kierunku osi x 1y, tzn. 1, j = 1,3,5,... .

W przypadku plyty sztywno zamocowanej na krawedziach zaleznosci opisujace
drgania struktury sa bardziej skomplikowane. Rozktad wychylen plyty mozna
przedstawic jako iloczyn funkcji opisujacych drganie belek jednorodnych[63]:

u(x,y) =u,(x)-u,(y)
gdzie:

v ()=, chlkx)—cos(kx) ) sh(k,.x)—s%n(k,.x) (C-5)
o St )|
- H ch(k_,;)- cos(k : y)] . (sh(kj Z;— s?n(k j y)ﬂ,

(2-i+l)7z
kc~—" k.~
' 2a ’ 2b

Przyblizone wartosci czgstotliwosci rezonansowych plyty sztywno zamocowanej na

krawedziach mozna wyznaczy¢ stosujac metode energetyczna Rayleigh-Ritza [63]:
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T, =1,506 0, =1,248 (C-6)

renss O=(ned]|i-Er | dans1
(Ha}z
Wzory okreslajace sztywnos$¢ i powierzchni¢ czynne plyty prostokatnej sztywno

zaci$nigtej na krawedziach wyznaczone z ich definicji sg skomplikowane i niewygodne
do zastosowania w praktyce. Dla pierwszych szesnastu czestotliwosci rezonansowych
mozna stosowa¢ wartosci obliczone numerycznie z wykorzystaniem wspomnianych
wzorow oraz wykorzystujac zwiazek pomiedzy czestotliwoscia rezonansowsa uktadu o
jednym stopniu swobody a jego parametrami czynnymi:

M, =0]17M,

b, -1, P,
i-j 1-1 3-1 1-3 3-3
L. 0285 0129 0129 0,058 (C-7)

L)

S J =Lirj XSS

gdzie:
L,=0daij=24..,

4 T czestotliwos¢ rezonansowa wg. wzoru (C - 6).

Masa czynna plyty zacisnigte] na krawedziach nie zalezy od czestotliwosci i jest
rébwna 1/6 masy geometrycznej Sztywno$¢ czynna plyty rosnie z kwadratem
czestotliwosci. Powierzchnia czynna plyty prostokatnej sztywno zacisnietej na
krawedziach maleje ze wzrostem czestotliwosci, natomiast dla czestotliwosci
rezonansowych o parzystej liczbie linii weztowych jest rowna zeru.

Czestotliwos¢ podstawowego rezonansu jednorodnej plyty prostokatnej swobodnie
zamocowane] na krawedziach jest okolo poéttora razy mniejsza niz plyty sztywno
zacisnietej na krawedziach.

Poniewaz powierzchnia czynna plyty prostokatnej maleje, natomiast sztywnosc¢
czynna rosnie z czgstotliwoscia, nalezy si¢ spodziewa¢ zmniejszenia wplywu drgan
struktury elastycznej na pole akustyczne wewnatrz i na zewnatrz komory ze wzrostem

czestotliwosci.

.
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