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Wykaz wazniejszych oznaczen

A — potencjal wektorowy;

d1 — wektorowy element dltugosci tuku krzywej, m;

E — enstropia;

e; — wersor w kierunku osi ;

‘H — skretnosc;

h — krok siatki numerycznej;

I; — calka objetosciowa z i—tej sktadowej pola wirowosci;
L — impuls katowy;

L, — liczba przekrojéw na ktéra podzielono pierscien wirowy;
L. — liczba czastek wirowych w pojedynczym przekroju;
N — catkowita liczba elementéw wirowych w przeplywie;
n — wersor normalny do powierzchni S;

P — impuls liniowy;

p — cis$nienie, Pa;

Ry — promien zewnetrzny pierScienia wirowego;

T, Ty, T — energia kinetyczna, J;

t — czas, s;

U — analityczna predkosé translacji pierscienia wirowego, m/s;
Ur — predkos¢ translacji torusa wirowego, m/s;

u — predkosé, m/s;

x — wektor polozenia, m;

o, — intensywno$¢ p-tego elementu wirowego;

At, 5t — krok czasowy;

Az, Ay, Az — kroki siatki numerycznej;

d;; — delta Kroneckera;

€ijk — symbol permutacyjny (tensor antysymetryczny Levi-Civity);
€o — promienl wewnetrzny pierScienia wirowego;

I' — cyrkulacja, m?/s;

v — kinematyczny wspoélezynnik lepkosci, m?/s;

w — wirowos¢, 1/s;

¥ — funkcja pradu;

@ — potencjal predkosci;

p — gestosé, kg/m?;

o — promieni obciecia, promienn wewnetrzny rurki wirowe;j;






Rozdzial 1

Wprowadzenie

1.1 Znaczenie wirowosci w mechanice pltynoéw

Wirowo$¢ (w = V x u) jest obecna we wszystkich realnych zjawiskach
wystepujacych w przeptywach. Pomimo, Ze pomiar wartoSci wirowosci jest
bezposrednio bardzo trudny, badacze zdaja sobie sprawe, ze decyduje ona o
charakterze i ewolucji przeplywu. Potwierdzaja to liczne obserwacje i wizu-
alizacje, ktore prowadzili juz np. Leonardo da Vinci czy Venturi (rys. 1.1, 1.2).

Rys. 1.1. Formowanie si¢ wirow woké! oplywanych cial wedtug Leonarda da Vinci
[17].

Z obserwacji do$wiadczalnych wynika, ze wirowo$¢ jest zlokalizowane zazwy-
czaj w niewielkim obszarze, ale jej rozktad jednoznacznie okresla pole pred-
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2 Wprowadzenie

kosci w calym obszarze przepltywu. Wynika stad, Ze réznorodnosé i ztozonosé
przeplywoéw jest w $cistym zwiazku z dynamika pola wirowosci.

Rys. 1.2. Szkic przeplywu z zaznaczonymi strefami recyrkulacji wedlug Venturiego
(17].

We wszystkich rzeczywistych przeplywach, warunek braku poslizgu na Scian-
kach sztywnych, niecigglosci sktadowych stycznych pola predkosci lub nieza-
chowawcze sily masowe (zwigzane np. z réznicami gestosci) powodujg pro-
dukcje wirowosci, ktora jest unoszona i ulega dyfuzji w plynie. Badania nad
ewolucja pola wirowosci maja podstawowe znaczenie dla zrozumienia wie-
lu fundamentalnych probleméw mechaniki ptynéw np.: optyw przeszkody,
powstawanie sity nosnej dla profilu lotniczego, opis mieszania si¢ plynéw o
roznej gestosei i predkosci (niestabilnosé Rayleigha—Taylora), rozwoj warstwy
przys$cienne;j.

Sformulowanie réwnan ruchu cieczy w ujeciu wirowosci w i predkosci u lub
wirowosci w 1 potencjalu wektorowego A pozwala $ledzi¢ dynamike przepty-
wu badajac ewolucje rozkladu wirowosci. Zastapienie cigglego pola wirowo-
$ci dyskretnym rozkladem elementéw wirowych oraz badanie ich wzajemne-
go oddzialywania stanowi podstawe metod wirowych. Historycznie poczatek
metod wirowych wigze sie z pracami Rosenheada (1931). Rosenhead w pra-
cy [65] rozpatrywal ewolucje warstwy wirowej w dwoch wymiarach dzielac ja
na elementy wirowe i obliczajac ich wzajemne oddziatywanie z prawa Biota—
Savarta. Na poczatku rozwoj metod wirowych byl jednak ograniczony, gdyz
wiekszo$¢ obliczen wykonywano recznie uwzgledniajac niewielka liczbe ele-
mentow wirowych w przeptywie. Gwaltowny rozwoj metod wirowych nastapit
dopiero w latach 70-tych XX wieku. Wzrost mocy obliczeniowej komputerow
oraz ciggly postep w dziedzinie technik modelowania numerycznego umozli-
wily analizowanie dynamiki ptynu z uwzglednieniem duzej liczby elementow
wirowych. Obecnie metody wirowe stanowig atrakcyjne i konkurencyjne na-
rzedzie badawcze w stosunku do metod numerycznych wykorzystujacych do
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modelowania przeplywéw réownanie Naviera—-Stokesa zapisane w zmiennych
pierwotnych predkosci u i ci$nienia p.

1.2 Przedmiot badan

Przedmiotem niniejszej rozprawy doktorskiej jest opracowanie i imple-
mentacja szybkiej metody wirowej typu ,wir w komérce” do rozwigzywania
niedcisliwych, tréjwymiarowych przepltywédw lepkich. Réwnania ruchu cieczy
sformutowane sg w ujeciu wirowosci w i potencjatlu wektorowego A. Opraco-
wana metoda jest w opozycji do bezposrednich metod wirowych, w ktérych
predkosé elementu wirowego obliczana jest z prawa Biota—Savarta poprzez
sumowanie wkladu do pola predkosci pochodzacego od pozostalych elemen-
tow wirowych znajdujacych sie w obszarze przeplywu. Metoda wirowa typu
,wir w komoéree” (VIC) oparta jest na aproksymacji cigglego pola wirowosci
dyskretnym rozkladem punktowych czgstek wirowych, ktore niosg informa-
cje o trzech skladowych wektora wirowosci, a do wyznaczenia pola predkosci
w obszarze przeptywu wykorzystywana jest siatka numeryczna. Metoda ta,
zaproponowana przez Christansena w pracy [10], jest dobrze sformulowana
teoretycznie [11] i z powodzeniem stosowana do modelowania przeplywow
dwuwymiarowych [15, 33, 34, 84], jednak wynikéw dotyczacych przeplywow
trojwymiarowych jest wcigaz malo i majg one charakter bardzo szczegoélny.
Zawadzki w pracy [84] zastosowal metode VIC, korzystajac z metody spek-
tralnej, do modelowania ruchu pojedynczego pierScienia wirowego oraz zde-
rzenia dwoch pierscieni wirowych. Cottet et al. w pracach [15,58] zastosowali
metode VIC do modelowania zderzenia pierScienia wirowego ze Scianka sztyw-
ng. Dlatego w obecnej pracy podjeto probe sformulowania jeszcze raz tego
algorytmu i przeprowadzenia obliczenl sprawdzajacych.

Poprawno$¢ metody sprawdzono badajac dynamike pojedynczego, nielepkie-
go pierScienia wirowego. Poréwnano jego predko$é translacji ze wzorem ana-
litycznym. Modelowano réwniez oddzialywanie dwoch pierscieni dla réznych
konfiguracji poczatkowych i odtworzono, dobrze znane w literaturze, zjawisko
»2ry wirow”. Otrzymane wyniki numeryczne sg w dobrej zgodnosci z danymi
eksperymentalnymi oraz wynikami otrzymanymi innymi metodami.

Dla niescisliwych, lepkich przeplywéw trojwymiarowych przedstawiono roézne
metody modelowania lepkosci. Odtworzono zjawisko rekonekcji dwoch pier-
$cieni wirowych, ktore to zjawisko zachodzi jedynie w przeplywach lepkich.



4 Wprowadzenie

Uklad pracy jest nastepujacy: w dalszej czesci rozdziatu przedstawio-
no réwnania ruchu dla niesdcisliwego, lepkiego plynu, zdefiniowano wirowosé
w oraz niezmienniki ruchu dla przeplywow wirowych w trzech wymiarach.
W drugim rozdziale dokonano przegladu metod numerycznego modelowania
trojwymiarowych przeplywéw metodami wirowymi, zaprezentowano rozne
warianty dyskretyzacji cigglego pola wirowosci. W rozdziale trzecim przed-
stawiono cel, tezy oraz zakres pracy. W rozdziale czwartym sformulowano
podstawy matematyczne oraz oméwiono algorytm numeryczny prezentowa-
nej metody ,wir w komorce”. Pigty rozdziat obejmuje fizyke pierscienia wi-
rowego oraz wyniki numeryczne prezentujace dynamike pojedynczego pier-
$cienia. W szdstym rozdziale zaprezentowano oddzialywanie dwoch pierscieni
wirowych dla réznych konfiguracji poczatkowych; otrzymane wyniki zostaly
poréwnane z wynikami innych badaczy. W siddmym rozdziale przedstawiono
réozne metody modelowania lepko$ci w przeptywach tréjwymiarowych oraz
opisano zjawisko rekonekeji pierscieni wirowych.

1.3 Roéwnania ruchu plynu

Dynamike niescisliwego, lepkiego ptynu w tréjwymiarowej przestrzeni D
opisuje uklad réwnan [5,12,61]:

e rownanie cigglosci opisujace prawo zachowania masy:

V-u=0, (1.1)

e rownanie Naviera-Stokesa opisujace prawo zachowania pedu:

8—u+(u-V)u=Fle+ vAu +f, (1:2)
ot p
gdzie u(x,t) jest predkoscia, p(x,t) — ciSnieniem, p — gestoscia, v — kine-
matycznym wspolczynnikiem lepkosci; w dalszych rozwazaniach zalozono,
ze sily masowe sa réwne zero (f(x,t) = 0) oraz Ze rozpatrywany plyn jest
niedcisliwy (p = const). Réwnania ruchu nalezy uzupehié¢ podajac waru-
nek poczatkowy ul—o = up(x) oraz warunek brzegowy uls = u(xs,t), gdzie
S — powierzchnia ograniczajaca obszar D.

Szczegblna rola wirowosci w przeplywie wynika réwniez z twierdzenia
o dekompozycji pola predkosci u na sume dwoch poél wektorowych: pola
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bezzrodlowego u; i pola bezwirowego uy (tzw. dekompozycja Helmholza—
Hodge’a) [5,21,43|. Sformutowanie to opiera si¢ na twierdzeniu o rozkladzie
pola wektorowego:

Twierdzenie 1 (Twierdzenie o rozkladzie) Dowolne, ciggle pole wek-
torowe a, zadane w catej przestrzeni i przyjmujgce w nieskoriczono$ci wraz
ze swoimi pierwszymi pochodnymi wartosé zero, mozna przedstawié w postaci
sumy dwdch pol wektorowych: pola bezzrédtowego a; (V-a; = 0) i bezwirowego
a; (V xap;=0):

a=a; + as.
Warunki graniczne narzucone na pole a w powyzszym twierdzeniu gwaran-
tuja zarazem jednoznaczno$¢ takiego rozkladu. Stosujac je do pola predkosci
u otrzymujemy wspomniany rozktad:

u = u; + Us,

gdzie: u; jest polem bezzrédlowym (V- u; = 0),
u; jest polem bezwirowym (V x uy = 0).

Sktadowa bezwirowa pola predkos$ci u mozna wyrazi¢ za pomoca potencjatu
predkosci :
Uz = Vr,o, (13)

gdyz:
Vxu,=V xVp=0. (1.4)
Stad przeplywy bezwirowe nazywane sg réwniez potencjalnymi. Z twierdze-

nia Stokesa wynika, ze:

/(Vxuz)-ds=/u2-dx=/ch-dx=0, (1.5)

S C c

gdzie S jest dowolng powierzchnia ograniczona krzywa zamknieta C.
Dla sktadowej bezzrodlowej pola predkosdci u; warunek V-u; = 0 gwarantuje
istnienie potencjatu wektorowego A ( [12,43,61]):

u; = V x A (16)
okreslonego z doktadnoscia do gradientu dowolnej funkcji skalarnej 1:

A=A+ Vy. (1.7)
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Na podstawie wzoréw (1.3) i (1.6) pole predkosci mozna zapisa¢ w postaci:
u=Vp+V xA. (1.8)

W celu realizacji zadanych warunkéw brzegowych do prawej strony réwnania
(1.8) mozna doda¢ skladnik v, ktéry jest zwigzany zarazem z bezzrodlows i
bezwirowa czescia pola predkosci (V-v=01V x v =0).

Dla przeplywu niescisliwego, zgodnie z réwnaniem ciagtosci (1.1), wklad do
pola predkos$ci pochodzi jedynie od pola wirowosci w, ktére definiujemy jako:

W=V X1 (1.9)

Dla celéow opisu ruchu cieczy w terminach wirowosci i predkosci réwnanie
Naviera—-Stokesa (1.2) nalezy przeksztalci¢ do postaci:

Ow

o T V x (w x u) = vAw, (1.10)
gdzie wykorzystano zalezno$é¢ (u- V)u = (V x u) x u + V(3u?) oraz toz-
samos¢ V x (V(3u*) + Vp) = 0. Czlon (Vp x Vp)/p® znika z zalozenia
p = const. Warunek poczatkowy na pole wirowosci otrzymujemy wprost z
warunku poczatkowego na pole predkosci w|;—g = V X uy. Réwnanie (1.10)
opisuje transport wirowosci i nosi nazwe réwnania Helmholtza.
7 definicji pola wirowosci w wynika, ze w obszarze nieograniczonym jest ono
bezzrodlowe (V - w = 0). W obszarze D ograniczonym $ciankami warunek
na bezzréodlowosé pola wirowoséci w calym przeplywie mozna spelni¢ zapew-
niajac V- w|s = 0, gdzie S — powierzchnia ograniczajaca obszar D. Biorac
dywergencje z réwnania (1.10), otrzymujemy réwnanie dyfuzji dla funkcji
skalarnej V - w:

0 (V- w)
ot

z warunkiem poczatkowym V - wli—o = V-V x up = 0. Jezeli, dla t > 0,
spetniony bedzie warunek brzegowy:

=vA(V - w) (1.11)

V'w]s =0, (112)

to, z zasady maksimum dla parabolicznych réwnan rézniczkowych czastko-
wych wynika, ze rozwigzaniem réwnania (1.11) jest V- w = 0 w calym
obszarze D dla t > 0.
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W réwnaniu transportu (1.10) czlon V X (w x u) mozna uproscié¢ korzystajac
z wektorowej tozsamosci:

Vx(axb)=a(V:-b)—b(V-a)+ (b-V)a—(a-V)b.

Z faktu, ze V-u =0 oraz V - w = 0 réwnanie transportu przyjmuje postaé:

Ow

5 +(u:-Vw = (w- V)u+ rAw, (1.13)
gdzie: (w - V)u — czlon zwigzany z rozcigganiem linii wirowej,
vAw — czlon opisujacy dyfuzje wirowosci.

Czlony po prawej stronie réwnania (1.13) przedstawiaja dwa podstawowe
mechanizmy zmiany wirowosci w przeptywie lepkim. Czlon opisujacy rozcia-
ganie linii wirowych (w - V)u zwiazany jest ze zmiang wirowos$ci spowodo-
wang gradientem predkosci w kierunku réwnoleglym do wektora wirowosci.
Czlon ten znika tozsamosciowo w dwoch wymiarach (gdyz wektor wirowosci
w = (0, 0, w3) jest prostopadly do wektora predkosci u = (uy, uy, 0)), ale w
przeplywach trojwymiarowych ma fundamentalne znaczenie w ewolucji pola
wirowosci. Czlon zwiazany z dyfuzja nie generuje nowej wirowosci. Jest on
odpowiedzialny za rozprzestrzenianie si¢ pola wirowosci w przeplywie i wpro-
wadzanie porcji wirowosci wygenerowanej np. na Sciance sztywnej do obszaru
przeplywu.

Problemy wystepujace w modelowaniu przeplywow trojwymiarowych zwig-
zane sg miedzy innymi z nastepujgcymi zagadnieniami:

e wektor wirowosci w ma trzy skltadowe, ktore nalezy wyznaczyé;

e w przeplywach wewnetrznych nalezy okresli¢c dwie skladowe styczne
wirowosci na brzegu;

e pole wirowosci powinno byé bezzrodlowe;

e w rownaniach ruchu pojawia sie dodatkowy czlon zwigzany z rozcigga-
niem linii wirowych;

e wiekszo$¢ metod symulacji lepkosci, stosowana z powodzeniem w prze-
plywach dwuwymiarowych (np. metoda predkosci dyfuzyjnej, metoda
przypadkowego btadzenia), nie przenosi si¢ na trzy wymiary.
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1.4 Dynamika pola wirowosci

Do opisu numerycznego modelowania dynamiki pola wirowosci wprowa-
dza sie pojecie linii wirowej. Linia wirowa nazywamy krzywa L(s), ktora
jest w kazdym swym punkcie styczna do pola wirowosci dL(s)/ds = w. Po-
wierzchnie utworzona przez rodzine linii wirowych przechodzacych przez za-
mknietg, redukowalna krzywa C nazywamy rurkg wirowg. Intensywnos¢ rurki
wirowej definiujemy jako strumieri wirowosci przechodzacy przez jej przekroj

I‘=fw-nds=/u-dl, (1.14)

S C

poprzeczny S:

gdzie n jest wersorem prostopadlym do powierzchni S. Na mocy tw. Stokesa
strumien ten jest réowny cyrkulacji predkosci wzdtuz krzywej C obejmujace;j
rurke.

linie wirowe

Rys. 1.3. Rurka wirowa utworzona z linii wirowych.

Przy opisie przeptywow nielepkich, czesto korzystamy z twierdzenia Kelvina:

Twierdzenie 2 (Twierdzenie Kelvina o cyrkulacji)
W nielepkim przeptywie, dla cieczy barotropowej lub o p = const, cyrkulacja
I’ obliczona wzdtuz zamknietej linii materialnej jest stata w czasie.
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Twierdzenie to ma odzwierciedlenie w prawach Helmholtza. Pierwsze prawo
Helmholtza stwierdza, ze intensywno$é rurki wirowej jest stata na calej jej
dhugosci, niezaleznie od wyboru przekroju S; (rys. 1.3):

P = /wl ‘nyds = f&)g -ny ds = const. (1.15)
S1 S2
7 bezzrodlowosci pola wirowosci wynika réwniez, ze linie wirowe muszg two-
rzy¢ zamkniete petle lub zaczynaé sie i konczyé na powierzchniach ogra-
niczajacych przeplyw. Drugie prawo Helmholtza stanowi, ze w przeplywie
nielepkim linie wirowe sg unoszone tak jak linie materialne. Ewolucja linii
materialnej w przeplywie okreslona jest rownaniem:
D
Dt
gdzie d1 = (dl,, dl,, dl3) jest elementem linii materialnej, D( )/Dt - po-
chodna substancjalna, D( )/Dt = 9( )/0t + (u- V)( ). Réwnanie transportu
wirowosci ma postac:

dl = (d1- V)u, (1.16)

Dw
Dt
Oznacza to, ze jezeli wybrany element plynu zawieral na poczatku fragment

= (w-V)u. (1.17)

nici wirowej to, niezaleznie od jego przemieszczenia i deformacji w trakcie
przeplywu, fragment nici wirowej bedzie zawsze skladal sie z tych samych
czastek ptynu. Stad wynika, Ze w przeplywie nielepkim ni¢ wirowa nie moze
ulec rozerwaniu. Prawo to przestaje obowigzywaé dla przeplywoéw lepkich
z powodu czlonu zwigzanego z dyfuzja wirowosci. Trzecie prawo Helmholtza
ujmuje twierdzenie Kelvina w postaci wzoru:

DT

b= 0. (1.18)

W przeplywach lepkich cyrkulacja zmienia sie zgodnie ze wzorem:

D Du Ddl
e i dl= | =—:dl - —_ 1.19
Dt Dt " Dt T )" Dy (1.19)
c c c
Drugi czlon po prawej stronie réwnania znika, jezeli zastosujemy réwna-

nie transportu linii materialnych w przeptywie (1.16) oraz spostrzezenie, ze

(dl-V)u=du:
Ddl
- — . = U. ]-2
/u B fu du=0 (1.20)

C c
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Pierwszy czlon przeksztalcamy wykorzystujac rownanie Naviera—Stokesa (1.2):

Du

1
—-d1=——-pr-dl+v/Au-dl. (1.21)
Dt p

c C

c

Czlon z gradientem ci$nienia znika, gdyz fc Vp- dl = § dp = 0. Ostatecznie
wzoér okreslajacy zmiane cyrkulacji w przeptywach lepkich przyjmuje postac:

E=://Au-dl:—xvf(wa)-afl, (1.22)
Dt .

e e
gdzie skorzystano z tozsamosci Au = —V x w i zalozenia V-u = 0. W prze-

plywach lepkich mozliwe jest zjawisko zaréwno rozrywania jak i przetgczenia
linii wirowych.

1.5 Prawo Biota—Savarta

Warunek niesci§liwosci V - u = 0 gwarantuje istnienie potencjatu wekto-
rowego A (podrozdz. 1.3 wzor (1.6)):

u=VxA

okreslonego z dokladnoscia do gradientu dowolnej funkeji skalarnej ¢ (1.7).
Podstawiajac rownanie (1.6) do definicji wirowosci (1.9) oraz korzystajac z
tozsamosci wektorowej:

Vx(Vxa)=V(V-a)—-Aa

otrzymujemy:

w=V(V-A)—AA. (1.23)

Aby ujednoznaczni¢ potencjal wektorowy A oraz otrzymac rownanie Poissona
na sktadowe wirowosci zaklada sie dodatkowo, zZe:

V-A=0. (1.24)

Rozwigzanie rownania AA = —w przyjmuje postac:

A, 1) = —/G’(x —x)w(x,t) dv. (1.25)
D
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Funkcja Greena dla réwnania Poissona (w obszarze nieograniczonym przy
zalozeniach, ze w nieskoniczonosci w — 0 i u — 0) ma postaé:

iln(:r') dla dwoéch wymiarow,
m
G(r) = . (1.26)

- dla trzech wymiarow,
4mr

gdzie r = |r|.
Wstawiajac posta¢ funkcji Greena dla trzech wymiaréw do wzoru (1.25)
otrzymujemy potencjal wektorowy w postaci (r = |x — x'|):

A@J%zéi[%w@ﬂﬂﬁt (1.27)
T

Rozklad pola predkosci otrzymuje sie biorac rotacje z (1.27):

M&wzﬁva%wﬁﬂm. (1.28)
D

Korzystajac z tozsamosci wektorowej:

Vx(£)=%wa+V(l)xw

T T
1 r
(7)==

wzor (1.28), po catkowaniu przez czesci i zalozeniu, Ze wirowosci w nieskori-

oraz z faktu, ze

czonosci jest zero, przyjmuje ostateczng postac:

1 [rxw(xX,t)
u(x,t) S —*E T
D

dv. (1.29)

Idealizacja rurki wirowej jest nié wirowa [31]. Gdy przekrdj poprzeczny rurki
bedzie dazyt do zera, a jednoczesnie strumien wirowosci bedzie dazyt do
nieskonczonosci tak, aby iloczyn pola przekroju i strumienia wirowosci dazyt
do skonczonej wartosci I', to w granicy otrzymamy wtladnie nié wirowg o
intensywnosci I' (rys. 1.4).

Pole predkosci indukowane przez ni¢ wirowg otrzymujemy wprost ze wzoru
(1.29) stosujac podstawienie:

wdv =T"ds,
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ds

[

Rys. 1.4. Ni¢ wirowa.

gdzie ds jest elementem dtugosci tuku nici wirowej. Po podstawieniu otrzy-

mujemy wzor:
r r X ds

A rd
c

u(x) = (1.30)
Wzor (1.30) nosi nazwe prawa Biota-Savarta i jest podstawowym wzorem

uzywanym do obliczania pola predkosci w bezposrednich metodach wirowych
[12].

1.6 Niezmienniki ruchu dla pola wirowosci

1.6.1 Calkowita cyrkulacja

W dwoch wymiarach catkowitg cyrkulacje w przeptywie definiujemy cal-
ka:
T, = fwda, (1.31)
A
gdzie w jest sktadowa pola wirowosci w kierunku osi Z (w = we,). Stala
wartos$é I's dla przeplywéw nielepkich wynika wprost z réwnania transportu
wirowosci, ktére ma posta¢ Dw/Dt = 0. Dla przeptywow lepkich caltkowi-
ta cyrkulacja pozostaje niezmiennikiem ruchu tylko w przypadku braku w
przeplywie obszarow, w ktorych zachodzi proces generowania wirowosci np.
Scianek sztywnych.
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W trzech wymiarach niezmiennikami ruchu sa calki ze sktadowych pola wi-
rowoéci w obszarze przeptywu:

I@ = /wi d’U, §i= 1,2,3. (132)
D

Korzystajac z faktu bezzrodlowosci pola wirowosci (V - w = 0) oraz z tozsa-
mosci:

V. (33;(.0) — V:ciwzéijwj = Wy, (133)
gdzie w zapisie zastosowano konwencje Einsteina o sumowaniu po powtarza-
jacym sie wskazniku 7, catke (1.32) na mocy tw. Greena mozna przeksztalcic
do postaci:

Ii=/widv=/V-(xiw)dv=/$iw—nds. (1.34)

D D S

Z zaleznosci (1.34) wynika, Ze calka znika dla kazdego obszaru D, dla ktérego
na powierzchni ograniczajacej S zachodzi warunek w -n = 0.

1.6.2 Enstropia i energia kinetyczna

Enstropie E pola wirowosci w trzech wymiarach definiujemy caltka:

E:%/w-wdv. (1.35)
D

Zmiane enstropii w czasie wyraza zalezno$¢:

_/w-&dvz fw-((w-V)u+vAw) dv. (1.36)
D D

Czlon zwiazany z rozcigganiem linii wirowych moze powodowaé wzrost war-
tosci enstropii w przeplywie, za$ dziatanie operatora A bedzie sprowadzac
sie do wyréwnywania i rozprzestrzeniania pola wirowosci.

Energia kinetyczna T' definiowana jest calka (przy zalozeniu, ze predkosé
u — 0 w nieskoriczonosci):

T=%/u—ud’u=fu-(xxw)dv. (1.37)

D D

| Bibliotekq
Wfocl‘.

I
Lr"cl .
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Zmiane w czasie energii kinetycznej T' obliczamy biora pochodng czasows z
(1.37) i podstawiajac rownanie Naviera-Stokesa (1.2):

%: - %ldv:/u- (—%Vp) dv+fu-(uAu) dv. (138
D D D

W przeplywach nielepkich (¥ = 0) energia kinetyczna jest niezmiennikiem

ruchu, co mozna wykazaé¢ wykorzystujac tozsamos$é wektorowg V - (u) =

1 (V-u)+u-Vi oraz fakt bezzrodtowosci pola predkosci (V-u = 0) i zatozenia

p = const. Stosujac powyzsze zalozenia, z tw. Greena otrzymujemy [43]:

2 [o b [(Hame  on

Energia kinetyczna jest stala jezeli na powierzchni S ograniczajacej obszar
D zachodzi warunek n - u = 0 lub, dla obszaru nieograniczonego, u maleje
szybciej niz r~2 w trzech wymiarach i r~! w dwoch wymiarach.
W przeplywach plynéw lepkich zmiang energii kinetycznej okresla druga cal-
ka po prawej stronie (1.38):
At = u]u - Audv. (1.40)
dt J

Calke po prawej stronie rownania mozna przeksztalci¢ do réwnowaznej po-
staci, wykorzystujac notacje wskaznikowa [68|:

v [u- Audv =— [ L(8u/0z; — Buy 6z dv
D D 2
—v [ u;nj(Ou;/0x; — Ou;/Ox;) ds (1.41)
s
=—v[w?dv—v [n-uxwds.
D s

Jezeli calka powierzchniowa w (1.41) znika (np. gdy w obszarze nieograni-
czonym u — 0 lub w — 0 w nieskoriczonosci) to zmiana energii kinetycznej
w przeplywie jest zwiazana z enstropia pola wirowosci (1.35) (ktéra mozna
tu interpretowac jako strumien energii dysypacji na jednostke objetosci):

dr

_— - 2 e
- v-/w dv 2VE. (1.42)

D
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Definicje energii kinetycznej dla przeptywow tréjwymiarowych w ujeciu wiro-
wosci 1 potencjalu wektorowego mozna wyprowadzi¢ korzystajac z tozsamosci
wektorowej:

V-(uxA)=A:-(Vxu)—u-(VxA). (1.43)

Calkujac (1.43) po obszarze D oraz podstawiajac u =V X Aiw =V xu
otrzymujemy:

!V-(uxA)dv——-D/A-wd’u—!u-udv. (1.44)

Lewa strona powyzszej zaleznosci jest rowna zero, bo, korzystajac z tw. Gre-
ena, otrzymujemy [,V -(ux A)dv = [((ux A)-nds=0,gdyzu—0w
nieskonczonosci. Wowczas:

T:%/A-wdv. (1.45)
D

1.6.3 Skretnosé
Skretno$¢ ‘H (ang. helicity) jest topologiczna miarg pola wirowosci i okre-
sla stopien ,wezlowatosci” linii wirowych (wielko$é¢ te wprowadzil Moffat w
pracy [47]):
H = ju-wdv. (1.46)
D

W dwbéch wymiarach skretnosé jest tozsamosciowo réwna zero.
W trzech wymiarach zmiana skretnosci w czasie okres§lona jest catka:

dH Du Dw

Podstawiajac do zaleznosci (1.47) réwnanie Naviera-Stokesa (1.2) oraz row-
nanie transportu wirowosci (1.13) otrzymujemy:

% = (—%Vp + uAu) ‘w+u- ((w - Viu+ qu) dv. (1.48)
D

Powyzsze wyrazenie mozna przeksztalci¢ wykorzystujac tozsamos$é wektoro-
wa zastosowang do wzoru (1.38) oraz fakt, ze V-u=01iV-w=0:

%‘:]v- (—%w+%w(u-u)) d’u+u](Au-w+u-Aw)dv. (1.49)
D
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Pierwszy czton po prawej stronie mozna przeksztalci¢ na catke powierzchnio-
wa korzystajac z tw. Greena:

JV—(—E&H—%w(u—u)) dv:sf(—g-i-%(u-u))n-wds. (1.50)

Wynika stad, ze dla nielepkich przeplywow tréojwymiarowych skretnos¢ H
jest niezmiennikiem ruchu jezeli tylko w - n = 0 na powierzchni S ogranicza-
jacej obszar D lub w — 0 w nieskonczonosci dla obszaru nieograniczonego.
Dla przeplywoéw lepkich wartosci skretnosci moze ulega¢ zmianie na skutek
rozrywania sie i taczenia linii wirowych.

1.6.4 Impuls liniowy i katowy

Impulsy: liniowy P i katowy L sa definiowane jako:

1 1
P= 5]}{ Xxwdv, L= —if-rdev, (1.51)
D D

gdzie r? = x - x. W przeplywach nielepkich pozostaja one niezmiennikami
ruchu pod warunkami, ze: w nieograniczonym przeplywie o stalej gestosci
plynu wystepuja jedynie sity zachowawcze, predkos¢ znika w nieskoriczonosci
i w przeplywie nie ma Scian sztywnych. Mozna to wykazac¢ obliczajgc zmiang
w czasie impulsu liniowego P:

dP 1 Dw
E_Ef(uxw+xxﬁ) dv. (1.52)
D

Podstawiajac do (1.52) rownanie transportu wirowoéci i rozpisujac catki w

notacji wskaznikowej (z wykorzystaniem konwencji Einsteina o sumowaniu
po powtarzajacym sie wskazniku), otrzymujemy:

5 lf Eijk Uj Wk + Eij m-w% d
dt — 9 ijhk Ug Wi ijk L3 £6$,: v
D

I} 0
— —2- f (28‘;3‘;‘, Uy wWr + _(S-ijk ili'j wq uk)) dv
D

l

Ox
1 ;
= /81‘;,:;‘, Uj W dv + § fﬂg Eijk Tj Wy Uk ds. (153)
D S
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Z zalozenia, ze przeplyw jest nieograniczony, powierzchnia S rozcigga sie w
nieskoniczonosci, gdzie predkos$é dazy do zera. Zatem druga calka we wzorze
(1.53) znika. Aby wykazaé¢, ze réwniez pierwsza catka znika podstawiamy

definicje wirowosci w =V X u:

dP@ aum
— Eijk €kim uja_ dv

dt
Oy,
= / = Oim 0j1) u; a_md”
D
0
- /[83:1 —U; U;) ~ 5 (ujui)] dv
D
= /:ﬂ,l —u;u;)d —/nj(uju,-)ds. (1.54)
s

Podobnie jak powyzej, calki po powierzchni S znikaja na podstawie zalo-
zenia, ze predko$¢ dazy do zera w nieskoriczonosci. Zatem impuls liniowy
P jest niezmiennikiem ruchu w przeptywie nielepkim przy zadanych wyzej
warunkach. Podobnie dowodzi sie zachowanie impulsu katowego L.






Rozdzial 2

Przeglad metod wirowych

Obszary wirowe zajmuja zazwyczaj niewielki obszar w stosunku do obsza-
ru przeplywu; wydaje sie wiec uzasadnionym skupianie si¢ na tych wlasnie
obszarach, poniewaz to wirowos¢ okresla jednoznacznie pole predkosci. Fakt
ten powoduje, ze modelowanie dynamiki przeplywu plynu w oparciu o réw-
nanie ewolucji pola wirowosci (1.13):

%—L:-wL(u-V)w:(w-V)u-i—vAw

jest atrakcyjnym narzedziem badawczym. Ewolucje pola wirowosci mozna
badaé: w zmiennych Eulera (pokrywajac obszar obliczeniowy siatka nume-
ryczng i rozwigzujac rownanie transportu wirowosci np. metodami spektral-
nymi, metodami réznic skonczonych [18,19]) lub w zmiennych Lagrange’a
(metody wirowe [9, 12,14, 38, 79]). Metody wirowe oparte sg na zastgpieniu
ciaglego pola wirowosci dyskretnym rozkladem elementéw wirowych. Zapis
rownan ruchu w zmiennych Lagrange’a pozwala na uproszczenie rownai ru-
chu i unikniecie koniecznos$ci obliczania nieliniowego cztonu konwekcyjnego.
Ruch cieczy jest reprezentowany przez ewolucje zbioru elementéw wirowych
opisang roéwnaniem transportu wraz z odpowiednimi warunkami brzegowy-
mi. Elementy te sa unoszone w przeptywie zgodnie z lokalnym polem pred-
kosci, samorzutnie gromadzac sie w obszarach o najwiekszych gradientach
pola predkosci. Pole wirowosci w przeplywie moze by¢ odtworzone poprzez
liniowa superpozycje porcji wirowosci niesionych przez elementy wirowe.

Historycznie, poczatek metod wirowych wigze sie z pracami Rosenheada
(1931) [65]. Znaczacy rozwdj metod wirowych zapoczatkowany zostal jed-
nak dopiero w latach 70-tych ubiegtego wieku wraz z rozwojem komputerow
i wigze sie z pracami Chorina [8]. W ostatnim dwudziestoleciu intensywne

19
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badania byly skupione na konstrukeji szybkich i efektywnych metod mo-
delowania dyfuzji, prawidlowym formutowaniu warunkéw brzegowych oraz
dowodach stabilnosci i zbieznosci poszczegolnych metod wirowych. Sposrod
wielu wariantow metod wirowych w niniejszym rozdziale zostang oméwione
trzy z nich: wiokien wirowych, zorientowanych elementéw wirowych oraz zre-
gularyzowanych elementéw wirowych. Metoda wirowa typu ,wir w komérce”,
ktéra jest przedmiotem badar w niniejszej pracy, zostanie oméwiona osobno
w rozdziale czwartym.

Metody wirowe mozna podzieli¢ na dwa rodzaje ze wzgledu na wykorzystanie
siatki numerycznej podczas obliczen [32]:

e Metody wirowe bezposrednie — w ktorych obliczenia prowadzone sg
bez uzycia siatki numerycznej (a jezeli siatka wystepuje to pelni jedynie
role pomocnicza i zaklada sig, ze nie wprowadza lepkosci numerycznej).
Ruch czastki wirowej odbywa si¢ w polu predkosci obliczonym z prawa
Biota-Savarta na podstawie rozktadu wszystkich elementéw wirowych
w przeplywie. Iloé¢ dziatan arytmetycznych w celu obliczenia predkosci
N czastek szacowana jest na ~ N? co, nawet przy rozwoju algorytmow
szybkiego obliczania oddzialywan (sumowania) czastek, powoduje, ze
czas obliczeni za pomoca tych metod jest znaczny.

¢ Metody wirowe typu ,wir w komorce” — w ktorych siatka nume-
ryczna jest wprowadzana w celu obliczenia rozktadu pola predkosci w
przeplywie. W kazdym kroku czasowym nastepuje redystrybucja inten-
sywnosci czastek wirowych na wezly siatki, a nastepnie rozwiazywane
jest rownanie Poissona AA = —w na potencjal wektorowy A w trzech
wymiarach (lub réwnanie Poissona na funkcje pradu ¥ w dwoch wy-
miarach). Predko$¢ w weztach siatki obliczana jest metoda réznic skon-
czonych. Obliczona w wezlach wartos¢ predkosci jest interpolowana na
polozenia czastek wirowych. Liczba dzialan w tej metodzie szacowana
jest na ~ Mlog M + N, gdzie M, N sg liczbami weztow siatki.
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2.1 Metoda wldékien wirowych

Z twierdzenia Kelvina o cyrkulacji oraz warunku V-w = 0 (podrozdz. 1.4)
wynika, ze pole wirowosci w nieograniczonym przeplywie nielepkim mozna
przedstawi¢ jako zbior wiodkien albo rurek wirowych, ktére tworzg zamknie-
te petle lub rozciagaja sie do nieskoriczonosci. Metoda wiloékien wirowych
(vortex filament method) zastepuje ciaglte pola wirowosci zbiorem N wiékien
wirowych (rys. 2.1).

Rys. 2.1. Fragment wlékna wirowego.

Polozenie w przestrzeni i-tego widkna wirowego o intensywnosci I'; opisa-
ne jest krzywa r;(€,t), gdzie € jest parametryzacja krzywej. Pole wirowosci
wygenerowane przez rozklad N linii wirowych dane jest wzorem [12, 36, 38]:

wle) 230 =3 T [ fo(x-n(E00) o dg. @1

Znak ,,”” oznacza aproksymowang warto$¢ pola wirowosci. Zgodnie z tw.
Kelvina o cyrkulacji, intensywnos$é wlékien wirowych jest stala I'; = const.
Funkcje¢ wygladzajaca (smooth delta function) f, wprowadza sig, aby usu-
na¢ osobliwo$¢ we wzorze (2.1) zwiazang z obliczaniem predko$ci wzdiuz
linii wirowej (;Lmo fo(x) = 6(x)). Dobér odpowiedniej regularnosci funkcji
wygladzajacej f, ma decydujace znaczenie na rzad zbieznosci metody [12].
Postuluje sie, ze funkcja f, ma postac:

flx-m) = /(BT 22)

a;
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gdzie o; jest promieniem przekroju i-tego widkna wirowego.
Funkcja obciecia f okresla rozklad wirowosci w przekroju widkna wirowego
i jest jest rzedu r, gdy spelniala warunki:

ff@mx=L QeR?
Q

/ x'f(x)dx=0  jezelil <|i| <r—1, (2.3)
Q

/ﬂ Ix["1£ ()] dx < oo,

Taki wybér funkcji obciecia oznacza, ze wtokno wirowe zachowuje odpowied-
nie momenty (niezmienniki ruchu (podrozdz. 1.6)): catkowita cyrkulacje, im-
puls liniowy L, az do rzadu r — 1.

Rozklad pola predkosci w obszarze przeptywu D oblicza si¢ z prawa Biota—
Savarta (podrozdz. 1.5 wzoér (1.30)). Pole predkosci w nieograniczonym ob-
szarze D dla sferycznie symetrycznej funkeji f, wyraza si¢ wzorem [36]:

wr= k3o, [E X OOV tfo) & gy,

|x — ;3

gdzie funkcja ¢ jest zdefiniowana jako:
v
ay) =4 [ FOG*dc. (25)
0

7 normalizacji funkcji f (2.3) wynika, ze ¢(y) — 1 gdy y — oo, tak wiec
dla duzych odleglosci w poréwnaniu z promieniem o widkna wirowego in-
dukowana predko$é moze by¢ obliczana z zalozeniem, ze cala intensywnos¢
rurki wirowej jest skoncentrowana na krzywej r;(€,t). Predko$¢ pojedynczego
wlokna wirowego zalezy od jego lokalnej krzywizny r.(£) i przy zalozeniu, ze
o — 0 wyraza sie wzorem [36,69]:

or(§) I'b ln’rc(ﬁ)

ot anr(€) o

+0(1). (2.6)

Wektor b jest prostopadty do plaszezyzny zawierajacej wiokno wirowe (rys. 2.2).
W trakcie ewolucji wiokna wirowego zachowana jest jego objetosé:

d
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gdzie

8 I;

L = —-—| d
| 5] %
jest calkowita dlugoscia wldokna wirowego.
b=txn
r -
n
r{€)

Rys. 2.2. Definicja lokalnej krzywizny 7. wi6kna wirowego oraz wektora b.

Metoda wi6kien wirowych jest stosowana przy modelowaniu przeptywoéw nie-
lepkich, gdyz z drugiego prawa Helmholtza (podrozdz. 1.4) wynika, ze wlok-
na wirowe sg unoszone w przeplywie jak linie materialne i nie moga ulec
rozerwaniu lub zanikowi. Z konstrukcji wilokien wirowych wynika réwniez
bezzrodlowosé metody. Cottet w [12] udowadnia, Ze metoda spelnia zasade
zachowania energii oraz impulséw: liniowego i katowego, jezeli funkcja roz-
ktadu wygtladzajaca f, jest parzysta.

Efektywnos¢ metody wlékien wirowych wymaga, aby zmiany ksztaltu wiékna
wirowego $ledzi¢ jedynie w wybranych punktach — ,markerach” rozlozonych
wzdtuz krzywej r(€,t) (rys. 2.3).

Po obliczeniu pola predkosci z formuly (2.4) nastepuje przemieszczenie znacz-
nikéw. Ksztalt wlokna wirowego jest odtwarzany na podstawie nowych poto-
zen markeréw za pomocg procedury interpolacyjnej. Prawidlowe odtworze-
nie ksztaltu krzywej r(§,t) wymaga zachowania informacji o kolejnosci po-
tozenia markeréw. W trakcie ewolucji wldkno wirowe ulega deformacji pod
wplywem gradientu lokalnego pola predkosci. Jezeli przez dl; = (x; — x;_1)
oznaczymy element wiékna pomiedzy punktami x; i x;_; (rys. 2.3), dl; =
(dliqry, dli2), dlya)), to jego dynamika bedzie opisana réwnaniem ewolucji dla
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A)
Xit
S
di
4y
! t+At

Rys. 2.3. A) Lokalizacja znacznikéw wzdiuz widkna wirowego; B) deformacja wiok-

na wirowego w kolejnym kroku czasowym.

linii materialnej:
D
Dt
Ze wzoru (2.8) mozna oszacowaé zmiang diugosci elementu dl; w kolejnym

kroku czasowym At, korzystajac z aproksymacji:
dY; ~dl; (1 + At Vu). (2.9)

Zjawisko rozciagania (lub kurczenia) wiokna wirowego nie powoduje, na mo-
cy tw. Kelvina, zmiany intensywnosci wiokna wirowego. Warunek zachowa-
nia objetosci wiokna (2.7) zapewnia, ze zmiana diugosci £ powoduje zmia-
ne przekroju o. Wplywa to na modyfikacje¢ wartosci wirowosci w przekroju
wlokna. Zmiana odleglosci pomiedzy, roztozonymi poczatkowo rownomiernie
wzdluz krzywej r(€,t), znacznikami x; powoduje konieczno$é¢ zmiany licz-
by markerow w trakcie obliczenn numerycznych. Jest to niezbedne w celu
zachowania dokladnosci w odtwarzaniu ksztattu wiokna. Jezeli odlegtos¢ po-
miedzy markerami x; i x;—1 wzroSnie powyzej zadanej krytycznej wartosci
|d1;| > dlpee to do obliczen wprowadzany jest dodatkowy znacznik x* w
polozeniu x* = 0.5(x; + X;—1).

Leonard w pracach [37,38] wykorzystal metode widkien wirowych do mo-
delowania ewolucji lokalnego zaburzenia w rozkladzie wirowosci (turbulent
spot) w laminarnej warstwie przy$ciennej. Ashurst w pracy [3] badal stabil-
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nos¢ pierscienia wirowego ztozonego z 5 widkien wirowych. Kazde z wiokien
poddano poczatkowemu niewielkiemu, losowemu zaburzeniu rzedu ~ 0.01 R,
gdzie R - promien zewnetrzny pierScienia (rys. 2.4 A). Symulacja dynamiki
pierScienia wirowego wykazala wrazliwo$¢ pierScienia na poczatkowe zabu-
rzenie oraz wzrost niestabilnosci w trakcie ewolucji (rys. 2.4 B-D).

Rys. 2.4. Niestabilno$¢ pierscienia wirowego zbudowanego z pieciu wiékien wiro-
wych w kolejnych krokach czasowych A)-D) [3].

Martin i Meiburg wykorzystali w pracy [44] metode widkien wirowych do
modelowania niestabilnosci swobodnej strugi pod wplywem $rubowego i azy-
mutalnego zaburzenia. Swobodng struge modelowano warstwa zlozong z wto-
kien wirowych w ksztalcie pierScieni. W wyniku modelowania numeryczne-
go otrzymano struktur¢ podobng do niestabilnosci Kelvina-Helmholtza (rys.
2.5 IIT). Pod wptywem zaburzenia wi6kna wirowe grupowaly sie w regularne
pierscienie wirowe.
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(@) 4 »

81 () 81 (m

Rys. 2.5. Ewolucja swobodnej strugi modelowanej zbiorem wiékien wirowych. Po-
czatkowy uklad wiokien zostal zaburzony okresowymi falami: azymutalng i $rubo-
wa. Sekwencja rysunkow przedstawia kolejne chwile czasowe: 1. — 0.31, II. — 2.66,
I11. - 15.70; (a) — widok wzdtuz osi strugi, (b) — widok z boku na uklad widtkna
wirowe [44].
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2.2 Metoda zorientowanych elementéow
wirowych

W réwnowaznym podej$ciu znacznikom wprowadzonym w metodzie wio-
kien wirowych mozna przypisa¢ role wektorowych elementéw wirowych [12].
Wi16kno wirowe jest wowczas aproksymowane dyskretnym rozkladem elemen-
tow o zadanej intensywnosci I'; i polozeniu x; (rys. 2.6). Diugosé i—tego
elementu wirowego wynosi dl; = |x;41 — X;—1|/2, a orientacje w przestrzeni
okresla wektor d1; = (Xiy1 — xi-1)/2, d1; = (dli), dly2), dli3)), wskazujacy
kierunek lokalnego pola wirowosci.

A)

Rys. 2.6. A) Fragment wlokna wirowego; B) aproksymacja wlokna wirowego ele-

mentami wirowymi.

Zgodnie z tw. Kelvina, elementy wirowe sa unoszone w przeplywie jak ele-
menty plynu, a ich intensywno$ci nie ulegaja zmianie w trakcie ewolucji.
Zbior N elementéw wirowych odtwarza pole wirowoSci w przeplywie zgodnie

ze wzorem (znak ,,~ " oznacza aproksymowang warto$¢ pola wirowosci):
N
w(x, ) = &(x,t) =Y Ty dli(t) fo(x — %), (2.10)
=1

gdzie f, jest funkcja wygladzajaca spelniajaca warunki (2.2) i (2.3); o —
promieniem obciecia. Przyjmuje sie, ze funkcja wygtadzajaca f, ma postaé
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zadana formula (2.2) i spelnia wiasciwosci (2.3):

1 r
folr) = £ (%),

gdzie f > 0 dla r < o i gwaltownie dazy do zera dla r > 0. Zatem o okre-
$la promien sfery, wewnatrz ktorej jest skoncentrowana wigkszos¢ wirowosci.
Dowéd zbiezno$ci metody wymaga, aby rozklady wirowosci sasiednich ele-
mentéw wirowych nakladaly si¢ tzn. o > h, gdzie h jest odlegloscia pomiedzy
sasiednimi elementami [12]. Nakladanie si¢ elementoéw wirowych oraz odpo-
wiedni wybér funkcji f wplywaja rowniez na rzad dokladnoSci stosowanej
metody [20,29].

Ewolucja elementéw wirowych w przeplywie jest opisana rownaniami:

dx,-
dt

—u(xi(t), 1), (2.11)

D
Dt
Rozklad pola predkosci obliczany jest z prawa Biota-Savarta (podrozdz. 1.5),

dl; = (dL - V) u (xi(t), £) . (2.12)

gdzie pole wirowosci wyrazone jest wzorem (2.10):

N

u(x):—i I‘i(x,;—x) x dl; q(IX1:_X|> | (2.13)

4y |x; — x|3 o

gdzie q(r) = 4x [§ f(y)y* dy.

7 rownania (2.12) wynika, ze zmiana pola wirowosci w przeplywie zwigzana
jest ze zmiang dlugodci elementéw wirowych. Zachowanie doktadnosci dys-
kretyzacji pola wirowosci w trakcie ewolucji wymusza wprowadzenie ograni-
czenia na maksymalng dtugosé elementu wirowego dly,q.. Jezeli, na skutek
rozciggania, dl; > dlya, to i-ty element wirowy jest dzielony na dwa elemen-
ty, kazdy o dtugosci dl = dl;/2 i intensywnoéci I' = T';. Zachowanie informacji
o kolejnosci sasiednich elementéw wirowych pozwala odtworzy¢ ksztalt wiok-
na wirowego w kolejnych krokach czasowych.

Knio i Ghoniem w pracy [28] wykorzystali wyzej opisang metode elementow
wirowych do badania niestabilnosci pierscienia wirowego, ktéry modelowany
byl pojedynczym wiéknem wirowym podzielonym poczatkowo na 90 elemen-
tow. Promien obciecia dobrano tak, aby o/R = 0.25, gdzie R — promien
zewnetrzny pierscienia. Zaburzenie modelowano falg Ar = esin(n ), gdzie
¢ jest amplituda zaburzenia (¢/R = 0.02), a n — liczba falows. Poczatko-
we polozenia elementoéw wirowych zostaly przemieszczone do r = R + Ar.
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Obliczenia numeryczne wykazaly, ze niestabilno$¢ na obwodzie wlokna wi-
rowego pojawia sie dla liczby falowej n* = 6. Deformacje wlokna wirowego
przedstawiono na rysunku 2.7.
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Rys. 2.7. Rozw6j niestabilnosci wiokna wirowego dla parametrow o/R =
0.25, ¢/R = 0.02, n* = 6. Ewolucje przedstawiono odpowiednio w rzucie z przodu
i boku w kolejnych chwilach czasu t = 140, t = 180, t = 210, ¢t = 230 [28].

Ksztalt pierscienia odtworzono taczac kolejno ponumerowane elementy wiro-
we. W celu przeciwdzialania nadmiernemu rozciaganiu elementéw wirowych
w trakcie obliczen zwiekszono ich liczbe do N = 802 dla ¢ = 230.
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Knio i Goniem badali réwniez stabilno$¢ torusa zbudowanego z 17 widkien
wirowych i podzielonych na 2040 elementéw wirowych [28]. PierScien o para-
metrach: o/R = 0.275 (0— promiefi wewnetrzny pierscienia) zaburzono fala
sinusoidalng o n* = 12. Na rysunku 2.8 przedstawiono rozwoj zaburzenia
w kolejnych chwilach czasowych. Efekt rozciagania powodowal, ze w trak-
cie obliczen zwiekszano liczbe elementéw wirowych osiagajac N = 6936 dla
t = 140.

Rys. 2.8. Rozwdj niestabilnosci pierdcienia zbudowanego z 17 widkien wirowych
dla parametrow: o/R = 0.275, n* = 12. Ewolucje przedstawiono odpowiednio
w rzucie pod katem 60° do plaszczyzny pierscienia w kolejnych chwilach czasu
t =30, t =60, t =90, t = 120 [28].
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2.3 Metoda zregularyzowanych elementow
wirowych

W metodzie zregularyzowanych elementéw wirowych ciagle pole wirowo-
Sci zastepowane jest przez rozklad elementéw wirowych. Obszar przepltywu,
w ktorym pole wirowo$ci w ma niezerows warto$é, dzielony jest na frag-
menty o objetosci volP(x,). Z kazdym elementem objetosci vol? zwiaze si¢
zawartag w nim porcje wirowosci wy(x,) 1 nazywa taki twor elementem wi-
rowym (punkt x,, zlokalizowany w $rodku vol?, okresla polozenie elementu
wirowego) [12,78,79:

N N
w(x,t) = wy(x) = Z wp(xp) vol? fo(x — xp) = Z oy (%p) fo(x — %p).
p=1 p=1

(2.14)
Znak ,, " oznacza aproksymowana wartoS$¢ pola wirowosci, ktére w ogélnosci
nie jest bezzrodlowe [79]. Jezeli nawet na poczatku V-w = 0, to w trakcie obli-
czen numerycznych warto$é V-w staje sie niezerowa. Jest to wynik przyjetego
sposobu dyskretyzacji pola wirowosci, ktéry mozna minimalizowaé¢ poprzez
odpowiedni dobér funkcji wygtadzajacej f,. Wielkosé ay,(x,) = wp(x,) vol?
okresla intensywnosé p-tego elementu wirowego. Metode tg stosuje sie do mo-
delowania zaréwno nielepkich, jak i lepkich przeplywéw tréjwymiarowych.
Funkcja f, jest funkcja wygladzajacg rzedu r o wilasnosciach okreslonych
wzorami (2.2) i (2.3) (o — promien obciecia). Zestaw przyktadowych funkeji
wygladzajacych zamieszczaja Winckelmans i Leonard w pracy [79]. Dowod
zbiezno$ci metody zregularyzowanych elementéw wirowych zostal przedsta-
wiony w pracach Cotteta [11,12| oraz Beale [6] przy zalozeniu, ze rozklady
wirowosci sasiednich elementéw wirowych naktadaja sie tzn. o > h, gdzie h
jest odlegloscig pomiedzy sasiednimi elementami (rys. 2.9). Nakladanie sie
elementéw wirowych oraz odpowiedni wybér funkeji obciecia f majg rowniez
wplyw na rzad dokladnosci stosowanej metody.
Dla przeplywédw nielepkich réwnania ewolucji polozeri i intensywnosci ele-
mentéw wirowych w zmiennych Lagrange’a majg postac:

2 %0(6) = w3, (0), ), 2.15)

d
= () = (ey(t) - V)up(x,(2), 1). (2.16)
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Rys. 2.9. Aproksymacja pola wirowosci zregularyzowanymi elementami wirowymi.

Predko$¢ elementu wirowego obliczana jest z prawa Biota—Savarta poprzez
sumowanie wkladu do pola predkosci pochodzacego od pozostalych elemen-
tow wirowych znajdujacych sie w przeptywie [12,13]:

1

u(x) = Kxwg,(x) = T / ﬁ X w,(y) dy. (2.17)

Macierzowa funkcja K jest jadrem Biota—Savarta:
K(x) =V x G(x), (2.18)

gdzie G(x) = —1/4w|x| jest funkcja Greena dla réwnania Poissona w trzech
wymiarach.

W modelowaniu przepltywow lepkich stosuje sie algorytm dekompozycji lep-
kosciowej tzn. najpierw rozwiazuje si¢ rownania ruchu dla przeptywu nielep-
kiego (2.15), (2.16); nastepnie uwzglednia sie¢ w obliczeniach lepkos¢. Jedna ze
stosowanych metod modelowania cztonu lepkosciowego jest metoda wymiany
intensywnoséci czastek (podrozdz. 7.2.2). Metoda oparta jest na przyblizeniu
czlonu lepkosciowego suma:

Fanl) = 2 P laglxg) - aullln (22) . (219)

a
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W kazdym kroku czasowym elementy wirowe wymieniaja intensywnos$¢ z naj-
blizszymi sasiadami. Metoda zregularyzowanych elementéw wirowych jest
uzywana nie tylko do badania wzajemnego oddzialywania struktur wiro-
wych [79], ale r6wniez do modelowania przeplywow lepkich w obecnosci $cia-
nek sztywnych lub oplywu cial [59].

Omoéwione metody wirowe naleza do grupy metod bezposrednich, w kto-

rych obliczenie pola predko$ci wymaga sumowania po wszystkich czastkach
w obszarze przeptywu. Powoduje to, ze metody staja sie czasochtonne (pomi-
mo rozwoju algorytmoéw szybkiego sumowania), jezeli do obszaru przeptywu
zostanie wprowadzona znaczna ilo$¢ elementéw wirowych. Niedogodnosé ta
nie dotyczy metod wirowych typu ,wir w komérce” (VIC), w ktérych wprowa-
dza sie siatke numeryczna w celu obliczenia rozkladu predkosci. Z wynikow
przedstawionych w artykule [16] wynika, ze dla liczby elementéw wirowych
N =~ 100000 metoda VIC jest okolo 1000 razy szybsza od metod bezpo-
$rednich. Daje to mozliwos$¢ zastosowania duzej liczby czastek wirowych w
przeplywie bez znaczacego wplywu na szybkos§é obliczent numerycznych, co z
kolei umozliwia prowadzenie symulacji numerycznych na sprzecie klasy PC.
Wiasnos$é ta powoduje, ze metoda VIC jest atrakcyjnym narzedziem badaw-
czym, choé¢ zwraca uwage fakt, Zze prezentowane w literaturze wyniki dla
przeplywow tréojwymiarowych, otrzymane tg metoda, sa skromne.
W rozdziale czwartym przedstawiono algorytm numeryczny metody VIC uzy-
ty w niniejszej pracy do modelowania oddziatywania pierScieni wirowych w
przeptywach nielepkich. Algorytm dekompozycji lepkosciowej, wykorzysty-
wany do modelowania przeptywéw lepkich, zostal przedstawiony w rozdziale
stodmym.






Rozdzial 3

Cele, teza, zakres pracy

Cel pracy
Celem pracy jest opracowanie i implementacja metody wirowej typu ,wir
w komoérce” do rozwigzywania niescisliwych, tréjwymiarowych przepltywow
plynéw lepkich.
Cel utylitarny
Celem utylitarnym pracy jest opracowanie programu, ktory pozwoli na

badanie ewolucji struktur wirowych majacych fundamentalne znaczenie dla
mechaniki ptynéw.

35
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Teza pracy

Mozliwe jest zastapienie trojwymiarowego, ciagtego pola wirowosci dys-
kretnym rozkladem czastek — ,mas wirowosci”, ktére w obliczeniach nume-
rycznych pozwalaja badaé ewolucje pola wirowosci.

Zakres pracy

Zakres pracy obejmowal:

e Sformulowanie réwnan ruchu w ujeciu wirowosci w i potencjatu wek-
torowego A dla nielepkiego i lepkiego przeplywu tréjwymiarowego;

e przygotowanie i przetestowanie algorytmu numerycznego metody wiro-
wej typu ,wir w komérce” w oparciu o sformulowane réwnania ruchu;

e sprawdzenie poprawnosci metody poprzez odtworzenie dynamiki poje-
dynczego pierscienia wirowego oraz poréwnanie jego predkoéci transla-
cji z formulg analityczna;

e odtworzenie zjawiska ,gry wirow” i zbadanie dynamiki uktadu dwoch
pierscieni wirowych dla réznych konfiguracji poczatkowych w przepty-
wie nielepkim;

e odtworzenie zjawiska rekonekcji dwoch pierscieni wirowych, ktore za-
chodzi jedynie dla przeptywoéw lepkich.



Rozdzial 4

Metoda wirowa typu ,wir w
komorce”

Réwnania ruchu niesci$liwej, lepkiej cieczy, przeksztalcone do réwnan opi-
sujacych ewolucje wirowosci, w nieograniczonym, tréjwymiarowym obszarze
D maja postaé (rozdz. 1):

% = (w- V)u+ rAw, (4.1)
w=Vxu V-u=0, (4.2)
u(x,0) = up (x). (4.3)

W celu obliczenia pola predko$ci w metodzie ,wir w komorce” wprowadza
sie potencjal wektorowy A. Istnienie potencjalu wektorowego A gwaranto-
wane jest warunkiem V -u = 0 (podrozdz. 1.3, wzor 1.6). Pole predkosci
w przeplywie wyznaczane jest z definicji u = V x A. Rozklad pola A w
przeplywie obliczany jest poprzez rozwigzanie rownania Poissona (podrozdz.
1.5) w wezlach siatki numeryczne;j:

AA; = —w;,  i=1,2,3. (4.4)

W metodzie wirowej typu ,wir w komoérce” ciggle pole wirowosci zastepowane
jest dyskretnym rozkladem miar Diraca — ,czastkami wirowymi”, ktére niosg

37
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informacje o trzech sktadowych pola wirowosci [12, 35]:

N
w(x) Zw(x)= Zap(xp) §(x—xp),
Qp(i) (XP) = f“-’i (Ils T2, :{:3) dx ~ h'gwi (XTJ) ? (4'5)

Vo

xp €Vp, |Vpl= R,

gdzie o, oznacza czastke wektorowa a, = (ap(1), Op(2), Qp(3)) W Polozeniu
T, = (Tp1), Tp(2), Tp(3)); Wskaznik p numeruje czastki, a indeks liczbowy w
nawiasach numeruje sktadowe wektora. Dystrybucja §(x) jest trojwymiarowa
delty Diraca §(x) = §(z1) - 6(z2) - 8(x3). Znak ,,~ " oznacza aproksymowang
warto$é pola wirowosci. Czastek wirowych nie nalezy traktowac jako obiekty
fizyczne (rzeczywiscie wystepujacych w przeptywie), lecz jako obiekty pomoc-
nicze, wprowadzane do obliczen w celu Sledzenia ewolucji pola wirowosci.

wxt) |

I H
f

Rys. 4.1. Aproksymacja pola wirowosci czgstka wirowg o intensywnosci c.

Aproksymacja ciagglego pola wirowosci w dyskretnym rozkladem czastek wi-
rowych nie zapewnia w ogdlnosci warunku bezzroédtowosci pola w [79):

N

V-o(x,t) = Z V(0 (x — xp(t))) - ap(xp, ) # 0. (4.6)

p=1
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Jednak Cottet w [12] pokazuje, zZe, przy zalozeniu V-u = 0, obszary o nieze-
rowej wartosci V - w sa unoszone z przeptywem nie wplywajac na bezzrodto-
woS¢ pola wirowosci w swoim otoczeniu. Konsekwencjg tego faktu ]est to, iz
pole potencjalu wektorowego A obliczane z réwnania Poissona AA = —&
nie jest rowniez w ogoélnosci bezzrodtowe. Warunek bezdywergentnosci pola
predkosci (V - u = 0) jest spelniony, gdyz wynika z konstrukeji potencjatu
wektorowego. W trakcie obliczeri numerycznych monitorowane bylty wartosci
V-.u,V:-AiV-ww celu kontroli zmian tych wielkosci.

4.1 Aproksymacja funkcji ciaglej dyskretnym
rozkladem czastek wirowych

Dla w € C°(R?®)N L}(R?) aproksymacja (4.5) w sensie miarowym spelnia
zaleznosé (D € R3):

N
/ wi(x,t) dv =~ Zap(i)(xp, t), i=1,23. (4.7)

D =1

Wzoér kwadraturowy (4.7) uogdélnia sie na aproksymacje czasteczkowa dla
dowolnej funkcji ¢ € C°(R?) (funkcja ciagla o zwartym nosniku):

] wi(x,t) p(x) dv =~ Z (i) (Xpy £) 0(Xp). (4.8)

D

Mozna badaé jako$¢ aproksymacji (4.8) definiujac blad:

N
f@ = [ ubet) e do = a0 e0s). (49

D p=1

Warto przytoczy¢ lemat dotyczacy oszacowania bledu (4.9) dla funkcji w(x)
zakladajac, ze jest ona elementem przestrzeni Sobolewa W™P (funkcja f jest
elementem przestrzeni Sobolewa W™? jezeli dla 0 < |y| < m spelniony
jest warunek [, |D7f(z)[Pdz < oo, gdzie D7 f(z) jest pochodng uogélniong
funkcji f).

Niech B; oznacza j-ta komorke j = (j1, ja2, j3) w R® taka, ze:

ok 5=1, 3,81 (4.10)

J
B = {x € R% (= Hh <z < (i +3

2
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Przy pewnych technicznych zalozeniach [62] prawdziwe jest oszacowanie:

E:(w)| < Cih™% Y |wilmps, (4.11)
J

gdzie C; sa pewnymi statymi niezaleznymi od h, p > d/m, ¢=1-1/p.
W szczegolnosei dla ¢ = ¢, — B-funkcji sklejanej rzedu m (m > 1), p = o0
marlny:

1E:(@)] < Ci ™ fu o (4.12)

Nalezy zwrocié uwage, ze w oszacowaniu bledéw aproksymacji wazng role
odgrywa odpowiedni stopieri regularnosci m funkcji ¢. W algorytmie nume-
rycznym metody ,wir w komorce” B-funkcje sklejane beda wykorzystywane
do redystrybucji intensywnosci czastek wirowych na wezty siatki, dlatego w
nastepnym podrozdziale przedstawione zostang ich podstawowe wiasnosci.

4.2 Podstawowe wlasnosci B-funkcji sklejanych

B-funkcje sklejang (kawalkami gtadka) stopnia m nazywamy funkcje za-
dang wzorem rekurencyjnym [51]:

#o(z) = x(2), (4.13)
z+3
om(z) = / om_1(s)ds, m3>1, (4.14)

1
=3

gdzie x(z) jest funkcja charakterystyczng przedziatu (—1/2, 1/2):

f

1
1 dl < =,
a |z < 3

x(z) = 62 = % dla z = :I:%, (4.15)

1
\ 0, dla |z| > 5
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B-funkcje sklejane okreslone wzorami (4.13) i (4.14) maja nastepujace wia-
snosci:

e prawdziwy jest nastepujacy wzor wielomianowy:

wo(z) = 823,
m (=1) . m+l (
m(Z) = C; T , m 21,
@ ("‘B) J;) m1 m+1 z+ 2 J 3 m
e zachodzi nastepujacy wzor rekurencyjny:
po(T) = X,
(4.17)
Pm(2) = @o(2) * Pm-1(z) = x* ™Y, m > 1,
gdzie * oznacza splot funkc;ji,
e funkcje sklejane sa dodatnie (parzyste) i maja zwarty nosnik:
@m(x) = (Pm(_m) 2 01
. ~m+1 m+1 Lol
pp [107?1. o 2 H 2 )
e B-funkcje sklejane spelniaja warunek unormowania:
/ em(z)dz =1, (4.19)
—00

i sg elementami przestrzeni Sobolewa W™

w przestrzeni d-wymiarowej B-funkcja sklejana ¢g4(x) jest iloczynem
jednowymiarowych B-funkcji sklejanych o(z):

pa(x) = o(z1) - (i) - . . - p(Ta)- (4.20)
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4.3 Algorytm numeryczny metody wirowe]
typu ,wir w komorce”

Roéwnania Naviera—Stokesa zapisane w zmiennych Lagrange’a dla zbioru
N czastek wirowych maja posta¢ (p =1,...,N) [12,82]:

%% — u(xy 1), (4.21)
ddczp = [V u(xy, t)] - ap + v Ac(xy). (4.22)

Powyzsze rownania moga by¢ rozwiazywane jednoczesnie, lub tez rozwiazanie
moze by¢ osiggniete w oparciu o algorytm dekompozycji lepkosciowej. Wow-
czas w pierwszym kroku czastki sa unoszone z lokalng predkoscia przeptywu
i ich intensywnos$ci sa modyfikowane przez czion zwigzany z rozcigganiem
linii wirowych. W drugim kroku, w nowych polozenia, intensywnosci czastek
sa modyfikowane przez czlon dyfuzyjny.

W tym podrozdziale opisany zostanie algorytm numeryczny metody ,wir w
komoérce” dla tréjwymiarowych przepltywow nielepkich, a modyfikacja algo-
rytmu zwigzana z uwzglednieniem w obliczeniach wplywu lepkosci zostala
przedstawiona w rozdziale siddmym.

W przeptywach nielepkich rozwigzanie ukladu réwnar (4.21) i (4.22) otrzy-
mywane jest w dwoch krokach:

e Najpierw uwzglednia si¢ zjawisko unoszenia. Nowe polozenia czastek
wirowych sg otrzymywane poprzez rozwigzanie uktadu rownan:

dx
Ff-=u(xp,t), =T NG
(4.23)
dap_o
dt

e Nastepnie, w nowych polozeniach, modyfikuje si¢ intensywnosci czastek

wirowych:
dxp _

dt

d o,
dt

0,
(4.24)
= [Vu(xy, t)] - a.
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Obliczenia metoda ,wir w komorce” przebiegaly nastepujaco:

Obszar obliczeniowy D pokryty byl prostokatng siatka numeryczng o réwno-
miernym kroku h. Wezly siatki sa numerowane indeksami (I, m, n).

1) W n—tym kroku czasowym t" = nAt, intensywnosc¢ czastek wirowych byta
rozkladana na wezly siatki X;mn = (Z1, Ym, 2n):

N
Z a}p(i)(xﬂ) Soi,m‘n(xp), 1= ]., 2, 3- (425)

p=1

1
Wi (21, Ymy 2n) = 73
W trakcie modelowania numerycznego przetestowano roézne funkcje interpo-
lujace, miedzy innymi proponowane przez Cotteta w [12] oraz Monaghana
w pracy [49]. Kryterium, ktérym kierowano si¢ przy wyborze funkcji inter-
polujacej, byla minimalizacja wyrazenia Zt'm‘n |V - w; (1, Ym, 2n) |- Do re-
dystrybucji intensywnosci czastek na wezly siatki ostatecznie wybrano, jako
funkcje interpolujaca ¢ (x,) = @((X1,mn —Xp)/h), B-funkcja sklejang stopnia
m = 3:

(1 2
slel® = 2%+ 3, lz| <1,
(2)=¢ _Ll 3,2 4 (4.26)
va — 52l + 2% = 2le] + 3, 1< Jz] <2
0, 2] =2,

\

7Z wlasnosci (4.20) B-funkcji sklejanych wynika, ze tréjwymiarowa B-funkcja
sklejana stopnia trzeciego ¢3(x) jest iloczynem jednowymiarowych funkcji
¢3(z;). Funkcja ta rozklada intensywnos¢ niesiong przez jedna czastke wiro-
wa na 64 najblizsze wezly siatki numeryczne;j.

Problemem w trakcie modelowania dynamiki uktadu czastek wirowych moze
by¢ skupianie sie kilku czastek bardzo blisko siebie. Dynamika uktadu moze
bowiem prowadzi¢ do kumulowania sie czastek w malym obszarze, co mo-
ze generowaé bledy w obliczeniach. W celu unikniecia tego niepozadanego
zjawiska proponuje si¢ modyfikacje formuly redystrybucji wirowosci czgstek
na wezly siatki numerycznej (4.25) uwzgledniajacag w procesie redystrubucji
objeto$¢ wezla siatki numerycznej Ji;mn = Zp h® @1 mn(Xp), W miejsce statej
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objetosci komorki A% [12,16, 33):

Z (i) (Xp) Prman(Xp) dla Jymn # 0,
w; (T1, Ym, Zn) = JE T p=1 (4.27)

0 dla Jl,m,n =0,

gdzie indeks: i = 1, 2, 3 numeruje skladowe: pola wirowosci i intensywnosci
czastek; p — numeruje czastki wirowe w przeptywie; [, m, n — numeruja wezly
siatki numerycznej.

Wprowadzenie objetosci wezta zapewnia, podobnie jak wzor (4.25), ze sche-
mat jest konserwatywny:

Z Jimn Wi xhy‘mazﬂ. Z Qip(i) (428)

I,m,n

oraz stabilny w sensie Ly:

1
> Jimn i@, ym, z) P < 35 D low|* (4.29)
P

l,m,n

Niepozadane grupowanie si¢ czastek wirowych mozna réwniez usunac prze-
prowadzajac co kilka krokéw czasowych procedure¢ ponownego, réwnomierne-
go rozkladu czastek wirowych na podstawie istniejacego w przeplywie pola
wirowosci (metoda remeshingu) (12,16, 75]. Procedura redystrybucji polozen
czastek pozwala na zachowanie rownomiernego pokrycia czastkami wirowymi
obszaréw o niezerowej wartosci pola wirowosci w trakcie obliczenn numerycz-
nych, ale traci sie mozliwo$¢ $ledzenia ewolucji czastek wirowych (gdyz po
kazdym zastosowaniu procedury redystrybucji polozen czastek powstaje no-
wy rozklad czastek wirowych).

W niniejszej pracy w obliczeniach numerycznych stosowano redystrybucje
intensywnosci czastek wirowych zgodnie ze wzorem (4.25).

2) Po redystrybucji rozwigzywane bylo na siatce réwnanie Poissona dla
trzech sktadowych potencjatu wektorowego A:

AA; = —w;, i=1,2,3. (4.30)

W pracy przyjeto okresowe warunki brzegowe dla potencjalu A. Wybér ta-
kiego warunku zwigzany byl z faktem, ze w pracy modelowano dynamike
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pierscieni wirowych, a §cianki sztywne oddzialtywalyby na struktury obecne
w przeptywie. Do rozwiazania rownan (4.30) wybrano szybka, bezposrednia
metode do rozwigzania réwnania Poissona.

3) Predkos¢ w weztach siatki obliczana byla za pomoca metody réznic skoni-
czonych ze wzoru u = V x A. Przykladowo, dla skltadowej u; wyrazenie na
predkos$¢ ma postac:

A Tly Ym+1s Zn — As(zy, Ym—1, Zn
u](a:;, Ym, zn) = 3( L )QAy ( - )

- Az (21, Yms 2n41) — A2(Z1, Ymy 2n-1)
2Az '

(4.31)

4) Predkosé w potozeniach czastek u, = u(x,) byla obliczana przez interpola-
cje rzedu drugiego, u, = Z:Lm, 2 Wmn * lma(Xp), gdzie lmn(x) — wielomian
interpolacyjny Lagrange’a. Nowe polozenia czastek byly obliczane poprzez

rozwigzanie ukladu réwnari:
dxp

T
metoda Rungego-Kutty czwartego rzedu.

(4.32)

5)Dla przeplywow nielepkich ewolucja intensywnosci czastek obliczana by-
ta wzdluz trajektorii ruchu czgstek wirowych poprzez rozwigzanie uktadu
rownan: d

2 = [Vu(xp, )] - . (4.33)
Roéwnanie rozniczkowe (4.33), nazywane schematem klasycznym, rozwiazy-
wano metodg Adamsa-Bashfortha czwartego rzedu. Pochodne predkos$ci w
polozeniu x, obliczano, podobnie jak we wzorze (4.32) predko$¢ uy, przy po-
mocy procedury interpolacyjnej rzedu drugiego, na podstawie wartosci pred-
kosci w wezlach siatki.
W pracy przetestowano réwniez alternatywne schematy modelowania czlonu

zrodtowego w rownaniu (4.33):

day T
e [Va(x,, D] - oy (4.34)

dap_l il ulx M. o
T3 = 5 VUl 1)+ (Vulx, )] - o, (4.35)
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Posta¢ alternatywnych czlonéw zrodtowych (4.34) i (4.35), nazywanych od-
powiednio schematem transponowanym i schematem mieszanym, wynika z
tozsamosci wektorowej:

(V xa) xb=(Va—(Va)T)-b. (4.36)
Jezeli podstawimy: a = u, b = w to otrzymamy:
(Vxu)xw=0, — (Vu) -w=(Vu) w. (4.37)

Czlon 1/2[Vu + (Vu)7] jest symetycznym tensorem deformacji D.

W opracowaniach [12,43,59,79] autorzy wskazuja, ze wszystkie trzy wyzej wy-
mienione postacie czlonéw zrodlowych daja te same wyniki jezeli spetniony
jest warunek V -w = 0. Niestety obliczenia numeryczne wprowadzaja pewna
niewielka niezerowa zrédlowosé pola wirowosci. W tym wypadku Winckle-
mans at al. w pracach [59,79] postuluja za najlepszy schemat transponowany
[Vu(x,, t)]” - @, , poniewaz zachowuje on jako jedyny catkowita wirowos¢ w
przeplywie. Réwniez w niniejszej pracy modelowano dynamike pierscienia wi-
rowego testujac trzy wymienione czlony Zrodlowe i uzyskano potwierdzenie,
ze rownanie (4.34) najlepiej zachowuje niezmienniki ruchu w trakcie obliczen,
cho¢ Cottet w [12| zwraca uwage, ze schemat jest niekorzystny ze wzgledu
na ,zachowywanie” istniejacej w przeptywie dywergencji pola wirowosci.

Na rysunku 4.2 przedstawiono przykladowa zmiane wartosci energii kine-
tycznych: Ty i Ty dla ewolucji pierScienia wirowego o parametrach: g =
0.3, Ry = 1.5, T = 1.0 przy zastosowaniu wymienionych powyzej czlonéow
zrodlowych. Energie kinetyczne T3 i T obliczano w wezlach siatki ze wzo-
row: Ty =31h Y ol o To=5h% 30, o Al Wi m,n, gdzie l, m, n
- numery wezléw siatki. Obliczanie energii kinetycznej dwoma sposobami
umozliwialo dodatkowa diagnostyke programu, gdyz rozbiezne wartosci 1)
i T, wskazywalyby na ewentualny blad w kodzie. Obie wartosci energii ki-
netycznych byly najlepiej zachowywane przy schemacie transponowanym. 7
tego powodu schemat ten byl wykorzystywany w dalszej pracy do modyfiko-
wania intensywnosci czastek wirowych. Wyznaczenie nowych intensywnosci
czastek wirowych koriczylo jeden krok czasowy metody ,wir w komorce”.

W trakcie modelowania numerycznego sprawdzono wpltyw wyboru wartosci
kroku czasowego At oraz rozmiaru siatki h na ewolucje pierscienia wirowe-
go. Przetestowano dynamike pierscienia wirowego o parametrach: o = 0.3,
Ry = 1.5, T = 1.0 z rownomiernym rozkladem pola wirowosci w przekroju
dla krokéw czasowych At = 0.1, 0.05, 0.02, 0.01, 0.005. W tabeli 4.1 przed-
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Rys. 4.2. Zmiany warto$ci energii kinetycznych 7} i T; podczas modelowania ruchu

pierscienia wirowego o parametrach g9 — 0.3, Ry

schematow: transponowanego, klasycznego i mieszanego.

| At T 2,k Ur
0.1 2.67 3.70 0.177
0.05 LT 1.79 0.178
0.02 1.61 1.64 0.185
0.01 1.56 1.59 0.185
0.005 |  1.54 157 0.185

- 1.5, I' = 1.0 przy zastosowaniu

Tabela 4.1. Poréwnanie koricowych wartosci niezmiennikow ruchu 7j ;. i T x oraz

predkoéei translacji torusa Uy dla wybranych krokéw czasowych At. Poczatkowe

wartoSci energii kinetycznych wynosity: T1, = 1.56 1 To, = 1.59; parametry pier-
§cienia: g9 = 0.3, Rg — 1.5, I' = 1.0; czas obliczen t. — 10.0.

stawiono koricowe wartosci niezmiennikéw ruchu 73 i 7, oraz wyznaczona
predkosé translacji torusa Up po czasie t. — 10.0 (Upr = (yr — Yo)/Le, gdzie
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Yk, Yo polozenia: koricowe i poczatkowe srodka torusa wzgledem osi Y, wzdtuz
ktorej poruszal sie pierscienn (patrz réwniez podrozdz. 5.3.2 rys. 5.8). War-
toSci poczatkowe energii kinetycznych wynosity: Ty, = 1.56, To, = 1.59,
a teoretyczna wartosé¢ predko$é translacji pierscienia U = 0.181 (wzér 5.4).
Roznice w dynamice pierScienia wirowego oraz zmiany wartoSci niezmienni-
kow: T4, Ty i predkosci Ur poczawszy od kroku At = 0.02 byly minimalne,
zatem krok ten zastosowano do wszystkich prezentowych w niniejszej pracy
wynikéw numerycznych.

Przetestowano réwniez wplyw rozmiaru siatki h = 0.11 h = 0.05 na dynamike
pierscienia. Nie stwierdzono znaczacych réznic, wiec wszystkie prezentowane
w pracy obliczenia wykonano dla h = 0.1. Wyboér takiego kroku byt tez spo-
wodowany ograniczonym rozmiarem pamieci operacyjnej przechowujacej w
trakcie obliczeri wartosci pol: potencjalu wektorowego, predkosci i wirowosci
w wezlach siatki numerycznej. Zbyt duze macierze ~ 201 x 201 x 201 (dla
h = 0.05) powodowaly znaczne spowolnienie obliczen, gdyz czas obliczeniowy
byt okoto 8-krotnie dtuzszy niz w przypadku siatki numerycznej o h = 0.1
(na ktorej calkowity czas obliczen zagadnienia dynamiki dwoch pierScieni
wirowych byt rzedu ~ 24 godzin).



Rozdzial 5
Pierscien wirowy

PierScien wirowy jest jedng z typowych struktur wirowych obserwowa-
nych w przeplywach tréjwymiarowych. Tworzg go zamkniete linie wirowe, co
wynika z zalozenia bezzrédlowosci pola wirowego (V - w = 0). Pomimo swo-
jej pozornej prostoty, analiza powstawania, ewolucji i oddzialywania ze sobg
piersScieni wirowych stanowi wcigz obszar intensywnych badan do$wiadczal-
nych [2,45,55,74,80,81] i numerycznych [13,27,35,48,50,52,77,84]. Leonard
w pracy [38] przedstawil jeden z mozliwych mechanizméw powstawania pier-
Scieni wirowych w przeplywie lepkim. Zasugerowal on, ze efekt rozciggania
moze lokalnie doprowadzi¢ do deformacji rurki wirowej i w efekcie do wyod-
rebnienia sie pierScienia (patrz rys. 5.1).

Rys. 5.1. Mechanizm generowania pierScienia wirowego z rozciagnietej rurki wirowej
wg Leonarda [38] oraz wizualizacja przeplywu turbulentnego z zaobserwowanym

pierécieniem wirowym [60].

49
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Eksperymentalnie pier§ciefi wirowy mozna wytworzy¢ w przeptywie np. po-
przez szybki ruch tloka: w zbiorniku z niewielkim otworem kotowym (rys.
5.2A) lub w rurze z gwaltownym rozszerzeniem (rys. 5.2B). Mozliwe jest
tez zastapienie tloka rozpieta membrang [81]. Przykladowe eksperymental-
ne techniki produkeji pierscieni wirowych oméwione zostaly w przegladowe;
pracy Shariffa i Leonarda [71] oraz Lima i Nickelsa [40].

A) B)

o= 27

Rys. 5.2. Generatory pier§cieni wirowych, rysunek za [71].

Badania eksperymentalne nad pier§cieniami wirowymi skupiajg si¢ m.in. na
badaniu ich stabilnosci [45], wzajemnym oddzialywaniu pier$cieni zaleznie od
konfiguracji poczatkowej [39,53,57,81] i oddzialywaniu pierécienia wirowego
ze Scianka sztywna [80).

Modelowanie numeryczne powstawania i wzajemnego oddzialywania pier-
$cieni wirowych jest prowadzone zar6wno za pomoca technik dwu- jak i
trojwymiarowych. Dwuwymiarowe metody wirowe wykorzystujg fakt osio-
wej symetrii piercienia. Powstawanie pierscienia wirowego bylo modelowane
np. metoda warstwy wirowej w pracy Nitsche i Krasnego [50], a wzajemne
oddzialywanie pierScieni wirowych metoda konturéw czy czastek wirowych.
Przyktady zastosowania trojwymiarowych metod wirowych do modelowania
dynamiki pierscieni zostaly przedstawione w drugim rozdziale.

Pierécienie wirowe znalazly réwniez praktyczne, technologiczne zastosowa-
nia. Zostaly opisane projekty wykorzystania ich do gaszenia pozaréw szybow
naftowych [1], a takze do wytworzenia zjawiska kawitacji na powierzchni skal
podwodnych w celu ich oczyszczania i cigcia [7], czy wynoszenia spalin z ko-
minéw w wysokie partie atmosfery itp..

W niniejszym rozdziale przedstawione zostang wyniki numeryczne prezentu-
jace ewolucje pierscienia wirowego dla przeplywoéw nielepkich. Wplyw lep-
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kosci pltynu na dynamike pierScienia wirowego jest omowiony w rozdziale

si6dmym.

5.1 Podstawowe wlasnosci pierscienia
wirowego

Pomimo, zZe piericienie wirowe mogg mie¢ skomplikowana geometrie, w ni-
niejszej pracy skupiono uwage na pierscieniach osiowo symetrycznych. Przy-
jete w pracy oznaczenia parametrow pierscienia wirowego przedstawiono na
rysunku 5.3:

Ry — promien zewnetrzny,
€o — promien wewnetrzny,
I' — cyrkulacja pierScienia wirowego.

e —— -

Rys. 5.3. Pierécien wirowy oraz cylindryczny uklad wspélrzednych.

Ze wzgledu na osiowa symetrie, dynamike pierscienia wirowego wygodnie jest
opisywaé przyjmujac cylindryczny uklad wspoélrzednych x = (r, ¢, z) (rys.
5.3). Z przyjetej symetrii wynika, ze sktadowe pol predkosci i wirowosci sa
funkcjami jedynie zmiennych z i r. Pole predkosci u zapisane w zmiennych
cylindrycznych ma sktadowe [43]: u = u, e, + ug €4 + u, €,. Skladowe pola
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wirowosci w = w, €, 4+ wy €4 + w, €, mozna wowczas zapisac jako [43]:

8U¢
U ol
ou du
o 'r_ - r"l
“= Bz  or’ 5L
10
LL)x:;é?(TU(b)

Roéwnanie transportu wirowosci, zapisane w zmiennych cylindrycznych, dla
przepltywow nielepkich przyjmuje postac:

Duw, % ou,

Dt  “ar M 7L
Dwy wsur 2wrty
Dt r r o’
Dw, 0 u, 0uy

Dy g, THeg,

W niniejszej pracy modelowano dynamike piericienia dla sktadowej us = 0.
Ze wzoréw (5.1) wynika wowczas, ze wirowosé roztozona wewnatrz przekro-

ju poprzecznego pierscienia ma tylko sktadows azymutalng rézna od zera
w = wy(r, ) es. Rownania transportu (5.2) opisujace sktadowe wirowosci:
radialng i wzdluzna sa wowczas tozsamosciowo réwne zero, zas$ rownanie
opisujace zmiane sktadowej azymutalnej pola wirowosci mozna zapisa¢ w po-
staci:

D (wg\  1Dwy wpur
Dt (?) “r Dt 12
7 réownania (5.3) wynika, ze wielko$¢ wy/r jest niezmiennikiem ruchu dla
przeptywow nielepkich.

=0. (5.3)

5.2 Predko$¢ translacji piericienia wirowego

Charakterystyczna cecha pierécienia wirowego jest to, ze generowane przez
niego pole predko$ci umozliwia pierscieniowi stabilny ruch translacyjny wzdtuz
swojej osi symetrii. Predko$¢ przemieszczania si¢ pierScienia, w nieograniczo-
nym obszarze przeplywu, zalezy od jego parametréow geometrycznych oraz od
rozktadu wirowoséci w przekroju pierscienia. Historycznie pierwsza formuta na
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predkos¢ translacji pierscienia wirowego z jednorodnym rozktadem wirowosci
w przekroju zostata podana przez Kelvina w 1867 [43]:

A
U_4?TR0 [111(€0> 4}.

Wyprowadzenie powyzszego wzoru zostalo zamieszczone w dodatku A.
Formuly na predkosé¢ translacji dla réznych rozkladéw wirowosci w pier-
$cieniu przedstawiali p6zniej m.in. Hicks (1885), Lamb (1932) czy Fraenkel
(1970).

(5.4)

5.3 Modelowanie dynamiki pierscienia
wirowego

Modelowanie dynamiki pierscienia wirowego czesto jest podstawowym te-
stem poprawnosci stosowanej metody rozwiazywania réwnan ruchu i aprok-
symacji pierScienia elementami wirowymi. W literaturze rozréznia sie¢ dwa
modele pierscienia wirowego : model cienkiej rurki wirowej i model torusa
wirowego. Oba te modele charakteryzuja si¢ tym, iz wymagany jest waru-
nek e9/Rp < 1, ale réznice polegaja na aproksymacji rozktadu wirowosci
wewnatrz pierscienia wirowego.

W modelu cienkiej rurki wirowej dynamika pierscienia jest modelowana po-
przez ruch pojedynczego wlokna wirowego o zadanym, stalym w czasie, roz-
ktadzie wirowos$ci w przekroju o promieniu obciecia 9. Model ten byl wy-
korzystywany do badan ewolucji, stabilno$ci i wzajemnego oddziatywania
pierscieni wirowych [38]. Jednak zalozenie stalosci w czasie promienia gy (a
co za tym idzie rozkladu wirowosci) jest powaznym ograniczeniem, gdyz wia-
domo z eksperymentow, ze w trakcie ewolucji rozktad wirowosci w przekroju
ulega modyfikacji. Knio i Ghoniem w pracy [28] oraz Knio i Klein w [30]
zaproponowali wprowadzenie do obliczenn numerycznych, zamiast wiékna wi-
rowego, zorientowanych elementéow wirowych (podrozdz. 2.2). Intensywnos¢
elementéw mogla zmienia¢ sie zaleznie od lokalnego gradientu pola predkosci
w przeplywie, przez co lepiej oddawaé¢ dynamike pola wirowosci.

Model torusa wirowego usuwa ograniczenie modelu cienkiej rurki wirowe;j
aproksymujac pierécienn wirowy zbiorem kilku wiékien wirowych lub, w me-
todach elementéw czy czastek wirowych, aproksymujac rozktad wirowosci w
przekroju pierscienia zbiorem elementéw wirowych. Wzajemne oddzialywa-
nie wiékien lub elementéow wirowych w trakcie ewolucji powoduje wowczas



54 Pierscien wirowy

modyfikacje rozkladu wirowosci w przekroju. Dodatkowo, model torusa wi-
rowego daje mozliwos¢ wprowadzenia do obliczen znacznej liczby czastek
wirowych, przez co zapewnia dobra aproksymacje pola wirowosci w pierscie-
niu. Model ten zostal wykorzystany w niniejszej pracy do badania ewolucji
pierscieni wirowych.

5.3.1 Torus wirowy

Modelowanie dynamiki pojedynczego pierscienia wirowego stanowilo pod-
stawowy test sprawdzajacy poprawnos$¢ metody wirowej typu ,wir w komor-
ce” opisanej w rozdziale czwartym. Obszar obliczeniowy stanowil szescian o
dlugosdci boku L = 10.0 pokryty prostokatna siatka numeryczna o réwno-
miernym kroku h — Az — Ay — Az — 0.1 (rys. 5.4A). Liczba wezlow siatki
wynosita w kazdym kierunku M — 101. Krok czasowy w trakcie obliczen
wynosit At — 0.01. W celu zbadania dynamiki pierscienia wirowego przyjeto
okresowe warunki brzegowe dla réwnania Poissona na potencjal wektorowy.

~N

A) .

N
T %\}\\\\\\\\\\uw%
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: M\ -

65 6 55 55 4 05
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X

Rys. 5.4. A) Uklad wspéhrzednych z pier§cieniem wirowym; B) pierécien wirowy
podzielony na 100 przekrojow.

. Pierscienn wirowy zostal podzielony na L, = 100 przekrojow, a w kazdym
przekroju zostalo rozmieszczonych L. czastek wirowych (rys. 5.4B). Catko-
wita liczba czastek wprowadzonych do obliczent wynosita N = L,- L, i zaleza-
ta od sposobu rozkladu czastek w przekroju. W trakcie modelowania ruchu
torusa wirowego przetestowano rézne sposoby roztozenia czastek opierajac
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si¢ na pracach: Winckelmansa i Leonarda [79| oraz Knio i Ghoniem |[28|.
Przyktadowe, testowane w pracy, rozklady czastek wirowych w przekroju sa

przedstawione na rysunku 5.5.

A) : : B)
’ © =100 ' © =101

C) D)
L=81 o L =121

Rys. 5.5. Przyktadowe, testowane w pracy rozklady czastek w przekroju torusa
wirowego. W dalszy obliczeniach stosowano rozklad D).

Warunkiem, ktory musial byé¢ spetniony przez zadany rozktad czastek wi-
rowych, byto, aby wzajemne odleglosci pomiedzy sasiednimi czastkami byty
mniejsze niz rozmiar komorki siatki numerycznej h i czastki pokrywaly w
miare rownomiernie caly przekroj. Stad liczba czastek w jednym przekro-
ju musiata byé rzedu L. ~ 100. W trakcie modelowania dynamiki torusa
nie stwierdzono znaczacego wptywu zaprezentowanych rozktadow czastek na
otrzymywane wyniki (w szczegolnosei na predkosé translacji torusa). Poczat-
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kowy rozktad miat jednak wplyw na dynamike czastek wewnatrz przekroju w
trakcie ewolucji pierscienia. W dalszej czesci pracy prezentowane beda wyniki
oparte na rownomiernym rozkladzie N — 121 czastek w przekroju (przyktad
D) rys. 5.5). Rozktad ten wybrano ze wzgledu na duza liczbe czastek L. i
rownomierne pokrycie nimi caltej powierzchni przekroju. Bylo to szczegolnie
wazne przy modelowaniu lepkosci w przeptywie za pomoca metody wymiany
intensywnosci czastek w rozdziale siodmym.

W prezentowanych rozktadach z i-ta czastka zwiazana jest jednakowa czesé
pola przekroju réwna P; = wej/L.. Przedstawione rozktady réznia sie za-
rowno liczba czastek L. jak rowniez polozeniem i-tej czastki wewnatrz pola
P;. Rozna liczba czastek w poszezegolnych rozktadach wynika ze sposobu po-
krycia przekroju torusa polami P;. Przyktadowe podziaty przekroju na pola
F; oraz potozenie czastek wirowych w tych polach przedstawiono na rysunku
5.6 (przedstawione rozktady odpowiadaja rozktadom A) i D) z rysunku 5.5).

A) B)

L=100 L=121

Rys. 5.6. Podzial przekroju na pola o réwnej powierzchni P; (przykladowe pola

zaznaczono szarym wypelnieniem) z zaznaczonym rozkladem czgstek.

Réwnomierny rozklad wirowosci w przekroju otrzymano zadajac w chwili
czasu ty kazdej czastce wirowej jednakowsg wartosé |a;| = a = const zgodnie
7z aproksymacja zadana wzorem (4.5).

Wzér na wartos$é intensywnosci ¢-tej czastki mozna wyprowadzi¢ rozwazajac
porcje wirowosci zawartg w przedstawionej na rysunku 5.7 objetosci v, —
ned h torusa. Z definicji intensywnosci I' (1.14) otrzymujemy réwnosé:

f‘h:wnn—sgh:wnvp,

—_
[
o

S
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czastka wirowa

Rys. 5.7. Schematyczny wycinek torusa wirowego z zaznaczonymi czastkami wiro-

wymi.

gdzie w,, oznacza sktadowa normalna pola wirowosci do powierzchni przekro-
ju (wn — w - m). Zapisujac objetosé v, jako N h?, gdzie N — liczba czastek
zawarta w wybrane]j objetosci, otrzymujemy:

N
l‘h,-:wnh3N:Zai-n-—-Na. (5.6)

Powyzsza formuta okresla intensywnosé czastek wirowych w zaleznosci od
ich liczby w objetosci v, oraz intensywnoscei I'.

5.3.2 Predkosé przemieszczania sie torusa Uy

Testem poprawnosci zastosowanej metody byto zbadanie dynamiki torusa
wirowego i poréwnanie jego predkosci translacji Uy z wartoScia U otrzyma-
na z formuly analitycznej (5.4). Wartosci predkosei: U i Up, wyznaczone dla
przykladowych parametréow g9, Ry i I', zebrano w tabeli 5.1. Prezentowane
wyniki odnosza sie do przypadku réwnomiernego rozkladu wirowosci w prze-
kroju. Predkosé¢ Up wyznaczono ze wzoru Ur = (yx — o) /lc, gdzie t. — czas,
dla ktorego modelowano ruch torusa; yy, y, — potozenia: koricowe i poczatko-
we Srodka torusa wzgledem osi Y, wzdluz ktorej poruszal sie pierscien (rys.
5.8). Na rysunku 5.8 przedstawiono ruch torusa w rzucie z boku w chwilach
t = 0.0, ¢t = 5.0, t = 10.0, z zaznaczonym potozeniem wzgledem osi Y. Takie
ujecie daje mozliwosé przesledzenia przemieszezania si¢ torusa jak réwniez
umozliwia analize jego stabilnosci. Mozna zauwazy¢, ze torus z czasem ulega
niewielkiej deformacji lecz caly czas zachowuje zwarty ksztalt.
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€0 Ry I’ U Ur

0.3 1.5 1.0 0.181 0.185

0.3 2.5 0.70 0.0880 0.0800

0.3 2.0 0.80 0.110 0.120

0.3 1.0 1.6 0.394 0.390

0.2 2.0 0.80 0.120 0.133

0.2 1.5 1.0 0.215 0.217

0.2 1.0 1.6 0.430 0.441

Tabela 5.1. Porownanie przykladowych wartosci teoretycznej predkosci translacji

pierécienia U (wzor (5.4)) oraz predkosei translacji Up uzyskanej z modelowania

ruchu torusa wirowego dla czasu . = 10.0 dla wybranych parametréow g, Ro, I'.

t=0. t=5.0 9
J;' ¥
| INEE |
3 4 6
y
t=10.0 t=5.0
oash
o3f
025
:,0.2-
[ %] 3
nosk
5 4 [] 10

Rys. 5.8. Polozenie torusa wirowego w wybranych chwilach czasu (widok z bo-

ku). Dla czasu t — 5.0 przedstawiono profil predkosci wzdtuz osi symetrii torusa.
Parametry torusa: g9 = 0.3, Ro = 1.5, I' = 1.0.
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Dodatkowo na rysunku 5.8 umieszczono profil predkosci wyznaczony wzdtuz
osi symetrii torusa dla ¢ — 5.0. Maksymalna predkos¢ wystepuje w plasz-
czyZnie pierScienia, a naste¢pnie szybko spada do zera.

5.3.3 Dynamika torusa wirowego

Modelowanie numeryczne dynamiki torusa umozliwia przesledzenie za-
rowno zmian potozen i intensywnosci czastek wirowych, jak réowniez ewolucje
pol wirowosci i predkosci w obszarze przeptywu.

Przyktadowe wyniki modelowania numerycznego ruchu torusa wirowego zo-
stang przedstawione dla parametrow: gg — 0.3, By — 1.5, I' — 1.0.

Na rysunku 5.9 przedstawiono dynamike torusa aproksymowanego rozkladem
12100 czastek wirowych w widoku z boku, pod katem 45° do ptaszczyzny yz.
Torus w trakcie ewolucji zachowuje swoj ksztalt i ulega tylko nieznacznej de-
formacji. Czastki pomig¢dzy sasiednimi przekrojami nie mieszaja si¢ i nawet
dla t — 10.0 mozna jeszcze rozroznié¢ poszczegolne przekroje. Oznacza to,
ze w trakcie modelowania numerycznego nie jest generowana skltadowa azy-
mutalna predkosci ug. Dodatkowo czastki pogrupowano ze wzgledu na ich
intensywnos¢. Kolorem granatowym zaznaczono czastki, ktorych intensyw-
nosé jest wieksza od sredniej ag,., a kolorem niebieskim czastki o intensyw-
nosci mniejszej od ag (w pierwszym pierscieniu (dla ¢ — 0.0) czastki maja
takie same intensywnodci stad ich jednakowy, granatowy kolor). Srednia in-
tensywnos¢ g, obliczono biorace Srednig arytmetyczng z modulow intensyw-
nosci po wszystkich czgstkach w danej chwili czasu ay.(t) = 3, |eu(t)|/N.
Z przedstawionej na rysunku 5.9 dynamiki pierscienia wynika, ze najpierw
zwiekszajg swojg intensywnosé, na skutek rozciagania linii wirowych, czastki
lezace po wewnetrznej stronie pierscienia (¢ — 2.0), co jest zwiazane z efektem
stretchingu. Po wewnetrznej stronie pierscienia wirowego wystepuja bowiem
najwicksze wartosci i gradienty predkosci. Nastepnie czastki te, w wyniku
ruchu torusa, przemieszczaja sie po obwodzie pierscienia (kolejne rysunki dla
t =4.0,t = 6.0, = 8.0). W wyniku skomplikowanej dynamiki wewnatrz
przekroju torusa czastki, o wartosci intensywnosci wiekszej od sredniej ag,,
moga grupowac si¢ powodujac niestabilnos¢ torusa wirowego (na rysunku dla
{ = 10.0 wida¢ zgrubienie powstale w dolnej prawej czesci torusa).
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Rys. 5.9. Dynamika torusa wirowego aproksymowanego rozkladem 12100 czastek wirowych w wybranych chwilach czasu,
kolorem granatowym zaznaczono czastki o intensywnosci wiekszej od a4-; kolorem niebieskim czastki o intensywnosci mniejszej
od a4. Widok z boku, pod katem 45° do plaszezyzny yz.
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Ruch czastek w przykltadowym przekroju zostal przedstawiony na rysunku -
5.10 (na rysunku zaznaczono réwniez o$ symetrii, ale jedynie w celu pogla-
dowym, bez zachowania wlasciwych proporcji). W trakcie ewolucji czastki
wykonuja skomplikowane ruchy i poczatkowo réwnomierny, kotowy rozklad
traci z czasem swoj ksztaltt. Czastki znajdujace sie¢ po wewnetrznej stronie
torusa (blizej osi symetrii) ulegaja najwickszym przemieszczeniom, gdyz w
tym obszarze przekroju predkosci sa najwieksze. W wyniku ruchu, czastki
w przekroju mieszaja sie, a poczatkowy rozktad czastek ulega catkowitemu
zanikowi i staje sie nieuporzadkowany, co wyraznie wida¢ dla ¢ — 8.0 czy
t = 10.0. W trakcie ewolucji ksztalt przekroju ulega zmianie z kolowego na
eliptyczny (t = 2.0, t = 4.0).

Rozktad pola predkosci wokol torusa w plaszezyinie zy (zawierajacej o$ sy-
metrii piercienia) przedstawiony zostal na rysunku 5.11. Rut z gory na plasz-
czyzne xy umozliwia przesledzenie rozktadu izolinii predkosci wokot pierscie-
nia. Dodatkowo na dolnym diagramie dla { — 0.0 zaznaczono linia przery-
wana obwod przekroju torusa na tle pola predkosci. Tak jak wspomniano
wezesniej, predkosé osiaga najwicksza warto$é po wewnetrznej (blizszej osi
symetrii) stronie przekroju torusa. Interesujacy jest rozklad pola predkosci
wewnatrz przekroju torusa, gdyz niemal w $rodku przekroju wystepuje ob-
szar o niewielkiej wartosci predkosci. Charakterystyczne obnizenie jest dobrze
widoczne w rzucie z boku. Z rysunku 5.11 wynika, Ze rozklad pola predkosci
zachowuje sie w czasie i zmiana rozktadu czastek wirowych w przekroju nie-
wiele wplywa na jego ksztalt.

Skomplikowany ruch czastek wirowych wplywa na zmiane rozkladu wirowosei
w przekroju. Dynamika pola wirowosci w przeplywie oraz rozklad wirowosci
w plaszezyznie xy zawierajacej o$ symetrii pierscienia zostaly przedstawione
na rysunkach 5.12 i 5.13. Mozna zauwazy¢, ze zaproponowana aproksyma-
cja rozkladem czastek wirowych dobrze przybliza ksztalt torusa wirowego.
Wykresy przedstawiajace rozklad izolinii pola wirowosci w plaszezyznie zy
umozliwiajg, przesledzenie zmian rozkladu wirowosci w przekroju torusa. Po-
czatkowo rownomierny rozklad zmienia si¢ wraz z ruchem czastek wirowych.
Wyraznie wida¢ to na rysunku 5.13, na ktorym przedstawiono rozklad skla-
dowej stycznej pola wirowosci w, do plaszezyzny xy przechodzacej przez o$
symetrii pier§cienia w kolejnych chwilach czasu (widok z boku, pod katem
60° do plaszezyzny zy). Ruch czastek powoduje powstawanie chwilowego
maksimum w rozkladzie, co jest widoczne np. dla t = 6.0, ¢ — 8.0.
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Rys. 5.10. Dynamika czgstek wirowych w wybranym przekroju torusa wirowego. Na rysunku zaznaczono o§ symetrii torusa
bez zachowania wlasciwych proporeji.
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Rys. 5.11. Rozklad pola predkosci generowany przez poruszajacy sie torus wirowy w kolejnych chwilach czasu w plaszezyznie
zy (zawierajacej of symetrii pierécienia). Widok w rzucie z boku oraz z géry na plaszczyzne xy. Dodatkowo na dolnym
diagramie dla ¢ = 0.0 zaznaczono linig przerywang obwod przekroju torusa na tle pola predkosci.
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Rys. 5.12. Dynamika pola wirowoéci w przeptywie w rzucie z boku oraz rozktad pola wirowosci generowany w plaszczyZnie
Ty zawierajacej o symetrii pierécienia.
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chwilach czasu (widok z boku, pod katem 60°).
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Pierscien wirowy

W trakcie obliczen numerycznych kontrolowane byty niezmienniki ruchu w ce-

Iu sprawdzenia poprawnosci zastosowanego algorytmu. Kontrolowanymi nie-

zmiennikami byty:

Energia kinetyczna T obliczana ze wzorow (1.37) i (1.45) w weztach
siatki numerycznej [, m, n (podwojny sposob obliczania energii kine-
tycznej pozwalal na lepsza diagnostyke programu):

1 1
T 2 Efu.udv ~ §h3 Y ol s (5.7)
D L,m,n
1 1
Tz ——E/Awdvﬁihg IZ: Al,m,n'wl,m,n- (58)
D ,m,n

Enstropia E obliczana ze wzoru (1.35):

1 .
/w-wdvzih"’ Z Wi o - (5.9)

D I,m,n

E 2

M| =

Skretnosé H obliczana ze wzoru (1.46):

H - /u ‘wdv =~ h? Z W5 " W - (5.10)
D

I,m,n
Calki ze skladowych pola wirowosci I; obliczane ze wzorow (1.32):

L= fwid'u ~ h? Z Wiy I, m,n » 1=1, 2: 3. (511)

D I,m,n

Dywergencje z pol: predkosci u, potencjalu wektorowego A i wirowosci
w obliczane w wezlach siatki numeryczne;j:

/|V -u|dv = h* Z IV ~Wlreis s (5.12)
D

l,m,n

f]V-A|dm-sh3 ¥ ViRl (5.13)

I,m,n

D
/|V-wtdvﬁh3 Z IV 5l mon « (5.14)
D

Iym,n
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Przebieg zmian energii kinetycznych 7 i 15 dla prezentowanych wynikow
numerycznych przedstawiono na rysunku 5.14.
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Rys. 5.14. Zmiany wartosci energii kinetycznych Tj i Th, obliczanych ze wzoréw

(5.7) i (5.8), w trakcie modelowania dynamiki torusa wirowego.

Zmiany w trakcie obliczen wartosci poczatkowych Ty = 1.559 i T, = 1.589 nie
byly wieksze niz ~ 1%. Poczatkowa wartos¢ enstropii Ey = 14.91 zwickszyta
sie po czasie t = 10.0 o ~ 3%. W trakcie obliczern monitorowano réwniez
cyrkulacje torusa I' przyblizajac catk¢ I' = [¢(n - w)ds sumowaniem po we-
ztach polptlaszezyzny zy: 1" ~ zsil Zi,?il W(3)1, m, 51 h? (liczba weztow siatki
w jednym kierunku M = 101). Poczatkowa cyrkulacja I'y = 1.07 wzrosta w
trakcie obliczen o ~ 3.5%. Skretnos¢ Hy pozostawala caly czas na poziomie
~ 107%; calki ze sktadowych wirowosci I; pozostawaly w trakcie obliczen
w przedziale wartosci (1076, 107*). Dywergencje z pdl: potencjatu wektoro-
wego i wirowosci pozostawaly na poziomie ~ 1073, za§ bezzrodlowosé pola
predkosci byta zachowana z doktadnoscig ~ 1076,






Rozdzial 6

Oddziatywanie ukladu dwoéch
pierScieni wirowych

Analiza wzajemnego oddzialywania pier§cieni wirowych jest obszarem in-
tensywnych badan eksperymentalnych i numerycznych. Zainteresowanie tym
tematem wynika zaréwno z przekonania, ze pierScienie sa jednymi z pod-
stawowych struktur wirowych w przeplywach tréojwymiarowych, jak réwniez
z latwo$ci generowania tych struktur w warunkach laboratoryjnych. Spo-
$rod wielu mozliwych konfiguracji wzajemnego oddzialywania pierScieni wi-
rowych, przedstawianych w literaturze, mozna wyszczeg6lnié trzy gtéwne kie-
runki badan:

e rézne warianty zderzen pierscieni wirowych;
e zderzenia pierScienia wirowego ze Scianka;

e oddzialywanie pierscieni wirowych poruszajacych sie w tym samym kie-
runku (gra wiréw, nawijanie si¢ wiréw itp.);

W przypadku zderzen pierScieni wirowych badania koncentruja sie zaréwno
na analizie czolowego zderzenia pierScieni [39,53] (rys. 6.1A), jak rowniez na
zderzeniach pierscieni nachylonych poczatkowo pod katem ¢ do plaszczyzny
kolizji [42,85| (rys. 6.1B). Badania laboratoryjne i modelowanie numeryczne
zderzen pierscieni wirowych dla przepltywow lepkich sg szczegolnie interesu-
jace ze wzgledu na zachodzace wowczas zjawisko przelgczania linii wirowych
(zjawisko rekonekeji) [26,55, 56]. Szczegdlowy opis tego zjawiska jest przed-
stawiony w rozdziale siddmym.
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A) ‘ B) ¢
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trajektoria
rdzenia pierscienia \p}aszczyzna kolizji "\ plaszezyzna kolizii

Rys. 6.1. A) Czolowe zderzenie pierscieni wirowych; B) zderzenie dwoch pierscieni
nachylonych poczatkowo pod katem ¢ do plaszczyzny kolizji.

W przypadku przeplywow lepkich modelowane jest zderzenie pierscienia wi-
rowego ze §cianka sztywna [76,80] (rys. 6.2). Warunek zerowania si¢ pola
predkosci na $ciance prowadzi do generacji wirowosci. Powstaja wowczas w
przeplywie nowe struktury wirowe, ktore oddzialywuja z pierscieniem powo-
dujac jego deformacje i odbicie od $cianki [16,41,52].

A) B %
e |'® g
AV
77777 7777/

Rys. 6.2. A) Czolowe zderzenie piercienia wirowego ze $cianka sztywna;

B) zderzenie ze $cianka sztywna piercienia wirowego nachylonego poczatkowo pod
katem o¢.

W niniejszy rozdziale przedstawiono dynamike oddzialywania dwoch pier-
§cieni wirowych poruszajacych sie w tym samym kierunku dla przeptywow
nielepkich. Przedstawiono wplyw warunkéw poczatkowych tj. wzajemnego
polozenia pier§cieni wirowych oraz ich parametréw geometrycznych, na dy-
namike ukladu oraz koricowa postaé¢ struktur wirowych.
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6.1 Zjawisko ,gry wiréw”

Zjawisko ,gry wir6w” polega na wzajemnym przeciaganiu sie pierScieni
wirowych poruszajacych sie w tym samym kierunku zadluz wspolnej osi sy-
metrii. Schematycznie zjawisko zostalo przedstawione na rysunku 6.3. Uklad
poczatkowy dwoéch pierscieni wirowych zostal przedstawiony na rys. 6.3A.
Wygenerowane przez pierdcienie pole predkosci jest takie, ze pierscien nr 2,
znajdujacy sie z tylu w stosunku do kierunku ruchu, ulega kontrakeji i przy-
Spiesza doganiajac pierscienn nr 1. W tym czasie pierwszy pierscien jest spo-
walniany i rozciagany, co powoduje powigkszenie jego srednicy (rys. 6.3B). W
rezultacie drugi pierscienn przechodzi przez pierwszy (rys. 6.3C). W wyniku
przejécia oba pierScienie zamienily sie kolejnoscia i cykl moze sie powtorzyé
(rys. 6.3D).

A) B C D)
Q2 o 0
.
2 1 d Cj 2 1 Cj

Rys. 6.3. Dynamika dwéch pierscieni wirowych odtwarzajaca zjawisko ,,gry wir6w”.

Zjawisko ,gry wir6w” jest spektakularne i stanowi dobry test na popraw-
no$¢ zastosowanego algorytmu obliczeniowego, gdyz zachodzi jedynie w wa-
skim zakresie parametréw geometrycznych i polozen poczatkowych pierScie-
ni wirowych. Saffman w [69] podawal je jako ciekawostke, dobrze znang z
opracowari teoretycznych, ale bardzo trudng do odtworzenia zaré6wno ekspe-
rymentalnie jak i numerycznie. Dopiero w eksperymentalnych pracach: Ma-
xworthy’ego [45] i Oshimy et al. [57] przedstawiono proby odtworzenia tego
zjawiska, a Yamada et al. [81], zaprezentowal przekonujace wyniki potwier-
dzajace odtworzenie ,gry wiréw” (rys. 6.4). Przyklad modelowania nume-
rycznego zjawiska zostal przedstawiony w pracach: Riley’a i Stevensa [64] i
Shariffa et al. [72]. Riley rozwiazywal réwnania ruchu Naviera—Stokesa me-
toda roznic skorniczonych na siatce numerycznej w cylindrycznym ukladzie
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wspolrzednych, zakladajac symetri¢ kolowa uktadu, co pozwalalo zreduko-
waé zagadnienie do dwoch wymiaréw. Shariff modelowal oddziatywania pier-
$cieni metoda dynamiki konturu. W literaturze nie spotkalem si¢ z zadna
praca przedstawiajaca zjawisko ,gry wiréw” modelowane metodami w peini
tréjwymiarowymi.

Rys. 6.4. Schematycznie przedstawione zjawisko ,,gry wirow” uzyskane przez Yama-
de et al. w pracy [81].

W niniejszej pracy zjawisko ,,gry wiréw” odtworzono dla parametréw pierscie-
ni odpowiednio: £y = 0.15, Ry = 1.5, 1 = 1.0, 62 = 0.15, R, = 1.5, ', = 1.0
oraz dla polozen poczatkowych: X;=(5.0,4.3,5.0), X»=(5.0,3.4,5.0). Kaz-
dy z pierécieni wirowych aproksymowany byt zbiorem 12100 czastek wirowych
(rozklad czastek byl taki sam jak w przypadku pojedynczego pierScienia wi-
rowego omawianego w rozdziale pigtym).

Yamada et al. w pracy [81] zwracaja uwage, ze do prawidlowego odtworzenia
zjawiska potrzebne jest spelnienie warunku /R < 1. Warunek ten gwaran-
tuje, ze w trakcie przeciagania si¢ pierscieni nie naste¢puje za silna deforma-
cja rozkladéw wirowosci wewnatrz ich rdzeni. W prezentowanym przypadku
stosunek wynosit €/R = 0.1, co zapewnilo prawidlowe odtworzenie jednego
pelnego cyklu ,gry wirow”.
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Na rysunku 6.5 przedstawiono sekwencje potozen uktadu dwoch pierscieni
wirowych w wybranych krokach czasowych w rzucie z boku. Dodatkowo na
rysunku przedstawiono trajektorie zakreslone przez srodki przekroi pierscieni
lezacych w plaszezyinie yz przechodzacej przez os symetrii uktadu. Na trajek-
toriach zaznaczono punktami polozenia przekrojow dla chwil £ = 0.0, 2.3, 4.0,
5.0, 6.0. Daje to mozliwos¢ przesledzenia zmian wzajemnego polozenia pier-
Scieni w trakcie ruchu. Z prezentowanych diagramoéw widaé jak, na skutek
wzajemnego oddziatywania, nastepuje deformacja pierscieni (co jest szcze-
goblnie widoczne dla t — 6.0) i w efekcie ich polaczenie. Powodem deformacji
pierscieni moze by¢ nieréwnomierny rozktad w ich wnetrzu czastek o jednako-
wej intensywnosci w trakcie ewolucji uktadu. Na rysunku 6.6 przedstawiono
rozkltad czastek o intensywnosciach mniejszych (kolor niebieski i zotty) i wigk-
szych (kolor granatowy i czerwony) w stosunku do intensywnosci Srednich:
Qzr(1) 1 Qgr(2). Intensywnosci srednie obliczano w kazdym kroku czasowym ze
wzoru g (t) — >, |ai(t)| /N, osobno dla kazdego pierscienia wirowego. Bar-
wienie czastek na na celu przesledzenie efektu rozciagania w trakcie ewolucji
ukladu. Na poczatku ewolucji (£ = 0.1) czastki o intensywnosci wiekszej niz
srednia pojawiaja si¢ na obwodzie pierscieni po wewnetrznej ich stronie, a
naste¢pnie przemieszezaja sie po obwodzie. W trakcie przeciagania si¢ drugie-
go pierscienia (¢t — 2.3, 4.0) czastki o podwyzszonej wartosei intensywnosci
wystepuja na zewnetrznej stronie pierScieni. Taki rozklad moze prowadzié¢
do lokalnego wzrostu wartosci pola predkosci, co w efekcie moze przyczy-
nia¢ si¢ do deformacji pierscieni. Nierownomierny rozktad czastek wirowych
o réznej intensywnosci jest wyraznie widoczny dla czasow t — 5.0, 6.0, gdy
pierscienie sa znieksztalcone. Ewolucje pola wirowosci mozna przesledzié na
rysunkach 6.7 i 6.8. W gornej czesei rysunku 6.7 przedstawiono ksztalt pier-
scieni wirowych uzyskany po redystrybucji wirowosci czastek na wezly siatki
numerycznej. W dolnej czesci przestawiono rozktad sktadowej w, pola wiro-
wosci na plaszcezyznie xy przechodzacej przez o$ symetrii pierscieni. Mozna
zauwazy¢, ze w trakcie ewolucji ksztalty przekroi pozostaja w przyblizeniu
kotowe (co wyraznie widaé¢ na rysunku 6.8), ale zmienia si¢ warto$é¢ wirowosci
w przekrojach. Jest to widoczne w dolnej sekwencji rysunku 6.7 dla ¢t — 2.5 i
t = 4.0, gdzie wartosé¢ wirowosci w przekroju rozciaganego pierscienia wzro-
sta, a w przekroju pierscienia przecigganego zmalata.
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Rys. 6.5. Sekwencja potozeni uktadu dwoch pierécieni wirowych w wybranych krokach czasowych — zjawisko ngTY wiréw”
(widok z boku); dodatkowo przedstawiono trajektorie zakreslone przez przekroje plersmem w plaszezyinie yz przechodza‘cej
przez of symetrii ukladu; punktami zaznaczono potozenia przekrojow dla t = 0.0, 2.3, 4.0, 5.0, 6.0.
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Rys. 6.6. Sekwencja potozen uktadu dwéch pierscieni wirowych w wybranych krokach czasowych — zjawisko ,gry wiréw”;
kolorem granatowym i czerwonym zaznaczono czastki o intensywnosei wiekszej od 4r; kolorem niebieskim i z6ttym — czastki
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Rys. 6.7. Rozklad pola wirowosci w przeplywie w wybranych chwilach czasu oraz rozklad skiadowej w. pola wirowosci na

plaszczyZnie 2y przechodzacej przez o§ symetrii pierScieni dla zjawiska ,gry wiréw”.
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Rys. 6.8. Sekwencja rozktadow wirowosci w plaszczyznie zy przechodzacej przez of symetrii ukladu dla zjawiska ,.gry wirow”.
Na rysunkach przedstawiono tylko przekroje pierécieni lezace powyzej osi.
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Zmiany w trakcie obliczen wartosci poczatkowych energii kinetycznej: T —
4.53 i Ty — 4.69 nie byly wigksze niz ~ 3%. Poczatkowa wartos¢ enstropii
Fy = 77.8 zwiekszyta si¢ po czasie t — 6.0 0 ~ 5%. Skretnosé Hy pozostawata
caly czas na poziomie ~ 107°. Calki ze sktadowych wirowosci I; pozostawaly
w trakcie obliczen w przedziale wartosci (107°, 107%). Dywergencje z pél:
potencjalu wektorowego i wirowosci pozostawaly na poziomie ~ 1073, za$
bezzrodlowosé pola predkosci byta zachowana z dokladno$cia ~ 1075,

6.2 Zjawisko nawijania si¢ wirobw

Oshima et al. w pracy [57] przedstawia trzy mozliwe scenariusze oddzia-

lywania dwoch pierscieni wirowych poruszajacych sie¢ wzdiuz wspolnej osi sy-
metrii (pomijajac oméwione zjawisko ,gry wirow”). Przebieg ewolucji uktadu
zalezy od poczatkowych predkosei translacji pierscieni:

1.

Oba pierscienie maja zblizona predkosc translacji lub pierwszy pier-
$cient (znajdujacy sie z przodu wzgledem kierunku ruchu) ma znacznie
wicksza predkosé U; 2 Us. Nie dochodzi wowezas do interakeji i oba

pierscienie poruszaja sie osobno.

. Drugi pierscien ma wicksza predko$é¢ od pierwszego, ale mniejsza od

pewnej wartosci krytyeznej Uy < Uy < Uy,.. Wowezas, w trakcie ewo-
lucji, pierscien bedacy z tyly przechodzi przez pierscien bedacy z przo-
du i nawija sie na niego. W efekcie powstaje jeden pierScienn wirowy
o zwartym rdzeniu (pierwszy pierscien) i otoczce wirowej powstalej z
drugiego pierscienia. Wizualizacja dynamiki nawijania sie¢ pierscieni wi-
rowych jest przedstawiona na rysunku 6.9. Zdjecie zaczerpnieto z pracy
Allena i Auvity’a |2], w ktorej autorzy badali oddzialywanie pier§cienia
wygenerowanego przez ruch tloka z pierscieniem wtoérnym, powstatym
na krawedzi dyszy po przejsciu glownego pierscienia.

Drugi pierscieri ma predkosé wigksza zarowno od pierwszego pierscienia
jak réwniez od pewnej wartosci krytycznej U; < U, < Us. Woéwcezas
drugi pierscieni ma wystarczajaca predkos¢ by przejsé¢ przez pierwszy
pierscien i wyprzedzi¢ go. Potem pierwszy pierscien, bedacy teraz z ty-
hu, dogania drugi i przechodzac przez niego nawija si¢. Inaczej jednak,
niz w drugim przypadku, nawiniecie nie jest catkowite i cze$é wirowo-



Oddziatywanie ukladu dwdch pierscieni wirowych 79

Sci pierwszego pierScienia pozostaje z tylu tworzac charakterystyczny

,Jogon wirowy”.

Rys. 6.9. Wizualizacja oddzialywania pierScienia wirowego z pier§cieniem wtérnym
— zjawisko nawijania si¢ pierscieni. Zdjecie zaczerpnigte z pracy Allena i Auvity’a

[2].

Nalezy zwroci¢ uwage, ze ,ogon wirowy” powstaje rowniez w przypadku, gdy
w ukladzie dwoch pierscieni generowane jest takie pole predkosci, ze drugi
pierscieri jest rozciggany zanim zdola przeciagnaé si¢ przez pierscieri bedacy
z przodu. W tym wypadku réwniez obserwuje si¢ powstanie jednego, wypad-
kowego pierScienia z ciggnacym si¢ za nim obszarem wirowym. Przykladows
wizualizacje takiej dynamiki pierscieni wirowych przedstawiono na rysunku
6.10. Po wygenerowaniu przez ruch tloka pierscienia gléwnego, powstaje za
nim pierscien wtérny. Oba pierScienie poruszaja sie wzdtuz wspolnej osi sy-
metrii i, w wyniku wzajemnego oddzialywania, drugi (wtérny) pierScient jest
nawijany na pierwszy. Jednak w trakcie przeciagania, pierscieni jest rozrywa-
ny i pozostawia za soba czeé¢ wirowosci, ktéra tworzy wspomniany ,ogon”.
Zdjecie zaczerpnigto z pracy Allena i Auvity’a [2].

Wprowadzony przez Oshime et al. podzial jest wygodny ze wzgledéw eks-
perymentalnych, bowiem relatywnie latwo jest zmierzy¢ predkosci translacji
poszczegélnych pierscieni. Podobny podzial mozna jednak réwniez wprowa-
dzi¢ rozpatrujac parametry geometryczne i intensywnos$ci pierécieni wiro-
wych, gdyz w jednoznaczny sposéb okreslaja one predko$é pierécienia. Takie
podejscie umozliwiloby okreslenie zakresu zmiennosci np. intensywnoéci pier-
Scieni dla poszczeg6lnych scenariuszy oddzialywania ukladu.
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Piston vortex ~

N

t*=6.52

Rys. 6.10. Wizualizacja oddzialywania pierscienia wirowego z pierScieniem wtor-
nym — zjawisko nawijania si¢ pierscieni z powstawaniem ,0gona wirowego”. Zdjecie

zaczerpniete z pracy Allena i Auvity’a [2].

W niniejszej pracy zjawisko nawijania si¢ pierécieni wirowych odtworzono dla
parametréw pierécieni odpowiednio: £, = 0.25, Ry = 1.5, T'y = 1.0, &2 = 0.3,
R, = 1.0,y = 1.0 oraz dla polozen poczatkowych: X; = (5.0,4.0,5.0),
X, = (5.0,3.5,5.0). Kazdy z pierécieni wirowych aproksymowany byt zbio-
rem 12100 czastek wirowych (rozklad czastek byt taki sam jak w przypadku
pojedynczego pierScienia wirowego omawianego w rozdziale pigtym).

Na rysunku 6.11 przedstawiono sekwencje polozen pierscieni w wybranych
chwilach czasu w rzucie z boku. Drugi pierscieni, przechodzac przez partnera,
zaczyna sie na niego nawija¢ (t = 2.0, t = 4.0). Proces nawijania zaburza
réwniez pierwszy pierscieri i dopiero po ¢t = 6.0 powstaje struktura wirowa,
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ktorej rdzeni stanowi pierwszy pierScien, a atmosfere wirowa tworza resztki
przeciagnietego pierscienia. Nowopowstaly pierscien jest trwaly, co potwier-
dza diagram dla { = 7.0. Rysunek 6.12 przedstawiona rozklad czastek wi-
rowych o intensywnosciach mniejszych (kolor niebieski i zotty) i wiekszych
(kolor granatowy i czerwony) w stosunku do intensywnosci srednich: au(1)
i @4 (2)- Intensywnosci srednie obliczano podobnie jak dla przypadku ,gry
wiréw”. Na poczatku ewolucji (£ = 0.2) czastki o intensywnosci wiekszej niz
Srednia intensywnosci pojawiaja si¢ na obwodzie pierScieni po wewnetrznej
ich stronie, a nastepnie przemieszczajg sie po obwodzie. W trakcie ewolucji,
jako pierwsze przeciggane sa czastki o podwyzszonej wartosci intensywnosci
(t = 1.0). Czastki te sa nastepnie nawijane na pierwszy pierscien, zas czastki
o podwyzszonej intensywnosci pierwszego pierScienia przesuwaja si¢ w tym
czasie po obwodzie (t = 2.0). Na diagramie dla ¢ — 4.0 mozna zauwazy¢, ze
rdzen nowo powstalego pierscienia stanowia czastki o podwyzszonej inten-
sywnosci, pochodzace od pierwszego pierScienia. Za pierscieniem powstaje
niewielki jogon wirowy” z czastek o obnizonej intensywnosci, pochodzacych
z pierwszego pierscienia (¢t = 4.0), czastki te jednak zostaja wchloniete przez
atmosfere wirowag w trakcie dalszej ewolucji (£ = 6.0, t = 7.0). Ewolucje pola
wirowosci mozna przesledzi¢ na rysunkach 6.13 i 6.14. W gornej czesci rysun-
ku 6.13 przedstawiono ksztalt pierscieni wirowych uzyskany po redystrybucji
wirowosci czastek na wezty siatki numeryeznej. Dodatkowo przy prezentacji
ksztattow pierscieni wirowych usunieto ich gorna ¢wiartke w celu lepszego
wgladu w dynamike uktadu. W dolnej czesci przestawiono rozklad sktadowej
w, pola wirowosci na plaszezyznie zy przechodzacej przez o$ symetrii pierscie-
ni. Dla ¢ = 2.0 wida¢ proces laczenia si¢ pierdcieni z rozréznialnymi jeszcze
srodkami obu pierscieni. Diagramy dla £ = 7.0 przestawiaja rozklad wirowo-
Sci nowo powstatej struktury wirowej, widoczna jest rowniez staba atmosfera
wirowa wokat skoncentrowanej w rdzeniu wirowosci. Rysunek 6.14 umozliwia
przesledzenie zmian rozkladu skltadowej w, w plaszczyinie zy przechodzace]
przez o§ symetrii uktadu w trakcie procesu nawijania si¢ pierscieni wirowych.
Zmiany w trakcie obliczeri wartosci poczatkowych 77 = 3.08 i 75 = 3.13 nie
byly wieksze niz ~ 3%. Poczatkowa wartos$c¢ enstropii Fy = 26.2 zmniejszyla
sie po czasie t = 7.0 0 ~ 16%. Skretnos¢ Hy pozostawala caly czas na pozio-
mie ~ 107°. Calki ze sktadowych wirowosci I; pozostawaly w trakeie obliczen
w przedziale wartosci (10~°, 10~2). Dywergencje z pol: potencjalu wektoro-
wego i wirowo$ci pozostawaly na poziomie ~ 1072, za$ bezzrodlowosé pola
predkosei byta zachowana z doktadnoscia ~ 107,



Rys. 6.11. Sekwencja polozeni pierécieni podczas odtwarzania zjawiska nawijania si¢ pierscieni wirowych (widok z boku).
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Rys. 6.12. Sekwencja polozen uktadu dwéoch pierscieni wirowych w wybranych krokach czasowych — zjawisko nawijania sie
pierscieni; kolorem granatowym i czerwonym zaznaczono czastki o intensywnoéei wigkszej od a4-; kolorem niebieskim i zottym
— czgstki o intensywnosci mniejszej od oy,
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Rys. 6.13. Rozktad pola wirowoéci w przepltywie w wybranych chwilach czasu oraz rozklad sktadowej w, pola wirowosci na
plaszczyznie xy przechodzacej przez o§ symetrii pierscieni dla zjawiska nawijania sig pierscieni wirowych.
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Rys. 6.14. Sekwencja rozktadéow wirowosci w plaszezyznie zy przechodzacej przez o§ symetrii uktadu dla zjawiska nawijania

si¢ pierscieni wirowych.
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6.3 Zjawisko nawijania sie pary pierscieni
z wytworzeniem ,ogona wirowego”

Modelowanie zjawiska nawijania si¢ wiréw z wytworzeniem ,ogona wi-
rowego”, uwidacznia jak wrazliwy jest uklad pierscieni na zadane warun-
ki poczatkowe. Obliczenia zostaly powtérzone z polozeniami poczatkowymi
pierscieni jak w przykladzie nawijania si¢ pierscieni wirowych, lecz zmieniono
cyrkulacje drugiego pierécienia I';. Dane poczatkowe wynosza odpowiednio:
g1 = 025 Ry — 1.5, = 1.0, g2 = 0.3, R, = 1.0, I'; = 1.5 dla polozen
poczatkowych odpowiednio: X; = (5.0,4.0,5.0), X3 = (5.0,3.5,5.0). Rysunek
6.15 przedstawia sekwencje polozen pierscieni podczas odtwarzania zjawiska
laczenia sie pierscieni wirowych z wytworzeniem ,ogona wirowego” w rzucie
z boku. Inaczej niz w poprzednim przypadku nawijania si¢ pierscieni wiro-
wych, teraz to drugi pierscien, po przejsciu przez towarzysza stanowi rdzen
nowo powstajacej struktury (diagram dla ¢ = 2.0), a rozciagniety, pierwszy
pierscieri zaczyna owijac¢ si¢ wokol niego. Cze$¢ pierwszego pierscienia po-
zostaje jednak z tyhu i tworzy niewielki obszar wirowy za nowsg struktura,
co widaé¢ na diagramach dla ¢ = 4.0, ¢ — 6.0. Powstala struktura jest trwa-
la i nie zmienia juz swojego ksztaltu, co mozna wywnioskowa¢ poréwnujac
diagramy dla £ — 6.0 i ¢ — 8.0. Rysunek 6.16 przedstawia rozklad czastek
wirowych o intensywnosciach mniejszych (kolor niebieski i zotty) i wigkszych
(kolor granatowy i czerwony) w stosunku do intensywnosci srednich: (1)
i (gr2)- Intensywnosci $rednie obliczano podobnie jak dla przypadku ,gry
wirow”. Na poczatku ewolucji (¢ = 0.2), podobnie jak dla zjawiska nawijania
sie pierscieni wirowych, czastki o intensywnosci wigkszej niz srednia poja-
wiajg si¢ na obwodzie pierscieni po wewngtrznej ich stronie i przemieszczaja
sie po obwodzie. W trakcie ewolucji, jako pierwsze przeciagane sa czastki
o podwyzszonej wartosci intensywnosci (¢ — 1.0), a w pierwszy pierScieniu
czastki o podwyzszonej intensywnosci sa zlokalizowane po jego zewngtrznej
stronie. Po przejéciu drugiego pierscienia zaczynaja si¢ proces nawijania na
niego czastek z pierwszego pierscienia i tworzenia ,atmosfery wirowej” wokot
dobrze zlokalizowanego rdzenia. Jednak, co ciekawe, czastki o podwyzszone]
intensywnosci pochodzace z pierscienia pierwszego znajduja si¢ w obszarze
formowania ogona wirowego (¢ — 2.0, ¢ = 4.0). Dopiero po uformowaniu
sie nowej struktury, intensywnos¢ czastek znajdujacych si¢ w ogonie maleje,
tworzac niewielki slad wirowy (t = 6.0, ¢ = 8.0).

Ewolucje pola wirowosci mozna przesledzi¢ na rysunkach 6.17 i 6.18. Na
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gornych diagramach rysunku 6.17 przedstawiono ksztalt pola wirowosci uzy-
skany po redystrybucji wirowosci czastek na wezly siatki numeryeznej. Do-
datkowo przy prezentacji ksztaltow pierscieni wirowych usunieto ich goérna
¢éwiartke w celu lepszego wgladu w dynamike uktadu. Na dolnych diagramach
przestawiono rozktad skladowej w, pola wirowosci w gornej czesci ptaszezy-
zny xy przechodzacej przez os symetrii pierécieni. Dla ¢ — 2.0 wida¢ proces
laczenia si¢ pierscieni z rozroznialnymi jeszeze srodkami obu pierscieni, choé¢
juz dominuje drugi pierscieri. Diagram dla ¢ — 6.0 przestawia rozktad wirowo-
$ci nowo powstalej struktury wirowej, widoczna jest staba atmosfera wirowa
i pozostajacy z tyhu obszar —, ogon wirowy”. | Ogon” na postac rozciagnietego,
malego pierScienia wirowego o niewielkiej wartosci pola wirowosci. Rysunek
6.18 umozliwia przesledzenie zmian rozkltadu sktadowej w. w plaszcezyznie zy
przechodzacej przez o§ symetrii uktadu w trakcie procesu laczenia si¢ pier-
Scieni wirowych.

Zmiany w trakcie obliczenn wartosci poczatkowych Ty = 4.42 1 T3 — 4.49 nie
byty wieksze niz ~ 7%. Poczatkowa wartos¢ enstropii £y — 36.8 wzrosta po
czasie t — 8.0 o ~ 17%. Skretnos¢ H, pozostawala caly czas na poziomie
~ 107°. Calki ze skladowych wirowosci I; pozostawaly w trakcie obliczeri
w przedziale wartosci (107°, 1072). Dywergencje z pol: potencjatu wektoro-
wego i wirowosci pozostawaly na poziomie ~ 1072, zas bezzrodlowosé pola
predkosci byta zachowana z dokladnoscia ~ 107°.
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Rys. 6.15. Sekwencja polozeri pierscieni podczas
,ogona wirowego” (widok z boku).

odtwarzania zjawiska nawijania

si¢ pierscieni wirowych z wytworzeniem



Rys. 6.16. Sekwencja potozen ukladu dwoch pierscieni wirowych w wybranych krokach czasowych — zjawisko nawijania sie
wiréw z wytworzeniem ,o0gona wirowego”; kolorem granatowym i czerwonym zaznaczono czgstki o intensywnosci wiekszej od
a4r; kolorem niebieskim i z6ttym — czastki o intensywnoséci mniejszej od ;.
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Rys. 6.17. Rozklad pola wirowosci w przeplywie w wybranych chwilach czasu oraz rozktad sktadowej w. pola wirowosci na
plaszczyZnie 2y przechodzacej przez o§ symetrii pierscieni dla zjawiska nawijania sie wiréw z wytworzeniem ,ogona wirowego”.
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Rys. 6.18. Sekwencja rozkladéow wirowoéci w plaszezyznie 2y przechodzacej przez o$ symetrii uktadu dla zjawiska nawijania
si¢ pierScieni wirowych z wytworzeniem ,ogona wirowego”.
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6.4 Nielepkie zderzenie dwoch pierscieni

Modelowanie zderzenia dwoch pierscieni wirowych jest dobrym testem
na sprawdzenie, czy uzyty algorytm numeryczny nie wprowadza do obliczen
niezamierzonej lepkosci numerycznej. Wiadomo bowiem, ze w przeplywach
nielepkich nie moze doj$¢ do rozerwania linii wirowych (rozdz. 1). Dla prze-
plywow plynow lepkich, podczas zderzenia pierscieni, moze zajsé zjawisko
przetaczenia (rekonekeji) linii wirowych i wowezas dwa pierscienie moga po-
taczy¢ si¢ i utworzy¢ pojedynczy pierscien wirowy [26,73| (rozdz. 7).
Parametry poczatkowe zderzajacych si¢ pierscieni wirowych wynosza odpo-
wiednio: €, = 04, By = 1.0, = 1.0, &2 = 04, R, = 1.0,I'; = 1.0 dla
potozen poczatkowych odpowiednio: X; = (5.0,3.5,6.0), X, — (5.0,6.5,6.0).
Kat odchylenia od pionu pierscieni wynosit ¢ = 54° (rys. 6.1B).

Rysunek 6.19 przedstawia sekwencje polozen uktadu podezas zderzenia pier-
Scieni w rzucie z gory i z boku. Diagramy sa przeskalowane, aby przedstawi¢
jak najwiecej szczegolow dynamiki pierscieni. Mozna przesledzié, jak pierscie-
nie zblizaja sie do siebie zachowujac symetrie zwierciadlana uktadu (¢ = 4.0).
Z teorii przeplywow plynéw nielepkich wynika, Ze pierScienie moga sie ze
co soba co najwyzej zlepi¢, ale ich czastki nie moga sie przemiesza¢. Na
diagramie ¢ = 7.0 wida¢ jak obszar styku pierscieni zaczyna sie deformo-
wac, starajac si¢ zachowa¢ prawa przeptywu nielepkiego. Nieuwzglednienie
w przeplywie lepkosci powoduje, ze w obszarze kontaktu obu pierscieni szyb-
ko wzrasta wartos¢ pola wirowosci i rozwiazanie w tym miejscu eksploduje.
Dzieje si¢ to z powodu duzych gradientéw predkosci w tym obszarze i duze-
go wktadu do ewolucji wirowosci czlonu zrodlowego. Rysunek 6.20 w gornej
czesci przedstawia rozklad czastek wirowych o intensywnosciach mniejszych
(kolor niebieski i zotty) i wigkszych (kolor granatowy i czerwony) w stosunku
do intensywnosci Srednich: ag1) 1 @4 (2). Intensywnosci srednie obliczano po-
dobnie jak dla przypadku ,gry wiréw”. Na poczatku ewolucji (¢ = 0.5) czastki
o wigkszej niz srednia intensywnosci pojawiaja si¢ na obwodzie pierscieni po
wewnetrznej ich stronie i przemieszczaja si¢ po obwodzie. W trakcie ewolu-
cji czastki o podwyzszonej intensywnosci gromadza sie w obszarze zderzenia
(t = 4.0,t = 7.0), gdzie pierScienie staja sie coraz ciensze i zdeformowane.
Mozna to przesledzi¢ na rozkltadzie czastek w przekrojach przedstawionych
na dolnych diagramach rysunku 6.20.

Ewolucje pola wirowo$ei mozna przesledzi¢ na rysunku 6.21. Na gornych
diagramach przedstawiono ksztalt pola wirowosci uzyskany po redystrybucji
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wirowosci czgstek na wezty siatki numerycznej. Dodatkowo w celu lepszego
wgladu w dynamike pola wirowosci dla ¢ = 4.0 i ¢ — 7.0, wycieto ¢wiartke
pierscienia. Na dolnych diagramach przestawiono rozktad sktadowej w, pola
wirowosci na plaszezyznie yz przechodzacej przez o symetrii pierscieni. Dla
t — 4.0 widac¢ proces sklejania si¢ pierscieni, ktérych ksztalty sa jeszeze do-
brze rozroznialne. Na diagramie dla ¢ — 7.0 rozroznienie pierscieni w obszarze
zderzenia jest juz bardzo trudne.

Wartosci poczatkowe Ty — 1.11 i T = 1.14 wzrosty o ~ 4.5% na koncu
obliczen. Poczatkowa wartos¢ enstropii Fy — 10.1 wzrosla gwaltownie dla
t = 7.0 do wartosci F2 = 14.2. Skretnosé z wartosci poczatkowej Hy = 10~°
wzrosta do H = 0.1. Calki ze sktadowych wirowosci I; pozostawaly w trakcie
obliczen w przedziale wartosci (1072, 10~'). Dywergencje z pol: potencjatu
wektorowego i wirowosei pozostawaly w przedziale wartosci (1072, 1071), zas
bezzrodlowosé pola predkosci byta zachowana z doktadnoscia ~ 107°,
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Rys. 6.19. Sekwencja polozen pierécieni podezas nielepkiego zderzenia sie¢ dwoch pierscieni wirowych. Diagramy gérne przed-
stawiajg widok z boku; dolne — widok z gory).
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Rys. 6.20. Sekwencja potozeri ukladu dwéch pierécieni wirowych w wybranych krokach czasowych — zderzenie pierécieni
wirowych; na gérnych diagramach zaznaczono kolorem granatowym i czerwonym czgstki o intensywnosci wiekszej od aygy,
za$ kolorem niebieskim i z6ttym — czastki o in'tensywnoéci mniejszej od ag; na dolnych diagramach przedstawiono dynamike
czgstek lezacych w plaszezyinie yz przechodzacej przez srodki pierécieni.
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Rys. 6.21. Rozklad pola wirowosci w przeptywie w wybranych chwilach czasu (dla lepszej czytelnosci dynamiki uktadu wycieto
czes$¢ pola wirowosci) oraz rozklad sktadowej w, pola wirowosci na plaszezyznie yz przechodzacej przez srodki pierscieni.



Rozdziatl 7

Modelowanie przeplywow plynow
lepkich

W modelowaniu tréjwymiarowych przepltywoéw plynoéw lepkich lepko$é ma
podstawowy wplyw na powstawanie i ewolucja struktur wirowych. Szczegol-
nie interesujace, ze wzgledu na swoja prostote, jest zjawisko przelgczania linii
wirowych (zjawisko rekonekeji) polegajace na zmianie topologii pola wirowo-
§ci [4,25,67,73,83]. Zjawisko to demonstruje roéznice pomiedzy przeptywami
nielepkimi i lepkimi oraz odgrywa wazng role przy: zjawisku mieszania osrod-
kow, generowaniu turbulencji itp. [46]. W niniejszy rozdziale zamodelowano
jeden z najprostszych eksperymentéow, umozliwiajacy zaobserwowanie pod-
stawowych mechanizmoéw rekonekcji, a mianowicie zderzenia dwoch pierscieni
wirowych w przeplywie lepkim [22,24, 54, 70].

7.1 Zjawisko przelaczania linii wirowych — re-
konekcja

W przeptywach nielepkich zgodnie z drugim prawem Helmholtza (pod-
rozdz. 1.4) linie wirowe sa unoszone w przeplywie jak linie materialne. Ozna-
cza to, ze jezeli wybrany element plynu zawieral na poczatku fragment nici
wirowej to w trakcie przeptywu, pomimo deformacji, fragment 6w bedzie
zawsze sktadal sie z tych samych czastek cieczy. Z bezzrédlowosci pola wiro-
wosci wynika za$, ze, przy nieobecnosci w przeplywie Scianek sztywnych, linie
wirowe musza tworzy¢ zamkniete petle lub rozciggac sie do nieskoriczonosci. Z
powyzszego wynika, ze proces rozrywania lub taczenia linii wirowych w prze-

97
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plywach nielepkich jest niemozliwy. Dopiero obecnosé lepkosci w przeplywie
powoduje, Ze linie wirowe moga przetaczac sie miedzy soba, powodujac zmia-
ne topologii pola wirowosci w przeptywie (tzw. zjawisko rekonekeji). Kida et
al. w pracach [25,26] zwracaja uwage, ze mozna wyroznié¢ trzy rodzaje re-
konekcji: pasywnego skalara (scalar reconnection ), rurek wirowych (vorticity
reconnection) i powierzchni stalej wirowosci (vortez reconnection).

Rekonekcja pasywnego skalara zachodzi podczas wizualizacji zjawiska dy-
mem lub barwnikiem. Woéwezas to wprowadzony do przepltywu znacznik po-
zwala przesledzi¢ proces przelaczania si¢ np. pierscieni wirowych (rys. 7.1).

Rys. 7.1. Wizualizacja zjawiska rekonekeji podezas zderzenia dwoch pierScieni wi-
rowych (widok z gory; widoczne w tle ciemne otwory to generatory pier§cieni). Dwa
~ pierécienie wirowe zblizaja si¢ do siebie tworzac strefe kontaktu (b). Nastepnie, w
wyniku rekonekcji, powstaje jeden, wydluzony pierscien (¢, d). Podczas dalszej ewo-
lucji, w wyniku drugiej rekonekeji, pierscien dzieli si¢ znéw na dwa pierscienie (f).
Pierscienie zostaly zabarwione ré6znymi znacznikami w celu celu lepszej prezentacji
zjawiska |54, 70].

Zwraca sie jednak uwage, ze zawizualizowana w ten sposoéb dynamika prze-
plywu nie musi oddawaé¢ dynamiki samego pola wirowosci, gdyz rownanie
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transportu pasywnego skalara S (wprowadzonego do przeptywu znacznika):

% =K5AS (7.1)
jest inne niz réwnanie transportu wirowosci (nawet gdy k = v; K — wspol-
czynnik dyfuzji znacznika). Rozbieznosci te wymuszaja ostrozno$¢ w inter-
pretowaniu obserwacji eksperymentalnych i poréwnywaniu ich z wynikami
numerycznymi.

Rekonekcja rurek wirowych polega na zmianie topologii linii wirowych, a wiec
ich rozlgczaniu i ponownym laczeniu. Przykladowy przebieg zjawiska reko-
nekcji linii wirowych o zblizonych intensywno$ciach zostal przedstawiony na

rys. 7.2.
A) B)
(\/Pé

by A o
NN
SN
A
l\l\l\;
l\l\}\.
:l:f:l::

C)

Rys. 7.2. Przebieg procesu rekonekeji linii wirowych. Wyrézniono obszar, w ktérym
wirowosé zeruje sie; podwojne strzatki okreslaja kierunek pola wirowosci [25].

W pierwszym etapie dwie rurki wirowe o przeciwnych cyrkulacjach zblizaja
sie do siebie tak jak w przeplywie nielepkim (diagram A). Kiedy sie do siebie
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zbliza dostatecznie blisko powstaje obszar, w ktorym wirowosci przeciwnych
znakow znosza sie zapoczatkowujac zjawisko rekonekcji (diagram B). Obszar
ten jest ograniczony liniami wirowymi ¢, ktore nie ulegaja rozlaczeniu. Li-
nie wirowe p ulegly rozerwaniu i na brzegu obszaru rekonekcji polaczyly si¢
ze swoimi odpowiednikami w przeciwnej rurce wirowej (diagramy B i C).
Przelgczone linie p formuja tzw. ,mostek”, a proces ich przelaczania nazy-
wany jest ,mostkowaniem” [25,26]. Dodatkowo, na skutek wygenerowanego,
skomplikowanego pola predkosci, linie wirowe p i ¢ skrecaja si¢ wokotl siebie
(diagram D). Nierozerwane linie ¢, nazywane ,ni¢émi” [46], sa wypychane z
obszaru rekonekeji i moga nastepnie rowniez przej$é proces przelaczenia.
Rekonecja izopowierzchni wirowosci polega na zmianie topologii powierzchni
o statych wartosciach wirowo$ci w obszarze przepltywu. Przykladowy prze-
bieg zjawiska rekonekcji dla powierzchni o stalej wartosci wirowosci zostal
przedstawiony na rysunku 7.3.

)

Rys. 7.3. Przebieg zjawiska rekonekcji przedstawiony dla powierzchni o stalej war-
toéci wirowosci |w| = 10 (na diagramie f) |w| = 5) w kolejnych krokach czasowych.
A — formowanie si¢ strefy kontaktu; B — poczatek formowania si¢ ,mostka” C -
deformacja rdzenia rurek; D — ,mostek”; E — poczatek formowania sie ,nici”; F -
wpelni rozwiniety ,mostek”; G — wpelni rozwiniete ,nici”. [46].
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Wyijéciowy uklad stanowig dwie réwnoleglte rurki wirowe o przeciwnych cyr-
kulacjach przedstawione za pomoca powierzchni stalej wirowosci |w| = const
(rys. 7.3a). Pod wplywem wygenerowanego pola predkosci, rurki wirowe zbli-
zaja sie do siebie (rys. 7.3b), by w niewielkiej odlegtosci wytworzy¢ strefe
kontaktu (rys. 7.3c). Bliska odleglos¢ rurek powoduje dodatkowo deforma-
cje rozkltadu wirowosci w ich rdzeniach, co odtwarza sie w zmianie ksztaltu
powierzchni stalej wirowosci. W strefie kontaktu zachodzi rekonekcja, co ob-
jawia sie zmiang topologii pola wirowosci i formowaniem si¢, na obrzezach
strefy, tzw. ,mostkow” (rys. 7.3d). W wyniku przelaczenia powstaje nowy
rozktad wirowosci zwigzany z powstaniem nowych rurek wirowych. W stre-
fie kontaktu formujg sie waskie obszary wirowe o przeciwnych cyrkulacjach
zwane ;ni¢mi” (rys. 7.3e), ktore nastepnie moga ulec dalszej rekonekcji. Osta-
tecznie, w efekcie zajScia zjawiska rekonekcji, formuje sie nowy rozktad pola
wirowoéci przedstawiony na rys. 7.3f.

Przebieg zjawiska rekonekcji jest nieco inny, gdy rurki wirowe réznig sie znacz-
nie wartoscig intensywnosci. Wéwczas to rurka wirowa o mniejszej intensyw-
nosci owija si¢ wokol drugiej czemu towarzyszy deformacja ksztaltéw prze-
krojow obu rurek [83].

Prezentowane w literaturze prace eksperymentalne skupiajg sie na wizualiza-
cji zjawiska rekonekcji zachodzacego przy: zderzeniu dwoch pierscieni wiro-
wych (rys. 7.1) [54,70], wzajemnym oddzialywaniu kilku pier$cieni wirowych
[55], czy deformacji eliptycznego pierscienia wirowego [23|. Prace numerycz-
ne koncentruja sie na modelowaniu zjawiska rekonekcji dla uktadu dwoch ru-
rek wirowych ulozonych poczatkowo wzgledem siebie anty-réwnolegle [46,73]
lub prostopadle [83] oraz przy zderzeniu dwoch pier§cieni wirowych [22,24].
Prosta konfiguracja tych uktadéw umozliwia ich latwe zamodelowanie w pro-
gramach numerycznych oraz pozwala na poréwnanie otrzymanych wynikow
z eksperymentem. Odtworzenie zjawiska rekonekcji stanowi réwniez test po-
prawnosci zastosowanych algorytméw modelowania lepkosci.

7.2 Algorytm dekompozycji lepkosciowe]j

Przy modelowaniu przeptywéw lepkich metodami wirowymi stosuje sie
algorytm dekompozycji lepkosciowej: w pierwszym etapie rozwigzuje sie row-
nanie Eulera dla cieczy nielepkiej, a nastepnie uwzglednia czlon dyfuzyjny.
W celu linearyzacji cztonu konwekeyjnego i cztonu zrédltowego, zwigzanego z
rozcigganiem linii wirowych, zaklada sie, ze pole predkosci w przeplywie nie
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zmienia sie w czasie calego kroku czasowego. Niech ¢(x) bedzie polem predko-
$ci wygenerowanym w n—tym kroku czasowym t" = n At. Wowczas rownanie
transportu wirowosci (1.13) mozna schematycznie zapisa¢ w postaci [12]:

d—jEAW—FBw,

& (7.2)
—(c-V)()+(Ve)- ()= A, vA()— B,

gdzie A, B — odpowiednio: operator zwigzany z unoszeniem i rozcigganiem
pola wirowosci oraz operator dyfuzji. Caltkujac powyzsze réwnanie na prze-
dziale [nAt, (n+ 1)At] z warunkiem poczatkowym w(nAt) = w™ otrzymu-
jemy rozwigzanie w formie operatorowej:

whtl = e(.A+B)/_\t W (73)

W algorytmie dekompozycji lepko$ciowej rownanie (7.2) rozwigzywane jest
w dwoch krokach:

e w pierwszym kroku rozwiazuje si¢ rownanie Eulera dla cieczy nielepkiej:

dw

z warunkiem poczatkowym w™. Rozwigzanie ma postac:

n+ i AAt n (75)

e Nastepnie rozwigzywane jest rownanie dyfuzji z warunkiem poczatko-

1
wym w"tz:

dw
— = Bw. .
o w (7.6)
W efekcie otrzymujemy rozwigzanie dla w™*':
wn-i—l f eBAt wn—i—% e (eBAteAAt) . (77)

(A+B) A

Rozwijajac w szereg Taylora operator e t wokol At otrzymujemy:

e(.A-i—B) At _ BA&t eB.&t & O(Atz), (78)

gdyz, w ogolnosci, operatory A i B nie komutuja, AB # BA. Zatem metoda
dekompozycji lepko$ciowej jest w kazdym kroku czasowym algorytmem rzedu
drugiego, ale na calym przedziale [0, t], rozwazajac N krokoéw czasowych At,
jest rzedu O(At).
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Algorytm metody ,wir w komoérce”, przedstawiony w podrozdz. 4.3, zostal
zmodyfikowany w celu uwzglednienia cztonu dyfuzyjnego:

e W pierwszy kroku modelowano unoszenie i zmiane intensywnosci cza-

stek w przeplywie nielepkim:

éﬁzu(x’}ht): p=1,...,N,
dt
(7.9)
day,
5 = [Vulxp, )] - .

e Nastepnie, w nowych polozeniach i z nowymi intensywnosciami cza-
stek, modelowano zjawisko dyfuzji (v — kinematyczny wspoélczynnik

lepkosci):
dxp
it
4 (7.10)
@
dtp =vAa(x,).

W przepltywach dwuwymiarowych czton lepkosciowy modeluje sie metodami:
stochastycznymi (metoda przypadkowego bladzenia) lub deterministyczny-
mi (metoda predkosci dyfuzyjnej, metoda wymiany intensywnosci czastek,
metoda siatkowo-czasteczkowa itp.) [12,32]. Wiekszo§¢ z tych metod, opra-
cowana i z powodzeniem stosowana w dwoch wymiarach (np. metoda pred-
kosci dyfuzyjnej, metoda przypadkowego bladzenia), nie przenosi si¢ jednak
na trzy wymiary. W niniejszej pracy przetestowano dwie metody: siatkowo—
czasteczkowg oraz wymiany intensywnosci czastek (particle strength exchange
PSE).

7.2.1 Metoda siatkowo—czasteczkowa

W metodzie tej na obszar obliczeniowy nakladana jest siatka numeryczna.
Wartoéc¢ laplasjanu Aw obliczana jest w weztach siatki za pomoca metody
réznic centralnych [32]:

Witli,mn — 2wt,m,n + Wi—1,mn
h2

Aw!,m,n —

Wim+in — 2wf,m,n + wl,mu n
i o . (7.11)

L‘-’.".,'Jrr.'.,1nl,+1 - zwl,m,n + L'-"I,'.rr.'.,ﬂ—l

h2

.i_
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gdzie wskazniki [, m, n numeruja wezly siatki, a h jest krokiem siatki.
Woéwczas drugie z réwnan (7.10) aproksymowane jest wyrazeniem:

day,

== vh® Y (AW)imn lmn(Xp), (7.12)

Im,n

gdzie Ij ;mn(x) — wielomian interpolacyjny Lagrange’a, a wyrazenie pod zna-
kiem sumy (7.12) oznacza interpolacje wartosci laplasjanu z weziow siatki na
polozenie czastki wirowej. Zmiana wirowosci czastki jest obliczana wzdiuz
jej trajektorii ruchu. W niniejszej pracy do rozwigzania rownania (7.12) wy-
korzystano schemat Eulera rzedu pierwszego. W celu zachowania stabilnosci
numerycznej schematu, parametry obliczeniowe dobierano tak, aby speiniony
byt warunek v At/h? < 1.

7.2.2 Metoda wymiany intensywnosci czastek PSE

Idea metody jest zwigzana z zastapieniem rézniczkowego operatora La-
place’a operatorem catkowym A., ktory dla trzech wymiaréw przyjmuje po-
sta¢ [12,32,75]:

Bewl) =% @) = w()nly - x)dy. (7.13

Funkcja obciecia n:(x) = e 3 n(x/¢) (¢ > 0) rzedu r jest funkcja symetryczng
spelniajaca warunki:

f Ty T](X) d% = 2(51;]' dla ?:, _}'= ]..J 2, 3,

Ra

/wf‘x?zn(x)dx=o dla ky+ky=11Tub 3<ki+k<r+1, (719
]R-'S

_/mmwmwx<w

]R3

Dodatkowo metoda PSE wymaga, aby przy doborze parametru & spelniona
byla zalezno§¢ €/r;; > 1, tzn. nosniki sasiednich czastek nakladaly sie (r;;
— odleglo$¢é pomiedzy czastkami i i j). Przy zalozeniach (7.14) spelnione
jest oszacowanie na operator calkowy dla sktadowych pola wirowosci (7.13)
[12,75):

|A:wi — Awillo,p € Ci€" ||willr4+2,p =1, 2,3, (7.15)
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gdzie w; nalezy do przestrzeni Sobolewa (w; € W™t%P(R?) dla p € [1, o0]),
a norme || - || rozumie si¢ w sensie przestrzeni Sobolewa. Dow6d powyzszego
oszacowania oraz analiza stabilno$ci metody wymiany intensywnosci czastek
zostaly przedstawione w dodatku B.

Drugie z rownan (7.10) aproksymowane jest zatem wyrazeniem [14]:

oy _, L (=) p(B22). (7.16)

Przyktadowe funkcje n(x), o no$niku nieograniczonym, zostaly przedstawione
np. w pracy VanderLindena [75]. Wybér funkcji o no$niku nieograniczonym

wymusza jednak uwzglednienie w powyzszym sumowaniu wszystkich czastek
wirowych znajdujacych si¢ w obszarze przeptywu, co przy duzej ich liczbie
moze znacznie spowolni¢ proces obliczeniowy nawet przy zastosowaniu algo-
rytmu szybkiego sumowania. Stad w niniejszej pracy, aby przys$pieszy¢ czas
obliczeri, wybrano funkcje n(x) dla r = 2 o no$niku ograniczonym w postaci:
€ : dla |x| < 2
— &
nx) =4 1+ (7.17)

0 dla |x| > 2.
Stala C jest tak dobierana, aby spelniony byl pierwszy z warunkow (7.14):

/ 22 n(x) dx = 2. (7.18)

R3
Wartos¢ C mozna tatwo obliczy¢ korzystajac ze spostrzezenia:

f(x +y? +z2)

B3

Cl E drdydz =6 (7.19)

oraz zapisujac powyzsza catke w zmiennych sferycznych dla n(x) okreslonej
wzorem (7.17):

2r ™ 2

f// Cr? i 2dr sinfdf dp = 47TC/

Stala C wynosi zatem 0.269.

~dr ~ 22.29C = 6. (7.20)
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Cecha charakterystyczna metody PSE jest to, ze rzad aproksymacji zalezy od
rzedu r funkcji 7.(x) (przez rzad funkcji rozumie si¢ zerowanie odpowiednich
momentoéw okre§lonych ostatnig z formut (7.14)). Umozliwia to podnoszenie
rzedu metody poprzez odpowiedni dobér funkcji 7.(x). Wada metody jest
potrzeba sumowania po wszystkich czastkach znajdujacych sie w obszarze
przeplywu, co przy znacznej ich liczbie, moze prowadzi¢ do wydtuzenia czasu
obliczeri. Dodatkowo, na potrzeby sumowania we wzorze (7.16), wazne jest,
by w sasiedztwie o promieniu ¢ kazdej czgstki bylo odpowiednio wiele innych
czastek (conajmniej od kilku do kilkunastu).

7.3  Wyniki numeryczne modelowania zjawiska
rekonekcji

Wybér modelowania zjawiska rekonekcji zwigzany jest z faktem, ze zjawi-
sko to w istotny sposob zalezy od lepkosci. Poprawne odtworzenie zjawiska
$wiadczy, ze zaproponowany algorytm jest prawidlowy. Przy modelowaniu
zjawiska rekonekcji parametry poczatkowe pierscieni wirowych byly takie
same jak w przypadku modelowania zjawiska nielepkiego zderzenia dwoch
pierscieni opisanego w podrozdziale 6.4. Umozliwilo to poréwnanie dynamiki
obydwu zjawisk i wykazanie istotnych réznic wynikajacych z uwzglednienia
w modelowaniu lepkosci osrodka.

Parametry poczatkowe pierscieni wirowych wynosily zatem odpowiednio:
gy = 04, R, = 1.0, T; = 1.0, &5 = 04, R, = 1.0,Ty; = 1.0 dla polo-
zeni poczatkowych odpowiednio: X; = (5.0,3.5,6.0), X2 =(5.0,6.5,6.0). Kat
odchylenia od pionu pierscieni wynosil ¢ = 54° (rys. 6.1B). Kazdy z pier-
$cieni wirowych aproksymowany byt zbiorem 12100 czastek wirowych (roz-
klad czastek byl taki sam jak w przypadku pojedynczego pierscienia wirowe-
go omawianego w rozdziale pigtym). Do obliczen zastosowano krok czasowy
At = 0.02; krok siatki wynosit h = 0.1. Wartos¢ kinematycznego wspolczyn-
nika lepkosci wynosita v = 0.001 m?/s, a liczba Reynoldsa, okreslona wzorem
Re = T'/v, wynosita Re = 1000. Réwnanie opisujace zmiang intensywnosci
czastek wirowych w przeplywie nielepkim (7.9) rozwiazywane bylo ulepszo-
na metodg Eulera rzedu drugiego. Réwnanie dyfuzji rozwigzywano metoda
Eulera rzedu pierwszego, a czton lepkosciowy modelowano wykorzystujac me-
tode wymiany intensywnosci czastek. W celu prawidlowego zamodelowania
wartosci kinematycznego wspolczynnika lepko$ci v, w réwnaniu (7.16) pod-
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stawiono parametr € = ( h, gdzie ( = 1.5.

Sekwencja potozen przedstawiona na rysunku 7.4 prezentuje pierwsza reko-
nekcje pierscieni wirowych w rzucie z gory i z boku do czasu ¢ — 15.0. Diagra-
my sg przeskalowane, aby odda¢ jak najwiecej szczegotow dynamiki pierscie-
ni. Na poczatku oddzialywania pierscienie zblizaja sie do siebie zachowujac
symetri¢ zwierciadlang ukladu (£ — 4.0). Ich polozenia i ksztalty sa takie
same jak w przypadku nielepkiego zderzenia pierscieni omawianego w pod-
rozdziale 6.4 (rys. 6.19). Roznice w dynamice pojawiaja sie, gdy pierscienie
zaczynaja si¢ ze soba stykac. Lepko$é przeciwdziata nadmiernemu wzrosto-
wi wartosci pola wirowosci, spowodowanemu efektem rozciagania w obszarze
styku, a zarazem umozliwia zmiane topologii pola wirowosci obu pierscieni.
Na diagramach dla ¢ — 10.0 mozna zaobserwowaé jak czastki wirowe, znajdu-
jace si¢ w obszarze styku, sg rozsuwane na boki, inicjujac polaczenie sie obu
pierscieni. Etap ten odpowiada poczatkowi zjawiska ,,mostkowania” przedsta-
wionemu na rys. 7.3d oraz rysunkowi 7.1b przy wizualizacji procesu zderze-
nia dwoch pierscieni. Po czasie ¢ = 15.0 pozostale w obszarze styku czastki,
pod wplywem wygenerowanego w przeplywie pola predkosci, sg wypycha-
ne poza obszar tworzac cienkg ,ni¢ wirows”. W efekcie zjawiska rekonekeji
z dwoch pierscieni powstaje jeden, wygiety po bokach, eliptyczny pierécien
wirowy (etap ten mozna poréownac z rys. 7.1c). Dalsza ewolucja pierécienia
Jest przedstawiona na rysunku 7.5. Po czasie ¢ — 27.0 mozna zauwazyc, ze
pierscien ulega deformacji, a jego boki zaczynaja zblizaé sie do siebie. ,Ni¢
wirowa”, pozostala po pierwszej rekonekeji, jest odepchnieta i nie ma wplywu
na dalsza dynamike pierscienia. Na diagramach dla ¢ — 33.0 wida¢ poczatek
drugiej rekonekcji, w wyniku ktorej powstaja znowu dwa pierscienie wiro-
we zbudowane, po polowie, z czastek koloru niebieskiego i czerwonego (dia-
gramy dla ¢ = 39.0). Dla czasu ¢ = 39.0 mozna réwniez zauwazy¢ wyrazna
»Ni¢ wirowa” tgczgcy oba pierscienie. Pierécienie sa zdeformowane i poruszaja
si¢ w kierunku prostopadlym do poczatkowego kierunku ruchu wyjsciowych
pierscieni wirowych. Przedstawiony przebieg zjawiska podwojnej rekonekcji
zderzajacych si¢ pierscieni wirowych jest w dobrej jakosciowo zgodnosci z
eksperymentalng wizualizacja zjawiska przedstawiona przez Oshime i Asake
w pracy [54] (rys. 7.1).
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Rys. 7.4. Sekwencja polozen pierscieni podczas pierwszej rekonekeji. Diagramy gorne przedstawiaja widok z boku; dolne -
widok z gory.



t=27.0

t=33.0

Rys. 7.5. Sekwencja polozen pierécieni podczas drugiej rekonekeji. Diagramy gérne przedstawiajg widok z boku; dolne — widok

z gory.
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Rysunek 7.6 przedstawia rozktad czastek wirowych o intensywnosciach mniej-
szych (kolor niebieski i zotty) i wiekszych (kolor granatowy i czerwony) w
stosunku do intensywnosei srednich: Qgr(1) 1 Qgr(2). Intensywnosci srednie ob-
liczano w kazdym kroku czasowym. W przeplywie lepkim intensywnosé czg-
stek zmienia si¢ nie tylko na skutek mechanizmu rozciagania, jak jest to w
przypadku przeptywow nielepkich, ale rowniez na skutek dyfuzji pola wiro-
wosci. Na poczatku ewolucji (1 = 4.0), rozklad czastek jest taki sam jak dla
nielepkiego zderzenia. Czastki o intensywnosciach wigkszych niz $rednia po-
Jawiaja si¢ po wewngtrznej stronie pierscieni, by nastepnie przesuwaé si¢ po
ich obwodzie. Gdy pierscienie znajduja sie blisko siebie, warto$¢ wirowosci
w obszarze styku zaczyna rosna¢ na skutek rozciagania linii wirowych. Ina-
czej jednak niz w przypadku nielepkiego zderzenia, lepko$é nie dopuszeza do
nadmiernego wzrostu wartosci wirowosci. Na diagramie ¢ — 10.0 widzimy,
ze czastki w obszarze zetknigcia si¢ obu pierscieni majg teraz intensywnosci
mniejsze od Sredniej, zas czastki o intensywnosciach wiekszych niz érednia
sg zgrupowane w obszarach w ktérych nastepuje polaczenie obu pierscieni
(tworza sie tzw. ,mostki”) oraz na ich obwodach. W trakcie procesu reko-
nekeji zotte i jasnoniebieskie czastki tworza w obszarze styku ,ni¢ wirows”,
ktora jest powoli wypychana na zewnatrz obszaru (t — 15.0). W powsta-
tym eliptycznym pierscieniu wirowym czastki o podwyzszonej intensywnosci
sq zgrupowane wzdluz jego bokéw (¢ = 27.0). W trakcie dalszej ewolucji
pierscienia, wygenerowane przez rozklad wirowosci pole predkosci powodu-
Je zblizanie si¢ do siebie obu bokéw, a czastki o podwyzszonej wirowosci sa
zlokalizowane w obszarach przysztej rekonekeji (¢ = 33.0). Po zajsciu drugiej
rekonekeji i ponownym podziale na dwa pierscienie, intensywnosé czastek wi-
rowych wzdluz nowej ,nici wirowej” zaczyna male¢ (¢ = 39.0). Zmiany pola
wirowosci w przeplywie mozna przesledzi¢ na rysunku 7.7. Na dwoch pierw-
szych diagramach wyci¢to czesé pola wirowosei w celu lepszego wgladu w
jego dynamike. Na diagramach dla ¢ = 10.0 i ¢ = 15.0 wida¢ proces formowa-
nia si¢ eliptycznego pierscienia wirowego. Dla ¢ — 15.0 i pdézniejszych czasow
mozna zauwazy¢, ze czastki tworzace ,ni¢ wirowa’, powstala po pierwszej re-
konekcji, praktycznie pozbawione sa intensywnosci i nie wplywaja na ksztalt
pola wirowosci. W wyniku dalszej ewolucji eliptycznego pierscienia dochodzi
do ponownej rekonekcji. Na ostatnim diagramie (¢ — 39.0) mozna rozréznic
dwa oddzielne pierscienie wirowe polaczone dwiema nowymi ,niémi wirowy-
mi”. Ich ksztalt jest podobny do ,nici” przedstawionych na rys. 7.3f. ,Nici
wirowe” sy wyraznie widoczne, a wiec zawieraja znaczng porcje wirowosci.



Rys. 7.6. Sekwencja polozeri uktadu dwéch pierécieni wirowych w wybranych krokach czasowych — zjawisko rekonekc;ji; kolorem
granatowym i czerwonym zaznaczono czastki o intensywnosci wigkszej od ., za$ kolorem niebieskim i zottym — czastki o
intensywnosci mniejszej od ay,.. Dolna sekwencja polozeni czastek jest obrécona w celu lepszej prezentacji wynikow.
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Rys. 7.7. Rozktad pola wirowosci w przeplywie podczas zjawiska rekonekeji pierscieni wirowych w wybranych chwilach czasu

(dla lepszej czytelnosci dynamiki uktadu na pierwszy dwéch diagramach wycigto czesé pola wirowosci). Na dolnych diagramach

pola wirowosci przedstawione jest w rzucie pod innym katem niz na gérnych rysunkach w celu lepszej prezentacji wynikow.
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W trakcie obliczen monitorowano zmiany wartosci energii kinetycznych: 77,
T> oraz enstropii F. Poczatkowe wartosei 77 = 1.11 i T = 1.14 spadtly
do wartosci 77 = 0.43 i To = 0.48 po czasie t = 39.0. Zmiany wartoSci
T, zostaly przedstawione na wykresie 7.8A krzywa nr 1 (kolor czerwony).
Zmiane wartosci enstropii /' w trakcie obliczen przedstawia wykres 7.8B.

A) B)
12¢ 1201
14f
1.0}
0.9
NUbB o

0.7F
06

05F

04}

:IIJ'J | r—— - | P | :u L P | PR | ]
03 10 20 30 20 &5 10 20 30 a0

Rys. 7.8. A) krzywa nr 1 przedstawia zmiany warto$ci energii kinetycznej To w
trakeie modelowania zjawiska rekonekeji pierscieni wirowych, krzywa nr 2 przed-
stawia zmiany wartosci energii kinetycznej 1" obliczone na podstawie wzoru (7.21)

dla v = 0.001; B) zmiany wartosci enstropii /£ w trakcie obliczen.

Monitorowanie w trakcie obliczeri zmian warto$ci enstropii dalo mozliwosé
poréwnania zmiany energii kinetycznej Ty (krzywa nr 1 rys. 7.8A) z rozwia-
zaniem rownania (1.42) dla wartosci v = 0.001:
dT
— = —2vk. 7.21
Roéwnanie (7.21) rozwiazano metoda Eulera:

T((n+ 1)dt) = T(ndt) — 2vdt E(ndt), (7.22)

gdzie 6t — czestotliwosé zapisu parametrow kontrolnych np. 75, ' w trakcie
obliczen, ét — 0.2. Dla T'(0) i E(0) przyjeto wartosci To = 1.14 oraz I = 10.0.
Rozwiazanie przedstawia krzywa nr 2 (kolor zielony) na wykresie 7.8A. Wi-
dac¢ dobra zgodno$¢ otrzymanej krzywej z wykresem Ts(t), z czego wynika,
ze efekt lepkosci cieczy byl dobrze modelowany w obliczeniach.
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W trakcie obliczeni monitorowano rowniez H i ;. Poczatkowa wartosé skret-
nosci Hy — 0 wzrosta podczas obu rekonekeji do wartosci H ~ 0.1. Calki ze
skladowych wirowosci I; pozostawaly w trakcie obliczenn w przedziale war-
tosci (107°, 1071). Dywergencje z pol: potencjatu wektorowego i wirowosci
pozostawaly w przedziale (107, 107'), za$ bezzrodlowosé pola predkosci by-
ta zachowana z doktadnoscia ~ 1075,



Podsumowanie

Przedmiotem niniejszej rozprawy doktorskiej bylo opracowanie i imple-
mentacja szybkiej metody wirowej typu ,wir w komérce” (VIC) do rozwia-
zywania niedci§liwych, tréjwymiarowych przepltywéw lepkich. Proponowana
w pracy metoda oparta jest na aproksymacji cigglego pola wirowosci dys-
kretnym rozkladem czastek wirowych, ktére niosa informacje o trzech skta-
dowych wektora wirowosci. Rownania ruchu cieczy sformulowane zostaly w
ujeciu wirowosci w i potencjalu wektorowego A. Metoda jest w opozycji do
bezposrednich metod wirowych, w ktorych obliczenia prowadzone sg bez uzy-
cia siatki numerycznej, a ruch czastek wirowych odbywa sie w polu predkosci
obliczonym z prawa Biota-Savarta. Potrzeba uwzglednienia wktadu do po-
la predkosci pochodzacego od wszystkich elementéw wirowych w przeplywie
powoduje, ze metody bezposrednie, pomimo rozwoju algorytméw szybkiego
sumowania, sg nadal bardzo czasochlonne. Zastosowanie w metodzie wiro-
wej typu ,wir w komoérce” siatki numerycznej w celu obliczenia rozkladu
pola predkosci w przeplywie powoduje znaczne skrécenie czasu obliczen. Z
wynikéw przedstawionych w artykule [16] wynika, ze dla liczby elementow
wirowych N ~ 100000 metoda VIC jest okolo 1000 razy szybsza od metod
bezposrednich. Uzycie siatki obliczeniowej umozliwia zatem wprowadzenie
do obszaru przeplywu znacznie wigkszej liczby czastek wirowych niz w me-
todach bezposrednich.

Poprawno$¢ proponowanej metody sprawdzono badajac dynamike pojedyn-
czego, nielepkiego pierscienia wirowego. Poréwnano jego predkos$é translacji
z formuty analityczng, otrzymujac dobra zgodnosé wynikéow. Dla przeplywow
nielepkich, modelowano réwniez dynamike uktadu dwoch pierscieni wirowych
w roznych konfiguracjach poczatkowych. Odtworzono, dobrze znane w litera-
turze, zjawisko ,.gry wiréw”, uzyskujac jeden pely cykl przejscia piericieni.
Modelowanie niescisliwych, lepkich przepltywow tréjwymiarowych oparte by-
o na algorytmie dekompozycji lepkosciowej tzn. rozwigzanie otrzymywane
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byto w dwoch krokach: najpierw rozwigzywano réwnania ruchu cieczy nie-
lepkiej, a nastepnie uwzgledniano w obliczeniach lepkoé¢. Przedstawiono dwie
metody modelowania lepkoéci: metode siatkowo-czasteczkowa oraz metode
wymiany intensywnosci czastek PSE. Wykorzystujac metode PSE odtworzo-
no zjawisko rekonekcji pierscieni wirowych, ktore to zjawisko zachodzi jedynie
dla przeplywow lepkich.

Zaprezentowane w niniejszej rozprawie doktorskiej wyniki numeryczne otrzy-
mane metoda wirowa typu ,wir w komorce” dla przeplywow nielepkich i
lepkich sa w dobrej jakosciowo zgodnosci z wynikami eksperymentalnymi i
numerycznymi innych autoréw. Osiggniete wyniki potwierdzaja postawiona
na poczatku pracy teze, ze w obliczeniach numerycznych mozliwe jest za-
stapienie bezzrodlowego pola wirowosci dyskretnym rozkladem czastek wek-
torowych bedacych nosnikami wirowosci. Opracowany program numeryczny
pozwoli na badanie ewolucji struktur wirowych co bylo celem utylitarnym
niniejszej pracy doktorskiej. Prezentowane w literaturze, a takze w niniej-
szej pracy, wyniki jednoznacznie wskazuja, ze metody czastek wirowych w
niedlugim czasie stang si¢ rownoprawnymi metodami rozwiazywania rownar
Naviera-Stokesa w stosunku do innych klasycznych metod takich jak np.:
metody réznic skoniczonych, metody spektralne [14,16, 58|

Dalszy wysitek autora bedzie skierowany na uwzglednienie w przeptywie
Scianek sztywnych. Obecno$é scianek sztywnych wigze si¢ z nowymi warun-
kami brzegowymi na potencjal wektorowy A [63] oraz z generacja nowej wi-
rowosci [16] w celu zapewnienia warunku przylegania cieczy do Scianki. Beda
prowadzone dalsze prace majace na celu zapobieganie nadmiernej koncen-
tracji czastek wirowych podczas obliczen. Podjeto rowniez prace w kierunku
poprawy symulacji efektu lepkosci cieczy metodami czasteczkowymi.
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Wyprowadzenie predkosci
translacji pierscienia wirowego

Ponizej przedstawione zostanie wyprowadzenie predkosci translacji pier-
Scienia wirowego zaproponowane w 1970 roku przez Saffmana [40, 43, 66).
Wprowadzmy dwa uklady wspoélrzednych (rys. A.1): pierwszy, nieruchomy
uklad r ¢z bedzie zwigzany z przeplywem (w tym ukladzie pole predkosé
znika w nieskonczonosci), drugi uklad r'¢'z’ zwigzany bedzie z poruszaja-
cym sie pierScieniem wirowym.

Oznaczmy przez u pole predkosci w ukladzie r ¢ z, a przez u’ pole predkosci
w ukladzie r'¢'z’, wowczas [43):
u=u+T1, (A.1)

gdzie U = Ue,y — predko$é translacji pierscienia wirowego. Podstawiajac
wyrazenie (A.1) do wzoru na energie kinetyczng 7" (1.37) otrzymujemy:

T=/u-(xxw)duzI[U-(xxw)dv+/u'-(xxw)dv. (A.2)

D D

Pierwszy czlon po prawej stronie w (A.2) mozemy przeksztalci¢ wykorzystu-
jac niezmiennik ruchu — impuls liniowy (1.51):

/U-(xxw)d”u:?UPx, (A.3)
D
gdzie skladowag rz—owa impulsu liniowego obliczamy catkujac:

P¢=7r/fw¢r2drd$2?r5§1". (A.4)
—o0 0
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Rys. A.1. Uktad wspolrzednych r ¢z i ukiad r'¢'z’ zwiazany z poruszajacym sig

pierscieniem wirowym.

Drugi czlon we wzorze (A.2) rozpisujemy:

oC 00
fu’-(xxw)dv=27rffrw¢(—xu;+ru;)drda:. (A.5)
D —oo 0

Wyrazenie pod catka mozna uprosci¢ korzystajac z zaleznosci [43]:

7
rwe(—zu, +ruy) =—-3zTU Wy + 52 (z7r?ul wy) + =— (zr?ul.wy). (A.6)

ar

Podstawiajac powyzsze wyrazenie do (A.5) catki z pochodnych po r i z zni-
kaja w nieskoriczonosci i pozostaje jedynie:

oo o0
fu’-(xxw)dvz—ﬁﬂ//?‘x%uﬂ_drdm. (A.7)
—c0 0

D

Calke w wyrazeniu (A.7) mozna rozwigza¢ wprowadzajac nowe wspolrzedne
¢ i 0 zwiazane ze érodkiem przekroju pierscienia wirowego (rys. A.2):

r=Ry+&sinf, x=E& cosh. (A.8)
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przekroj 4
pierscienia
R,
0$ symetrii
——————— n—’._ —— —

Rys. A.2. Uklad wspolrzednych &6 zwiazany ze srodkiem przekroju pierscienia

wirowego.

Oznaczmy przez I'o(&) cyrkulacje zawarta wewnatrz rdzenia pierScienia w
odleglosci € od srodka przekroju, ktory lezy w plaszczyZznie r — z. Skltadowa
azymutalna wirowosci w tym przekroju moze by¢ aproksymowana przez:

1 dI‘O

2m€ dE ()

W gwo(&)

Podstawiajgc formute (A.9) do wyrazenia (A.7) oraz zastepujac sktadowg
predkosci u], wyrazeniem: u; = (I'(&)/2 7 ) cos @ otrzymujemy:

—67 f fr$w¢u:,drda:=

—oo 0

j&cosﬁ) (Ro + € sinf) wy Lo(®) cos 0 € dé df =
0 27r£

D'-—._"\-"‘

5 En - (A.10)
-3Ry [ cosQHdﬁfw¢FD(£)£d£—3 f sin @ cos? 0 df

0
€0 ar
fusto@) s = -2 Frog it ag ~ -2

0

Drugi czlon caltkowy w (A.10) znika, gdyz fn " sinf cos?0dh = 0.
Podstawiajac do wzoru (A.2) wyniki przeksztalcen (A.4) i (A.10) otrzymu-
jemy:

3R0

T=27UR}T — —T?. (A.11)
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Teraz nalezy obliczy¢ warto$é energii kinetycznej korzystajac ze wzoru (1.45):

=%/A-wdv=ﬁf‘1’w¢d51 (A.12)
D

S

gdzie ¥ jest funkcja pradu Stokesa zdefiniowana we wspolrzednych cylin-
drycznych na plaszczyznie r — x:

10V " 10V
u"l" = —_—— —— = ——
r dx Yo or
W celu obliczenia wyrazenia (A.12) nalezy okresli¢ funkcje pradu wewnatrz
przekroju pierécienia W ~ Wy(€). Dla przekroju pierscienia jak na rys. A.2,

funkcja pradu ¥o(¢) wyraza sie wzorem [43,66]:

Wy (€) = o [m (@9) = 2] +— F"(g) (A.14)

27 €0 271' f"
3

(A.13)

Wyrazenie na energie kinetyczng w zmiennych £6 przyjmuje postac:

T =r ] wouo@2nede = BL [ (22) —2] FoRae
0 0

(A.15)

de’

& dro [f Lo(€) o] "

e ¢

gdzie za wy(€) podstawiono formute (A.9). Calkujac przez czesci ostatni czion
w (A.15) otrzymujemy ostateczng formule na energie kinetyczna pierscienia

wirowego:
2 2
L [m (8—‘!-%2) ~ 2] [ (‘5) (A.16)
2 2
0

Eo

Poréwnujac ze soba wzory (A.11) i (A.16) otrzymujemy wzér na predkosc
translacji pierscienia wirowego U:

_ T 8R.\ 1,1 [I¥®
U_4?TR0 ln(en)—i-l"ﬁ d{ . (A]?)

0

Dla réwnomiernego rozkladu pola wirowosci wewnatrz przekroju pierscienia
(wo(€) = const) cyrkulacja I' wyraza si¢ formula:

I'=wymel, To(€) =wom&? (A.18)
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1 otrzymujemy:

€0 2 2 2 P
1 [T36) dé = wrc:ofgs dpass (A.19)
0

i 4

0

Ostateczny wzoér na predkosé translacji dla pierScienia o réwnomiernym roz-
kladzie wirowosci w przekroju przyjmuje postac:

U= 4: o lm (%) = ﬂ . (A.20)

Jest to formula podana pierwotnie przez Kelvina w 1867 roku [43].
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Metoda wymiany intensywnosci
czastek — oszacowania

Zastapmy rozniczkowy operator Laplace’a operatorem catkowym A, zde-
finiowanym wzorem (7.13) [12,32,75], gdzie i = 1, 2, 3 — sktadowe pola wi-
rowosci w:

Bew®) =& [(@ily) — @) nly - ) dy, (B.1)
gdzie n(x) jest funkcja obcigcia spelniajaca warunki (7.14):

-/xizjn(x)dx=26ij dla ¢, j=1, 2, 3,
]R3
/mklezn(x)dx=0 dla ki +ky=1 lub 3<ki+ka<r+1,

R3
/ X2 [n(x)| dx = 0 < 0.
]R:i
(B.2)

Twierdzenie 3
Pod warunkami (B.2), jezeli w; € W™2P(R3) dla p € [1, oo] spetnione jest
nastepujgce oszacowanie (i =1,2, 3):

|Ac wi — Awillo,p < Cie" ||willr+2,ps (B.3)
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Dowéd
Udowodnimy wynik dla p = oo. Rozwazmy rozwiniecie w szereg Taylora
funkeji w;, gdzie ¢ = 1, 2, 3, w punkcie x az do rzedu r + 2:

wi(y) = wi(x) + (y = x, V)wi(x) +---+

1

MCESY)

(v = %, V)TV wi(x) + Oy — %™ [|willr+2,00)-

B.4)
Wprowadzajac to rozwiniecie do czlonu po prawej stronie zaleznosci (B.1)
i na mocy wlasnosci funkcji n(x) (B.2) czlony poza [(y — x)?n.(y — x) dy
zerujg sie i w efekcie otrzymujemy:

1 = Buw
Ac wi(x =§Z /yk-:ck)zns(y—X)dy
k=1 (B.5)

{[tllrs2.00 © ( [y =ty - dy) |

r—

Po zamianie zmiennej z = (y — x)/e w calkach, otrzymujemy:
Acw;i(x) = Awi(x)+0(E"). 0 (B.6)
Analiza stabilnosci metody

Uklad réwnan rézniczkowych zwyczajnych odpowiadajacy réwnaniu dy-
fuzji wirowosci zapisanemu wzdtuz trajektorii ruchu czastek wirowych z wy-
korzystaniem operatora catkowego (B.1) przyjmuje postac [12,75]:

dw,
dt

=ve™? Z (vgwq — vpwp) M=(%q — Xp), (B.7)
q

gdzie indeksy p, ¢ numeruja czastki wirowe. Powyzszy uklad catkujemy wy-
korzystujac schemat Eulera z krokiem czasowym At:

v At
E+1 = wy + o (vq Wy — Up w;) ng(x;‘ — x;}) (B.8)
q

w

Pod inna postacia:

v At At
wit! = wp 1—— Vg Me(Xg —Xp T Z vg wy Ne(xg —x3). (B.9)
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Jezeli przyjeta funkcja 7 jest dodatnia i jesli:

v At
22 Z Uq |7?£(x; . X;)| <1,
q
wtedy
max,, |wp ™| < max;, |wp]
i gdy

3 v Ine(x2 = x2)| & C = f ol e

q

otrzymujemy warunek stabilnosci dla schematu Eulera w postaci:

vAtC

=— <.

(B.10)

(B.11)

(B.12)

(B.13)
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